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Zakladni predstavy

molekulova fyzika (MF) vychazi z pojmu molekuly

= vlastnosti molekul a jejich vzajemné chovani popisuje fenomenologicky

= vymezeni molekul ¢asto umélé (nemusi jit o molekuly z chemického hlediska)

= uziva statistické metody a zakonitosti

= vyklada chovani makroskopického systému (zjisténi hodnot makroskopickych veli€in)

model pevné latky
= mezimolekulové pusobeni se popisuje fenomenologicky — mfizka rovhovaznych poloh
= kolem nich molekuly kmitaji (v prvnim pfiblizeni harmonicky), otaci se apod.

model kapaliny
= model pevnych kouli s mirnou pfitazlivosti — jednoduchy model neexistuje

model plynu
= v béznych podminkach jsou plyny velmi fidké
= molekuly na sebe kromé srazek prakticky nepusobi



Model idealniho plynu

= principy klasické mechaniky
= spojité a neomezené spektrum energii
= (Castice se srazeji
= nemohou to byt hmotné body, musi mit nenulovy objem
= chaoticky pohyb
= pfi srazkach se méni smér a velikost rychlosti (Zadny smér nemuze
byt preferovan)
= nparazy molekul na steny a navzajem popsany pohybovymi rovnicemi
= N hmotnych bodu, 3N stupnud volnosti, 3N pohybovych rovnic
= prakticky nefresitelné pro velka N
= vhodnéjSi: vyuzit zakonu zachovani a popisovat chovani molekul
statisticky 4




Kineticka teorie plynu

potencialni energie ¢astic

N
= videalnim plynu zanedbavame vzajemné pusobeni molekul U= ZU (r.)
(kromé& okamziku srazky) il
= potencialni energie molekuly ur€ena jen vnéjsSimi poli a nikoliv M
]

vzajemnou interakci

vnitfni energie
= soucCet energii vSech molekul; mohou to byt

= kineticka energie ruznych typt mechanického pohybu (translaéni energie molekuly
jako celku, zde zanedbame vnitromolekularni energii rotacni, vibraéni,...)

= potencialni energie ve vnejSim poli
= zanedbame vnitfni potencialni energii molekuly — excitace, ionizace, chemické zmeny struktury
= pfi srazkach se zachovava energie
= ¢astice bez vnitinich stupnid volnosti — pruzné srazky
= vnitfni stupné volnosti (rotace, vibrace,...) obecné zpusobi, Ze neplati ZZE pro translacni
kinetickou energii — nepruzné srazky

fredpokladame nadale (nebude-li feéeno jinak) €astice bez vnitinich stupinud volnosti
(translaéni kineticka energie, potencialni energie ve vnéjSim poli, pruzné srazky)




Zakladni pojmy statistického popisu

= nahodné jevy — musi nastat aspon jeden vysledek , nastane-li jeden, nemulze nastat jiny

= relativni Cetnost (v sérii N pokusu nastane i-ty vysledek N; krat) E
= pravdépodobnost i-tého nahodného jevu w, = lim Mo

= apriorni pravdépodobnost Ize urcit Casto predem z charakteru pokusu

— napf. je-li nékolik moznych vysledku, jejichz Cetnost by méla byt rovnocenna

— a pocet pfiznivych pfipadu, m celkovy pocet moznych pfipadu w=%

= plyn v rovhovazném stavu bez silového pusobeni — hustota konstantni

y y : . AV
— pravdépodobnost, ze molekula v oblasti 4V z celkoveho prostoru V W(AV) =~
= zkoumame spojitou veli€inu (napf. rychlost) — zavedeni intervall nestaci
— zavislost na $ifce intervalu w(v,v+Av)=w
= vhodné zavést hustotu pravdépodobnosti
. W(V,V+AvV)
. v v | p(\V)=Ilim ———=
— nema rozmer pravdépodobnosti! Mo0 AV
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Stredni hodnota a rozptyl

= rozmér pravdépodobnosti ma soucin hustoty pravdépodobnosti a Sife intervalu

= normovaci podminky: v diskrétnim pripadé ;W(Vi)=1 a analogicky

= stfedni hodnota: pfi N pokusech je N; Cetnost vyskytu vysledku x;

= v diskrétnim pfipadé muzeme pouzit pravdépodobnost w,

= v pripadé spojité rozlozené veliCiny lze uzit hustotu pravdépodobnosti

w(Vv) = p(V)Av
dw(v) = p(v)dv

wa(v) = Tp(v)dv =1

X = TXsz Tx,o(x)dx

—0

= obdobné Ize zavést stfedni hodnotu funkéni zavislosti W:jf(x)dw: j f (x) p(X)dx

= soucCet a rozdil sttednich hodnot  f(x)+g(x) = j f(X) p(X)dx £ j g(x) p(x)dx = j [f(x) £ 9(x)]p(x)dx = (x) = g(x)

= rozptyl charakterizuje odchylky od stfedni hodnoty (x-x)=x-x=0
J2 X 2

=(X—=X)?=X*—2X - X+ X* =X* =2X - X+ X =xX*—X



Pravdepodobnost rozlozeni molekul

hledame pravdépodobnost, Ze z celkového poc€tu n molekul v nadobé
objemu V se pravé k molekul nachazi v ¢asti objemu 4V

molekuly jsou rozliSitelné, muzeme je ocCislovat
pravdépodobnost, Ze se vybrana molekula nachazi v Casti 4V

dvé vybrané molekuly v Casti 4V

k vybranych molekul v ¢asti 4V

pravé jen vybrana molekula v ¢asti 4V
praveé jen k vybranych molekul v ¢asti 4V

v ¢asti 4V se mUze nachazet k libovolné vybranych molekul

z n molekul I1ze jednu molekulu vybrat n zpisoby, proto
pravdépodobnost, Ze v Casti 4V je pravé 1 libovolna molekula

pocCet moznych vybért k molekul z n dava kombinacni Cislo

pravdépodobnost, Ze v Casti 4V je pravé k libovolnych molekul

po dosazeni dostaneme tzv. binomické rozdéleni

AV

W, (AV) = [A\;/T

W, (AV) = (A\;/j

w(l) = w, (AV)w,, (V —AV)
W(K) = W (AV)w, , (V ~AV)

w(l) =nw, (AV)w, ,(V —AV)

n n!
(k]_ ki(n—k)!

w(k) = @w (AV)W, , (V ~AV)

- -
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Binomické rozdeleni

=  binomické rozdéleni 8
nY AV Y (. AV n n! 1 11
k)= = ||1-= —
v (k)(VM Vj (k) Kin—k)!' % 2 D
4 I 4 6 4 D> |16
5

= kombinacni koeficienty vytvareji Pascallv trojuhelnik 1 5 10 10,5 1 \a2

= w(K) jsou Eleny binomického rozvoje (uziti binom. véty) = normovani Y w(k)=1

AVY AV &M ek (N, AVYTAVY L -
12[(1_VJ+Vl:§(k)a ’ —2@(1— V) (V) =Zmo

oo N M

.

(avo)’ W) EEEE
2 X W X 1
ilustrujme si chovani BR na specialni situaci:
= vybranych k &astic pfesné v poloviné& nadoby M) pAs] [ xR
weY o W(k):(wjk(l_wj” [1)(1) :(1)” EBNBE
2 \Y \Y 2)\2 2 |23/ 1] |13

Ll
L) ek B
L2 ] 2ol P2

|32 143 %3]

= pravdépodobnost nezavisi na k — pro vSechna
usporadani rovna 1/X

= hodnoty w(k) ur€eny pouze kombinacnimi Cisly —
poCty moznych usporadani ¢astic pfi pevném k

|21 234 |5 4]




Binomickeé rozdeleni

pomoci binomického rozdéleni |ze obecné vyjadfit stredni hodnotu poctu castic a rozptyl
stfedni hodnota poctu Castic k, které se nachazeji v poloviné objemu V, a pfislusny rozptyl

AV VY & (n nekpk N\ n! -k K
=S ku = Zk( j(l—j (ijék(kja Y P

b

- nbzn: _(n=DE e nbzn: "Dt pp L AY
£ (K—1)I(n—k)! Sl k-1 "V
-

n-1 (a+b)"’1
k-1 -

K2 =Y kew(k) = Y k(k -1+ Dw(k) = 3 k(k—-Dw(k) + > kw(k) =

;,_/
k

n n '
- k(k—l) a"™ b 1nb=Sk(k-1)— " _a"*pk +nb=
Foa T -k

(n-2)! g (n-D-(k-2)pk-2 o[ N=2) (o) k22
=n(n-1)b°y — T b b=n(n-1)b b b=
=n(n-1) Z(k (- k)l +nb=n(n-1) kZ:; Y +n

1

=n(n—-1)b*+nb

o? =k? —k2 =n(n—1)b’ + nb— (nb)? = nb(1—b) {n A\;/ (1_ AVJ]

\Y




Normalni (Gausovo) rozdeleni

pro velké hodnoty n

Binomické rozdéleni (n=600; p=0.5)

= neni binomicke rozdéleni 00351 — Gaussovo rozdéleni (fit)
praktickeé, ani kdyz se vyuziji Ep—
priblizné vzorce pro vycisleni - X, 30000000  +0.00012
‘s 0.025 - 20 2450531 +0.00024
faktorialu ] Plocha 1.00012 +0.00001
- ] e 0.020 - —
= stira se rozdil mezi diskréetnima _ ]
spojitym rozdélenim i;/ 0.015
= je vyhodn&jsi pouzit normalni R0 )
(Gaussovo) rozdéleni 0.005 \
. . 0.000
obrazek srovnava ]
v . - v s _gs -0.005 T T T T 1
= pravdépodobnosti poctu k ¢astic 0 150 300 450 600
v poloviné objemu obsahujiciho K
600 Castic vypocltené pomoci
binomického rozdéleni
= nafitované Gaussovo rozdéleni a
jeho parametry ( X, =X ... stfedni
hodnota) . (X - %) . .
0 X - X 2 _ —
W(K)—"2% 5 p(X) = expl - EX | o2=dn [ p(0dx=1
11
o2 20 Zw
26 =+/n



Maxwellovo rozdeleni rychlosti

. hledame hustotu pravdépodobnosti pro slozky rychlosti pohybu jedné molekuly
" predpoklady
1. rozdéleni nezavisi na poloze ani na ¢ase
2. pravdépodobnosti jednotlivych slozek nezavislé
= toto nelze dokazat, ale je to rozumny pozadavek; vysledek souhlasi s experimentem
p'(V) = p(v,)p(v,)p(V,)
Ino'(v) =In p(v,) +In p(v,) +1In p(v,)
3. pravdépodobnost celkové rychlosti nezavisi na sméru pohybu
= jinak by existovaly smeéry s vysSi Ci nizSi rychlosti Castic — rozpor s izotropnosti
=  smi zaviset jen na velikosti rychlosti
=  zavedeme novou funkci, ktera popisuje stejné rozdéleni, ale v zavislosti na jiné

proménné
N _ ! 2v, =1
’ 2 2 2 o M iviev? " v
p(V):f(\/m):f(v) va Zm v
d d v v
Inf(v)=—Inf(v =F(v)=*
Inf(v) =1 | | 0 o, " Wy TEY
nF)=Inpv)+Inp(v,) +inplv) | FV) v,
Y d
0 d fo:
) f(v):dv ) F(v) Vo, In o(v,)

X X
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Maxwellovo rozdeleni rychlosti

. relace F(V)V_xzimp(v) umoznuje separaci proménnych 1 1d
v dv X F(vV)==——Inp(v,)
x v v, dv,
. obdobné vztahy plati pro vSechny slozky rychlosti L1 df*("*)
c leva strana spole¢nd, na pravé strané jsou funkce rdiznych FO, =4 g mPv)
navzajem nezavislych proménnych —
. rovnost maze platit, jen pokud jsou vSechny funkce rovny ” )1 1 d In o)
v « V)—=— np(v,
spoleCné konstanté ) =1,0,)=f,(v)=a VoV, dvy,
f,(v;)
u integraci rovnice ziskame rozdéleni
1 d n jaky je vyznam a mozné hodnoty parametru o ?
- In p(vx) =

X X

a>0: v, 5o = p(v,) > x; Ip(vx)dvx—>w

—00

dlinp(v,) =avdv,

jd Inplv) = Iavxdvx a=0: v >0 = p(v)=1 T,o(vx)dvX —>

In p(v,) = £v2 + konst -

2 o a<0: v, >0 = pv,)—>0; jp(vx)dvx = konst
pV) =py eXP[Eij ~oo

. vhodna substituce zajisti pozadovanou hodnotu o

1 V2
o= —? = p(VX) = P, exp| — 202
13




Parametry Maxwellova rozdeleni

predexponencialni faktor je urCen pozadavkem na = obecny tvar Gaussova

normovani - rozdéleni
[ p(v,)dv, =1
2 1 vV, —Vv,)°
0 V2 © V2 p(vx) = 2 exp(_ (XZ—ZX)j
I P exp(— ijdvX ) I exp(— ijdvX =1 oNer e
c 20 i 20 . ,
= do pozadovaného tvaru se
= integrace substituci dostane pro nulovou stfedni
v dv, _, hodnotu slozky
— = =x=>—X =dx
O‘\/E O'\/E 1 2
. ) . " V,=0=p(v,) = expl — =5
'[ exp(— Z\Z;ZJdvX = I exp(— XZ)(J\/EdX:G\/E I exp(— xz)dx ov2r 20
- h — = zbyva nalézt hodnotu o

Jz

Y aw . , ted uz vime, ze o2 je rozptyl
= predexponencialni faktor obsahuje také parametr o ( >0 _J py)

0-2 = (Vx _\7x)2 :Vx2 - vxz = sz
© VZ 1 j/_(J) ;’6
A O -
i 20 oN2m 2 _yZ_yioy?2
O = o = = 7
o227 ’

vysledna funkce odpovida Gaussovu rozdéleni -

(v,)= 1 exp—Vf X y Z
P G\/Z 207 2

14



Tlakové pusobeni plynu na sténu

to+7

tlak je zpUsoben narazy molekul na stény nadoby
f(t) je sila pUsobici na plochu jednotkového obsahu
vysledny tlak na plochu — €asova stfedni hodnota
nadoba obsahujici N molekul — stény kolmé na osy souradnic
chaoticky pohyb, nahodné rozdéleni slozek rychlosti

podil poCtu molekul majicich slozku rychlosti v,
dN(v,)

N W) =plvody,

z téch molekul, které maji v, , dopadnou na sténu jen ty, které
jsou v prostoru Sv,dt | tj. blize nez v,dt od stény, podil objemu

je Sv,dt
v
absolutni po€et dopadnuvsich molekul
dnv)= dN@) 29Ny o0 v dt
Npo(v,)dv,

zména hybnosti jedné molekuly pfi dokonale pruzném narazu
mv, —-mv, = Ap{’ =2mv,

zména hybnosti od narazu vSech molekul dn(v,)
Ap, =2mv,dn(v,)

p:ljfmm
Ty

wdat X
element vyvolané sily

N 1
dF =2mv, —Sv, p(v,)dv dt —
X V Xp( X) X dt

Ap

X

celkova sila integraci pres
vSechny rychlosti smérem
vpravo (p(v,) a v,* sudé fce)

N . 7 N —
F=2m—S [v?p(v.)dv, =m—Sv?
V -([ Xp( X) X V X

15



Tlak plynu

Teplota plynu

= tlak pusobici na sténu nadoby

=  zname vztah mezi slozkou a celkovou

rychlosti
p—mﬁ\?

(VA p:lmﬂvz
2 _a2 3V
ve=3v

X

» do vztahu Ize zavést hustotu plynu

p=imNy_ 1,2
3y " 3”
——
P

porovnanim s rovnici idealniho plynu
ziskame vztah mezi stfedni kvadratickou
rychlosti molekul a teplotou plynu

1 =
V =—mNv —
PV =3 Ll NVI=mRT = T-=

mN, —
—YV
-

oV =nRT |° nN, 3R

je zrejmé, ze teplota charakterizuje cely
soubor (nema smysl mluvit o teploté
jedné molekuly); nicméné je mozno pfrejit
formalné od molarnich veliCin N, a R

k Boltzmannoveé konstanté k, ktera

predstavuje plynovou konstantu na jednu
molekulu

T =

mNA\F - \7:£ == > \/_f:kT
3R m

R kT
N, m m
s

16



Rozdéleni slozek rychlosti

= vratme se k rozdéleni rychlosti v, , kde
vyuzijeme nove ziskany vztah mezi
teplotou a rozptylem

2 2
V -
m
= vlastnosti rozdéleni sloZek rychlosti:
— s teplotou roste rozptyl g tv mo®
, . , , 1 ~7
— s teplotou klesa maximalni hodnota ms

pravdépodobnosti

— stfedni hodnota slozek rychlosti
zustava nulova

= obrazek ukazuje Ciselné hodnoty
hustoty pravdépodobnosti sloZzek

rychlosti molekul vodiku pro rizné T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 ,.,53/ =1
teploty Y10 /ms

17




Kineticka energie molekul plynu

»= nalezli jsme rovnici svazujici tlak a objem plynu se stfedni kvadratickou rychlosti

pVv :%mN\F
= Kkinetickou energii vSech molekul plynu mizeme vyjadfit pomoci stfedni kvadratické
rychlosti E, = , lmv.2 =1m§:v,2 =imN\7
T2 ' 25" 2
= plati tedy jednoduchy vztah pv =§Ek

= zrovnice idealniho plynu ziskame vztah mezi kinetickou energii plynu a jeho teplotou

V=="E
PV =35 nRngEk:EkzgnRT

pV =nRT

= kineticka energie translacniho pohybu se za konstantni teploty zachovava

= v rozsahu tlakd, kde plati Boyletv-Mariottiv zakon, molekuly neinteraguji mimo okamziky
srazek (pokud by interagovaly, pak by interakce jisté zavisela na vzdalenosti; pfi zménach
objemu — a tedy i stfedni vzdalenosti molekul — by se kineticka energie ménila
v potencialni a naopak; proménna kineticka energie (~pV) = neplatnost B-M zakona)
18




Vnitrni energie molekul plynu

Jak se uplatni vnitini stupné volnosti molekul?

jednoatomové molekul

= kuliky prméru cca 10-1° m s hmotnosti soustfedénou v jadre prameéru cca 10-1° m

= moment setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici téZistém zanedbatelny

= vnitfni energie rovna kinetické energii translacniho pohybu molekul

= podle TD muzeme urcit molarni tepelné kapacity plynu a hodnotu Poissonovy konstanty «

=  porovnani s experimentem ukazuje dobrou shodu s teoretickou hodnotou (C,, = 20.786 J.mol*.K1)

3
U= EnRT Plyn Cop (. mol™' K7Y) P
3 argon Ar 20,89 1,648
Com = 3 R helium He 20,94 1,63
U=E krypton Kr 20,79 1,689
k neon Ne 20,79 1,642
Cpm = C\/m +R= E R xenon Xe 20,79 1,666
dusik N 20,79 -
Cpm 5 kyslik O 219 -
K=——=—
Con 3
= stfedni hodnota
kinetické energie na E, = SnRT Ekvipartiéni teorém:
: 2 . . :
jednu molekulu E,, Nenn. g ZEc_3,7 na kazdy stupefi volnosti molekuly
. , - A k1 — - v v, v ,
*» jednoatomova R N 2 plynu pfislusi stfedni hodnota
molekula ma 3 stupné k N kinetické energie kT/2
volnosti A 19




Viceatomoveé molekuly

viigwviwv s

» Jak zapocitat stupné volnosti slozitéjSich molekul?

dvouatomova molekula
= ginka délky 101 m s kulickami 10-1> m na koncich

" energie rotace e 1

=~ lo?
2

r

Az

= odhadneme uhlovou rychlost rotace atomuU kolem
stfedu molekuly pomoci posuvné rychlosti v,

: - Pl Cpp(J. mol 1. K~

L P T L hodnota kin. energie " mpJ-mol T KT

V. =@ '_Emr( j —2™  srovnatelna s translaéni | vodik H, 28,84 1,41
' kyslik O, 29,37 1,398

chlor Cl, 33,87 1,35
dusik N, 29,12 . 1,401

v s ’ ax s P . chlorovodik

Zobecnéni ekviparticniho teorému: HCl 29.13 139

na kazdy stuperi volnosti molekuly voda H,0 | . 33,5% 1,334
plynu (v€etné rotacnich) pfislusi
stfedni hodnota kinetické energie kT/2 g?gd uhlicity 37,21 1,293
2

= dvouatomovéa molekula ma 5 stuprid volnosti: ¢pavek NH, 35,65 1,305

E, = EkT —C,, = g R—>C,, = % R=29.1JK~mol* - x :% Jen pfiblizna shoda s experimentem
2 " " . . : . : .
(rotaCni energie ve skutecnosti kvantovana)

20



Plyn v silovem poli. Boltzmannovo rozdéleni

= jako vzorove silove pole Ize uzit homogenni tihoveé pole

o . . . . - M, gh
= pro idealni plyn jsme dfive odvodili barometrickou rovnici P=Po exlo(— RT J
= molarni hmotnost M, =N, m , kde m je hmotnost jedné molekuly
= vime,Zze R=N,k N, mgh U
P o _ p=pyexp ——= =poe><p(—j
= potencialni energie jedné molekuly U =mgh N KT KT
= molekularni koncentrace N, =\'>| idealniho plynu je umerna tlaku N, :kg

= odvodili jsme obecnou zavislost koncentrace molekul s urcitou
potencialni energii = molekuly Castéji obsazuji energetickeé urovné  _ exp(_ U j
v = 'Wo LT

s nizSi potencialni energii KT
» hustota pravdépodobnosti vyskytu molekuly na urcité energetické ) exp(_ )
urovni je umérna koncentraci; liSi se rozmerem a normovanim ° kT
= predexponencialni faktor pro hustotu pravdépodobnosti ziskame z . .
normovaciho pozadavku w U 1
pOJ.eXp(— —de =1 = py=2 .
0 T j exp(— U)dU s
0 kT T 20
= obecny tvar Boltzmannova zakona rozdéleni Castic podle A s
potencialni energie T
expl — !
p( ij IR | PP
p(U) =3 eecccee
eX _ dU .........I. 20088080
'l‘ p[ kT) ...E.&..!.:.&:. (EXXXXXX)
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Maxwellovo-Boltzmannovo rozdeéleni

= zobecnéni pfedchozich vysledku ) mVZJ
. v : P —e P ——A Y
= Maxwellovo rozdéleni slozek rychlosti 2kT p'(V) = pv,)p(v,)p(v,)
v , . 1m
= Maxwellovo rozdé&leni vektoru rychlosti mv,? || P'(V) = p; exp{ (VX2+Vy2+V22)}
p(v,)= exp "o T KT 2
. . ’ . 2
= zavedeni Kkinetickeé energie p(v,) = _e o - Ve
27KT 2kT E . (v)=— (v +V, 24y, )

» vyraz pro hustotu pravdépodobnosti , ' E, (V)
v zavislosti na kinetické energii pV)=po eXp(_ KT j
» formalné podobny tvaru Boltzmannova [ u(r )j
v , Car s ) p"(r) = pyexp
rozdéleni podle potencialni energie kT
» slozenim se ziska rozdéleni, jehoz parametry jsou ST = p exp[ E, (v)jexp(_U(r)j
vektor rychlosti a polohovy vektor ’ kT

v . , a , . U ()
= hustota pravdépodobnosti zavisi na celkové energii —a(ury—p: M,{—ﬂE'ﬂ; 5 IR exE(—

KT

» tvar zavislosti je opét formalné shodny s Boltzmannovym rozdélenim exp( E j
P = Po T
kT

* nazyva se Maxwellovym-Boltzmannovym rozdélenim, nékdy splyva s Boltzmannovym

rozdelenim 9




Rozdéleni velikosti rychlosti

hledame rozdéleni celkové rychlosti molekul bez ohledu na smér
vychodiskem jsou rozdéleni slozek rychlosti

W)= | ex oy,
PRI =\ 2T &P kT
2 3
m mv , m )2 m
pU,) = 5o e - z&j p(v)=p(vx)p(vy)p(vz)=[—2 ﬂkT] exp[——ZkT( x2+vy2+v3)}

(v,)= _m_ ex —mVZZ
PV =\ T O kT

vyjadreni elementu pravdépodobnosti, Ze molekula ma vektor rychlosti v

3
dw(v) = (Zﬂlejz exp{—%( AR +v22)}dvxdvydvZ

pfevedeme z kartézskych souradnic do sférickych

V, € (~o0,+0) v € (0,+00) » namisto sloZek rychlosti tam vystupuje velikost
V, € (~o0,4+00) r —>1 9 (0, 7) rychlosti a bezrozmérné uhlové souradnice
V, € (—00,+00) 9 (0,27) 3 5
m )2 mv® ) , .
dv,dv,dv, —>v’sin 9 dv dg de dw(v) = (Zﬂk—T) exp(— KT JV singdvddde
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Rozdéleni velikosti rychlosti

» integraci ve sférickych souradnicich pres plny rozsah obou uhlovych soufadnic ziskame
element pravdépodobnosti, ze molekula se pohybuje celkovou rychlosti velikosti v
nezavisle na sméru

3

3 3
dW(V):(lJzexp[ mv j vidv(|singd$ |d m 2 mV2
27kT 2KT I I y p(V)=4x| —— | exp| ——— V°
s ) 27KT 2KT
dw(v) = 47{ j exp(— mv jvzdv
27KT 2kT
= nejCastéji uzivany tvar Maxwellova rozdéleni rychlosti (nema tvar Gaussova rozdéleni)
= obrazek ukazuje hustotu pravdépodobnosti pro velikost rychlosti molekul dusiku
= s teplotou se maximum asymetrické funkce posouva k vysSim rychlostem

= rozdéleni lze ovéfit pfimym méfenim (Lammert)

= ve vakuu se proméruje rychlost molekul
nizkotajiciho kovu vyletujicich z picky P

= vdesce K, je vyfez, na desku K, se napaﬁ’
vrstviCka

= urCeni rychlosti v_9
@
:D—\R

c

2




Browntv pohyb

prvné pozorovano — botanik Robert Brown (1827)

vysvetleno — nezavisle Einstein (1905) a Smoluchowski :

brownovska ¢astice — pfi priméru 1 mikrometr je cca 10000
vétSi nez molekula = hmotnost vétsSi o 12 fadu, povrch o 8
radu

z velikosti povrchu vyplyva vysoka ¢etnost narazl s okolnimi bt it i i

50 46 S0 a 10 o 10

molekulami
— b. Castice je v neustalém kontaktu s cca 100000 molekulami
vyslednice srazek neni nulova
— viz binomické rozdéleni
— pocet Castic je natolik maly, ze vyslednice ma velmi Casto nezanedbatelnou hodnotu
— = nahodné posuny Castice
puvodni Einsteinovo feSeni — difuzni uloha
— velka skupina Castic vyrazi v dany okamzik z jediného mista a rozptyli se do
nekonecného objemu kapaliny 25
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Odvozeni rovnic Brownova pohybu

= odvozeni pohybové rovnice pro pohyb Castice
= vlivdvou makroskopickych sil
= vystfedovana ,brownovska“ sila F, vyvolana narazy molekul
= odpor prostredi Fy, = 1 umérny rychlosti
= Kkoeficient odporu prostredi i vyjadfime Stokesovym vzorcem pro pohyb €astice
poloméru r v kapaliné viskozity 7

= v8echny sméry jsou stejné pravdépodobné = stali vySetfovat pohyb ve sméru osy x
= zjednodusSeni: v Case t=0 je Castice v poloze x=0
= pohybova rovnice mX=F, — zX

1 =0mnr

= zkoumame stfedni hodnoty veliCin

= X a X maji sttedni hodnoty nuloveé (se stejnou pravdépodobnosti nabyvaji
kladnych i zapornych hodnot)

= stfedni hodnota jejich soucCinu bude taky nulova (nekorelované veliCiny)
= zajimavéjSi budou stfedni hodnoty jejich kvadratu

26



Korelace

= zkoumame nezavislost dvou nahodnych pokusu

" prvy pokus
— ma m; moznych vysledku a; s pravdépodobnostmi p m 1a,8,...a, © P(@) pa,)...p@ay)

» druhy pokus
— ma m, moznych vysledkl b; s pravdépodobnostmi g m, :by,b,,...b, o d(by),.a(b,),...alb,,)

= soucasné provedeni obou pokusU je opét nahodnym pokusem
— ma m;. m, moznych vysledkd m=m,-m,:w(ab,) = p(a)q(b,)

|[sou-li pokusy nezavislé, pravdépodobnost w je dana souCinem paq
pokud naopak z pokusu vyplyne, ze rovnost neplati, jsou pokusy korelované
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Odvozeni rovnic Brownova pohybu

vynasobime pohybovou rovnici souradnici x
vyuZzijeme vztahy pro derivace soucinu

mxX + pxX = XF,

9ok s xi= 19y m(i(xX)—X j+y(£ix j XF,
dt 2 dt dt 2 dt
d

a(x>'<)= X2+ XX — xx':E(xx)—x2

= ziskame rovnici

mi(xi() —mx? +ﬁix2 = xF,
dt 2 dt

* integrujeme pres Casovy interval At

At d At At d At
fm= (k) dt — [ mx? dt+jﬁ—x2 dt = [ xF, dt
) dt ) ) 2 dt

vyuzijeme vztah pro C¢asovou stfedni hodnotu; symbol U znadi stf. hodnotu kin. energie

mxx (At) ﬁxz (A1)

Id(mxx) ZJ‘ mx’ dt + j (2 )—TXF dt
uAt\ / xF, At

L8 28
A-Llad
Aty

— mx>'<—21TAt+ﬁ2[x2:x7FXAt




Odvozeni rovnic Brownova pohybu

= uvazujme chovani jednotlivych Clent ziskané rovnice pfi stfedovani pres velky pocet
castic

mx>'(—ZUAt+§x2 = xF At

= stfedni hodnoty soucinl nezavislych (nekorelovanych) veli¢in jsou nulové = prvni a
posledni Clen pfi stfredovani vymizi; dale se uzije ekviparti€ni teorém

kTAt = x

N =
N

» do vysledné rovnice doplnime Stokesovu formuli

KTAt = %F = _ k1At
1= 6t 3znr

= zbyva prejit od pohybu v jednom sméru do pohybu ve 3D (E... stf. kvadratické posunuti)

>

—_ KTAt
3rnr LU =|\ITTAt
- mr nr
> =x*+y?+2% =3x° g A 7Tl 29




Mereni Avogadrovy konstanty pomoci
Brownova pohybu

usporadani experimentu podle odvozeni:

» sleduje se velky pocCet stejnych Castic

» vSechny Castice se v Case t=0 nachazeji v poCatku

= zaznamena se poloha vSech Castic v Case t=At

= i-ta Castice dorazi do vzdalenosti L, g

= urdi se stfedni hodnota kvadratu vzdalenosti L =—>"L¢
.y vyr o N =

= platnost L° ~ At se ovéfi pro rlizna At n T

» 7 koeficientu se urCi Avogadrova konstanta =" " At
N, znr

ekvivalentni usporadani (Perrindv pokus):

» sleduje se pohyb jediné Castice

» v ekvidistantnich ¢asovych intervalech At se
zaznamenava poloha Castice

= vzdalenosti mezi témito polohami se oznaci L,

= vyhodnoceni podle vySe uvedenych vztahu

J. B. Perrin (1870-1942) zméfil Avogadrovu konstantu (1908)

jeho vysledek 6.44 x 1023 molt — Nobelova cena (1926)




Transportni jevy v plynech

soustava v rovnovazném stavu

= ustaleny stav (tepelny pohyb chaoticky, Zzadny smér neni preferovan)

=  bez pfitomnosti vnéjSiho pole — hustota Castic ve vSech Castech stejna
= soustava v nerovhovazné stavu — hodnoty nékterych veli¢in funkci polohy (po stlaCeni pistu,...)
=  po ukoncéeni zmény — systém samovolné pfechazi do rovnovahy (narlst entropie)

= proces spojen s usporadanym pohybem molekul, kdy dochazi k transportu (pfenosu) veli€in,
aby jejich hodnoty ve vSech Castech odpovidaly rovnovaze

»  priklad: vnéjSi zasah — nestejna hustota molekul — pri ustavovani rovnovahy je preferovan pohyb
molekul z mist s vétsi hustotou do mist s hustotou mensi, tj. preferovan pohyb molekul proti sméru
gradientu hustoty

= hustota toku = hodnota a pfenesena za jednotku ¢asu jednotkovou plochou kolmou ke sméru toku

= pokud se elementarni ploskou dS orientovanou ke sméru toku pod uhlem y

A , ds -
prfenese za Cas dt hodnota dA veliCiny A, plati pro hustotu toku dA 7
a=— AWAY smar toki
dtdS cosy
= pro malé odchylky od rovnovazného stavu predpokladame, Ze hustota toku
veliiny A je umeérna jejimu gradientu a=-agradA
= (v gradientu muze vystupovat i jina veli€ina, ktera je veli€iné A Umérna) dA
»  zjednodusSeni pro transport v jediném sméru (osa x) a=-a ax

= veli€ina a — transportni koeficient (zaporné znaménko — pfenos ve sméru

poklesu hodnot veli€iny A) 31




Stredni charakteristiky pohybu molekul

= veli¢iny pro vypocty koeficientu transportnich jevl: vy = Tvdw(v) _ \/@ @

= stfedni rychlost — z Maxwellova rozdeleni 0 & . ®© ~ © O)

» transport neprobiha rychlosti pohybu molekul — vliv srazek :{: __@ ~ — i~ —
» stfedni poCet srazek, srazkova frekvence S © © ® ©

= predpokladame vSechny molekuly polomeéru r @ © ®

= jen jedina v pohybu, ostatni v klidu

= pohybujici se Castice narazi za jednotku Casu na vSechny molekuly, jejichz stfedy jsou ve valci
poloméru 2r a délky stfedni rychlosti

= predp., ze srazkami se pohyb testovaci Castice nezmeéni

» stiedni pocet srazek vyjadiime jako objem vélce x molekularni koncentrace z =4ar*N,

n molekularni koncentrace Nv=%

= (O¢inny srazkovy prifez o, =4m* — Z=0, VN,

= ve skute€nosti se molekuly pohybuji — nutno doplnit jesté korekcni €iselny faktor (odmocnina ze 2)
— nepodstatné pro nase uvahy

= stfedni volna draha — primérna délka trajektorie, na niz nedojde ke srazce |=

=  bézna hodnota pro dusik za normalnich podminek ~ 10" m

= | pfi konstantni molekularni koncentraci ve skuteCnosti zavisi stfedni volna draha na teploté,

c ©

1
Ny

N <
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Co je a co neni difuze

= trubice s pfepazkou, 2 druhy plynu

= tlak a teplota vSude stejné, plyny v tepelné rovnovaze

=  po odstranéni pfepazky — difuzni tok — miseni plynu (difuze)
»= v rovnovaze bude koncentrace obou plynl vSude stejna

= nutno odliSit od (tzv. konvexniho) proudéni, jehoz pficinou je rozdil v tlaku (napf¥. vitr)
= pfi¢inou difuzniho toku jsou rozdily v hustoté molekul v riznych mistech prostoru

1)

2)

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/51/Diffusion.png

(ZVl d |te I n é ny Je n m O | e ku Iy Jed nO hO Z plyn loj ; By Jorg Ri@meister (Own wor}() [GFDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html), CC-BY-SA-B.O '
(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/) or CC BY-SA 2.5-2.0-1.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5-
druhy plyn tam je také, jen ho nevidime!)

2.0-1.0)], via Wikimedia Commons
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4d/DiffusionMicroMacro.gif




Difuze — odvozeni difuzniho koeficientu

= trubice prifezu S s pfepazkou, 2 druhy plynu, plyny v tepelné rovnovaze
= difuzni tok v Case t po odstranéni pfepazky

= rozdily hustoty pfedpokladame jen ve sméru osy trubice (osa x) N;;-L PL‘N:

= pfepazka — souradnice x, } s :

=  prlfezem X, za €as dt projdou zleva doprava jen molekuly i E J
= jejichz x-ova slozka rychlosti je kladna Xg-1 Xo Xgtl

= nejsou od tohoto prufezu dale nez v, dt

m mv? m KT KT 1 [8kT 1
[ | ¥ A - A 4 i \7 = [—— | eX — X V dV = |— = = — =—\7
stf. hodnota kladné x-ové slozky rychlosti  V, ﬂfzﬂle p[ 2ij , dv, ‘/zysz - \/zﬂm 4\/ﬁm 1
K

KT

2
2kT m

1 _

= nové molekuly zaujmou prostor SV—
(nevadi, pokud tam uz néjaké takové molekuly byly)
= celkem tam pfibude molekul

n,(xt)= NV‘SV%

= N, je hustota molekul vlevo od prufezu v misté x,

=  pouZzijeme pro ni okamzitou molekularni hustotu ve
vzdalenosti stfedni volné drahy vlevo od prafezu
(vSechny molekuly odtud dorazi bez srazek)

N\7 = Nv (Xo _I_)

34




Difuze — odvozeni difuzniho koeficientu

= Uvahu muzeme zobecnit na libovolny ¢as t a soufadnici x 1

(molekuly druhého plynu nevadi) it i
— 1
= pocet molekul proslych za ¢as dt prifezem zleva doprava  n,(xt)=N, (x-1,t)S Uy i

.

>
+
—

) - ) . e dt Nl %
= pocet molekul proslych za ¢as dt prufezem zprava doleva  n_(x,t)=N, (x+I ’t)SVZ

= tyto dva toky mifi proti sobé; celkova hustota toku vznikne = n -n 1_ _ _
o L s ) . i =———===V[N,(x=T,0) =N, (x+T,1) |
jejich odecCtenim a prepocCtem na jednotkovou plochu a Cas Sdt 4
, . , . = = dN, (x,t) -
= rozdil hustot vyjadieme pomoci gradientu hustoty N, (x=1,t) = N, (x+1,t) =—2T|
= pro hustotu toku &astic pak plati i —— 17y N Y odvozeni pouze priblizné s fadou
2 dx zjednodusujicich predpokladu;
, - e . 1-_ f A7 i
= transportni koeficient (difuzni koeficient) D=Z1v napr. bez srazek dorazi do
2 referencniho prifezu pouze
f =1 . e - molekuly pohybuijici se ve sméru
=  prvni Ficktv zakon (pro difuzni tok) i =—Dgrad N, osy trubice
= rovnice kontinuity P . div(i ONy | oo
—+div(Vp)=0 > +div(VN, ) =0
ot pP= mééstice NV ot

= pocet Castic, které projdou jednotkovou plochou za
jednotku Casu, predstavuje tok castic

P=iN, > M givi-o
ot

, = 1o . T oN .
= druhy Fickdv zakon (pro koncentraci ¢astic) atv =div(Dgrad N, ) 35




Difuze v realnych systémech

= v plynech (napf. za béznych podminek dusik a kyslik ve vzduchu)
= stfedni volna draha ~ 10" m
= stfedni rychlost ~ 400 m.s!
= difuzni soucinitel D ~ 2 x 10° m2.s1 (v souladu s experimentem)

= v kapalinach
= stfedni volna dra

cca 0 6 radd mensi = nizsSi hodnota difuzniho soudinitele

= v pevnych latkach

Difundujici Difuzni 2y Teplota
\@ prostiedi D m>.s~") T (°C}
H, N, 6,74.107° 0
@ © © 0 0 o H, °: b0, X
H, uch 6,11.107° 0
N, 1,81. 1073 0
NH vzduch 1,98 1077 0

®© ¢ ¢ 0 0 o : U Y
NaCl voda T 1241070 18
. . . . . . HCl a 3,13. 1077 20
C,H,OH vod 1,01 20
© © 0 0 0 o Au Cu 350
Au : Ge 800
Au Si 1 300

difuze pfimésovych atomu v idealni monovrstvé
Pb Pb 20
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5f/Chemical_surface_diffusion_slow.gif Pb Pb 1 6 5
By Runningamok19 (Own work) [GFDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html) or CC BY 3.0 Pb Pb 320
(http://creativecommons.org/licenses/by/3.0)], via Wikimedia Commons
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Viskozita plynti — pfedpoklady

1
1
P T
1
1
|
1
|

L protékéni plynu trubici Il??????‘ Pl T
= vedle tepelného pohybu také usporadany pohyb
= rychlost usporadaného pohybu zavisi na vzdalenosti od stény x

= mezni vrstva (v kontaktu se sténou) je v klidu
( )] ?vngg?‘g

= nejvétsi rychlost — v ose trubice

= trubice kruhového prufezu (kapaliny i plyny)
= kvadraticka zavislost velikosti rychlosti

= dveé vrstvicky plynu ve vzdalenosti stfedni volné drahy ;
= ruzna rychlost ve sméru y, rychlost roste s x
= molekula, ktera opusti jednu vrstvu, bez srazky dorazi do sousedni (opét zjednoduseni)

= rozdil rychlosti vrstev dv = (stfedni volna draha) x dv/dx
= molekula z rychlejSi vrstvy ma v pomalejsi vrstvé vétSi hybnost nez ostatni (srazkami ji preda)
= ta z pomalejSi vrstvy ma v rychlejSi vrstvé mensi hybnost nez ostatni (srazkami ji odebere)
= pfenesena hybnost (vyrovnavani rychlosti) v dusledku srazek degraduje na tepelny pohyb

= pfenesena hybnost za jednotku Casu vyjadfuje silu, kterou na sebe vrstvy pusobi

= ustaleny tok = nutno pusobit silou = narusuje predpoklady odvozeni
= dodana prace zvysSuje vnitini energii plynu (vzrast teploty)
= nerovnovaha (neplati to, co jsme pro plyn odvodili — rozdéleni rychlosti a dalSi stfedni veli€iny)

,_.
<
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Viskozita plynu — odvozeni

= predpokladame, ze Maxwellovo rozdéleni rychlosti se zachovava
a usmernény tok jen priCitame (jako malou zmeénu)

= usmeérnény pohyb ve sméru y, testovaci ploSka S kolma k ose x

» tok Castic obéma sméry skrz ploSku popiSeme obdobné jako pfi
odvozeni difuze (z pred.: usmérnény tok nemeéeni rozdéleni
rychlosti)

» molekula z pomalejSi do rychlejSi vrstvy = zmenSeni hybnosti

» p, hybnost pfinesena Casticemi z pomalejSi do rychlejSi vrstvy

— zaporna (Castice musi byt srazkami urychleny a to odebere hybnost
ostatnim)

= p_hybnost pfinesena ¢asticemi z rychlejSi vrstvy do pomalejsi
— kladna (Castice rychlejSi a prfedaji hybnost ostatnim — teplo)

= zména hybnosti za ¢as dt dana rozdilem obou tok
— tok i hybnosti v misté plosky S

» tok hybnosti roven treci sile F na jednotku plochy S
= zavedeni dynamické viskozity n

<

n, (x,t) =N, (X, t)Sv%

n_(x,t) = N, (X, t)Sv%

mdv=ml — dv

dx

dt dv
X,t) = =N, (X,1)SV—mI| —
P, (xt) v(X1)SV 2™ 5

p_(x,t) =N, (X, t)Svﬂml av
dx

PP _ 1 mvly

Sdt 2%4 dx
o

i—E—_E Vlﬂ—— ﬂ
S 2'0 dx de
%,_J
n
38



Viskozita plynu — dusledky

= zakon viskdzniho toku izgz_%pvr%:_n%
= tok hybnosti proti sméru gradientu rychlosti T

= silou F pUsobi proti sméru uspofadaného pohybu vrstva pomalejsi na rychlejsi
= rychlejSi na pomalejSi zase plUsobi ve sméru toku (urychluje pomalou vrstvu)

pV =nRT =NkT =22, , = P

= dosazeni za stfedni rychlost a stfedni volnou drahu m Nk p NKT
— dynamicka viskozita nezavisi na hustoté, resp. tlaku P

1 -1 1 8kT 1 [2kTm
n==plVv==N,m 5 = 5
2 2 Azr°Ny, Vzm  Arxr T

= vysvétleni: nizSi hustota = (idealni) plyn sice fidne a preskakuje méné
molekul, vzhledem k delSi volné draze je ale preskok spojen s vétsi
zmeénou hybnosti

= experimentalné potvrzeno v rezimech, kdy se plyn chova jako idealni

» velka hustota (neni id. plyn) = dynamicka viskozita s hustotou roste

= nizké tlaky (volna draha ~ prumér trubice) = pokles viskozity s klesajicim
tlakem

= dynamicka viskozita se snadno mé&fi — umozni stanovit polomér molekuly 39




Tepelna vodivost plynu

= vodorovna trubice, adiabaticky izolovana sténa, konce na riizné teploté
= molekuly na vyssSi teploté maiji vyssi kinetickou energii
= pfi volném pohybu
= v chladnéjSich oblastech predaji energii
= v teplejSich oblastech naopak pfijmou energii
= dochazi k vyrovnani teplot
= plyn = médium prenasejici energii z teplého konce na studeny

pfenos energie proti gradientu teploty

= vodorovna trubice (adiabaticky izolovana sténa) ve sméru osy x

= Q teplo prenesené prufezem S kolmym k ose trubice za €as dt

= predpoklad: hustota tepelného toku g umérna gradientu teploty ¢= Q __,d7

Sdt dx
= 1 soucinitel tepelné vodivosti
= v pfipadé id. plynu dale plati: teplota umérna vnitini energii plynu
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Tepelna vodivost plynu — odvozeni

= odvozeni obdobné jako u difuze () =N, (x,t)Sv%
n, ... zleva doprava
n_... zprava doleva

n_(x,t) =N, (x,t)S \7%

Ly : . v g s U
= vnitfni energie na jednu Castici u=-3
A
» na stfedni volné draze zména vnitfni energie na Castici
Au = (stfedni volna draha) x du/dx u+(x,t):—Nv(x,t)Svgl_d—u:—Nv (x,t)svﬁl'd—“d—T
4 dx 4 dT dx
» derivaci Ize rozepsat pomoci teploty u_(x,t)=N, (x,t)svﬂl'd—uz N, (x,t)svﬂfd—“d—T
4  dx 4 dT dx
= zménu vnitfni energie s teplotou du
T ; . . u=cmT+U, >—=cm
vyjadfime pomoci tepelné kapacity
i . . _u -u 1N _-dudT 1N 7i dT
= celkovy tepelny tok ve sméru osy x ="gat = 2 vVlgT ax 2o MVIG
yoj

. .. i
= porovnanim dostaneme koeficient 4 Q=ﬁ=—i& /1=§pl Ve, =n¢,




Tepelna vodivost plynu — dusledky

= jednoduché relace dusledkem zjednoduseného odvozeni

= experimenty ukazuji na drobné odchylky v Ciselnych faktorech /’L=%p|_\70v =7¢,
= jdealni plyn (c, nezavisi na p, resp. p) — stejné chovani A jako n (nezavisi na p, resp. p)
= pro velmi nizké tlaky pak soucinitel tepelné vodivosti klesa s klesajicim tlakem

= pokud stfedni volna draha vétsi nez vzdalenost d testovacich povrchd, méni se
mechanismus pfenosu; namisto vzajemnych srazek srazky molekul s povrchy
= v rovnici pro tepelnou vodivost nahradime stfedni
volnou drahu vzdalenosti desek d

» pak pfenos tepla umérny hustoté molekul, ktera je
umeérna tlaku (pfi konstantni teploté) a vzdalenosti
desek d

= Dewarova nadoba

= zfedény vzduch mezi st€énami je dobry tepelny izolator
Piraniho manometr

= konstantnim proudem zhaveny drat v trubici s mérenym tlakem

= v oboru tlaku, kdy stfedni volna draha srovnatelna s rozméry trubice, klesa pfenos
tepla s klesajicim tlakem, tim roste teplota Zhaveného dratu a tim jeho odpor

= zavislost napéti na tlaku je nutno ocejchovat (v rozsahu cca od 100 Pa do 0.1 Pa)
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