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Matice z CF** tvaru
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se nazyva Jordanova buitka. Je-li f € End(V) a C = (v;)¥ baze
V takova, ze f\ := f — A1d spojuje vektory baze do Fetizku

e 2 gy 2 sy B )

tj. f(vr) = (fx + A1d)(vg) = vp—1 + vk, pak [f]g =k .
Ukézeme, ze pro kazdy endomorfismus V existuje baze B ve V
slozend z Fetizkil. Vidi této bazi je [f]5 blokové diagonalni
matice, jejiz diagonalni bloky jsou Jordanovy bunky.



Nalezeni této Jordanovy bize a Jordanova tvaru endomorfismu
¢ matice umoziuje poéitat mocniny matic, protoze &

(D) = (AE + Jog)" = (?) N (o) =
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Jordantv tvar je zobecnénim diagonalizace matice. Hodi se k
FeSeni nékterych diferencidlnich a diferen¢nich rovnic a pro
odvozeni mnoha dilezitych vysledkti. Pro numerické vypocty se
nehodi, struktura Fetizkd neni numericky stabilni.



Invariantnim podprostorem endomorfismu f € End(V) je kazdy
W <V takovy, ze f(W) C W. Invariantnimi podprostory jsou
napiiklad Ker f, Im f a linearni obal vektort libovolného fetizku
&. Jsou-li U, W invariantni podprostory, pak jsou jimii UNW a
U+ W &. Je-li W invariantni podprostor endomorfismii f i g,
pak je invariantni i pro endomorfismus r f + sg, kde r,s € IF,
specialné tedy i pro f) = f — AId &. Zvolime-li bazi B = (C, B)
ve V tak, Ze C je baze W, pak

(18 = (61 g) , pritemz A = [ro f oS

Oznalime fjy :=mo f o zuZeni f na podprostor W.
Charakteristicky polynom det(f — A1d) je roven

det(A — AE) det(G — AE) = det(fj — A1d) det(G — AE)

Tedy spektrum fjyr je podmnoZinou spektra f. Je-li W vlastni
podprostor f s vlastnim &islem p, pak A = pFE, tedy algebraicka
nasobnost u je vétsi nebo rovna dim W, nésobnosti geometrické.



LEMMA

Necht B = (B1, ..., By) je posloupnost Fetizki pro f € End(V).
B je LN, prdvé kdy? je LN posloupnost (vi,...,v}) jejich
pocdtecnich vektori.

Netrivialn{ implikaci <= dokézeme indukci podle celkového poctu
vektorti v B. Necht By,..., B, jsou Fetizky spojené fy, tedy
jejich pocatetni vektory vi, ..., ¥ splituji (f — A1d)(vi) = o, &ili
jsou to vlastni vektory f s vlastnim &islem A. Je-li ¢ < ¢, pak

I r;:v; = rv 1= Z i 10; ¢ Bl :=B;\ {v}}

LK tvaru ) 7 12] 175 ]+Z q_HZ] 1 T3V zobraz1 f,\ na LK
vektori z (317 .. B ,Byt1, ..., Byp), kde koeﬁment u vj pro

1< qjert 41 . Poloznne li ptivodni LK rovnu o, pak z
induké¢niho piedpokladu r] =0 pro v8echna i < ga j > 2.
Analogicky pro zbyla vlastni &isla plyne, Ze r;=01iproi>gq.
Pak m4 ale LK tvar >_F_; riv! = 0 a tedy i r{ = 0 pro viechna .



Ke konstrukci Jordanovy béze tedy potfebujeme najit LN
posloupnost vlastnich vektort a doplnit kazdy z nich na co
nejdelsi fetizek. Napf. pro matici
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spocteme o(A) = {3}, dimKer(A —3E) =2 a (A - 3E)3 =0,
(A —3E)? # 0. Volbou vi := (1,0,0,0)7 ziskdme fetizek

1_ 1. 1.
V3= Vo= Vii=

(1,0,0,0)7=2(0,0,0,1) 72 (~1,1,0,1) 7= o
Vektor vi doplnime na bazi Ker(A — 3E) napf. vektorem
v?:=(0,0,1,0)T. Z lemmatu je (v}, vi, vi v?) LN a je to tedy
hledanéa Jordanova béze. Jordanav tvar je diag(Js3, J3.1).

Jak ale vime, Ze tento postup nemiize selhat a ze zarucené
nalezne dostate¢né velkou mnozinu vektort, aby to byla béze?



VETA (O EXISTENCI JORDANOVA TVARU)

Necht' V' je komplexni vektorovy prostor konecné dimenze,
f € End V. Pak existuje bdze B prostoru V takovd, 7e [f]5 je
matice v Jordanové tvaru.

DUKAZ.

Ptedpokladejme, ze n = dim V' > 1 a pro vSechny prostory nizsi
dimenze tvrzeni plati. Pro X € o(f) jsou Ker fy a Im fy
f-invariantni podprostory a dimIm f) < n &. Z IP najdeme
Jordanovu béazi C' endomorfismu f|iy, £, v prostoru Im fy. Necht
je v C pravé r Fetizki s vlastnim &islem A. Protoze C' C Im fy,
Ize ke kazdému koncovému vektoru v,i% takového fetizku najit
néjaky jeho vzor U]ii+1 v zobrazeni fy. Lze také doplnit
pocateéni vektory téchto Fetizkt na bazi Ker f), tim ziskdme
dalgich dim Ker fy — r vektoru tvoricich Fetizky délky 1 spojené
fr- Tim jsme z C' ziskali novou posloupnost fetizki B, v niZ je o
dim Ker f\ = n — |C| vektori vice, ale zaroven jsou jeji
pocatecni vektory stale LN &. Podle lemmatu je B LN a jelikoz
mé n prvki, je to baze V. ]



Oznatme A = [f]5 = diag(J, K), kde blok J zahrnuje viechny
Jordanovy buiiky piislusejici vlastnimu ¢islu A. Pak existuje
k € N, ze k-t4 mocnina matice [fA]5 je

<(J _OAE)k (K —OAE)k) - (8 gz) ’

kde R je regularni matice. Cislo k je délka nejdelstho Fetizku z
By, ... By, podprostor Zy := Ker(f\)* = (Bi,..., B,) nazyvame
zobecnény vlastni podprostor f prislusny vlastnimu &slu A. Plati

» 7\ ®Im(fy)¥ =V, dim Zy je rovno alg. nasobnosti A &

» Jelio(f)={\,..., \m}, pak V = I B...827Z), &

» Pocet retizku prislusnych A s délkou alesponl j je roven

dim Ker(fy)? — dim Ker(f,)'~! &

Posledn{ tvrzenf znamena, 7e jsou délky fetizk® uréeny nezavisle
na volbé reprezentace f vzhledem k néjaké bazi. Jordantiv tvar
f je tedy urcen jednoznacné az na pofadi Jordanovych bunék.
Jordanova béze jednoznafné neni (ani pro f diagonalizovatelny).



Pti hledan{ Jordanovy baze postupujeme po jednotlivych Zy, v
kazdém nejprve zjistime strukturu fetizkt z dimenzi Ker(fy)’.
Najdéme né&jakou bazi Ker fy N Im(fy)*!, oznaéme ji jako
,ové pocateéni vektory“ a polozme j = k — 1. Konstrukci
Fetizkt mizeme popsat v nasledujicich krocich:

1. Prohlasime nové pocatetni vektory za staré pocatecni

vektory a prodlouzime je na fetizky délky j + 1.

2. Doplnime staré pocateéni vektory novymi pocatecnimi

vektory na bazi Ker fy N Im(fy)/ !

3. Je-li j =1, skon¢ime, jinak sniZzime j o 1 a jdeme na bod 1.
Tento postup zarucuje, ze vzniknou fetizky s LN pocate¢nimi
vektory a spravnymi délkami. Pro malé matice je nékdy
vyhodnéjsi konstruovat fetizky od konce, protoze hledani obrazu
v f je jednodussi nez hledani vzoru v ném. Pak ale nemusi
pocatecni vektory vyjit LN a je nutné to dodatetné ovéfit.



0 1 1
Matice A= [ -3 4 3| mao(A)={1,2} a vl. podprostory
2 -1 1
Vi =Ker(A—F) =((1,2,-1)),Vo = Ker(A—2F) = ((1,3,-1)).
Protoze 1 ma algebraickou nésobnost 1, je V; uz roven Z;.
Prostor Ker(A — 2E)? = ((0,0,1),(1,3,0)) je roven Zs, protoze
1z ma dimenzi rovnou algebraické nasobnosti vlastniho ¢isla 2.
Dimenze V3 je 1, bazi Zs tedy bude tvofit jeden Tetizek délky 2.
Vektory v ném miZeme najit bud jako (napf.) (1,3,—1) a
né&jaky jeho vzor v Fy_sp, nebo jako (napt.) (0,0,1) a n&jaky
jeho obraz v F4_op. Obraz se spoCte snaz a je roven (1,3, —1).
Nalezena Jordanova baze a Jordaniv tvar jsou pak

1 1 0 100
B= 2 1.3 ].{lo]], Ja=[0 2 1
~1 —1 1 00 2

Mocniny matice A lze spoéist jako A" = RJTR™!, R := [Id]¥.



