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Lineární algebra II (pro fyziky)
Jordan·v tvar

Dalibor �míd
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Matice z Ck×k tvaru

Jλ,k :=



λ 1 0 0 . . . 0 0
0 λ 1 0 . . . 0 0
0 0 λ 1 . . . 0 0
...

. . . . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 0 . . . 0 λ


se nazývá Jordanova bu¬ka. Je-li f ∈ End(V ) a C = (vi)

k
1 báze

V taková, ºe fλ := f − λ Id spojuje vektory báze do °etízku

vk
fλ7−→ vk−1

fλ7−→ . . .
fλ7−→ v2

fλ7−→ v1
fλ7−→ o,

tj. f(vk) = (fλ + λ Id)(vk) = vk−1 + λvk, pak [f ]CC = Jλ,k ♣.
Ukáºeme, ºe pro kaºdý endomor�smus V existuje báze B ve V
sloºená z °etízk·. V·£i této bázi je [f ]BB blokov¥ diagonální
matice, jejíº diagonální bloky jsou Jordanovy bu¬ky.
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Nalezení této Jordanovy báze a Jordanova tvaru endomor�smu
£i matice umoº¬uje po£ítat mocniny matic, protoºe ♣

(Jλ,k)
n = (λE + J0,k)

n =

n∑
i=0

(
n

i

)
λn−i(J0,k)

i =

=



λn nλn−1
(
n
2

)
λn−2 . . .

(
n
k−1
)
λn−k+1

0 λn nλn−1 . . .
(
n
k−2
)
λn−k+2

0 0 λn
. . .

(
n
k−3
)
λn−k+3

...
. . .

...
0 0 0 . . . λn nλn−1

0 0 0 . . . 0 λn


Jordan·v tvar je zobecn¥ním diagonalizace matice. Hodí se k
°e²ení n¥kterých diferenciálních a diferen£ních rovnic a pro
odvození mnoha d·leºitých výsledk·. Pro numerické výpo£ty se
nehodí, struktura °etízk· není numericky stabilní.
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Invariantním podprostorem endomor�smu f ∈ End(V ) je kaºdý
W ≤ V takový, ºe f(W ) ⊂W . Invariantními podprostory jsou
nap°íklad Ker f , Im f a lineární obal vektor· libovolného °etízku
♣. Jsou-li U,W invariantní podprostory, pak jsou jimi i U ∩W a
U +W ♣. Je-li W invariantní podprostor endomor�sm· f i g,
pak je invariantní i pro endomor�smus rf + sg, kde r, s ∈ F,
speciáln¥ tedy i pro fλ = f − λ Id ♣. Zvolíme-li bázi B = (C,B′)
ve V tak, ºe C je báze W , pak

[f ]BB =

(
A B
0 G

)
, p°i£emº A = [π ◦ f ◦ ι]CC

Ozna£íme f|W := π ◦ f ◦ ι zúºení f na podprostor W .
Charakteristický polynom det(f − λ Id) je roven

det(A− λE) det(G− λE) = det(f|W − λ Id) det(G− λE)

Tedy spektrum f|W je podmnoºinou spektra f . Je-li W vlastní
podprostor f s vlastním £íslem µ, pak A = µE, tedy algebraická
násobnost µ je v¥t²í nebo rovna dimW , násobnosti geometrické.
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Lemma
Nech´ B = (B1, . . . , Bp) je posloupnost °etízk· pro f ∈ End(V ).
B je LN, práv¥ kdyº je LN posloupnost (v11, . . . , v

p
1) jejich

po£áte£ních vektor·.

Netriviální implikaci ⇐ dokáºeme indukcí podle celkového po£tu
vektor· v B. Nech´ B1, . . . , Bq jsou °etízky spojené fλ, tedy
jejich po£áte£ní vektory v11, . . . , v

q
1 spl¬ují (f − λ Id)(vi1) = o, £ili

jsou to vlastní vektory f s vlastním £íslem λ. Je-li i ≤ q, pak

fλ

 ki∑
j=1

rijv
i
j

 =

ki∑
j=2

rijv
i
j−1 =

ki−1∑
j=1

rij+1v
i
j ∈ B′i := Bi \ {vik}

LK tvaru
∑q

i=1

∑ki
j=1 r

i
jv
i
j +

∑p
i=q+1

∑ki
j=1 r

i
jv
i
j zobrazí fλ na LK

vektor· z (B′1, . . . , B
′
q, Bq+1, . . . , Bp), kde koe�cient u vij pro

i ≤ q je rij+1 ♣. Poloºíme-li p·vodní LK rovnu o, pak z
induk£ního p°edpokladu rij = 0 pro v²echna i ≤ q a j ≥ 2.
Analogicky pro zbylá vlastní £ísla plyne, ºe rij = 0 i pro i > q.
Pak má ale LK tvar

∑p
i=1 r

i
1v
i
1 = o a tedy i ri1 = 0 pro v²echna i.
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Ke konstrukci Jordanovy báze tedy pot°ebujeme najít LN
posloupnost vlastních vektor· a doplnit kaºdý z nich na co
nejdel²í °etízek. Nap°. pro matici

A =


3 1 0 −1
0 2 0 1
0 0 3 0
1 0 0 4


spo£teme σ(A) = {3}, dimKer(A− 3E) = 2 a (A− 3E)3 = 0,
(A− 3E)2 6= 0. Volbou v1

3 := (1, 0, 0, 0)T získáme °etízek

v1
3=

(1, 0, 0, 0)T
A−3E7−→

v1
2:=

(0, 0, 0, 1)T
A−3E7−→

v1
1:=

(−1, 1, 0, 1)TA−3E7−→ o

Vektor v1
1 doplníme na bázi Ker(A− 3E) nap°. vektorem

v2
1 := (0, 0, 1, 0)T . Z lemmatu je (v1

1,v
1
2,v

1
3,v

2
1) LN a je to tedy

hledaná Jordanova báze. Jordan·v tvar je diag(J3,3, J3,1).

Jak ale víme, ºe tento postup nem·ºe selhat a ºe zaru£en¥
nalezne dostate£n¥ velkou mnoºinu vektor·, aby to byla báze?
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V¥ta (O existenci Jordanova tvaru)

Nech´ V je komplexní vektorový prostor kone£né dimenze,

f ∈ EndV . Pak existuje báze B prostoru V taková, ºe [f ]BB je

matice v Jordanov¥ tvaru.

D·kaz.
P°edpokládejme, ºe n = dimV > 1 a pro v²echny prostory niº²í
dimenze tvrzení platí. Pro λ ∈ σ(f) jsou Ker fλ a Im fλ
f -invariantní podprostory a dim Im fλ < n ♣. Z IP najdeme
Jordanovu bázi C endomor�smu f |Im fλ v prostoru Im fλ. Nech´
je v C práv¥ r °etízk· s vlastním £íslem λ. Protoºe C ⊂ Im fλ,
lze ke kaºdému koncovému vektoru viki takového °etízku najít
n¥jaký jeho vzor viki+1 v zobrazení fλ. Lze také doplnit
po£áte£ní vektory t¥chto °etízk· na bázi Ker fλ, tím získáme
dal²ích dimKer fλ − r vektor· tvo°ících °etízky délky 1 spojené
fλ. Tím jsme z C získali novou posloupnost °etízk· B, v níº je o
dimKer fλ = n− |C| vektor· více, ale zárove¬ jsou její
po£áte£ní vektory stále LN ♣. Podle lemmatu je B LN a jelikoº
má n prvk·, je to báze V .
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Ozna£me A = [f ]BB = diag(J,K), kde blok J zahrnuje v²echny
Jordanovy bu¬ky p°íslu²ející vlastnímu £íslu λ. Pak existuje
k ∈ N, ºe k-tá mocnina matice [fλ]

B
B je(

(J − λE)k 0
0 (K − λE)k

)
=

(
0 0
0 R

)
,

kde R je regulární matice. �íslo k je délka nejdel²ího °etízku z
B1, . . . Bq, podprostor Zλ := Ker(fλ)

k = 〈B1, . . . , Bq〉 nazýváme
zobecn¥ný vlastní podprostor f p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ. Platí

I Zλ ⊕ Im(fλ)
k = V , dimZλ je rovno alg. násobnosti λ ♣

I Je-li σ(f) = {λ1, . . . , λm}, pak V = Zλ1 ⊕ . . .⊕ Zλm ♣
I Po£et °etízk· p°íslu²ných λ s délkou alespo¬ j je roven

dimKer(fλ)
j − dimKer(fλ)

j−1 ♣
Poslední tvrzení znamená, ºe jsou délky °etízk· ur£eny nezávisle
na volb¥ reprezentace f vzhledem k n¥jaké bázi. Jordan·v tvar
f je tedy ur£en jednozna£n¥ aº na po°adí Jordanových bun¥k.
Jordanova báze jednozna£ná není (ani pro f diagonalizovatelný).
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P°i hledání Jordanovy báze postupujeme po jednotlivých Zλ, v
kaºdém nejprve zjistíme strukturu °etízk· z dimenzí Ker(fλ)

j .
Najd¥me n¥jakou bázi Ker fλ ∩ Im(fλ)

k−1, ozna£me ji jako
�nové po£áte£ní vektory� a poloºme j = k − 1. Konstrukci
°etízk· m·ºeme popsat v následujících krocích:

1. Prohlásíme nové po£áte£ní vektory za staré po£áte£ní
vektory a prodlouºíme je na °etízky délky j + 1.

2. Doplníme staré po£áte£ní vektory novými po£áte£ními
vektory na bázi Ker fλ ∩ Im(fλ)

j−1

3. Je-li j = 1, skon£íme, jinak sníºíme j o 1 a jdeme na bod 1.

Tento postup zaru£uje, ºe vzniknou °etízky s LN po£áte£ními
vektory a správnými délkami. Pro malé matice je n¥kdy
výhodn¥j²í konstruovat °etízky od konce, protoºe hledání obrazu
v fλ je jednodu²²í neº hledání vzoru v n¥m. Pak ale nemusí
po£áte£ní vektory vyjít LN a je nutné to dodate£n¥ ov¥°it.
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Matice A =

 0 1 1
−3 4 3
2 −1 1

 má σ(A) = {1, 2} a vl. podprostory

V1 = Ker(A−E) = 〈(1, 2,−1)〉, V2 = Ker(A−2E) = 〈(1, 3,−1)〉.
Protoºe 1 má algebraickou násobnost 1, je V1 uº roven Z1.
Prostor Ker(A− 2E)2 = 〈(0, 0, 1), (1, 3, 0)〉 je roven Z2, protoºe
uº má dimenzi rovnou algebraické násobnosti vlastního £ísla 2.
Dimenze V2 je 1, bázi Z2 tedy bude tvo°it jeden °etízek délky 2.
Vektory v n¥m m·ºeme najít bu¤ jako (nap°.) (1, 3,−1) a
n¥jaký jeho vzor v FA−2E , nebo jako (nap°.) (0, 0, 1) a n¥jaký
jeho obraz v FA−2E . Obraz se spo£te snáz a je roven (1, 3,−1).
Nalezená Jordanova báze a Jordan·v tvar jsou pak

B =

 1
2
−1

 ,

 1
3
−1

 ,

0
0
1

 , JA =

1 0 0
0 2 1
0 0 2


Mocniny matice A lze spo£íst jako An = RJnAR

−1, R := [Id]KB .


