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V ZS jsme zavedli pojem afinnftho podprostoru vektorového
prostoru V jako mnozinu a+ W kdea eV a W <V.
Podprostor W se nazyva zaméfeni afinniho podprostoru.
Dulezity piiklad je aritmeticky afinni prostor

Ap = {x e x=(1,21,...,2,)7}

se zaméfenim V,, := {x € F*"*|x = (0,21,...,7,)T}. Slozky
vektoru x Cislujeme od nuly, takze A, je také mozno popsat
rovnici g = 1 nebo blokovym zapisem

o (her)

Aritmeticky afinni prostor je vhodna struktura, uvnitf niz se
daji studovat primky, roviny atd. neprochézejici po¢atkem, ale
také kuzelosecky a dalsi kvadratické kiivky. Nejprve ale na A,
potiebujeme zavést analogie nékterych konstrukei na
vektorovych prostorech.




Jak A, tak V,, lze pfirozené identifikovat s mnozinou F™:

va F" — A, vy F—V,

() < ()

Prvky prvniho typu oznacujeme jako body a druhého jako
vektory. Pro lepsi odliSeni bodi a vektori budeme u bodu uzivat
hranaté zavorky, netu¢ny font a obvykle i pismena ze zac¢atku
abecedy:
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Rozdil dvou prvki A, je prvkem V,, a prostiednictvim bijekci
LA, Ly lze tuto operaci pfenést i na odpovidajicf prvky F™ :

al b1 al — bl
a—b:=;'(eal@) —ea®), tj. | 1|~ || =
Qnp bn Ap — bn
Podobné soucet bodu a vektoru je
a1 1 ap +x1
a+x:=u0al@)—w), ||+ | =
Qn, T an + Tn

Na vektorech jsou samoziejmé definovény i soucet a nasobek
skaldrem.



Afinni pfimka spojujici body a, b se da popsat jako mnoZzina
{a+A(b—a)|X e}

Vyraz a + A(b — a) lze formalné prepsat i jako (1 — A)a + Ab.
Ackoli na bodech soucet ani ndsobek skalarem nedefinujeme,
vyraz pia(a) + Aea(b) smysl déva a pro p+ A =1 je
ta-obrazem néjakého bodu. Obecné se vyrazy typu

Aral + Asasg + ...+ Apay,

kde a; jsou body a A; skalary spliujict z]f Ai = 1, oznacuji jako
afinni linedrni kombinace bodd. MnoZina v8ech afinnich LK
bodii aq,...,a je vlastné LZI( (ta(ar),...,ealag)) N Ay) -
pokud si odmyslime bijekci ¢ 4, prinik A, a podprostoru
generovaného ay, ..., ag. Podobné prinik nadroviny

{x € F" roxg + ... + 1, = 0} a (rovnéz nadroviny) A, je
afinni nadrovina {z € F"|rg + riz1 + ... + rpz, = 0}.



Pro pfehlednéjsi zapis jiz nebudeme rozligovat mezi A, a
L1t (Ayp), resp. Vi, a1 (Vyy). Na V, = F* uvazujme standardni
skalarnf souc¢in a jeho normu.

DEFINICE
Necht a,b € A,. Pak vzddlenost p(a,b) téchto bodu definujeme
jako ||b — al|, tj. velikost vektoru b —a € V,.

Prostor A,, s takto definovanou funkci p spliiuje axiomy
metrického prostoru & a nazyva se euklidovsky prostor E,.

LEMMA
Necht A € FrH1xn+1. Pak Fi zachovdvd A, a Vi, pravé kdyz
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kde A ¢ F"*", r € F". Navic F'; zachovdvd vzddlenost mezi body
Ay, prave kdyz je A unitdrni matice.

Zobrazeni I'; ztiZené na A, ma pak & tvar a — Aa +r a nazyva
se afinnd zobrazent, v pfipadé A unitarni pak izometrie.



Soustava souiadnic v Ay, je dvojice S = (p,B), kde p € A,, a B
je baze V. Bod p je jeji pocdtek a S se nazyva
ortogondlni/ortonormdlini, pravé kdyz je OG/ON baze B.

Pro §' = (p/, B') dalsi soustavu soufadnic, B’ = (v})7,

B = (v;)! a a € A, existuji jednoznaéné uréené x,x’ € F", 7e

n n
a=p+Y wvi=p +> @}V
j=1 i=1
Znadime [a]s = x, [a]g = x'. Je-li U = [1d]5,, pak
me ¥ —p +Z Zum

a zapiSeme-li dale p’ — p = 22:1 r;iv;, tedy [p’ — p]® = r, mame

— . ) (1) (1 o™\ [1
Vj.xj—rj+2uji$i, neboli <x>_<r U) (x’)

i=1



Kuvadrika je podmnozina readlného A,, popsand rovnici

¢ bl 1
(1 xT) <b 4 > <x> =xTAx +2bTx + ¢ =0,

kde c€ R, b € R® a A € R™*" gymetricka jsou bloky matice
oznacené A. Kvadrika je reguldrni, pokud je regularni matice A.
Definujme kvadratickou formu Q4(x) := %7 Ax, pak je kvadrika
rovna priniku nulové mnoziny Ny s A,. Vyjadieni Q4 vzhledem
k jiné soustavé souradnic zméni matici formy na

1 7 c b\ (1 o\ (< b7t

o U')\b A)\r U) \b UTAU)”
kde ¢ = c+2blr +rTAr a b’ = UL (b + Ar). Zvolme U tak,
aby UTAU =: D = diag(dy, . ..,d,) byla diagonalni. Je-li navic
A regularni (takova kvadrika se nazyva stfedovd), pak volbou

r = —A~'b pievedeme na diagonalni tvar i celou A. Po dosazeni
navic ¢ = ¢ — b7 A7 1b.



VETA
Je-li xT Ax + 2bTx + ¢ = 0 reguldrni stiedovd kvadrika takovd,
Ze signatura matice A je (p,q,0) a C := ggtﬁ, pak pro

» q=0ANC <0 nebop=0AC >0 je to elipsoid,

» q=0AC >0 nebop=0AC <0 je to prazdnd mnozina,

» p#0Aq#0 je to hyperboloid.

DUKAZ.
Matice A prejde po diagonalizaci na tvar diag(c,dy, ..., dy),
pficem? soucin ¢/dy .. .d, ma stejné znaménko jako det Aa
sou¢in dj ...d, mé& stejné znaménko jako det A &. Tedy i ¢’ ma
stejné znaménko jako C. Pokud ¢ =0 a C < 0, lze vi¢i nové
soustaveé soufadnic zapsat rovnici kvadriky jako

dl dn

1:713/2-’-...71'/2
— 1 — n

To je skute¢né rovnice elipsoidu. Ostatni pFipady &. O



7 Cisel _dé, obecné nelze urcit délky poloos, protoze zména
soufadnic x = Ux' + r miize zménit vzdéalenosti. Pokud je U
ortogonélni, je odpovidajici afinni zobrazeni izometrie, matice
UT AU je ortogonélni diagonalizaci matice A a C = ¢’ &. Tedy
délky poloos lze vyjadFit pouze pomoci vlastnich ¢isel A a
determinantu A, jejich sméry jako vlastni vektory A a stred

kvadriky jako —A~'b &.

Pro nestiedovou regularni kvadriku musi byt rank A =n — 1 &,
tedy D = diag(ds,...,d,—1,0), kde d; jsou nenulové. Protoze

b =UT(b+ Ar) =U"b+ DU 'r=b" + Dr”,

Ize volbou (U 1r); = r/ := —d%b;/ vynulovat v8echny slozky b’

az na tu posledni.



Volbou 7“;; lze & pak vynulovat i levy horni roh a ziskat matici
ve tvaru

0 ol v
o D" o],
b ol 0

n

kde D" = diag(dy, . .., dy—1). P¥islugna kvadrika pak m4 rovnici
n—1
Z dix? + 20"z =0
i=1

a je to paraboloid. Smér jeho osy je definovan jako vlastni
podprostor matice A s vlastnim ¢islem 0, tedy jako Ker A,
vrchol jako bod popsany v ¢arkovanych souiadnicich vektorem
x' = o. Délky poloos lze ur¢it (pro U ortogondlni) z dy,...,d,—1
a b’ neboli s pomoci vlastnich &isel A a determinantu A.

Tim jsme dokondili tzv. metrickou a afinni klasifikaci
regularnich kvadrik. V p¥ipadé singularnich je to podobné, jen je
mnohem vice dil¢ich pripada.



Prikladem budiZ kuZelosecka s rovnici
322 — 102y + 3y> + 142 — 2y +3 =0

Prepigme levou stranu maticové jako

(@ v) (_35 ‘35> <§)+2(7 1) <§>+3,

tj. xT Ax 4 2bTx + ¢, a dale jako

3 7T -1 1
1 zyl7 3 -5|]|=
-1 -5 3 Y

Protoze sign A = (1,1,0) a velkd 3 x 3 matice A je regularni,
jedna se o hyperbolu &. Ortogonélni diagonalizaci matice A
miZzeme najit matici U a nasledné doplnénim na ctverec vektor
r, pomoci nichZz uréime soufadnou soustavu, vzhledem k niz je
kuzelose¢ka v kanonickém tvaru, a z tohoto tvaru urcit délky
jejich poloos &.



