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Lineární algebra II (pro fyziky)
Kvadriky

Dalibor �míd
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V ZS jsme zavedli pojem a�nního podprostoru vektorového
prostoru V jako mnoºinu a+W , kde a ∈ V a W ≤ V .
Podprostor W se nazývá zam¥°ení a�nního podprostoru.
D·leºitý p°íklad je aritmetický a�nní prostor

An := {x̃ ∈ Fn+1|x̃ = (1, x1, . . . , xn)
T }

se zam¥°ením Vn := {x̃ ∈ Fn+1|x̃ = (0, x1, . . . , xn)
T }. Sloºky

vektoru x̃ £íslujeme od nuly, takºe An je také moºno popsat
rovnicí x̃0 = 1 nebo blokovým zápisem

An =

{
x̃ =

(
1
x

)∣∣∣∣x ∈ Fn

}
Aritmetický a�nní prostor je vhodná struktura, uvnit° níº se
dají studovat p°ímky, roviny atd. neprocházející po£átkem, ale
také kuºelose£ky a dal²í kvadratické k°ivky. Nejprve ale na An

pot°ebujeme zavést analogie n¥kterých konstrukcí na
vektorových prostorech.
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Jak An, tak Vn lze p°irozen¥ identi�kovat s mnoºinou Fn:

ιA :Fn → An ιV :Fn → Vn

a 7→
(
1
a

)
x 7→

(
0
x

)
Prvky prvního typu ozna£ujeme jako body a druhého jako
vektory. Pro lep²í odli²ení bod· a vektor· budeme u bod· uºívat
hranaté závorky, netu£ný font a obvykle i písmena ze za£átku
abecedy:

a ≡

a1...
an

 = ι−1A


1
a1
...
an

 , x ≡

x1...
xn

 = ι−1V


0
x1
...
xn
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Rozdíl dvou prvk· An je prvkem Vn a prost°ednictvím bijekcí
ιA, ιV lze tuto operaci p°enést i na odpovídající prvky Fn :

a− b := ι−1V (ιA(a)− ιA(b)), tj.

a1...
an

−
b1...
bn

 =

a1 − b1...
an − bn


Podobn¥ sou£et bodu a vektoru je

a+ x := ι−1A (ιA(a)− ιV (x)),

a1...
an

+

x1...
xn

 =

a1 + x1
...

an + xn


Na vektorech jsou samoz°ejm¥ de�novány i sou£et a násobek
skalárem.
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A�nní p°ímka spojující body a, b se dá popsat jako mnoºina

{a+ λ(b− a)|λ ∈ F}

Výraz a+ λ(b− a) lze formáln¥ p°epsat i jako (1− λ)a+ λb.
A£koli na bodech sou£et ani násobek skalárem nede�nujeme,
výraz µ ιA(a) + λ ιA(b) smysl dává a pro µ+ λ = 1 je
ιA-obrazem n¥jakého bodu. Obecn¥ se výrazy typu

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak,

kde ai jsou body a λi skaláry spl¬ující
∑k

1 λi = 1, ozna£ují jako
a�nní lineární kombinace bod·. Mnoºina v²ech a�nních LK
bod· a1, . . . , ak je vlastn¥ ι−1A ( 〈ιA(a1), . . . , ιA(ak)〉 ∩An ) -
pokud si odmyslíme bijekci ιA, pr·nik An a podprostoru
generovaného a1, . . . , ak. Podobn¥ pr·nik nadroviny
{x̃ ∈ Fn+1|r0x0 + . . .+ rnxn = 0} a (rovn¥º nadroviny) An je
a�nní nadrovina {x ∈ Fn|r0 + r1x1 + . . .+ rnxn = 0}.
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Pro p°ehledn¥j²í zápis jiº nebudeme rozli²ovat mezi An a
ι−1A (An), resp. Vn a ι−1V (Vn). Na Vn ≡ Fn uvaºujme standardní
skalární sou£in a jeho normu.

Definice

Nech´ a, b ∈ An. Pak vzdálenost ρ(a, b) t¥chto bod· de�nujeme
jako ‖b− a‖, tj. velikost vektoru b− a ∈ Vn.
Prostor An s takto de�novanou funkcí ρ spl¬uje axiomy
metrického prostoru ♣ a nazývá se euklidovský prostor En.

Lemma

Nech´ Ã ∈ Fn+1×n+1. Pak FÃ zachovává An a Vn, práv¥ kdyº

Ã =

(
1 oT

r A

)
,

kde A ∈ Fn×n, r ∈ Fn. Navíc FÃ zachovává vzdálenost mezi body
An, práv¥ kdyº je A unitární matice.

Zobrazení FÃ zúºené na An má pak ♣ tvar a 7→ Aa+ r a nazývá
se a�nní zobrazení, v p°ípad¥ A unitární pak izometrie.
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Soustava sou°adnic v An je dvojice S = (p,B), kde p ∈ An a B
je báze Vn. Bod p je její po£átek a S se nazývá
ortogonální/ortonormální, práv¥ kdyº je OG/ON báze B.
Pro S′ = (p′, B′) dal²í soustavu sou°adnic, B′ = (v′i)

n
1 ,

B = (vi)
n
1 a a ∈ An existují jednozna£n¥ ur£ené x,x′ ∈ Fn, ºe

a = p+

n∑
j=1

xjvj = p′ +

n∑
i=1

x′iv
′
i

Zna£íme [a]S = x, [a]S′ = x′. Je-li U = [Id]BB′ , pak

n∑
j=1

xjvj = (p′ − p) +
n∑

i=1

x′i

n∑
j=1

ujivj

a zapí²eme-li dále p′ − p =
∑n

j=1 rjvj , tedy [p′ − p]B = r, máme

∀j : xj = rj +

n∑
i=1

ujix
′
i, neboli

(
1
x

)
=

(
1 oT

r U

)(
1
x′

)
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Kvadrika je podmnoºina reálného An popsaná rovnicí

(
1 xT

)(c bT

b A

)(
1
x

)
≡ xTAx+ 2bTx+ c = 0,

kde c ∈ R, b ∈ Rn a A ∈ Rn×n symetrická jsou bloky matice
ozna£ené Ã. Kvadrika je regulární, pokud je regulární matice Ã.
De�nujme kvadratickou formu Qg(x̃) := x̃T Ãx̃, pak je kvadrika
rovna pr·niku nulové mnoºiny Ng s An. Vyjád°ení Qg vzhledem
k jiné soustav¥ sou°adnic zm¥ní matici formy na(

1 rT

o UT

)(
c bT

b A

)(
1 oT

r U

)
=

(
c′ b′T

b′ UTAU

)
,

kde c′ = c+ 2bT r+ rTAr a b′ = UT (b+Ar). Zvolme U tak,
aby UTAU =: D ≡ diag(d1, . . . , dn) byla diagonální. Je-li navíc
A regulární (taková kvadrika se nazývá st°edová), pak volbou
r = −A−1b p°evedeme na diagonální tvar i celou Ã. Po dosazení
navíc c′ = c− bTA−1b.
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V¥ta

Je-li xTAx+ 2bTx+ c = 0 regulární st°edová kvadrika taková,

ºe signatura matice A je (p, q, 0) a C := det Ã
detA , pak pro

I q = 0 ∧ C < 0 nebo p = 0 ∧ C > 0 je to elipsoid,

I q = 0 ∧ C > 0 nebo p = 0 ∧ C < 0 je to prázdná mnoºina,

I p 6= 0 ∧ q 6= 0 je to hyperboloid.

D·kaz.

Matice Ã p°ejde po diagonalizaci na tvar diag(c′, d1, . . . , dn),
p°i£emº sou£in c′d1 . . . dn má stejné znaménko jako det Ã a
sou£in d1 . . . dn má stejné znaménko jako detA ♣. Tedy i c′ má
stejné znaménko jako C. Pokud q = 0 a C < 0, lze v·£i nové
soustav¥ sou°adnic zapsat rovnici kvadriky jako

1 =
d1
−c′

x′21 + . . .
dn
−c′

x′2n

To je skute£n¥ rovnice elipsoidu. Ostatní p°ípady ♣.
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Z £ísel di
−c′ obecn¥ nelze ur£it délky poloos, protoºe zm¥na

sou°adnic x = Ux′ + r m·ºe zm¥nit vzdálenosti. Pokud je U
ortogonální, je odpovídající a�nní zobrazení izometrie, matice
UTAU je ortogonální diagonalizací matice A a C = c′ ♣. Tedy
délky poloos lze vyjád°it pouze pomocí vlastních £ísel A a
determinantu Ã, jejich sm¥ry jako vlastní vektory A a st°ed
kvadriky jako −A−1b ♣.

Pro nest°edovou regulární kvadriku musí být rankA = n− 1 ♣,
tedy D = diag(d1, . . . , dn−1, 0), kde di jsou nenulové. Protoºe

b′ ≡ UT (b+Ar) = UTb+DU−1r ≡ b′′ +Dr′′,

lze volbou (U−1r)i ≡ r′′i := − 1
di
b′′i vynulovat v²echny sloºky b′

aº na tu poslední.
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Volbou r′′n lze ♣ pak vynulovat i levý horní roh a získat matici
ve tvaru  0 oT b′′n

o D′′ o
b′′n oT 0

 ,

kde D′′ = diag(d1, . . . , dn−1). P°íslu²ná kvadrika pak má rovnici

n−1∑
i=1

dix
′2
i + 2b′′nx

′
n = 0

a je to paraboloid. Sm¥r jeho osy je de�nován jako vlastní
podprostor matice A s vlastním £íslem 0, tedy jako KerA,
vrchol jako bod popsaný v £árkovaných sou°adnicích vektorem
x′ = o. Délky poloos lze ur£it (pro U ortogonální) z d1, . . . , dn−1
a b′′n, neboli s pomocí vlastních £ísel A a determinantu Ã.

Tím jsme dokon£ili tzv. metrickou a a�nní klasi�kaci
regulárních kvadrik. V p°ípad¥ singulárních je to podobné, jen je
mnohem více díl£ích p°ípad·.
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P°íkladem budiº kuºelose£ka s rovnicí

3x2 − 10xy + 3y2 + 14x− 2y + 3 = 0

P°epi²me levou stranu maticov¥ jako

(
x y

)( 3 −5
−5 3

)(
x
y

)
+ 2

(
7 −1

)(x
y

)
+ 3,

tj. xTAx+ 2bTx+ c, a dále jako

(
1 x y

) 3 7 −1
7 3 −5
−1 −5 3

1
x
y


Protoºe signA = (1, 1, 0) a velká 3× 3 matice Ã je regulární,
jedná se o hyperbolu ♣. Ortogonální diagonalizací matice A
m·ºeme najít matici U a následn¥ dopln¥ním na £tverec vektor
r, pomocí nichº ur£íme sou°adnou soustavu, vzhledem k níº je
kuºelose£ka v kanonickém tvaru, a z tohoto tvaru ur£it délky
jejích poloos ♣.


