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Obsah

= Harmonické kmity (vyznacna forma pohybu, pfiklady, vychylka, perioda, frekvence,

kruhova frekvence).
= Harmonicky oscilator.
= Netlumené harmonické kmity (matematicky popis, komplexni notace, fazor).
= Tlumené kmity, aperiodicky pohyb, mezni aperiodicky pohyb, slabé tlumeni.
= Vynucené kmity, rezonance.
= Princip superpozice.
= Skladani kmita stejného sméru, harmonicka analyza.
= Skladani navzajem kolmych kmitl, Lissajousovy obrazce.

» Vazané oscilatory.




Periodicky dej

periodicky prubéh sledované veliCiny (mechanicka vychylka, elektricka veli€ina)

X(t+T)=X(t)

T perioda
f = L frekvence — ;
T T
=24 = Z_I_—ﬂ kruhova (uhlova) frekvence
Priklady:
e zavazi na pruziné
e kyvadlo
e kmity elementu struny
e oscilacni LC obvod
e vibrace atomu v molekule nebo krystalu




(Linearni) harmonicky oscilator

e uvazujeme mechanicky oscilator — pfimocary pohyb v okoli bodu x,
e interakce charakterizovana parabolickym prubéhem potencialni energie

1
E, = Ek(x—xo)2

e kde vazebni konstanta k>0

e vratna sila pusobici do podatku F= _d—xp =—k(X—X,)
e vratna sila je umérna vychylce a pusobi ve sméru proti ni
e pohybova rovnice m (:l—:;( =—K(X—X,)

e zavazi na pruziné — pii zanedbatelné vlastni hmotnosti pruziny

e kyvadlo — jen malé kmity

e obecné feseni x = Asin(ot+a)+Xx,
A amplituda
o pocCatecCni faze jak se takové rovnice fesi?

Xo vychozi poloha




Homogenni linearni diferencialni rovnice
2. radu s konstantnimi koeficienty

rovnice typu ay +ay+a,y=0
reSeni maiji tvar y=e%
protoze V=ce” a y' =a’e™
ma platit (a,a° +a,a+a,)e” =0
charakteristicka rovnice a,a’ +ao+a,=0
koreny char. rovnice a, a a,
fundamentalni systém reSeni (baze):

e «, a a,jednoduché kofeny e”* a e””

e «a dvojny koren e”™ a xe”

e pro realné koeficienty kofeny komplexné sdruzeny  e""?*g gl

pak Ize pouzit bazi e” cosox a e” sin ox

(vzniklo na zakladé obecnéjSich pravidel pro homogenni linearni diferencialni
rovnice n. fadu s konstantnimi koeficienty)




(Netlumeneé) harmonickeé kmity - reseni

2
resime pohybovou rovnici m % =—k(x—X,)
pripadna substituce X—X, = X
pohybova rovnice (vySe popsaného typu) mX +kx=0

charakteristicka rovnice ma’+k=0->a =+, /—5 = =i, /5
m m
fundamentalni systéem (o, a «, jednoduché) e'™ ae '"
pripadné coswfht a sin wfht
m m
i X L
obecne reseni x=Ce ‘/; +C,e ‘Fm = D, co0s, /kt +D, sin /ht
m m

vime e"? =cosp+isin ¢ D,=C,+C, a D,=i(C,-C,)

hodnoty konstant se urCi podle poCateCnich podminek



Harmonické kmity — ruzné zapisy

X(t) = Asin(ot+a)
X(t)=Bssinwt+B.coswt, kde

x(t) =Ce'* +C’e'*, kde

x(t) = Re(De'*"), kde

e X(t) =Re(Ae' ) kde
bézné piSeme

e Xx(t)=De'* nebo

B; = Acosa

B. = Asin o

C=Ree

2

ReC :&: —COSa
2

ImC :B—C: —sin
2

D =2C = Ae" je komplexni &islo
A je realné Cislo

lm A
iA
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e

- v
e X(t) = De ' a fyzikalni smysl ma jen jedna slozka //u(t){
[

e uzilijsme

e sin(a+ ) =sin acosf+cosasin f

it

o ¢e'““=coswt+isin wt
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casovy vektor - fazor




Ex(N+Ey(1)

Ep(1)

energie

Energie harmonickych kmitu

0 T/2 - Cas |

(a)

Ev(x)+ E,(x)

harmonické kmity  x = Asin(wt+a)

Ey(x)

X = Aa)COS(a)t + a)

Ei(x)

— vychylka x
+Xm

kineticka energie E, = % mv’® = % mx° = % MA*w* cos’ (ot + )

potencialni energie E | = ;kx2 = ;ma)zx2 = ;mAza)2 sin*(wt+a)=-W = Ikrdr
0

. : 1
celkova energie  E=E,+E = Ema)zA2

konzervativni sily = celkova energie nezavisi na Case




Tlumené harmonicke kmity

do pohybové rovnice doplnime disipativni silu (tfeni, tlumeni, elektricky odpor,...)
mX =—kx—bx, kde b>0

. b. k
— X+ —X+—x=0
m m
oznaceni
, k ,
w, =— ... vlastni frekvence
m
b .. . ,
20 = — ... soucCinitel tlumeni
m

X+20X+w:x=0

homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

charakteristicka rovnice a’+25a+w; =0

FeSeni charakteristické rovnice o, =—010" -]




Tlumené h. kmity — nadkriticky utlum

e Fedeni charakteristické rovnice ,=—01,5"—a;

0 > w, = aperiodicky pohyb (velké tlumeni)

e «,=-6%./6°-w; <0, reélné

o fundamentalni systém g 2H/o -t g-om @ -an)
e obecné feseni x(t)=Ce™ +C,e”, kde C,, C, =konst. (ureno po¢. podminkami)
e pocatecni podminky: t=0— x(0) = A,, X(0)=0

a

X(t) = ¢,Ce” +a,C,e"" = x(0)=,C, +a,C,=0=C, =— 1 C,
@,
X(0)=C,+C, = A, :Cl(l_aleclz M P =C,=- Avey
a, 1_& o, —Q o, —a,

x(t) = Au (a,e“ —a,e™) ... vraci se do rovnovazné polohy nekoneé¢né dlouho

a,—a, 10




Tlumené h. kmity — kriticky utlum

o Fedeni charakteristické rovnice &, =—0%.5"—a;
0 = @, = mezni aperiodicky pohyb (mezni tlumeni)
e a,,=-0=-m,<0, dvojnasobny realny koren

e fundamentalni systém e ", te™™

e obecné feSeni x(t) =(A+Bt)e™™, kde A, B =konst. (uréeno po¢. podminkami)
e pocateCni podminky: t=0—x(0)=A,,, X(0) =0
X(t) = (— 0, A+ B(l-apt) e = %(0) = —0,A+ B=0=B = 0, A

X(0)=A=A,=>B=0,A,

X(t) = A, @+ at)e™™ ... mGze projit rovnovaznou polohou (obecné pro t = —é‘)
do rovnovazné polohy spéje nekonecne dlouho (2) "

konverqguje rychleji nez v aperiodickém pripadé (1)
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Tlumené h. kmity — slabé tlumeni

e feSeni charakteristické rovnice o, =—01.5" -5
0 < @, = tlumeneé harmonické kmitani

e a,=-0tiw ; w=.w;-6°,kde w<aw, ;kofeny ch.r. komplexni

° fundamentélnisystém e—é’t+ia)t’ g-d-iat

e obecné feeni x(t)=Ce " +C,e*'“ =™ (Cle‘“’t +C2e““"), kde C,, C, =konst.
(uréeno pocC. podminkami)
e jiny zapis x(t)= Ae ?sin(wt+a), kde A, o =konst. (uréeno po&. podminkami)
e rychlost x(t) = Ae*(wcos(at + o) — S sin( et + )
- . fﬁ%

e periodaT = =
p w \/0)02—52

e amplituda exponencialné klesa
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Tlumené kmity — charakteristiky tlumeni

e tlumené oscilace x(t) = Ae *sin( wt + o)

e Utlum
e podil vychylek lisicich se o jednu periodu
v pe O g g ne
X(t+T) 10| - o

[}
T

e logaritmicky dekrement utlumu
e prirozeny logaritmus utlumu
o 9=Ihpg=0T
e relaxacni doba
e doba, za niz se obalka zmensSi e-krat
1

L T=—

o
e (Cinitel jakosti
e 2r-nasobek poméru energie oscilatoru ku ubytku energie za periodu
W (t) 5 1 2r 2rm 3

WO-W@E+T)  1-WE+T)W() 1-e2 1- 4
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Vynucené harmonicke kmity

do pohybové rovnice doplnime periodickou budici silu
mX = —kx—bx+ F, cosQt, kde Q je uhlova frekvence budici sily

. b K F
= X+ —X+—x=-2cosQt
m m m
oznaceni
, k ,
@, =— ... vlastni frekvence
m
b . , v .y . ]
20 = — ... soucinitel tlumeni (v dalSim predpokladame slabé tumeni 6 < w,)
m

S = ';;’ ... amplituda buzeni

Ot

X+20%+w;x = Se'™ ... komplexni symbolika (nakonec vyuZzijeme jen Re ¢ast)

nehomogenni (s nenulovou pravou stranou) linearni diferencialni rovnice 2. radu

obecné rfesSeni = obecné reSeni homogenni rce + jedno partikularni feseni
14



Vynucené harmonicke kmity

e rovnice s nenulovou pravou stranou X+ 25X+ o x = Se'*

e hledame partikularni feSeni ve tvaru x (t) = Ae™

S _
e dosazenim do rovnice mame komplexni amplitudu A, = = e’
P P & W, — Q% +i25Q al
- Qo . - -i26Q
e odstranéni komplexniho vyrazu ze jmenovatele A =S 02)0 > 52 >
4 14 4 4 r r O wr o r r ’ - 259
o fazove zpozdeni vychylky vuci pusobici sile tan ¢ = —; o
(00 -

1
J(@? —0%)? + 457

e amplituda ustalenych kmitu | A, |=S

e obecné komplexni feseni x(t) =e™* (Cle‘”"t +C2e““’t)+ A"

e Re &ast obecného feseni x(t) = Ae % sin( wt + a)+| A, | cos(Qt + @)
15




Vynucené harmonicke kmity

x(t)= Ae?sin(wt+a) +S L cos(Qt +arctan —226!22 )

o 2 (212 22 e
prechodové feseni . V(o] -0°)* +45°Q °
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Rezonance

amplituda kmita | A, |=S 1 zavisi na budici frekvenci Q

(@2 —Q?)? + 45707

e hledame extrém =0 =

dl Al
dQ
e rezonanéni frekvence Q. =, af —25°

S
25wl o

e rezonance — stav, kdy mala budici veliCina vyvola kmitanim velkou odezvu

e amplitudavrezonanci A 5 A, |...=

e pro slabe tlumeni 6 << w, dostaneme Q, - @, a A — oo; vzdy ale plati QQ, < @,

e fazovy uhel ¢ uréuje zpozdéni vychylky za budici silou tan ¢ = _22532
Wy —
e OO0 = ¢—>0 ... kmity ve fazi s buzenim
e Q>0 = @e—>-—7 ... kmity v protifazi s buzenim

e Q=w, = @—>-x/2 ..zména pfi prachodu vlastni frekvenci'’




Rezonancni krivky

&
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| | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Frekvence budici sily Q [s]

pro 5>a)0/xE nema rovnice pro rezonanéni frekvenci Qr realny koren = rezonance
nema vrchol v oblasti realnych frekvenci

18



Fazovy posuv v okoli rezonance

Fazovy rozdil [rad]

i i | i i i ;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Frekvence budici sily Q [s]

19



Amplitudova a vykonova rezonance

disipaci energie lze meéfit vykonem brzdici sily

2
P= W _ F(v)dx:—b(dxj
dt dt dt

Amplitudova a vykonova rezonance

—
T

=
00

energie rozptylené po dobu jedné periody

=
o
c
o
-
2 .
© |
dx ? < :
AW:—bJ' it )dt——bj( A03|n(Qt+a)j dt = g 0.6/ i
: = :
=-bA QY COSZ(Qt+a)dt=—bA02Q2-|2-= £ B :
b T £ 02 |
_ 2~2 1 22 @ M4Lr
_—agr_JnAbQ 5_—5mA)QT E i
[ 1 I | 1
pramérny vykon dodany budici silou = U[] 0.5 1 1.5 2
P=—_AW T = 5mAfQZ Frekvence QJ’Qres [s]
F/ SQ? E 1
dosazeno za amplitudu budici sily P = -
P y m (w?—Q°%)° +45°Q° 1A= J(@F -0 +45%Q°

dP e it
Q- 0 = Q,, =w,rezonance absorbovaneho vykonu nezavisi na utlumu

20



Praktické dusledky rezonance

= vS8echny mechanické systémy maji aspon jednu
vlastni frekvenci = muze dochazet k rezonanci

= toCiva zarizeni (motory, turbiny), zvukova zafizeni
(hudebni nastroje, reproduktory, sluchové organy),
statické konstrukce (budovy, mosty, stozary)

= kvantova analogie mechanického oscilatoru —
atomy v krystalu, elektrony v atomu

= vysoky Cinitel jakosti (pomér celkového vykonu ku
vykonovym ztratam) vede k uzkému rezonancnimu
vrcholu (D ~ 1/Q) — malé sily zpusobi velké
vychylky

Tacoma Narrows Bridge

v roce 1940 se zfitil v dusledku
torznich kmitu, které vznikly
rezonanci mostu s narazy veétru

21



Praktické dusledky rezonance

Tacoma Narrows Bridge Collapse (Sound Version) (Standard 4:3) (1940)

Tacoma Narrows Bridge

v roce 1940 se zfitil v dusledku
torznich kmitl, které vznikly
rezonanci mostu s narazy vetru

22



Skladani reseni linearnich rovnic

Rovnice pro vynuceny harmonicky kmit
mX, +bx, +kx = F(t)
mX, +bX, +kx, = F,(t)
rovnice jsou linearni, proto reSenim pro soucet vynucujicich sil je soucCet reseni

pro jednotlivé sily \/W\/V\/
40+ o ) G 1) = RO RO 1 M\N

Levou stranu linearni dlferenc:|aln| rovnice mX+bx+kx=F(t) lze chapat jako
konkrétni pripad obecného linearniho operatoru.

Pro obecny linearni operator A(x) plati:
1) A(x)=0: x, a X, jsou feSeni = ax, +bx, je take resSeni
2) A(X)=F(t): x, je reseni = x, +x, je takeé reseni
(A +X,)=A(X)+A(X,)=0+F(t))
3) A(x)=FK({), A(X,))=F,(t)= x +X, je feSeni pro F(t)+F,(t)
(A +X%,) =A%) +A(X) =R () +F,(1)) 23




Skladani kmitu stejného sméru

e skladame kmity stejného sméru obecné ruznych frekvenci x, = A sin(ot + ;)
e pro periody dilCich kmitd plati sin(w, (t+T,)+¢;) =sin( ot + ;)

e amplituda slozenych kmitu x=x, +x, +...= Asin(at+a)+ A sin(ot +a,) +...
e oznacme periodu slozenych kmitd T

e perioda T musi pro vSechna i splnovat sin(e(t+T)+a)=sin(wot+;)

e toje splnéno pro @T =2z, n....celé Cislo

e protoze o =T,, bude perioda slozenych kmitu T =Tn, =T,n, =...

24




Skladani kmitu stejného sméru a frekvence

X, =Asin(at +a,)
e vysledkem je pohyb periodicky se stejnou frekvenci ‘
X = Asin( ot + o) = Asin wt cosa + Acos wt sin « V\/\/\/\/

(X =X, + X, =sin wt(A cosa, + A, cosa,) +
e plati totiz 3 - Acosa :
+coswt(A sin o + A, sin a,)
| Asin o

(A% = (Asin @)? + (Acosa)? =

= (A sin o, + A, sin a,)* + (A cosa, + A, cosar,)” =

e amplituda _ _
= A?+ A2 +2AA,(sin o, sin a, +COS, COS a2, ) =

- Aiz + A22 +2A A, cos(a, —a,)
Asina  Assin o + A, sin o,
Acosa A cosa, + A, cosa,

o fazové posunuti tan o =

25




Skladani kmitu blizkych frekvenci

e zjednodusSeni A =A, = A, predpokladame o, > w,
o X =Asin(ot+x)
e X, =Asin(ot+a,)

e uzijeme sin a+sin S =2sin COS

a+pf _a-pf
2 2
X=X +X, =Asin(ot+a,)+ Asin(o,t +a,) =

=2Acos(a)1;w2 t+a1;a2jsin(wl+a)2 t+a1;a2j

proménna amplituda  harmonické kmitani

* pPro w —w, <<w, +wm, se amplituda méni pomalu = vznikaji razy

e kmitani ma stalou uhlovou frekvenci —+——2

. : . L 0, -0, y .
e obalka amplitudy se méni s frekvenci — 5 2, razy maji frekvenci o= w, — w, |

26




Skladani kmitu blizkych frekvenci




Skladani vzajemné kolmych kmitu

o X=Asin(at)
o y=Asinat+p) # Lissajousovy obrazce:
"R a)lza)z-:a) : : ®,/®, 1:1
y = A, sin( ot + @) = A, sin ot cose + A, coswtsin ¢ =
A L : A X2 .
= "2 A sin wtcos cos wtsin ¢ = ~ 2 xCos 1- " sin
AIA& X Wt COS P+ A, w ?= ¢+Az\ a2 "o ¢=0°
s
A L
X° .
y—-=xcosp=A, 1--sing
A A
@ =45°
A2 A22 2 2 2( X2 ) . 2 1
y?—2"2xycosp+ -2 X°cos’p=A|1-"_ |sin’¢p
A A’ A ,
y’ Xy ? 2 -2 x> .,
, —2 CoOsS@p+ - Cos“@=sin“p——sin“ ¢
A A A A _ o(\°
2 2 ¢ =90
y2—2 Xy cos<o+x—2=sin2go
A AA A

e vysledek - obecna rovnice elipsy 28




Skladani vzajemné kolmych kmitu

4 Lissajousovy obrazce: o, #o, o, /®, =n,/n,

®,/m, 1:1 2:1 3:2 S:3

¢ =0°

¢ = 45°

® = 90°




Harmonicka (Fourierova) analyza

e kazdou periodickou funkci s periodou (T =1/ f ) Ize rozlozit na harmonicke
slozky s frekvencemi f,2f,3f,...

e rozklad Ize napsat napftiklad y(t) =Y A cos(kat+e)
k=0

e frekvence f se nazyva 1. harmonicka
e frekvence nf se nazyva n-ta harmonicka

<

30




Harmonicka analyza — jak to funguje

|
A RoA A A

N A A A A
L 7 7w

| A A A A
aad Kool % M ElRY
The first four Fourier series &
ap s for a square wave

31



Princip harmonickeé analyzy

ukazeme analogii s vektorovym poctem:

vyjadreni vektoru X jako linearni kombinace vektort ortogonalni (nikoliv
ortonormalni) baze & v N-dimenzionalnim prostoru

X:i@@
k=1

norma vektoru dana skalarnim souginem || X ||>= (X - X)

pro uréeni koeficientu @, nalezneme primét vektoru X do sméru &,

N N
X -8 :[;(Diéij'ék :;q)i (€ -&) =l & § O,
€[> Oy

koeficient linearni kombinace

32



Harmonicka analyza — trigonometrickeé fce

e ortogonalni baze tvorena cos(kawt) (pro k=0,---,0) a sin(kat) (pro k=1,---,0)
T/2

« skaldmi sou¢in funkei (f |g) se definuje (f|g)= [ f(t)g(t)dt (tak Ize ovéfit ortogonalitu)

-T/2
T/2
e funkce musi byt kvadraticky integrabilni (f|f)= ﬂf(t)\zdt<oo
-T/2
e norma funkce dana skalarnim souginem I fIP=(f]f)
T/2
e plati || cos(kat) ||? = Icosz(ka)t)dtzg pro k=0,---,00
-T/2
T/2 1—
o plati || sin( kaot) ||? = jsinz(ka)t)oltzE pro k=1,--,00
-T/2
e zapis realné funkce pomoci baze (FourierQv rozvoj) y(t) = ZAk cos(ka)t)+z B, sin( kat)
k=0 kel
e koeficienty rozvoje
1 < > 2 T/2
A = f |cos(kat)) - A == | f(t)cos(kat)dt
L | cos(kat) ||* T —'IIIZ
« =17 (X-§) 1 i 2 T2 i
Il€ |l B, = f|sin(kat)) — B, == | f(t)sin( ket)dt
, =Tk sikat) — B =2 [ f(®)sin(kat)

-T/2 33




Harmonicka analyza — komplexni formulace

e ortogonalni baze tvofena e pro k =0,21,+2,---, 40
T/2 T/2
v ikt 112 ikt —ikat
e plati pro normu | ™t |2 = j ete ! gt = Idt=T
T/2 giket T/2
e Fouriertv rozvoj funkce y(t)= > Ce"
k=—c0
. . 1 : 1 T2 .
e koeficienty rozvoje C, :W“ |e|ka>t> 5>C == If(t) o-iket it
[ e™ |l L
e pro realnou funkci plati Ca=C
ImC, =0

e prepocCet z trigonometrické baze

Co=A
Cﬁ%(Ak—in) pro k=1,---,0
CkZ%(Aﬁin) pro k =—1,---,—o0

34




Vazane oscilatory

2 oscilatory (kyvadla, pruziny) — mezi nimi elasticka vazba velikosti k
pusobi
o sily umérné vychylce (tihove, elastické)
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m¥, = —kx +k (X, —

e pohybové rce { N A /
mX2 = _kX2 - kv (X2 - X]_) /FEI Fe,
m(Xl + X2) = _k(xl + XZ) m > z m

e soucet a rozdil { o
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o Vvazebna sila =

e zavedeme n=%+X A &=X—
m7j =—-k .
e potom 77 7 - r'7'+k77:0 A §+k+2kV§=O
mé = (—k—2k,)& m
, kK ,  k+2k,
* pro w, = a o, = - dostaneme 7 =17, cos(ot +,) a &=¢,cos(ot+ca,)
. —_— ET !
pak Feseni X2 =, ~[n, cos(amst + ) £ &, cos(a,t + )]

e pro k,<<k jsou w, a @, blizké = vznikaji razy (viz skladani blizkych frekvenci) 35




Vazane oscilatory
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Cim silnéjSi vazba mezi oscilatory
e tim rychlejSi vymeéna energie mezi nimi
e tim vétsi frekvence razu
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