6 Faktorizace pro zacatecniky: sestroj si vlastni téleso

Resgeni
verze ze dne 27. brezna 2025.

Cile cviceni: Tentokrat se nauc¢ime néco opravdu fantastického: slepovat ze starych polynomt zbrusu
nova télesa. Pritom si vyzkousime, Ze jsou plné funkéni a Ze nad nimi miZzeme provozovat vSechny kejkle
linearni algebry! Nejprve se ovSem rozcvic¢ime pocitanim polynomialnich kongruenci.

Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét resit:

Uloha 6.1. Najdéte viechny polynomy f splitujici kongruence:
(@) (¥ +x+1)f=1 (mod z* +x + 1) v Zy[x]
(b) 2z +1)f =23 (mod 2 + 1) v Z3]x].

Reseni. (a) Potiebujeme invertovat polynom x°+z-+1 modulo polynom z*+x+41, coz mtizeme jist& provést
pomoci Eukleidova algoritmu v oboru polynomi nad télesem, nebot je polynom z* 4+ x + 1 ireducibilni.
Vypocet Bezoutovych koeficientii si zapiSeme stejné jako v prvni sérii pro vypocet v oboru celych cisel a
pro prehlednost pfiddme i hodnotu podilu ¢; (tedy a;11 = a;-1 — ¢;q;):
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Protoze
l=x-@*+z+ D)+ @ +1) - (P +z+1),

je kongruence
(P +2z+1)f=1 (mod 2’ +x+1)

ekvivalentni kongruenci
f=@@+ D)@ +2+1D)f=(@*+1) (modz* +2z+1),

a proto dostavame obecné feseni (22 + 1) + s(z? + z + 1) pro libovolné s € Z|x].
(b) Vsimneme si, ze > = —1 (mod z? + 1) a upravime (2z + 1)f = 2* = 2z (mod z? + 1) a poté, co
spocitame, ze
ze+1D2r+2)=(—2z+1)(—z-1)=2"-1=—-1—-1=1 (mod z* +1),
dostaneme
=22 +2)2z+ 1) f=2220+2) =2 +r=2+2 (mod 2? + 1),

coz znamena, 7ze = + 2 + s(x? + 1) pro libovolné s € Zs[z] je obecné feseni této kongruence.

Uloha 6.2. Napiste tplnou mnozinu zbytk@ (mod 2% + x + 1) v Zs[z]. Bude se lisit, pokud budeme
uvazovat zbytky (mod 222 + 1)?



Reseni. Mame tGplnou mnozinu zbytkt modulo polynom stupné dva
{p € Zs|z] | deg(p) < 2} ={0,1,2, 2,2 — 1,2 — 2,2x,2x — 1,2z — 2},

odkud vidime, ze zalezi pouze na stupni polynomu, nikoli na tom, jak konkrétné dany polynom vypada.
Poznamenejme, Ze to v zadném piipadé neznamena, %e po¢itani (mod x?+x+1) je to samé jako (mod 2z%+

1).
Uloha 6.3. Ozna¢me okruh T = Zs[a]/(a? + 1).
(a) Dokazte, Ze je polynom 2 + 1 nad Zj3 ireducibilni. Co jsou jeho kofeny v T'?
(b) Vysvétlete, pro¢ je T je téleso, uréete, kolik ma prvki a jakou ma charakteristiku.
(c) Spocitejte v télese T
(i) a+1)+ (2a+2), (i) o, (i) a7,
(iv) (a+ 1)1 (v) 2a-(2a+1), (vi)a™'-(a+2).

« 1 a+1

a+1 a+1 a )

Reseni. (a) Protoze jde o polynom stupné dva, ktery v Zs nema kofen, jedna se o ireducibilni polynom
v oboru Zs|z|. Kofeny v télese T' ma +a.

(d) Vyfteste soustavu linearnich rovnic s matici: (

(b) Z definice p¥imo plyne, Ze se jednd o komutativni okruh. Protoze je polynom o+ 1 nad Zj ireducibilni,
umime pomoci Eukleidova algoritmu najit inverzni prvek ke kazdému nenulovému prvku uplné mnoziny
zbytki, tedy jde o téleso. Uplnd mnozina zbytkii ma v tomto piipadé pravé |Zs|?> = 9 prvki, jelikoz ji
tvori vSechny polynomy stupné max. 1. Charakteristika télesa je 3, jelikoz v ném plati 1 +1+ 1= 0.

(c) Veskeré vypocty v daném télese provadime podobné jako v 6.1 modulo polynom a? + 1, prvky télesa
jsou zbytky a misto kongruenci budeme vsude psat rovnosti jako vysledky operaci.

(i) Zde jen poc¢itame s koeficienty (2a+ 1) + (2 + 2) = .

(i) Protoze a? = —1, mame o® = a- (a*)? =a-(-1) =a-1=a.
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)
(iii) V8imli jsme si si, ze o = —1, proto —a - a — 1, proto ™' = —a = 2.

(iv) Tentokrat si poviimnéme, Ze (o —1)(a+1)=a’*—1=-1—1=1,tudiz (a+1) ' =a—-1=a+2.
(v) 2a-2a+1)=a*—a=-1—a=2+2a.

(vi) Z (iii) dostavame, ze ™' - (@ +2) = —a-(a—1) = —a’+a=a+1

(d) Budeme upravovat, jak jsme byli zvykli v linedrni algebte, posloupnosti ekvivalentnich fadkovych

uprav
« 1 a -1
a+1 a 1|la+1
1 « -1 1 « -1 10 «
0 1—a?|2a+1 0 —1]—-a+1 0 1|la—1)"
kde jsme nejprve prehodili fadky, upravili prvni fadek pomoci druhého, poté jsme vynulovali pozici pod

prvnim pivotem a po tpravé druhého fadku vynulovali i hodnotu nad druhym pivotem. Dostali jsme Teseni
(v, — 1) = (o, + 2).
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Uloha 6.4. Zkonstruujte kofenové nadtéleso polynomi (a) 22 +x+1, (b) 2° + 2 + 1 nad Z,. Uvédomte
si, Ze jsou obé télesa dokonce rozkladova a polynomy nad nimi rozlozte na linearni c¢leny.



Reseni. Uz jsme zjistili, Ze oba polynomy m jsou ireducibilni v Zs[a], proto si v obou piipadech stadi
vzit faktorovy okruh Zs[a]/(m) modulo (a) m = a* + a + 1 (b) m = o® + o + 1. VSimneme-li si, Ze pro
polynom m a jeho koten « plati

Odtud vidime, Ze s kofenem « dostavame v piipadé

(a) dalsi kofen a® = a+ 1, a proto 22 + 2+ 1 = (z + a)(z + (o + 1)) a v piipadé

4

(b) dva dalsi kofeny a? a o = a? + a, které dévaji rozklad na kofenové ¢initele

2+ t+1=(z+a)(z+(a®)(z+(a® +a)).
Uloha 6.5. Napiste viechna kofenova a rozkladova nadtélesa nad télesem Q obsaZzens v C nésledujicich
polynomi z Qx]:
(a) 2% — 2,
(b) 2% —22? — 2z — 3.

Reseni. (a) Polynom 2? — 2 m4 dva realné kofeny ++/2, o kvadratickych rozsifenich télesa racionalnich
¢isel vime, 7e tvoii téleso, tudiz mame jediné kofenové nadtéleso Q(v/2) = Q(—+/2), které je zaroveti i
rozkladovim nadtélesem Q(v/2, —v/2) = Q(v/2) polynomu z? — 2 nad télesem Q.

(b) Nejprve si v§imneme, Ze m4 polynom z?® — 2% — 2 — 3 racionalni kofen 3 (uz umime zjistit, Ze v tivahu
ptipadaji pouze hodnoty +1, £3, a ty zkusime dosadit). To znamen4, Ze trividlni rozsiteni Q(3) = Q je
kofenovym nadtélesem tohoto polynomu. Déale standardnim postupem spocitame kofeny polynomu

3_2 2_2 _ 1 ; 1 )
: - ’ 3:x2+x+1:<x+——i§> (x%———l—ig),

r—3 2 2 2 2

odkud dostavame druhé mozné kofenové nadtéleso Q(—1 + %g) =Q(-1- %g) = Q(iv/3). Toto téleso je

zfejmé i rozkladovym nadtélesem polynomu z® — 22? — 22 — 3, nebot se zde rozklada na kofenové cinitele

1 /3 1 /3
2¥ —22% — 22 — 3= (v — 3) <$+§—%_> <$+§+%_)

Uloha 6.6. Uvniti télesa T' = Zy[a]/(a* +a+1) naleznéte kofenové nadtéleso polynomu 22 +z+1 € Zs|x].

ReSeni. V podstaté chceme v T najit kofen(y) onoho polynomu. Jelikoz 7' mé charakteristiku 2, mfizeme
ekvivalentné hledat feseni 8 rovnice 22 = x + 1; kromé& toho mocnéni mnohoélenu na druhou probihé v
charakteristice 2 ,¢len po ¢lenu® (smiSené ¢leny jsou diky vyskytu 2 rovny nule).

Piedné si viimnéme, 7e z Vietovjch vztahtt bude soudet FeSeni rovnice roven 1, tim paddem mtizeme BUNO
hledat feSeni /3, jehoz abs. ¢len je nulovy (a druhé feseni se bude lisit jen v onom abs. ¢lenu).

Pokud si déle spocteme (a?)? = o® + o2, vidime, ze 8 musi nutné obsahovat a?, aby mélo 3% nenulovy
abs. ¢len (stejnd jako ma B + 1). JelikoZ ovsem (a?)? = o + 1, je v 4% nutné ptitomen linedrni ¢len «,
tim paddem musi byt i v 3. Ze zbyvajicich dvou moznosti o + a a a® 4+ o + o snadno potvrdime prvni a
vylou¢ime druhou.

Méme tedy 8 = o+, druhé feseni rovnice je tedy a®+a+1. Hledané kofenové nadtéleso je Zy(a’+a) < T,
které je ziejmé stejné jako Zy(a® +a+1). Toto téleso je i rozkladové a zadany polynom se v ném rozklad4
jako

?+r+l=(@+al+a)(z+a®+a+1).

Uloha 6.7. Dokazte, Ze jsou izomorfni pary téles



(a) Qla]/(a® ~2) a Q(V2),
(b) Qlo]/(a? —3) a Q(v3),
(c) Rla]/(a* +a+2) aC.

Reseni. Ve vsech tlohach zkonstruujeme dosvédcujici izomorfismus.

(a) Nejprve poznamenejme, Ze kubicky polynom z® — 2 nemd racionélni kofeny, proto je ireducibilni, a
poté definujme zobrazeni Q: Q[a]/(a® — 2) — Q[v/2] predpisem

Q(ac® +ba+¢) = aVi+ b2 + c.

Ptimo z definice vidime, Ze se jedna o dobte definované linearni zobrazeni nad télesem Q na celé Q[e/i]
Ukézeme, Ze jde o prosté zobrazeni. Jestlize je r € Q[z] polynom stupné mensiho nez 3, jehoz kofenem
je v/2, pak i pro s = NSDgqy(r, 2> — 2) plati, 7Ze je v/2 jeho kofenem. Protoze je deg(r) < 3 a z° — 2
ireducibilni, musi nutné » = 0. Proto pokud pro a,b,c € Q

a(V2)2 +bV2+c =0,

dostavame, ze a = b = ¢ = 0. Tedy (2 ma trividlni jadro a jedna se o prosté zobrazeni. Uz jsme si vSimli,
ze je Q linearni, tedy slucitelné se s¢itdnim, a musime ovéfit pro vSechna r, s € Q[a] stupné nejvyse 2 a
takové t(a) = (r(a)s(a)) (mod a® — 2), ze r(v/2) - s(+/2) = t(¥/2). Protoze existuje ¢ € Q[a] splitujici
t =rs—q(a® —2), dostavame, ze

t(V2) = r(V2)s(V2) = a(V2)((V2)* = 2) = 1(V2) - s(V2),

tedy zobrazeni €2 je okruhovy izomorfismus. Zbyva si vSimnout, Zze obor Q[G/ﬁ] je izomorfni obraz télesa,
tedy opét téleso, coz znamena, ze Q[v/2] = Q(v/2) a Q piedstavuje dosvédéujici izomorfismus téles
Qlal/(@® —2) a Q(V2)

(b) Opét si s pomoci Eisensteinova kritéria a tvrzeni o ireducibilité primitivnich polynomi i nad podilovym
télesem vSimneme, Ze je polynom z? — 3 v oboru Q[z] ireducibilni a postupujeme stejné jako v (a).
Definujeme lineérni zobrazeni Q: Q[a]/(a? — 3) — Q[v/3] = Q(+/3) predpisem

Q(ac +b) = av/2 + b,

o némyz stejny argument jako v (a) ukaze, ze se jedna o okruhovy izomorfismus.

(c) Vidime, Ze polynom z? + x + 2 ma komplexni kofeny 1i§‘ﬁ, tudiz je v R[x] nerozlozitelny a opét

mizeme definovat zjevné linedrni zobrazeni Q: Rla]/(a? + a + 2) — C, tentokrat napiifklad podminkou

Qlaa +b) = a%ﬁ + b. Protoze se zjevné jedna o prosté linearni zobrazeni mezi redlnymi vektorovymi
prostory dimenze 2, jde o bijekci, u niz stejné jako v (a) a (b) nahlédneme slucitelnost s operacemi.

A ted néco na zaplasSeni smutku a rozsifeni obzoru:
Uloha 6.8. V télese Zs[a]/(a® + a + 1) spoctéte

(a) (3a? +4da+1)+ (202 +4),

(b) (30 +4a +1) - (2a* + 4),

2

)
() (2% +4)7,
(d) feSeni linedrni rovnice o -z + (a+ 1) = o?.



Reseni. Poéitame obdobné jako v 6.3, tedy upravujeme pomoci operaci s polynomy v neznamé a modulo
polynom o + o + 1 a dostaneme:

(a) (302 +4a + 1) + (2% +4) = 4a,

(b) (302 +4a+1) - (2a% +4) =30 + 20 + 1,

(c) (2% +4)7! =4a? + 4a + 1,

(d) x=0a*>+a+1.

Uloha 6.9. Napiste tabulky operaci éty¥prvkového télesa.

ResSeni. Prvky télesa reprezentujeme standardné jako tplnou mnozinu zbytkt, tedy polynomy nad Zs
modulo ireducibilni polynom o? + « + 1. Vypocty jsou zcela piimodaré:

L+ [ 0 [ 1 [ a Jaglf[ - JJO] T [ o [a+]]
0 0 1 o a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a+1 Qo 1 0 1 « a+1
« Qo a—+1 0 1 o 0 o a—+1 1
a+1|a+1 o 1 0 a+1|0|a+1 1 o'

Uloha 6.10. Bud T téleso a a € T. Dokaite, Ze je téleso T[a]/(a — a) izomorfni télesu 7.

Reseni. Staci uvazit zobrazeni T'|o]/(a — a) dané podminkou ¢ — ¢, o némz je snadné ukazat, Ze je
okruhovym izomorfismem.

Uloha 6.11. Polozme T = Zs[a]/(a*+a3+1). Pfesvédcte se, Ze jde o téleso, a najdéte ireducibilni rozklad
polynomu z? + 1 v T'[x].

Reseni. Nejprve ovéiime, Ze je polynom o* + a® + 1 v oboru Zs|a] ireducibilni. Zfejmé nemé v Zy kofen
ani neni druhou mocninou jediného ireducibilniho polynomu o? + o + 1 stupné 2. Déle vidime, Ze mé
polynom z* + 1 koten 1, a proto 2% +1 = (z+1)(z® +z + 1), zbyva najit kofeny polynomu 22+ z + 1, tedy
prvky 8 € T splitujici 32 = 8+ 1. Zkusmo najdeme dva koteny a3+« a o +a+1 (vime, Ze soudet i soucin
nasich polynomt mé byt kongruentni 1), na$ polynom se tedy rozklad4 na souéin kofenovych éinitelt
?+1=(+1)(z+’+a+1)(z+a’+a).

Uloha 6.12. Napiste ireducibilni rozklad polynomu x® — 1 v oborech Z3[x] a T[z], kde T = Zs[a]/(a®+1).
Reseni. Nejprve polynom rozlozime v Zs[z]

1=+ ) - D) =@+ )@ DE* 1) = @+ D@+ Do+ Dz - 1),

kde jsou posledni tii polynomy zjevné ireducibilni, protoze kvadraticky polynom 22 + 1 nemé v Zs kofen a
linearni polynomy nad télesem uz nelze rozlozit. Zaroven si v§imneme, ze diky ireducibilité kvadratického
polynomu je obor T' = Z3[a]/(a® + 1) télesem. Nad nim je polynom (x? + 1) = (z + a)(z — a) rozlozZitelny
na linearni, tedy ireducibilni faktory.

Daéle si mtizeme vSimnout, ze z* + 1 = (22 + 2 — 1)(2*> — 2 — 1) a Ze v télese T méame:
(a+1)+R2a+1)=2, (a+1)-2a+1)=-1,
(@+2)+2a+2)=1, (¢+2) - 2a+2)=—1,

a proto
Prr—l=@+ta+d@+2a+2) a 2?*—r—1=(@+a+1)(z+2a+1),

coz jednak dava ireducibilni rozklad obou polynomi nad télesem T a déale odtud vidime, Ze jsou oba
kvadratické polynomy ireducibilni nad télesem Zs. Spocitali jsme tedy oba ireducibilni rozklady

P —1=@" 4+ -1 —2— D@+ D(x+1)(z—1) € Zs|],
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P —1l=@+a+2)(z+2a+2)(z+a+1)(z+2a+1)(z+a)(r—a)(z+1)(z—1) € T[z].
Na zavér poznamenejme, e zjisténi, Ze 28 — 1 = [Lcer-(z — ¢) neni viibec ndhodné a brzy ndm da teorie

grup ucinnéjsi prostredky, jak ho dostat.

Uloha 6.13. Je-li m € Q[z] ireducibilni polynom a 3 € C jeho komplexni kofen, dokazte, Ze jsou télesa
Q[a]/(m(«a)) a Q(f) izomorfni.

Reseni. Obdobné jako v 6.7 sestrojime izomorfismus €2 : Q[a]/(m(a)) — Q[S] predpisem

Q(f(a)) = f(B) V[ eQlz], deg(f) < deg(m),

o némz se stejnym postupem ukéze, Ze je izomorfismem. ProtoZe je Q[f] izomorfnim obrazem télesa, jedna
se rovnéz o téleso, tedy mame zkonstruovany izomorfismus Q[a]/(m(a)) = Q[f] = Q(5).

Uloha 6.14. V okruhu Zs[a]/(a* +a?®+a+2) najdéte prvek, k némuz neexistuje (multiplikativni) inverzni
prvek.

Reseni. Spocitame-li rozklad polynomu a*+a*+a+2 = (2+a+a?)(1+a?), pak ani jeden z prvkii rozkladu
2+ a+a?, 1+ a? nemd inverz, protoze v okruhu Zsz[a]/(a? + o + a+2) plati, ze (2+a+a?)(1+a?) = 0;
takovito ,délitelé nuly“ ovSem nemohou byt nikdy invertibilni (v situaci ab = 0 pro a invertibilni dostavame
piendsobenim a~!' b = 0).
Uloha 6.15. Najdéte v Zy[z] modulo dané polynomy zbytky co nejnizsich stupiii:

(a) 2% mod z? + z + 1,

(b) ' mod z*+ x + 1.

Reseni. (a) Staci bud vydélit se zbytkem, nebo vyuzit pozorovani 22 = (z+1) (mod 2?+x+1), abychom
zjistili, ze

P=x@) =@+ 1) =@+ 1) =2-22=1 (mod 2% +x + 1)
¥ (mod 22 +x+1)=1

(b) Tentokrat vyuzijeme snadného pozorovani, ze x* = x+1 (mod z*+z+1) a zapisu pomoci kongruenci:
P =@ =@+ 1P =+ b=+ 1+ 2+ =2+ 2 + 1 (mod 2t 2+ 1),
tedy 2 (mod z* + 2+ 1) = 2% + 22 + 1.

Uloha 6.16. Bud p prvoéislo a budte f, g € Z,[x] polynomy. Ukazte, Ze pifslusna polynomidlni zobrazeni
na Z, jsou identickd pravé tehdy, kdyz f = ¢ (mod a? — x).

Reseni. To, 7e f(a) = g(a) pro viechna a € Z, je ekvivalentni podmince, Ze (f — g)(a) = 0, coZ nastavé
pravé tehdy, kdyz 2? — x =[] .., (x —a) déli f — g, tedy pravé kdyz f = ¢ (mod z? — x).

a€lyp

Uloha 6.17. Bud R = {f € Q[z]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, Ze pro libovolné
f, 9 € R existuje NSD(f, g). Pro¢ neni pfesto R Gaussovym oborem?

Reseni. Obor R neni Gausstv podle Véty 6.3, nebof v ném existuji nekone¢né klesajici posloupnosti
vlastnich déliteli, naptiklad {27z },cn. Vidime, Ze 2 - 2771z = 27" tedy 27! déli 27" pro vsechna
n > 1, ale neni s nim asociovan.



