Matematicka analyza

Tento text obsahuje odprednasenou latku z Matematické analyzy a Teorie miry od Sta-
nislava Hencla a Bohumira Opice.
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1 Posloupnosti

1.1 Uvod

Definice 1.1. Jestlize ke kazdému n € N je pfifazeno a, € R, tak fikame, Ze:

{an}o2, ={an} ={a1,az2,a3,...}

je posloupnost realnych cisel.
Definice 1.2. Rekneme, ze posloupnost {a,} je:
e neklesajici, jestlize Vn € N plati a,, < a,.1,
e nerostouci, jestlize Vn € N plati a,, > a1,
e klesajici, jestlize Vn € N plati a,, > a1,
e rostouci, jestlize Vn € N plati a,, < a,;1.
e konstantni, jestlize Vn € N plati a,, = ¢, kde c € R.

Definice 1.3. Rekneme, ze posloupnost {a,} je omezend, jestlize mnozina ¢lent po-
sloupnosti {a,} je omezenda podmnozina R. Analogicky definujeme omezenost shora a
omezenost zdola.

1.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice 1.4. Necht A € R a {a,} je posloupnost. Rekneme, 7e A je (vlastni) limitou
posloupnosti {a,}, jestlize:

Ve>03dno e NVn >ng: |a, — Al <e.
Znacime lim,,_, a,, = A.
Véta 1.5 (Jednoznacnost limity). Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Dokézeme sporem. Necht lim,, . a, = A a lim,_.a, = B, A > B. Zvolme

€ = %. 7 definice lim, . a, = A vime, Ze existuje ny € N tak, ze Vn > ng plati

la, — A| < €. Z definice lim,,_,, a,, = B dostaneme, Ze existuje ng € N tak, ze Vn > ngp
plati |a, — B| < €. Polozme ny = max{na,ng}. Pak plati:

2

|A— B| < |[(A=an,) + (any — B)| < |A = any| + |an, — B <e+e= g(A—B).

To je spor. Nerovnost |A — B| < 2(A — B) nemiize nikdy nastat. O

Véta 1.6 (O omezenosti konvergentni posloupnosti). Necht méa posloupnost vlastni li-
mitu. Pak je dan& posloupnost omezena.
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Diikaz. Necht lim, ., a, = A € R. Polozme € = 1. K tomuto ¢ = 1 existuje ny € N tak,
ze Yn > ng plati:
la, — Al <esa, e (A-1,A+1).

Mnozina {a, : n=1,2,...,n9} je konecna, a tedy omezené. Polozme:
K = max{|ai|, |as], ..., |an|, |A] + 1},

VA € R jisté plati:
(A-1,A+1) C (—|A] - 1,|4| +1).

Pak Vn € N bud méame:
n < ng = |a,| < max{|ai|,|az|,...,|an|} < K.
Nebo také muze nastat:
n>ng=a, €(A-1,A41)=]a,| <|Al+1< K.
Tim je tedy diikaz hotov. O

Definice 1.7. Rekneme, ze posloupnost {bx} je vybrané z posloupnosti {a,}, jestlize
existuje rostouci posloupnost {n;} tak, ze by = ay,.

Véta 1.8 (O limité vybrané posloupnosti). Necht lim,, ., a, = A € R a necht {b;} je
vybrana posloupnost z {a,}. Pak limy_,. by = A.

Diikaz. Vime, Ze lim, ,a, = A. K ¢ > 0 tedy existuje ng € N tak, ze Vn > ng je
la, — A| < e. Chceme dokazat, ze limy_,, b = A. K ¢ > 0 zvolme kg = ng, kde ng pochézi
z definice a,,. Necht k& > k. Pak:

nkaZ]{?O:TLQ

Dale tedy mame:
b — A| = |a,, — A| <e.

Z toho dostavame, ze limy_.o, by = A. Tim je dikaz hotov. O
Poznamka. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
e Ve>03dnge NVn>ng:la, — Al <e,
e Ve>03dngeNVn>ng:la, — Al < Ke, K € R.
e Ve>0dng e NVn >ng:|a, — Al <e.
Véta 1.9 (Aritmetika limit). Necht lim,, ,, a, = A € R alim,,_,,, b, = B € R. Pak plati:
1. lim, o a, +b, = A+ B,
2. lim,_o apb, = AB,

3. limy, o0 §2 = 4, pokud b, #0Vn € Na B # 0.
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Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:

1. Necht ¢ > 0. Z lim,_, a, = A plyne, Ze existuje ng € N tak, Zze Vn > ny je
la, — Al < e. Z lim,,_,, b, = B dostavame, ze existuje ng € N tak, ze Vn > ng je
|b, — B| < €. Zvolme ny = max{na,np}. Pak Vn > n, plati:

|(an +b,) — (A+ B)| = |(an — A) + (b, — B)| < |an, — Al + |bp, — B| < e+ ¢ = 2e.

2. Vime, ze existuje lim,,_,, b, = B. {b,} je tedy omezena. Tim padem existuje K > 0
takové, ze Vn plati |b,| < K. Z lim,_, a, = A opét dostaneme, Ze existuje ny € N
tak, ze Yn > nga je |a, — A| < e. Z lim,, o, b, = B analogicky plyne, Ze existuje
np € N tak, ze Vn > np plati |b, — B| < . Zvolme nyg = max{n,ng}. Pak Vn > ng
plati:

(anby — AB| = [anby — buA + byA — AB| < |anby — byA| + |bnA — AB|
<lan — A||bn| + |bn — B||A] < eK + ¢|A| = e(K + |A]).

3. Necht g1 = |—§|. Pak existuje n; € N tak, ze Vn > n; plati:

B
|bn—B|<€1:|7|

Z toho plyne, ze |b,| > @. Po upravé dostaneme:

1 2

< .
bu| B

Necht € > 0. Z lim,,_, a, = A dostaneme, Ze existuje ny € N tak, ze Vn > n4 plati
la, — A| < e. Z lim,,_,, b, = B plyne, Ze existuje np € N tak, ze Yn > np plati
|b, — B| < . Polozme ny = max{na, ng,ni}. Pak Vn > ng plati:

a, Al |a,B—AB+ AB —b,A| < la,B — AB| |AB —b,A|

b, B |bn || B ~ |ballB] |bn || B
lan — Al|B| | |Al[B—ba| €2  |Ale 2 _5(1 2|A!)
~ ba]lBI | BI[bn] Bl B |B] |B|  [BJ?
Tim jsme dokézali vSechny tfi body véty. O]

Véta 1.10 (Limita a usporadani). Necht lim,, o a, = A, lim,, . b, = B, A, B € R. Pak
plati:

1. Jestlize A < B, pak existuje ng € N tak, ze Vn > nq plati a,, < b,,.
2. Jestlize existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati a,, > b, tak A > B.

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:
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1. Polozme ¢ = %. Z lim,, ., a, = A dostaneme, Ze existuje ny € N tak, ze Vn > n4
je la, — A| < e. Tedy musi platit:

B-A A+B
2 2

Z lim, , ., b, = B plyne, Ze existuje ng € N tak, ze Vn > np plati |b, — B| < €. Pak
musi platit:

a, <A+e=A+

B—-A A+B
by>B—c=D— — .
: 2 2
Zvolme ny = max{na,np}. Pak Vn > ng plati:
A+ B
by, > > ay.

2. Dokazeme sporem. Necht A < B. Podle predchoziho existuje n; € N tak, ze Vn > ny
je a, < b,. Zarovén také existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati a,, > b,. Pak pro
libovolné n > ny a n > ny plati:

(an < by) A (an > by).
To nemiize nastat, a tedy jsme dostali spor.
Tim jsme dokézali obé tvrzeni. O]

Véta 1.11 (O limité vlozené posloupnosti). Necht {a,}, {b.}, {c,} jsou posloupnosti spl-
nujici:

1. Existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati a, < ¢, < b,.
2. lim,, o @y, = lim,,_,oo b, = A € R.
Pak lim,,_, ¢, = A.

Dikaz. Necht € > 0. Z lim,,_,, a, = A vime, Ze existuje ny € N tak, ze Vn > ny4 plati
la, — A| < e. Z toho snadno ziskame, Ze a,, > A —¢e. Z lim,,_,, b, = A plyne, Ze existuje
ng € N tak, ze Vn > ng je |b, — A| < e. Analogicky ziskame b, < A + . Polozme
ny = max{ng, na,ng}. Pak Vn > ny plati:

A—e<a,<cp<b,<A+e=lc,— Al <e.
Plati tedy, ze lim,,_, ¢, = A. O

Véta 1.12 (O limité sou¢inu omezené a mizejici posloupnosti). Necht lim, . a, = 0 a
{b,} je omezena. Pak lim,,_, a,b, = 0.

Diikaz. Posloupnost {b,} je omezena, tedy existuje K > 0 tak, ze Vn plati |b,| < K. Z
lim,, o @, = 0 plyne, Ze k zadanému e > 0 existuje ng € N tak, ze Vn > ng je |a, —0| < ¢.
K tomuto € volme stejné ng. Pak Vn > ng plati:

lanb, — 0] = |anby| < |an||bn] < lan| K < eK.

Véta je tedy dokéazana. O
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1.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice 1.13. Rekneme, Ze posloupnost méa nevlastni limitu 400, respektive —oo, pokud
plati:
VK €R 3Inge NVn >ng:a, > K (a, < K).

Pro nevlastni limity plati nasledujici véty: O jednoznac¢nosti limity, limita a usporadani,
o limité vybrané posloupnosti, aritmetika limit, pokud jsou vyrazy vpravo definovany.
Tyto véty jiz nebudeme uvadét a dokazovat. Plati také pozménéna véta o limité vlozené
posloupnosti, kterou uvedeme pozdéji.

Véta 1.14 (Limita typu 4). Necht lim, oo a, = A € R*, A > 0 a lim,_, b, = 0. Necht
dale existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati b, > 0. Pak lim,, ‘Z—: = +o00.

Diikaz. Zvolme K € R. Z lim,,_,o a, = A vime, Ze mame dvé moZnosti. Budto A = +o00.
Pak existuje ny € N tak, ze Vn > ny plati a,, > 1. Nebo také muze nastat, ze A € R. Pak
zvolme € = é. Jisté existuje ny € N tak, ze Vn > n; mame:

A A
|an—A|<5:§:>an>A—5:§.

Poloi}ne tedy A = min{1, é} Pak Vn > n; plati a, > A. Z lim,_,. b, = 0 plyne, Ze k

€= % existuje ny € N tak, ze V dny takové, ze Vn > no plati:

|b —0|<A:>O<b <A
" K "UK

Tedy dostaneme:

1 - K
bn = A
Polozme n3 = max{ng, ny,ns}. Pak ¥n > ng plati:
a, A
br,
Plati tedy, ze lim,, o ‘;—: = +00. Véta je timto dokazana. ]

Véta 1.15. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a lim,, ., a, = oco. Potom je dana
posloupnost zdola omezena.

Diikaz. Polozme K = 1. Pak k tomuto K existuje ng € N takové, ze Vn > ng plati a,, > 1.
Mnozina {a,,n € N,n < ng} je konetné, a tedy omezena. Necht M je néktera jeji dolni
zavora. Potom:

M, 1<n<ny,
an >

1, n > ny.
Vn potom méame a,, > min{M, 1}, takze dana posloupnost je zdola omezena. O

Véta 1.16. Necht {a,} a {¢,} jsou posloupnosti spliiujici:
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1. Existuje ng € N tak, ze Vn € N,n > nq plati a, < c,.
2. lim,,_, o a,, = +00.
Pak lim,,_ .. ¢, = +00.

Diikaz. Zvolme K € R. K nému nalezneme n; € N takové, ze Vn > n, plati a,, > K. Pak
Vn > max{ng,ny } plati:
Cn > ay, = ¢, > K.

Tedy lim,, s ¢, = 400. O
Véta 1.17. Necht {b,} a {¢,} jsou posloupnosti spliiujici:

1. Existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati b,, > ¢,,.

2. lim,_,o b, = —00.
Pak lim,,_, ¢, = —00.
Diikaz. Obdoba dikazu predeslé véty. m

1.4 Hlubsi véty o limitach
Véta 1.18 (O limité monoténni posloupnosti). Kazda monoténni posloupnost ma limitu.

Diikaz. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, Zze {a,} je neklesajici. Oznac¢ime A =
sup(a,). Budeme uvazovat dva piipady:

1. A= o0: Necht K € R. Pak sup(a,) = +00, a tedy a, neni shora omezena, z ¢ehoz
plyne, Ze existuje ng € N tak, ze a,, > K. {a,} je neklesajici, tedy ¥n > ng plati:

ap, > Qp, > K.
Tim padem lim,,_, a, = +o0.

2. A € R: Pak sup(a,) = A. Necht ¢ > 0. Jisté plati, ze A — e < A. Dale z definice
suprema existuje ng € N tak, ze a,, > A—e. Nyni {a,} je neklesajici, tedy Vn > ny
plati:

Ap > Gpy > A — €.

Déle z prvni vlastnosti suprema vime, ze Vn plati:

a, <A< A+e.

Celkem Vn > ng dostavame:
la, — A| < e.

Tim je diikaz hotov. O]

Véta 1.19 (Cantoruv princip vlozenych intervali). Necht {[an, b,]} je posloupnost uza-
vienych intervali spliujici:
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L. [an+17bn+1] C [ana bn]y
2. Timyyo0 (b — an) = 0,
Pak je mnozina (.~ [an, b,] jednobodova.

Diikaz. 7 1. bodu vidime, Ze a,41 > a, a byy1 < b,. Navic {a,} je shora omezena ¢islem
b1 a {b,} zdola omezena ¢islem a;. Podle piedchozi véty o limité monoténni posloupnosti
existuje lim,_,oo a, = A € R a lim,,_., b, = B € R tak, ze plati:

0= lim (b, —a,) = lim b, — lim @, =B—- A= A= B.

n—00 n—00 n—00
Tedy o, [an, bn] = {A}. O

Véta 1.20 (Bolzano-Weierstrassova véta). Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat kon-
vergentni posloupnost.

Diikaz. Dokazeme pulenim intervald. {a,} je omezena, a tedy existuje ¢;,d; € R tak,
ze Vn plati ¢; < a, < dy. Zvolme a,, € [c¢1,d;] libovolné. Rozdélme |[c¢y,d;] na [y, %]
a [%, di]. V alesponi jednom tomto intervalu je nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti

{a,}. Pokud pocet prvki
reewe [ 30)
n:a, € |c, 5 = +00,

. Pokud naopak pocet prvku

d
{n:ane {Cl—; l,dl]} = 400,

polozme ¢y = #, dy = d;. Nalezneme ny > ny a a,, € [c, ds]. Dale pokracujme indukei.
Necht pocet prvku

polozme ¢y = ¢q, dy = %

{n:ap € [cg, di]} = 00

ang > ng_1. Déle a,, € [cg, di]. Rozdélme [c, di] na [cg, %] a [%,dk]. Pokud pocet
prvka

d
{n:ane [ck,ck; k}}:%—oo,

Ck +dk
2

d
{n Da, € {Ck; k,dk}} = +o00,
Ck+dk

polozme cp 1 = %57, diyy = dj,. Nalezneme ng 1 > ng a ay,,, € [Ck+1, dgy1]. Nyni mame
posloupnost intervala [cx, dk] a ay,, € [ck, dg]. Vime, Ze [cki1, drt1] C [cx, di] a plati:

polozme cxy1 = g, dpy1 = . Jestlize naopak je pocet prvki

di, — cx, dr—1 — Cr—1 dy — ¢

di41 — Cry1 = 5 = 2 == "
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Tedy limy_,o dr — ¢ = 0, protoze vyraz ‘112;,601 jde k nule pro k — oo. Podle Cantorova

principu vlozenych intervali existuje A tak, ze (-, [ck, di] = A. Tudiz:

lim ¢, = A = lim d.
k—o0 k—o00
Nyni {n4} je rostouci posloupnost a {a,, } je vybrana posloupnost. Vime, ze a,, € [c, dk].
Tedy:
ek < ap, < dy.

Podle véty o limité vlozené posloupnosti mizeme psat:
li =AckR
Jim an,
Tim je diikaz hotov. O]

Definice 1.21. Necht {a,} je posloupnost a oznac¢me b, = sup{ay, k > n}, tedy b, =
sup{an, Gpi1,any2, ... +. Dale ¢, = inf{ag, k > n}, tedy ¢, = inf{a,,ani1,ans2,...}.
Pak {b,} je nerostouci a {c,} je neklesajici. Je-li {a,} shora neomezena, pak klademe
lim, o0 b, = 400. Je-li {a,} zdola neomezena, pak klademe lim, ., ¢, = —o0. Cislo
lim,,_, o0 b, nazy-vame limes superior a znac¢ime lim sup,, . a,. Cislo lim,, 4 ¢, nazyvame
limes inferior a znac¢ime liminf,,_, o @,,.

Poznamka. Ziejmé Vn plati:
Cn = inf{an7 An41s An425 - - - } <a, <b,= SUP{am Ap+1; An4-2;5 - - - }

Véta 1.22 (Vztah limity, limes superior, limes inferior). Necht {a,} je posloupnost reél-
nych cisel a A € R*. Pak lim,, ,» a, = A < limsup,, ,., a, = liminf, ,a, = A.

Diikaz. Dokézeme jednotlivé implikace:

1. Prava implikace: Necht A € R. Pak je posloupnost {a,} omezena. Miuzeme tedy
definovat b, = sup{an, ani1,ani2, ...} a ¢, = inf{an,, ani1, anyo, ... }. Posloupnost
{b,} je nerostouci a posloupnost {c,} je neklesajici. Zfejmé Vn plati ¢, < b,,. Necht

e > 0. Z definice lim,,_,, a,, vime, Ze existuje ng € N tak, ze ¥n > ng plati |a, — A| <
. Tedy:

a, € (A—e,A+e).
Tedy Vn > ng plati:

b, = sup{a,, i1, apao, ... } < A+e.
Analogicky Vn > ng plati:
¢ = inf{an, any1,anya, ...} > A—c.

Tim padem Vn plati:
A—e<e¢,<b,<A+e.
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1.4 Hlubsi véty o limitach

Podle véty o limité a usporddani dostaneme:

lime, €[A—e,A+¢], limb, € [A—¢c, A+¢]

n—o0 n—oo

Toto plati Ve > 0, a tedy:

lim ¢, = lim b, = A.
n—oo n—oo

Je-li A = +o00, pak je posloupnost {a,} zdola omezena. Podle definice dostavame:

limsup a,, = oo, liminfa, = lim c,.
n—00 n—00 n—00

Necht K € R. K nému existuje ng € N takové, ze Vn > ng plati:
ap, > K = ¢, > K.

Tedy lim,, ,o ¢, = +00. Analogicky bychom dokazali pro A = —o0.

. Leva implikace: Necht A € R. Definujme b, = sup{an,ani1,ani2,...} a ¢, =

inf{an,, ani1,an42, ...} Z tohoto vidime, ze {a,} je omezena. Z predeslé poznamky
vime, ze Vn plati:

e < ap, <b,.
Dale lim,,_ o b, = lim,_,o ¢, = A. Tedy podle véty o limité vlozené posloupnosti
existuje lim, o a, = A. Pokud A = +o00, tak je posloupnost {a,} zdola omezena a
definujeme opét posloupnost ¢, jako vyse. Vn je ¢, < a,. Déle:

liminf a, = lim ¢,
n—oo n—oo

Podle predpokladu plati:

lim ¢, = +o0 = lim a, = +00.
n—oo n—oo

Analogicky bychom dokazali pro A = —o0.

Tim jsme dokézali ekvivalenci. O]

Definice 1.23. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R*. Rekneme, ze A je
hromadné hodnota posloupnosti {a,}, jestlize existuje vybrana posloupnost {a,, } z {a,}
tak, ze limy_,o ax = A. Mnozinu hromadnych hodnot zna¢ime H({a,}).

Véta 1.24 (O hromadnych hodnotach posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost. Potom
limsup,,_,., @, a liminf, . a, jsou hromadnymi hodnotami posloupnosti {a,}>?; a pro

kazdou hromadnou hodnotu A € R* této posloupnosti plati:

liminfa, < A <limsupa,.
n—00 n—00
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Dikaz. Dokazeme pro limsup,,_,. a, = A € R. Jelikoz A € R, je posloupnost {a,} shora
omezené. Ozna¢me b, = sup{a,, 4,1, ni2, .- -}, {bp} je nerostouci a lim,, ., b, = A. Z
lim,, .o b, = A plyne, Ze pro ¢ = 1 existuje m; € N tak, Ze:

b, — 1] <e=1.
Nyni z by, = sup{a@m,, Gm,+1, @m,+2, - - - } Plyne, ze existuje ny € N,ny > m, tak, ze:
b, — 1 < apy, < bpy = |an, — by | < 1= |an, — Al <lan, — by | + by — Al <1+1=2

kde jsme tedy vyuzili vlastnosti suprema jako nejmensi horni zavory. Dale budeme po-
kracovat indukci. Mé&jme pfirozena ¢isla myq, ..., mg,ny, ..., ng. Z lim, . b, = A plyne,

Ze pro € = ﬁ existuje myy1 € N, mygi1 > ny tak, Ze plati:
b — Al <2 =
Z by, = SUP{ a1 s Gy i1, - - - ; Vie, Ze existuje ngpy € Nyngyq > myy tak, Ze:
1 1
Ormr — Fr1 " Gen by = gy = by | < I
Z toho pak vidime:
1 1 2

‘ankﬂ — Al < ’ankJrl _bmk+1’+|bmk+l — Al < kE+1 + k+1 - E+1

Tedy jsme dostali rostouci posloupnost {ng} (ngr1 > my1 > nyg) tak, ze:

2 :
la,, — Al < i kh_)rgoank = A.

Tedy limsup,,_,. a, = A € H({a,}). Analogicky bychom dokazali, ze liminf, . a, =
B € H({a,}). Zbyva dokazat, ze VA € H({a,}) plati:

liminfa, < A <limsupa,.
n—00 n—00

Vime, Ze Vk plati ¢,, < a,, < b,,. Podle véty o limité a usporadani musi platit:

liminf a, < A <limsupa,,.
n—0o0 n—00

Pro A € R* nebudeme uvadét dikaz. O
Diisledek. Necht {a,} je posloupnost realych ¢isel a A € R*. Pak:

L. H({an}) # 2,

2. liminf, . a, = min{H ({a,})},limsup,,_, .. a, = max{H ({a,})},

3. Je-li hmn%oo An = A7 pak H(‘{@n}?f:l) = {A}
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Véta 1.25 (Bolzano-Cauchyho podminka pro posloupnosti). Posloupnost {a,, } méa vlastni
limitu pravé tehdy, kdyz splhuje Bolzano-Cauchyho podminku, tedy:

Ve >0 3dng € NVm,n > ng : |la, — an| < e.
Diikaz. Nejprve dokdzeme pravou implikaci, poté levou:

1. Prava implikace: Necht lim,, ,, a, = A € R*. Necht ¢ > 0. Z definice limity vime,
ze existuje ng € N tak, ze Vn > ng je |a, — A| < e. Tedy Vm > ng a n > ng plati:

|, — an| < lam — Al +|A —a,] <e+e=2e.

2. Leva implikace: Necht {a,} spliuje Bolzano-Cauchyho podminku. Necht € > 0. Pak
existuje ng € N tak, ze Vm,n > ng plati |a,, — a,,| < &. Toto pouZijeme pro m = ny
a dostaneme:

Apy — € < Ay < Qpy + €.
Tedy {a,} je omezena posloupnost. Nyni definujeme b,, = sup{a,, api1,...} a ¢, =
inf{a,, an1,...}. Z definice b, a ¢, dostaneme, ze Vn > ny plati:
by < ap, +€,¢, > ay, — €.
Tedy:
Qpy — € < ¢y < by < ay, +e.

Podle véty o limité a usporddani mame:

ap, — € <liminfa, = lim ¢, < lim b, = limsupa, < a,, +¢.
n—0o0 n—oo n—o0 n—oo

Odtud:

limsup a,, — lim inf a,, < 2¢.
n—oo n—oo

Toto plati Ve > 0. Tedy:

lim sup a,, = liminf a,,.
n—00 n—oo

Vidime, ze tedy existuje vlastni limita lim, ., a,.

Tim jsme dokézali ekvivalenci. O
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2 Funkce jedné readlné proménné

2.1 Zakladni pojmy
Definice 2.1. Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f: M — R, kde M C R.

Definice 2.2. Rekneme, ze funkce f: M — R je suda, jestlize Vx € M plati:
(—z € M)A (f(z) = f(-2).
Funkce je liché, jestlize Vx € M plati:
(e M)A (f(x) = —f(=2)).
Funkce je periodicka, jestlize existuje p > 0 tak, ze Vx € M plati:
(x+pe M)A (f(z)=f(z+Dp))

Definice 2.3. Rekneme, ze funkce f: M — R, M C R je omezena (omezenéa shora,
omezena zdola), jestlize f(M) je omezena (shora omezend, zdola omezena).

Definice 2.4. Necht § > 0 a a € R. Prstencové okoli bodu je:

P(a76> - (CL - 5,CL+ 5) \ {CL}7 P(+OO75) - (%7—’_00) ) P(_OO75> - <—OO, _%) .
Pravé a levé prstencové okoli bodu a je:
P+(a, 5) = (ava + 6)7 P,<Cl7(5) = (a - 57 a)'

Okoli bodu je:

B(a,8) = (a — §,a+8), B(+00,5) = (%,+oo) | B(—00,0) = (_oo,_l) |

Pravé a levé okoli bodu a je:

B.(a,0) =la,a+9), B_(a,) = (a—0,a).
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2.2 Limita funkce, spojitost, véty o limitach
Definice 2.5. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, ze f ma v bodé a € R* limitu rovnou
A € R*, jestlize plati:
Ve > 036> 0Ve € P(a,0): f(z) € B(A,¢).
Znagime lim,_,, f(z) = A.
Poznamka. Definici lze také napsat nasledovné:
Ve >039>0: f(P(a,d)) C B(A,e).

Definice 2.6. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, ze f ma v bodé a € R limitu zprava
rovnou A € R*, jestlize plati:

Ve 3 > 0 Vo € P (a,0) : f(x) € B(A,¢).
Pokud se jedna o limitu zleva, pak piSeme:
Ve 30 > 0 Vo € P_(a,0) : f(x) € B(A,¢).
Véta 2.7 (Heineho véta). Necht A € R*, f: M — R a f je definovana na prstencovém
okoli bodu a € R*. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. lim,_,, f(z) = A.
2. Pro kazdou posloupnost {z,} takovou, ze Vn plati x,, € M, x,, # a alim, ,, x, = a
plati:
lim f(z,) = A.
n—oo

Diikaz. Dokézeme obé implikace:

1. Prava implikace: Mé&jme posloupnost {z,} splivjici z,, € M, z,, # a,lim,, o , = a.
Necht € > 0. Podle prvniho predpokladu Heineho véty exsituje § > 0 tak, ze Vo €
P(a,d) plati:

f(z) € B(A¢)

Jelikoz lim,, . x,, = a, tak k tomuto ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati
x, € B(a,d). Dale Vn plati z,, # a, a tedy z,, € P(a,0). Jelikoz f(z) € B(A,¢),
dostaneme:

f(z,) € B(A,e).

To je presné definice lim,, o f(z,) = A.
2. Leva implikace: Dokazeme nésledujici tvrzeni: -1 = —2. Negace prvniho tvrzeni je:

Je>0V0>03dx € P(a,d) : f(x) ¢ B(A,e).

Toto pouZijeme pro 6, = 1, n € N. Pak existuje z,, € P (a, %) tak, ze plati

fzn) & B(A,¢)

Nyni Vn plati z,, # a a lim,_,o z, = a. Na {z,} mizeme pouzit druhou podminku
Heineho véty. Dostaneme lim,, o, f(z,) = A. To je spor s f(x,) ¢ B(A,¢).
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Tim jsme dokézali ekvivalenci. O]
Poznamka. Existuji varianty pro jednostranné limity a pro spojitost f v a:
o 1. lim, ., f(z)=A,
2. YV, = a,x, > a:lim, , f(z,) = A.
e 1. fjespojita v a, lim,,, f(z) = f(a),
2. Vr, — a:lim, . f(z,) = f(a).
Véta 2.8 (O jednozna¢nosti limity). Funkce f méa v bodé a nejvyse jednu limitu.
Diikaz. Dokazeme sporem. Necht lim, ,, f(z) = A a lim,_,, f(x) = B a A # B. Necht
{z,} je posloupnost takova, ze lim, ,., z, = a a Vn plati x, # a. Podle Heineho véty:
lim f(z,) = A, lim f(z,) = B.
z—a z—a
Toto je spor s jednoznac¢nosti limity posloupnosti. ]

Véta 2.9 (Limita a omezenost). Necht f ma vlastni limitu v bodé a € R*. Pak existuje
d > 0 takové, Ze f je na P(a,d) omezena.

Diikaz. Ozna¢me A = lim,_,, f(z). Vime, ze A € R. Pro € = 1 nalezneme § > 0 tak, ze
Va € P(a,0) plati:
f(z) e B(A,1)=(A—1,A+1).

Tedy:
f(P(a,0)) Cc (A—=1,A+1).

Z toho plyne, Ze f je na P(a,d) omezena. O

Véta 2.10 (O aritmetice limit). Necht a € R* lim,_,, f(z) = A € R* a lim,_,, g(x) =
B € R*. Pak plati:

1. lim, . (f(z) + g(x)) = A+ B, ma-li prava strana smysl,

2. lim,_,, f(x)g(x) = AB, ma-li prava strana smysl,

fl@) _ A

o = B mé-li prava strana smysl.

3. lim,_,,

Diikaz. Dokazeme pouze prvni tvrzeni. Zbylé dvé bychom dokézali analogicky. Necht {z,}
je posloupnost, lim,, .., , = a a Vn plati z, # a. Z Heineho véty 1. — 2. dostaneme:

lim f(z,) = A, lim g(z,) = B.
n—oo n—oo
Podle aritmetiky limit pro posloupnosti plati:
lim (f(z,) + g(a)) = A+ B.
Nyni z Heineho véty 2. — 1. dostaneme:

lim(f(x) + g(x)) = A+ B.

Prvni tvrzeni tedy plati. [
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Diusledek. Necht jsou funkce f a g spojité v bode a € R. Pak jsou funkce f + g, fg
spojité v a. Pokud navic g(a) # 0, pak je funkee £ SpOJlta v a. Specialné tedy plati, ze

polynomy jsou spojité na R a racionélni lomené funkce QE ; jsou spojité ve vSech z, kde

Q(x) # 0.
Véta 2.11 (Limita a uspofadani). Necht a € R*.

1. Necht lim,_,, f(z) > lim,_,, g(x). Pak existuje prstencové okoli P(a,0) tak, ze Vz €
P(a,d) plati f(x) > g(z).

2. Necht existuje prstencové okoli P(a, d) tak, ze Vo € P(a,0) plati f(z) < g(z). Necht
existuji lim,_,, f(x) a lim,_,, g(x). Potom plati, Ze lim,_,, f(z) < lim,_,, g(x).

3. Necht na né&jakém prstencovém okoli P(a,n) plati f(z) < h(z) < g(x). Necht
lim, . f(x) = lim,_, g(x). Pak existuje lim,_,, h(z) a rovna se jim.

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotlivé body:

1. Ozna¢me A = lim,_,, f(z) a B = lim,_,, g(x). Vime, Ze A > B. Nalezneme ¢ > 0
tak, aby B(A,e) N B(B,e) = @. Navic Ve € B(A,¢) aVd € B(B,¢) plati ¢ > d. K
tomuto € > 0 nalezneme &; > 0 a d, > 0 tak, Ze:

Vo € P(a,0,): f(x) € B(A,¢),
Vx € P(a,dy) : g(x) € B(B,¢).
Polozme 6 = min{dy, d2}. Pak Vo € P(a,d) plati:
f(z) € B(A,¢), g(z) € B(B,¢) = [(z) > g().

2. Dokazeme sporem. Vime, ze f(z) < g(x) na P(a,?d), ale lim,_,, f(x)
Podle prvni ¢asti existuje d; > 0 tak, ze Vo € P(a,d;) plati f(z) > g
s f(x) < g(z) na P(a,d).

3. Oznatme A = lim,,, f(x) = lim,_, g(z). Necht nejprve A € R. Necht ¢ > 0.
Nalezneme §; > 0 tak, ze Vo € P(a,d;) plati:

A—ce< flx) < A+e,

> lim, ., g(2).
(x). To je spor

A—e<yg(zr)<A+e.
Necht § = min{d,,n}. Pak Vo € P(a,d) plati:

A—e< flz) <h(z)<glx) <A+e=A—-c<h(x) < A+e.

Necht A = +oo (analogicky pro A = —o0). Necht € > 0. Nalezneme §; > 0 tak, ze
Vz € P(a,0,) plati:

1
f(z) € B(+00,¢) = (g,—i-oo) :
Necht 6 = min{é;, n}. Pak Va € P(a,d) plati:

L < f(x) < h(a) = h(x) € B(+oo,).
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Timto jsme dokazali vSechny body tvrzeni. O]

Véta 2.12 (Limita slozené funkce). Necht funkce f a ¢ spliuji lim,,.g(x) = A a
lim, 4 f(y) = B. Je-li navic splnéna alesponi jedna z podminek:

1. f je spojita v A,
2. dn>0Vz € P(e,n) : g(z) # A.
Pak plati lim, . f(g(z)) = B.
Diikaz. Ukazeme, ze je-li splnéna alespon jedna z podminek, pak véta plati:
1. Necht € > 0. Z lim,_, 4 f(y) = B vime, Ze existuje 1) > 0 tak, ze:
f(P(A, ) € B(B,e).
f je spojita v A, a tedy B = lim,, 4 f(y) = f(A). Dokonce tedy:
f(B(A,¢)) C B(Be)
K pevnému ¢ > 0 nalezneme z lim,_,. g(x) = A takové § > 0, ze:
9(P(c,8)) € B(A,¢)
Nyni:
f(g(P(c,0))) C f(B(A¥)) C B(B,e).
Tedy lim,. f(g(z)) = B.
2. Necht € > 0. Z lim,, 4 f(y) = B plyne, ze: 3¢ > 0 tak, ze:
f(P(A,4)) C B(Be)
K ¢ > 0 plyne z lim, . g(z) = A, ze 3§ > 0 tak, ze:

9(P(c,0)) C B(A,9).

Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze 6 < n. Z druhé podminky dostaneme, Ze
Vx € P(c,0) C P(c,n) plati g(x) # A. Tedy dokonce:

9(P(c,8)) € P(A, ).

Dostaneme:
f(g(P(c,9))) C f(P(A,¢¥)) C B(B,¢)
Pak tedy plati, ze lim, .. f(g(x)) = B.

Tim jsme dokézali, Ze staci jedna z podminek pro splnéni predpokladu. O]

Véta 2.13 (Limita monotonni funkee). Necht f je monotonni funkce na intervalu (a, b),
a,b € R*. Potom existuje lim, .+ f(x) a lim, ;- f(z).
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Diikaz. Necht f je neklesajici. Pro nerostouci funkei je ditkaz analogicky. Ozna¢me m =
infycan{f(x)}. Dokazeme, ze lim,_,+ f(x) = m v pfipadé, Ze m € R. Analogicky bychom
dokazali pro m = —oo a pro lim, - f(z) = sup,e(,p{f(2)}. Necht € > 0. Z vlastnosti
infima vime, ze existuje y € f((a,b)) tak, ze y < m + . Z definice f((a,b)) vime, ze
existuje ' € (a,b) tak, ze plati f(z') = y. f je neklesajici, a proto Vz € (y,z’) plati:

fle) < f@')=y<m+e.
m je dolni zavora f((a,b)), a tedy Vz € (a,b) plati:
m—e<m< f(x).

Celkem Vz € (a,z’) plati:
m—e < f(z) <m+e.

Tedy lim, .+ f(z) = m. O

Véta 2.14 (Bolzano-Cauchyho podminka pro funkce). Necht a € R* a §y > 0. Necht f
je funkce definovana alesponi na P(a, dy). Potom existuje vlastni lim, ., f(x) pravé tehdy,
kdyz je splnéna néasledujici Bolzano-Cauchyho podminka:

Ve > 030 >0Ve,y € P(a,d) : |f(x) — f(y)] <e.

Diikaz. Nejdiive dokdzeme pravou implikaci, poté levou:

1. Prava implikace: Necht ¢ > 0 a lim,_, f(x) = A € R. Z definice limity plyne, Ze
existuje 0 > 0 tak, ze Vo € P(a,d) plati:

|f(z) — A <e.
Toto 0 pouzijeme pro BC podminku a dostaneme, 7e Vz,y € P(a,d) plati:
[f(@) = fW)l < [f(x) — Al +|A - fly)| <e+e=2e
Toto je ekvivalentni s BC podminkou.

2. Leva implikace: Vyuzijeme BC podminky pro posloupnosti. Podle ni existuje vlastni
lim,, .. a, pravé tehdy, kdyz:

Ve > 0 dng Vm,n > ng : |a, — an| < e.

Predpokladame BC podminku a chceme, aby existovalo A € R tak, ze lim,_,, f(x) =
A. Podle Heineho véty toto plati pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost z,, —
a,r, # a plati, ze lim, o f(x,) = A. Necht tedy z, — a,z, # a. Tvrdime,
ze a, = f(x,) spliuje BC podminku pro posloupnosti. Dokdzeme. Necht ¢ > 0.
Nalezneme 6 > 0 z BC podminky pro funkce. K tomuto § > 0 existuje ng € N tak,
ze ¥n > ng plati z,, € P(a,d), nebot lim,,_,, x, = a. Tedy Vm,n > nq plati:

|an — am| = | f(zn) — f(zm)| <e.
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Predpokladali jsme BC podminku pro funkce a podle ni nasli § tak, ze x,, € P(a,0).
Nerovnost vyse je tedy spravna. a, = f(z,) tim padem spliuje BC podminku pro
posloupnosti, protoze jsme nasli m,n tak, ze Ym,n > nq plati, ze |a, — an,| < €.
Tedy existuje vlastni limita:

lim a, = lim f(z,).

Nyni pro n — oo necht z, = a,x, # a ay, — a,y, # a. Podle predchoziho existuje
A, B € R tak, ze:
lim f(r,) = A, lim f(y) = B.
n—oo

n—oo
Necht z, = x1,y1, T2, Yo, T3, Y3, ... je nova posloupnost tak, ze lim,,_, 2, = a a Vn
plati z,, # a. Pak plati:
lim f(z,) = A= B,

n—00

podle véty o limité posloupnosti.

Tim jsme dokézali Bolzan-Cauchyho podminku pro funkce. O]

2.3 Funkce spojité na intervalu

Definice 2.15. Vnitinimi body intervalu J rozumime ty body z intervalu J, které nejsou
krajnimi.

Definice 2.16. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, 7e f je spojita na J, jestlize
je spojita ve vSech vnitinich bodech J. Je-li poc¢atecni bod J prvkem J, tak pozadujeme i

spojitost zprava v tomto bodé. Je-li koncovy bod J prvkem J, tak pozadujeme i spojitost
zleva v tomto bodé.

Véta 2.17 (Darbouxova véta). Necht f je spojita na intervalu [a, b] a plati f(a) < f(b).
Pak pro kazdé y € ((f(a), f()) existuje xqg € (a,b) tak, ze f(xg) =y.

Diikaz. Necht y € (f(a), f(b)) a polozme M = {z € [a,b] : f(2) < y}. Mnozina M je
neprazdné, alespon a € M, a je shora omezena Cislem b, a tedy existuje xo = sup M.
Ziejmé zg € [a,b]. Dokazeme, ze f(x¢) = y vyloucenim piipadi f(zg) >y a f(zo) < y.

1. f(xzo) > y: Nelezneme € > 0 tak, aby f(xg) —e > y. Z definice lim,_,,, f(z) =
f(xz0) > y nalezneme § > 0 tak, ze Vo € (o — J, 2] plati:

f(@)>y.
Tedy z definice mnoziny M vime, Ze (zo — 0, o] nelezi v M, tedy x¢ neni nejmensi

horni zavora mnoziny M. Tim jsme dosli ke sporu.

2. f(zo) < y: Nalezneme € > 0 tak, aby f(zo) +¢ < y. Z definice lim,_,,, f(x) = f(zo)
nalezneme § > 0 tak, ze Vo € [xg, o + J) plati:

flz) < f(xg) +e<y.

Tedy plati:
[l’o,l’o + (S) Cc M.

Tedy xy neni horni zavora M. To je ale spor.



23 2.3 Funkce spojité na intervalu

Tim padem muZzeme napsat zaver:

flxo) =y =20 # a,20 # b= z0 € (a,b).
Véta tedy plati. 0
Disledek. Necht J je interval a funkce f: J — R je spojita. Pak f(J) je interval.

Definice 2.18. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, Ze funkce f nabyva v bodé a
maxima (minima) na M, jestlize Vx € M plati:

f(z) < fla) (f(x) = f(a)).

Rekneme, Ze funkce f nabyva v bodé a ostrého maxima (ostrého minima) na M, jestlize
Ve € M a x # a plati:

f(x) < fla) (f(z) > f(a)).

Rekneme, 7e funkce f nabyva v bodé a lokidlniho maxima (minima, ostrého lokalniho
maxima, ostrého lokalniho minima), jestlize existuje 6 > 0 tak, ze f nabyva na MNB(a,0)
svého maxima (minima, ostrého maxima, ostrého minima).

Véta 2.19 (Spojitost funkce a nabyvani extrémii). Necht f je spojita na [a,b]. Pak f
nabyva na [a, b] svého maxima a minima.

Diikaz. Oznacme G = sup{f([a,b])}. Z definice suprema vime, ze existuje y,, € f([a,b])
tak, ze y, — G pro n — oo. Z definice f([a,b]) vime, Ze existuje x,, € [a, b] tak, Ze plati:

f(IN) = Yn-

Podle Bolzano-Weierstrassovy véty vime, ze existuje z,, — «* € [a,b] pro k — oco. Pokud
Zn, — T pro k — oo, pak podle Heineho véty plati:

f(xﬂk) = Ynyp — f($*>

pro k — oo. Posloupnost y, konverguje ke GG, tedy podle véty o limité vybrané posloup-
nosti konverguje i posloupnost y,,, ke G. Tim padem muzZeme psat:

G = f(z").
V z* je tedy nabyto maximum. Pro minimum by byl diikaz analogicky. O]
Diisledek. Necht f je spojita funkce na [a, b]. Pak f je na [a, b] omezena.

Definice 2.20. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, 7e f je prostd na J, jestlize
Va,y € J plati x # y = f(z) # f(y). Pro prostou funkci f: J — R definujeme funkci
[~ f(J) — R piedpisem:

Ty =ze flx)=y.

Véta 2.21 (O inverzni funkci). Necht f je spojité a rostouci (popfipadé spojita a klesajici)
funkce na intervalu J. Potom f~! je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).
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Diikaz. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze f je spojita a rostouci. Diikaz rozdélime
do ti1 krokii:

1. Vime, Ze f~! je definovana na intervalu f(J). Chceme dokazat, Ze f~! je rostouci.
To dokézeme sporem. Necht y; = f(z1) < y2 = f(z2) (to je vlastné definice ros-
touct funkce f), ale f~'(y1) = 21 > f'(y2) = 29 (tedy predpokladame, ze f~! je
nerostouci). Pak plati:

x1 > 22 = f(w1) = y1 > [(22) = 12,
protoze f je rostouci. To je ale spor. f~! je tedy rostouci, pokud f je rostouci.

2. Nyni dokaZeme spojitost ve vnitfnim bodé yo € f(J). Vime, Ze [~ (yo) = o a xg
je vnitini bod J. Necht ¢ > 0. Existuji x1, x5 tak, ze:

T1,T9 € (IO—S,Io—}—E)ﬂJ, T < Top < T2.

Pak plati:
f(z1) < f(20) = vo < f(x2).

Zvolme § = min{ f(x2) — f(z0), f(xo) — f(x1)}. Pak plati:
B(f(x0),0) = B(yo, 0) C (f (1), f(22))-
Nyni mtizeme psat:

S (B(y0,0)) C (21,23) C (20 —&,20 +€) = lim [~ (y) = f}(yo) = wo.

Y—Yo
Tim je spojitost dokézana.

3. Nakonec dokazeme spojitost v levém krajnim bodé yo € f(J). Pro pravy krajni bod
by diikaz byl analogicky. Vime, Ze f~(yo) = 7 a x¢ je krajni bod J. Necht & > 0.
Pak existuje x; tak, ze:

x1 € (xo, 0+ )N J, xog <1 = flTg) < fl27).
Polozme 6 = f(z1) — f(z0). Pak:
B (y0,9) = [y0,%0 + ) = [yo, f(21))-
Nyni miizeme zapsat:
FH (B0, 0)) = [wo,21) C (w0 — £, 20 +€).
Diikaz spojitosti v krajnich bodech je timto hotov.

Tim je véta dokazana. O]
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2.4 Elementarni funkce
Véta 2.22 (Zavedeni exponenciely). Existuje funkce e”: R — R spliujici:
1. €” je rostouci na R,
2. Vor,y € R: etV = e%eY,
3. eV =1,
4. lim, 0 &L =1,
5. e” je spojita na R.
Definice 2.23. Funkci inverzni k e” je logaritmus In(x).
Véta 2.24 (Vlastnosti logaritmu). Funkce In(x) spliiuje:
1. In(z): (0,00) — R je spojité a rostouci funkee,
2. Vz,y > 0:In(zy) = In(x) + In(y),
In(z) _ 1.

z—1

3. hmx_>1
Diikaz. Postupné dokdZeme jednotliva tvrzeni.

1. e” je spojita a rostouci, tedy existuje inverzni funkce:
e”: R — (0,00) = In(x): (0,00) = R.
Podle véty o inverzni funkci je In(x) spojita a rostouci funkce.

2. MuzZeme oznacit:
In(z) = A e e =,

In(y) = B« e =y.
Z predchozi véty vidime, ze muzeme psat:

zy = etef = B = In(ay) = A+ B.

In(z)

= 1. Oznacme:
r—1

3. Chceme ukazat, ze lim,_,;

_ey—l

fly) = " , Yy #0,

g(x) =1In(z), g(x) # 0 Ve # 1.

Vime, ze lim, ¢ f(y) = 1 z pfechozi véty. Dale lim,_,; g(z) = 0. Z druhé podminky
véty o limité slozené funkce dostaneme:

i flglw)) =1 = lim == = Iy
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Tim jsme dokézali vSechny body véty. O]

Definice 2.25. Necht @ > 0 a b € R. Pak definujeme a® = e*™®_ Je-li b > 0, pak

definujeme logy(a) = ii((‘g;

Véta 2.26 (Zavedeni funkei sin(z) a cos(x)). Existuji takové funkce sin(z): R — R a
cos(z): R — R spliwjici:

1. Vz,y € R plati nasledujici vztahy:

) sin(y),
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y),
cos(—z) = cos(z), sin(—z) = sin(z),

sin(z 4 y) = sin(x) cos(y) + cos(z

2. existuje kladné ¢islo 7 tak, Ze sin(z) je rostouci na [O, g} a sin (%) =1,

sin(x) — 1

3. llml«_m o

Definice 2.27. Pro 2 € R\ { +km,k € Z} ay € R\ {km, k € Z} definujeme funkce
tg(x) a cotg(x) nasledujicimi vztahy:

sin(x) ot(y) = cos(y)

cos(z)’ sin(y)

Poznamka. Slozenim dvou spojitych funkei dostaneme opét spojitou funkci. Toto tvrzeni
je trivialni a pouzijeme ho pfi dikazu nasledujici véty.

tg(z) =

Véta 2.28 (Spojitost funkei sin(x), cos(z), tg(x) a cotg(x)). Funkce sin(z), cos(x), tg(x)
a cotg(z) jsou spojité na svém defini¢nim oboru.

Diikaz. Chceme dokazat, ze plati:

alcll}(lz sin(x) = sin(a).

V bodé 0 dostaneme:

sin(x)

lim sin(z) = lim x =0 =sin(0).

z—0 x—0 €T

Budeme postupovat nasledovné:

lim (sin(z) — sin(a)) = lim 2sin - a> Cos (x ;_ a)

T—a Tr—a
sin (54 T+ a
= 2 lim x( aQ ) hm lim coS ( i ) =0,
T—a T T—ra 2 T—a 2
kde jsme vyuzili véty o limité slozené funkce, a sice druhé podminky, tedy %2 # 0

napiiklad na prstencovém okoli P(0,1). V pfedchozi poznamce jsme uvedli, Ze slozenlm

spojitych funkci dostaneme spojitou funkei. Jelikoz cos(z) = sin (% — x), je funkce cos(x)
na svém definiénim oboru spojita. Déle tg(z) = Zg;((i)) a cotg(z) = Z?r?((z)) jsou spojité na

svém defini¢nim oboru z aritmetiky limit. O
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Definice 2.29. Necht sin*(z) = sin(z) pro z € [—Z, 2], cos*(z) = cos(z) pro z € [0, 7],
tg*(z) = tg(x) pro € (—3,%), cotg*(z) = cotg(z) pro z € (0,7). Pak definujeme
cyklometrické funkce arcsin(x),arccos(x),arctg(z) a arccotg(z) jako inverzni funkce k

sin*(x), cos*(x), tg*(x) a cotg*(x).
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3 Derivace funkce jedné realné proménné a Taylortiv
polynom

3.1 Derivace funkce jedné reilné proménné

Definice 3.1. Necht f je realna funkce a a € R. Pak derivaci f v bodé a rozumime:

fla+h) - f(a)
- :

f'(a) = lim

h—0

Derivaci f v bodé a zprava rozumime:

h—0t h

Derivaci f v bodé a zleva rozumime:

h—0— h

Poznamka. Plati nasledujici tvrzeni:

1. f'(a) = limy_yo Let=0@) — S-S ()

h z—a
2. flla)=A& fl(a)=ANf (a) = A
Véta 3.2 (Vztah derivace a spojitosti). Necht ma funkce f v bodé a € R derivaci f'(a) €
R. Pak je f v bodé a spojita.
Diikaz. Tvrzeni jednoduse dokédZzeme vypoctem:

lim f(z) = lim(f(z) — f(a)) + f(a) = lim f(z) = f(a)

T—a r—a T—a Tr—a

= 1imM11m(x—a) +}:ig}1f(a) =0f"(a) + f(a) = f(a).

r—a xr—a T—a

(z —a) + f(a)

Jelikoz f'(a) € R, dostaneme po vynasobeni nulou nulu. Tedy nedostaneme zadny nede-
finovany vyraz. O]

Véta 3.3 (Aritmetika derivaci). Necht existuji f'(a) a ¢’(a). Pak plati nasledujici tvrzeni:
1. (f+9)(a)= f'(a)+ ¢'(a), pokud mé prava strana smysl.

2. Necht je g spojita v a, pak: (fg)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a), pokud mé prava strana
smysl.

/ ! /
3. Necht je g spojita v a a g(a) # 0, pak: (g) (a) =1 (“)g(’;)ij)(“)g @ pokud mé prava

strana smysl.

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:
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1. JednodusSe spocitame, ze plati:

fla+h)+gla+h)—(fa) + g(a))

(f +9)'(a) = lim >
:}1115;[3') f(a+h})L_f(a) +’lli£%g(a+h})l_g<a> zf'(a)—l—g'(a).

2. Zde pro vypocet pouzijeme trik, a sice ze odeCteme a pficteme clen f(a)g(a + h):

fla+h)gla+h)— fla)g(a) — f(a)g(a+h)+ f(a)g(a+ h)

(f9)'(a) = lim

h—0 h
_ iy Flath)glath) — fa)g(a+h) i fla)g(a+h) — f(a)g(a)
RS0 h h—0 h

. . fla+h)—=fla) . . gla+h)—g(a)
B Y e R i A

= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

3. Z predpokladu véty vime, ze g(a) # 0 a g je spojita v a. Tedy existuje § > 0 tak,
ze Vh € B(0,0) plati g(a + h) # 0. Toto tvrzeni plati. Vezmeme-li totiz napiiklad
g(a) >0ag(a) € R, pakk e = @ najdeme ¢ > 0 tak, ze Vh € B(0,0) plati:

g(a
ola+B) — g(a)] <= 242,
Nyni tedy jiz dokazme samotné tvrzeni:

(i)/ (a) = lim w fla+h)g(a) — f(a)g(a+ h)

)
=1
h—0 h B gla+ h)g(a)h

Tim jsme dokéazali vSechny body véty. O]

Véta 3.4 (Derivace slozené funkce). Necht f méa derivaci v bodé yo. Necht g je spojita v
bodé x¢ a ma v xy derivaci. Déle necht yo = g(z). Pak plati:

(fog)(w0) = f'(y0)g'(z0) = f'(9(20))g (o),

je-li vyraz vpravo definovan.
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Diikaz. Funkce f ma v bodé y, € R derivaci, a proto je f definovana na jistém okoli
B(yo,n). Funkce g je spojita v zo € R, g(x¢) = yo, a proto je funkce f(g(z)) definovana
na jistém okoli B(x, d).

1. Predpokladejme, ze f'(yo) € R. Definujme pomocnou funkei:

() f (o), Y = Yo,
y) = _
T =) -y ¢ gy .
Y—%
Plati: lim,_,,, S(y) = S(yo), tedy S je v bodé y, spojita. Pro x € D(f o g) plati:

flg(x)) — flg(xo))  flg(z)) — f(g(x0)) g(x) — g(w0)

T — T g(x) — g(xo) xr — Xg

)

kde jsme ¢lenem % rozsitili za podminky g(z) # g(xp), jinak 0 = 0. Rovnici

prepiSeme:

flg(x)) — fg(xo)) _ S(g(x))g(:v) — 9(0)

r — X9 T — 2o
Odtud z véty o limité slozené funkce za pouZiti prvni podminky dostaneme (S(y) je
Spojita v yo):

T—x0 T — 2o T—x0 T — Xy

= S(g(0))d (o) = f'(9(20))g' (x0).

2. Predpokladejme, ze f'(yo) ¢ R, tedy f'(yo) € {—o0, +o0}. Pak ale ¢'(x¢) # 0, jinak
by vyraz nebyl definovan. Pak existuje 77 > 0 tak, ze Vo € P(x,7) plati:

Toto tvrzeni je trivialni, dokazme jej napiiklad pro ¢'(zo) > 0 a ¢'(x9) € R. K

€= @ najdeme 1 > 0 tak, ze Vo € P(z,7) plati:

/
, =g (z
T — To 2 T — X g (o)

9(x) — g(xo) () <= g'(w) _ 9(x) —g(wo) (g’(;‘o) 2 ) _

Takze Vo € P(xq,7) mizeme psat, ze g(x) # g(zo)(= yo). Tedy miizeme pouzit vétu
o limité slozené funkce s podminkou 2. Odtud:

(Fog)(x) = lim flg(2)) = flg(xo)) _ 1. S(g(x))g(x) — g(x0)

T—x0 T — 2o T—x0 r — Xy

= f’(g(f’?o))gl(l"o)-

Tim je ditkaz hotov. O
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Véta 3.5 (Derivace inverzni funkce). Necht f je na intervalu (a,b) spojita a rostouci,
respektive klesajici. Necht f mé v bodé zy € (a,b) derivaci f'(x¢) vlastni a raznou od
nuly. Potom m4 funkce f~! derivaci v bodé yy = f(x¢) a plati:

1
f1fF o))
Diikaz. 7 véty o inverzni funkci vime, Ze f~! je spojitda na f((a,b)) a yo je vnitini bod

f((a,b)). Vime, ze plati:
o 100~ F(a)

T—rT(Q T — .’L'O

(f ) (o) =

= ['(x0).

Dale vime:

lim [~ (y) = f~'(yo) =

Y—Yo

Tedy f~'(y) # [~ (yo) jinde nez v bodé yq, tedy vime druhou podminku pro vétu o limité
slozené funkce a muzeme psat:

S~—
|

<

S

, o ST _
/ <x0>—yLy0f ) — o) v T ) — ()

Nakonec tedy muzeme psat:

(F Y (yo) = lim £ o) _ =

Y=Yo Y —Yo hmy—>yo 1) —f L(yo) f/<£L‘0) '
Tim jsme vétu dokazali. O]
Poznamka. Plati nasledujici tvrzeni:

1. Pokud f'(zg) =0 a f je rostouci, pak:
(f7) (yo) = +oo.

2. Pokud f’(zg) = 400 a ostatni predpoklady véty o derivaci inverzni funkce plati,
pak:

(f=1) (wo) = 0.

Véta 3.6 (Fermatova véta). Necht a € R je bod lokalniho extrému funkce f na M. Pak
f'(a) neexistuje, nebo f'(a) = 0.

Diikaz. Dokazeme sporem. Necht a je bod lokalniho extrému funkce f na M a necht
existuje derivace f’(a), ale f’(a) # 0. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
f'(a) > 0. Pak existuje 6 > 0 tak, ze Vo € P(a,d) plati:

f(z) — [(a)

r—a

> 0.
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f"(a)
2

Opét nastinime dikaz tohoto trivialniho tvrzeni. Piedpokladejme, Ze f(a) € R. Ke =
najdeme ¢ > 0 tak, ze Vo € P(a,d) plati:

M= F0) _ g o L0 K= S10) (10 31

2 2
Nyni za predpokladu, Ze a < z, tedy = € (a,a + 4), vidime z rovnice nahote, Ze:

f(@) > f(a).

V tomto bodé tedy neni lokalni maximum. Naopak pro a > z, tedy = € (a — 6, a), vidime
ze stejné rovnice, Ze:

fx) < f(a).
V bodé tedy neni ani lokdlni minimum. Dosli jsme tedy ke sporu, protoze v a funkce
nenabyva extrému. O]

Véta 3.7 (Rolleova véta). Necht f je spojita na intervalu [a,b] a necht derivace f’(z)
existuje Vz € (a,b) a f(a) = f(b). Pak existuje £ € (a,b) tak, ze f'(§) = 0.

Diikaz. Je-li f(x) = f(a) Vx € (a,b), volme & libovolné v (a, b). Funkee je totiz konstatni.
Jinak necht existuje xy € (a,b) tak, ze f(zo) # f(a) = f(b). Bez 4jmy na obecnosti
predpokladejme f(xg) > f(a). Podle véty o spojitosti funkce a nabyvani extrému existuje
bod £ € [a, b] tak, ze:

7€) = max{f(x), € [a,b]}.

Vime, ze f(xo) > f(a), a tedy plati:
E4a E£b=Ec (ah).
Vime, Ze existuje f'(£), protoze f'(x) existuje Va € (a,b). Podle Fermatovy véty plati:
[ =o.
Tim jsme vétu dokazali. O]

Véta 3.8 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Necht je funkce f spojité na intervalu
[a,b] a necht ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b). Pak existuje £ € (a, b) tak, ze:

1) = f(a)

fe) = 22—

Diikaz. K dikazu véty si zvolime novou funkei F'(x) nasledovné:

Pak F je spojita na intervalu [a, b]. Déle plati:

~ J() = f(a)
b—a

(a—a)=0,
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Py = 16)  f(0) - PO D gy g

Déle Vz € (a,b) existuje F'(z). Podle Rolleovy véty existuje £ € (a,b) tak, ze F'(£) = 0.
Dale tedy:

f(b) — fla)
b—a

£(0) = fl@)

0=F'(€)= £'€) -0 —

= 1) =
Tim jsme vétu dokézali. O

Disledek. Necht Vz € (a,b) plati f'(x) = 0. Pak f je na (a,b) konstantni.

Definice 3.9. Necht J je interval. Mnozina vSech vnitfnich bodi J nazyvame vnitiek J
a znacime int J.

Véta 3.10 (O vztahu derivace a monotonie). Necht J C R je interval a f je spojitd na
J a v kazdém bodé J ma derivaci. Plati:

1. Je-li f/(x) > 0 na int J, pak je f rostouci na J,
2. Je-li f'(x) < 0 naintJ, pak je f klesajici na J,
3. Je-li f/(x) >0 naintJ, pak je f neklesajici na J,
4. Je-li f'(x) <0 naintJ, pak je f nerostouci na J.

Diikaz. Necht a,b € J. Pak f je na [a,b] spojitd a Va € (a,b) existuje f'(x). Podle
Lagrangeovy véty existuje € € (a,b) tak, ze:

f(b) = f(a)

L 1O > 0= ) > fla),

kde a < b. Predpoklad f/(§) > 0 jsme vzali z prvniho bodu véty a dokazali jsme, Ze je
funkce rostouci. Zbylé tii body véty by se dokazali analogicky. O

Véta 3.11 (Cauchyho véta o stfedni hodnoté). Necht jsou funkce f a g spojité na inter-
valu [a, b] tak, ze f ma v kazdém bodé (a,b) derivaci a ¢ ma v kazdém bodé (a,b) vlastni
derivaci riznou od nuly. Pak existuje £ € (a,b) tak, ze:

f'(€) _ f(b) — f(a)
g€ gb)—gla)

Diikaz. Tvrdime, ze g(b) — g(a) # 0. Jinak by dle Rolleovy véty existovalo £ € (a, b) tak,
ze ¢'(€) = 0, coz podle predpokladu véty nemuze nastat. Uvédomme si také, ze f nemusi
mit vlastni derivaci a nésledujici dikaz je stale platny. Definujme novou funkci H(x) tak,
Ze plati:

H(x) = (f(z) = f(a))(g(b) = g(a)) = (f(b) = f(a))(g(z) — g(a)).

Vidime, Ze funkce H(x) je spojita na [a,b] a plati:
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H() = (70) ~ F@)(9(b) — g(a)) ~ (7) ~ F(@)(o(8) — g(a)) = 0.
Dale existuje derivace této funkce:

H'(z) = f'(z)(g9(b) — g(a)) = (f(b) = f(a))g'(x).
Podle Rolleovy véty existuje £ € (a,b) tak, ze:

0=H'(§) = f'(€)(g(b) — g(a)) — (f(b) = f(a))g'(§).

1

Rovnici vynasobime ¢lenem TOGH @) & dostaneme:

Tim je véta dokazana. [
Véta 3.12 (L'Hospitalovo pravidlo). Vétu rozdélime do dvou ¢asti:

1. Necht a € R* a necht lim, ,,+ f(x) = lim, .+ g(z) = 0. Déle necht existuje
lim,_,,+ ,8 Pak plati:

lim @ = lim ()

z—at g(LC) z—at g/(l') )

2. Necht a € R* a necht lim,_,,+ |g(x)| = +o00. Déle necht existuje lim, _,,+ %. Pak

plati: )
lim M = lim )
z—at g(x) z—at g/(.ﬁlf) .

Diikaz. Nejprve dokdzeme prvni tvrzeni véty a to si rozdélime na dva pfipady:

1. a € R: Vime, ze lim,_,,+ % £ (‘T = A € R*. Tedy existuje d > 0, ze Vo € Py(a,d) plati:

g (z) e R\ {0}, f'(z) e R

Definujeme f(a) = g(a) = 0. Pak f a g jsou spojité na [a,a + ¢) a na (a,a + )
existuji derivace f" a ¢’. Jsou splnény predpoklady Cauchyho véty o stfedni hodnoté
na intervalu [a, z], a to Yz € (a,a + ¢). Existuje tedy £(x) € (a,x) tak, ze:

f) = fla) _ flz) _ f'(E(@))

g(x) —gla) gx) gE@))

nebot vime, ze f(a) = g(a) = 0. Necht ¢ > 0. Z definice lim, ,,+ % existuje
0 < 6o < 6 tak, ze Yy € (a,a + dy) plati:

f,'(y) € B(A,e).
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Nyni Vz € (a,a + &) méame &(x) € (a,z) C (a,a+ &), tedy:
FED) C pa

fz) _ f(E(=))

Jelikoz vime, Ze @ = TE@) muzeme psat:
f(z) € B(A,e) = lim M:A,
g(x) e—at g(r)
2. a = —o0: Pro a = 400 se dokaze analogicky. Podle véty o limité slozené funkce s

prvni podminkou plati:

1
lim h(z) =B eR*< lim h (——) = B.

T——00 y—0+ Yy

I (z)
g'(w)

Fly)=f (—5) L Gly) =g (—i) |

= A. Zavedeme pomocné funkce:

Dale vime, zZe existuje lim,_,_

Pak plati:

na jistém P, (0,d). Nyni muzeme psét:

lim m = lim M
e gl@) e Gly)’

)
)3

Nyni z prvni ¢asti dikazu pro bod 0 a funkce F' a G dostaneme:

= lim M = lim M
A= b G(y) o g9(z)

Tedy:

< I>—‘
@ml,_.

F/
lim (y)

") s
y—0+ G’ y y_>0+ ( ° = A.

= [
z—lgloo g’(x)

< IH
wl"‘

Timto jsme dokonc¢ili prvni ¢ast dikazu. Dikaz je zcela stejny, pokud uvazujeme
druhou podminku a a = —oc.

Nyni se podivime na diikaz druhé ¢asti tvrzeni. Opét rozdélime na dveé ¢asti:
1. A € R: Mame lim,_,,+ = A € R. Necht ¢ > 0. Existuje §; > 0 tak, ze Vz € P, (a, ;)

plati:
f'(z)
9'(2)

—A‘<5.
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Zafixujeme si y € Py (a,d1). Zvolme 0 < 0y < 9y tak, ze Vo € Py (a,ds) plati:

1
9@ (IF W+ lgW)I(Al +€)) < e

Konstantu vlastné délime nekoneénem. Pripomenme, Ze y je nad x a |g(y)| je jen
konstanta. Zvolme libovolné z € P, (a,d2) N (a,y). Na intervalu [x,y] jsou splnény
predpoklady Cauchyovy véty o stfedni hodnoté. To znamena, Ze existuje £ € (z,y)
tak, ze plati:

Rovnici upravime:
f'(€)
g'(€)

_1©

Rovnici vynasobime ( ja dostaneme:

fly)  flx) & agly) [

g(z)  glx) g€ glx) g

9(y) —

Ztfejmé plati:

f(x)_f’(é)‘ ‘ W) _ IO ew)| - W) f’(ﬁ)’\g(y)!
0@ 90| " sy " 7@ )| = Tewl T 7@ | 9]
< | (y)\ l9(v)]
< o T UAF e <

coz nahlédneme z ptrechozich odhadu nahote. Tedy Ve > 0 existuje d, > 0 tak, ze
Vo € Py(a,dy) plati:

/
) < |1 119
9(x) g(x) g

f'(€)
g ()

+

‘<8—|—6=2€.

. A = £o0: Pfedpokladejme nejprve, ze A = +o00. Jako v prvnim bodu ditkazu prv-

niho tvrzeni mame, ze Vo € P,(a,d) jsou f'(x) € R a g(x) € R\ {0}. Diky
druhé poc/lmince muzeme usoudit, Ze ¢ je na tomto okoli nenulova. Necht K > 0. Z
lim, e+ 5% = 400 nalezneme 6, € (0,6) tak, ze Va € P, (a,d;) plati:

g'(x)
@) o
g'(x)
Zvolme y € P, (a,d;). Nalezneme d5 € (0,y — a) tak, ze Vo € P, (a,dy) plati:
‘g(y) 1 |fy)| K
glx)| 4" Jg(z)| = 2

Opét jsme defakto konstantu podélili nekoneénem, tedy odhad je jisté spravny.
Necht x € Py(a,dy). Pak x < y. Pouzijeme Cauchyovu vétu o stfedni hodnoté pro
funkce f a g na [z,y| a nalezneme £ € [z, y] tak, Ze plati:

fl@) = fly) _ 1)
g(x) —gly) g
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Pak:
f@) _ flz) = fy)

g(z) — g(x) g(z)  g(x) = g(y)
Diky tomuto miizeme pséat:

f@) F© (s L) PO PO )
M‘mxlm0+ |

Nakonec tedy méame:

g(x) Tl

g9(z)

fly) _ f@) = fy) (1 3 g(y)) f(y)

1 K
®>2K—2K———:K.
9(x) 4 2
Pro A = —oo staci vysledek jiz dokdzaného pouzit na funkce —f a g a dostaneme:
_ _f!
lim /() = lim fz) = +400.
z—at g(.CC) z—at g(l’)
Tedy:
o f)
z—at ¢ .T)
Obé tvrzeni véty jsou dokazéany. O]

Poznamka. L’Hospitalovo pravidlo plati i pro x — a~ a pro z — a.

Véta 3.13 (Derivace a limita derivace). Necht je funkce f spojita zprava v a a necht
existuje lim,_,,+ f'(z) = A € R*. Pak f’ (a) = A.

Diikaz. 7 definice derivace:

o) = i LI

z—at Tr—a

Tedy véta plati. O

3.1.1 Derivace elementarnich funkci

Dokézeme vztahy pro derivace pro zakladni funkce:
1. ¢ =0, c € R. Je zfejmé, Ze derivace konstanty je rovna nule.

2. (") =nz" ', x € R, n € N. Miizeme dokazat ihned z definice:

(a_i_h)n_an_. an_i_(’fll)an—lh_i_,___'_hn_an
h—0 h h—0 h

h—0
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3. (In(z)) = 1, # € (0,00). Dokazeme z definice a pouZzijeme vétu o limité slozené
funkce:
— In (&£l In(1+2
hmln(x—i-h) In(z)  lim n (£h) b n ( +w)1:1’
h=>0 h =0  h h—0 b r
kde g(z) =2 # 0 na P(0,1). Tedy bylo pouzit{ véty korektni.
4. () = e”. Opét z definice:
. z+h _ e’ . eh -1
R R
5. () = az* ', x € (0,00), a € R.
1
(xa)/ _ (ealn(z))’ — ealn(m)(aln<x))/ — %=
x
6. (a*) =a"In(a), z € R, a € R, a > 0.
(a*) = (ezln(a))/ = ewln(a’)(atln(a))' = a”In(a).
7. (sin(z)) = cos(z), = € R.
, , .. sin(@+h)—sin(x) . 2sin(})cos(z+ %)
() = iy =y = i =
2sin (2 h
= lim 812(2) lim cos <Jz + —) = 1cos(x) = cos(x),
h—0 3 h—0 2

kde jsme vyuzili véty o limité slozené funkce, kde g #0Vh #0.
8. (cos(z)) = —sin(z), z € R.

(cos(z))" = lim cos(z + h) — cos(x) — lim —2sin (#55=*) sin (*55**)
h—0 h h—0 h

o (h

sin (5 h

= — lim mT(Q) lim sin (az + —) = sin(x),
h=0 2 h—0 2

kde jsme vyuzili véty o limité slozené funkce, kde % # 0 Vh #0.
9. (t8(2))' = a2y @ € Dlte(2)).

Sin(x))/ _ cos(z) cos(x) — (—sin(x)) sin(x)) 1

cos(x) -

(o)) = (

cos?(x) ~ cos?(x)’

10. (cotg(z)) = —m, x € D(cotg(x)).

(cotg(z)) = (sin(x)) — — sin(z) sin(x) + cos(z) cos() 1

cos(x) sin?(x) T sin?(z)
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11. (arcsin(x)) = ﬁ, r € (—1,1). K dikazu vyuzijeme véty o derivaci inverzni
funkce:
1 1 T
: /
= = cze(—2.2), ye(-11).
(arcsin(x)) cos(a) — T ( 5 2) y € ( )
Dale:
~ _ C20 N 2,0\ _ 2 2 _ 2
sin(z) =y, sin*(z) =1 —cos”(x) = y° = 1 — y~ = cos”(x).
12. (arccos(x)) = —ﬁ, x € (—1,1). Dikaz analogicky jako pro arcsin(z).
13. (arctg(z)) = ﬁ, x € R. Op&t vyuzijeme véty o derivaci inverzni funkce:
1 1 T
(arctg(y)) = —— =cos*(z) = ——, T € <——, —> , y €R.
cos?(x) L+ y2 272
Nebot:

= tg(z) = : = 3 cos? 2x) =1
=) = S P = gt = o (o) + oo
Tedy:
1
cos?(z) = —.
1+ y?
14. (arccotg(r)) = —35, © € R. Ditkaz analogicky jako pro arctg(z).

3.2 Konvexni a konkavni funkce

Definice 3.14. Necht n € N, a € R a necht f mé vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a.
Pak (n + 1)-ni derivaci v bodé a rozumime:

£ (g) = lim f™(a+h) — f(n)(a)'

h—0 h

Definice 3.15. Funkci f na intervalu I nazveme konvexni, jestlize Va1, z9, 23 € I, 11 <

To < x3 plati:
f(%) - f(l'l) f(iU3) - f(xz)

< .
To — X1 T3 — Xo

Funkee je konkavni, pokud je dana nerovnost opacné (>). Funkce nazveme ryze konvexni
(ryze konkéavni), jsou-li ptislusné nerovnosti ostré.

Lemma. Necht je funkce f na intervalu I konvexni, pak Vi, z9, 23 € [,27 < 29 < I3

plati:
f(x2) — f(z1) f(x3) — f(z1) f(x3) — f(2)

< < :
To — 1 T3 — a1 xr3 — T2

Pokud je funkce ryze konvexni, pak jsou nerovnosti ostré.
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Diikaz. Predpokladejme, ze 11 < x9 < x3. Z definice vime, Ze:

f(za) = f(z1) _ flas) — f(x2)

< .
To — T1 T3 — T2
Chceme dostat:
f(%) - f(fl) < f(x3) - f(xl)
To — X1 - T3 — T .
Budeme upravovat:
1 1
va— 7 (f(zs) = f(@1)) = s — 1 (f(z3) = f(z2) + f(x2) — f(21))

S 1 (f(%) — J(z1)
- T3 — I To — T

(e — 2a) + J(22) - f(:vl))

= (f(%) - f(%)) ! (

xr3 — T

_ f(w2) = flz1)

To — 1

T3 — To + To — T
T2 — X1

Druhou nerovnost bychom dostali analogicky. O

Véta 3.16 (Vztah druhé derivace a konvexity (konkavity)). Necht f ma na intervalu
(a,b) spojitou prvni derivaci. Plati:

1. Jestlize Vz € (a,b) : f"(x) > 0, pak f je ryze konvexni,

(a,b): £
2. Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) <0, pak f je ryze konkéavni,
3. Jetslize Vx € (a,b) : f"(x) > 0, pak f je konvexni,
(a,b): f(z)

4. Jestlize Vx € (a,b) : f"(z) <0, pak f je konkavni.

Diikaz. Vime, 7e Vx € (a,b) plati f”(x) > 0. Tedy podle véty o vztahu derivace a mono-
tonie plati, ze f’ je neklesajici na (a,b). Zvolme z7 < xy < x3, T1,%2,23 € (a,b). Podle
Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plati:

3 € (21, 22) ; Y f'(&),
352 € (1'2,33'3) : % = f/(gg)

Vime, 7ze & < &. Navic f’ je neklesajici. Tedy f'(&1) < f'(&2) a mizeme psat:
flao) = fa1) _ flxs) — flas)

< .
Lo — X1 XT3 — T2

Zbylé body véty bychom dokazali analogicky. O

Véta 3.17 (Konvexita a jednostranné derivace). Necht f je konvexni na otevieném in-
tervalu J a a € int J. Pak f(a) e R a f'(a) € R.
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Diikaz. 7 definice [’ (a) = lim,_,,+ [@=J@) Necht a < r1 < To. Z lemmatu vime, Ze:
+

f(z1) = f(a) < f($2)_f(a)'

Tedy funkce z — f)=/(a) je neklesajici. Podle véty o limité monoténni funkce tedy

existuje: o
i @) = f(@

z—a™t Tr—a

€ R".

Zvolme y € J, y < a, y je pevné. Nyni Vx € J, z > a, plati:

fl@) = (o) _ F(o) ~ (@)
a—y ~ r—a
Tedy = — %ﬁ(a) je zdola omezené (na jistém P, (a,d)). Tedy:
. f() = fla)
! Pt 1 ]R-
o= @
Analogicky bychom dokazali pro f’ (a). O

Véta 3.18 (Konvexita a spojitost). Necht f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak
f je spojita na J.

Diikaz. Vime, ze a € J, a tedy a € int J. Podle prechozi véty (konvexita a jednostranné
derivace) existuje f!(a) € R a f’(a) € R. Jelikoz existuje f (a) € R, a tedy podle véty
o vztahu derivace a spojitosti (plati i pro jednostranné derivace) méame, Ze f je spojita
zprava. Podle f’ (a) € R zase dostaneme, Ze f je spojita zleva. Tedy f je spojita. O

Definice 3.19. Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R. Oznac¢me:
T) ={[z,y] : x € R,y = f(a) + f'(a)(x — a)}.
Rekneme, 7e bod [z, f(z)], * € D(f) lezi nad tenou T?, jestlize plati:
f(@) > fla) + f(a)(z — a).
Bod lezi pod te¢nou, jestlize plati:
f(@) < fla) + f(a)(z — a).

Definice 3.20. Funkce f ma v bodé a inflexi (a je inflexni bod), jestlize f'(a) € R a
existuje 0 > 0 tak, ze:

1. Vx € (a —d,a) : [z, f(z)] lezi nad tecnou,
2. Vx € (a,a+9) : [z, f(z)] lezi pod te¢nou.

Nebo také:
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1. Vo € (a —0,a) : [z, f(x)] lezi pod tetnou,
2. Vz € (a,a+0) : [z, f(z)] lezi nad tecnou.

Véta 3.21 (Nutnd podminka pro inflexi). Necht f”(a) # 0. Pak a neni inflexni bod
funkce f.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze f”(a) > 0, tedy plati:

f"(a) — lim f/(a’ + h) B f/(a>

h—0 h

> 0.

Standardnim zpisobem odvodime, ze 3§ > 0 Vh € P(0,0) tak, ze:

f'la+h) = f'(a)
h

> 0.

Diikaz tohoto tvrzeni je jednoduchy. Zvolme ¢ = "la)  pak:

f'la+h)— f'(a) f'(a)  flla+h)=f'(a) (f"(a) 3f"(a)
, = = € < > .

2 h

— f"a)| <e

Tedy plati:
Vo € (a,a+9): f'(z) > f(a),

Vo € (a—6,a): f'(z) < f(a).

Jinymi slovy pro h kladné musi byt f'(a + h) > f'(a) a pro h zaporné musi naopak
platit f’(a + h) < f'(a), aby byl cely vyraz kladny. Uvédomme si, ze h € P(0,6). Pro
y € (a,a + 0) plati podle Lagrangeovy véty, kde & € (a,y), ze:

fy) — f(a)

PR f'(€) > f(a).

Odtud dostaneme, ze:
fy) = fla) > fl(a)(y — a) = fy) > f(a) + f'(a)(y — a).
Analogicky pro y € (a — d,a) plati (§ € (y,a)):

f(y) — f(a)

=20 = () < f'a).

Odtud dostaneme vynasobenim ¢lenem (y — a) < 0 (dojde ke zméné znaménka):

fly) > f(a) + f'(a)(y — a).

Miizeme tedy konstatovat, Ze v a neni inflexe. n
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Véta 3.22 (Postacujici podminka pro inflexi). Necht f ma spojitou prvni derivaci na
(a,b). Necht z € (a,b) a plati nasledujici:

Vo € (a,z): f"(z) >0,
Vo € (z,0): f"(z) <O0.
Pak z je inflexni bod.

Diikaz. Podle véty o vztahu derivace a monotonie vime, Ze f’ klesa na [z,b). Podle Lagran-
geovy véty o stfedni hodnoté nalezneme pro x € [z, b) takové £ € (z,x) tak, Ze plati:

Odtud dostaneme:

f@)=fz) + (O —2) < f(2) + [(2) (= = 2),

protoze £ > z a f’ klesa na [z,b), a tedy f'(§) < f'(z). Dale f’ roste na (a, z]. Pro x € (a, 2]
najdeme 7 € (z, z) tak, Ze plati:

Tedy:
f@) = f(2) + [(n)(z = 2) > f(2) + ['(2) (& — 2),
protoze n < z a f’ roste na (a, 2], a tedy f'(n) < f'(2). O

Poznamka. Analogicky véta plati pro f”(z) < 0 na (a,z) a f”(x) > 0 na (z,b).

3.3 Prubéh funkce

Definice 3.23. Rekneme7 ze funkce ax + b, a,b € R, je asymptota funkce f v +oo
(respektive —o0), jestlize:

lim [f(z) — (ax +b)] =0,

T—r 00
respektive, jestlize plati:
lim [f(z) — (ax 4+ b)] = 0.

T—r—00

Véta 3.24 (Tvar asymptoty). Funkce f ma v +oo asymptotu ax + b pravé tehdy, kdyz
plati:

lim ) =a, lim (f(z) —ax)=".

r—o00 I T—00

Diikaz. Nejdiive dokdzeme pravou, potom levou implikaci:
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1. Prava implikace: Miizeme psét:

lim M: lim f(:zc)—(aac—l—b)+ lim ax+b:

r—00 I T—00 €T T—00 €T

Nyni druhou rovnici:

lim (f(z) —az) = lim f(z) — (ax+b)+ lim b=0+b=b.

T—00 T—00 T—00
Tim jsme pravou implikaci dokazali.

2. Leva implikace: Jednoduchym vypoc¢tem dostaneme:

lim [f(z) — (ax 4+ b)] = lim (f(x) — az) + lim (=b) = b+ (—=b) = 0.

T—r00 T—00 T—r00

Tim je véta dokazana. O

Poznamka. Véta plati analogicky i pro —oo.

3.3.1 VysSetfovani pribéhu funkce
Pr1i vySetfovani prubéhu funkce provadime nasledujici kroky:
1. Uréime defini¢ni obor funkce a obor spojitosti funkce.
2. Zjistime priseciky se souradnymi osami.
3. Uréime symetrii funkce, tedy sudost, lichost, periodi¢nost.
4. Dopocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.

5. Spocéteme prvni derivaci, a to vcetné jednostrannych derivaci v problematickych
bodech. Uréime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globalni extrémy.

6. Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je funkce konvexni nebo konkavni.
Uréime inflexni body.

7. Uréime asymptoty funkce.

8. Nacrtneme graf funkce a ur¢ime obor hodnot funkce.

3.4 Taylortv polynom

Definice 3.25. Necht f je realna funkce, a € R a existuje vlastni n-ta derivace f v bodé
a. Pak polynom

T*(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + f~<a><$—_2a>2 ey pm@=a)”

n!

nazyvame Taylorovym polynomem fadu n funkce f v bodé a.
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Poznamka. Formulujme nésledujici poznamky:

1. Stupeii polynomu T/%(z) je vzdy mensf nebo roven n. PiSeme:

deg(T*(x)) < n.

2. Derivace Taylorova polynomu je rovna:
(.CC _ a)n—l

(T7%(x)) = 0+ f'(a) + f"(a)(x — a) + - + f")(a)

Lemma. Necht @ je polynom, a € R, deg@ < n a lim,_,, (fﬂ = 0. Pak () = 0.

,a)n
Drikaz. Dukaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 dostaneme:

lim Q)

r—=a L — Q

=0=Q(a) =0= Q(z) = c¢(r —a),
protoze ziejmé deg()) = 1. Nyni mizeme pséat:

lim M = lim

r—=a L — @ r=a LT — @

M:c:>620:>6250.

Nyni pokud tvrzeni plati pro n — 1, pak jisté plati i pro n. Tedy:

ﬂ)n =0=Q(a) =0= Q(x) = (r — a)R(z),

¥
D (x —a)

kde deg(R) < n — 1. Tedy:
0= lim W)y o @R@) - R@)

T—a (x — a)” T—a (,1' —a)" T—a (:L‘ _ a)nfl'

Z indukéniho predpokladu pro polynom R je deg(R) < n — 1, tedy dostavame R = 0 =
Q=0. [

Véta 3.26 (O nejlepsi aproximaci Taylorovym polynomem). Necht a € R, f™(a) €R a
P je polynom stupné n. Pak plati:

L f@) — P()

= z) = TH%x).
@ —ap 0< P(x)=T)"z)

Diikaz. Nejdiive dokdzeme levou, poté pravou implikaci:

1. Leva implikace: Opét dokazeme indukci. Pro n = 1 mame:

1/ (2) = f(a) + f'(a)(z - a).

Chceme:
0y STy S0 S e
tim 1=y o,
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coz vime z definice derivace. Nyni budeme pfedpokladat, ze tvrzeni plati pro n — 1.
Pak plati i pro n:

p— f7a
) T
T—a ({L‘ — a)”

g J@) = (@) @) = T @)
Casa n(z—a)"t asa n(r—a)

=0,

kde posledni rovnost plyne z indukéniho piedpokladu pro funkei f’ pro n — 1.

2. Prava implikace: JednoduSe miizeme psét:

@) -Tw) P~ f@) | f@) =T
Bﬁ% (x —a)? __iA»a (x —a)" *_i4$a (z — a)n

=0,

kde jedna limita je rovna nule z predpokladu véty a druha dle jiz dokazané implikace.
Tedy:
deg(P —T!")y<n=P-T/* =0,

coz plyne z ptrechoziho lemmatu.
Tim je ditkaz hotov. O

Véta 3.27 (Taylorova véta). Necht ma funkce f vlastni (n 4+ 1)-ni derivaci na intervalu
la, z] a necht ¢ je spojita funkce na [a, x| a mé vlastni nenulovou derivaci na (a,x). Pak
existuje £ € (a,x) tak, ze plati:

1 p(z) — »(a)

e MNGICEE

flw) = T (z) =
Diikaz. Pro t € [a,x] definujme:

/@)
1!

f(1)

(n)
2! IO -

2
(x—t)*"+---+ o

F(t) = fx) = | f(t) +

(x —1t)+

Plati:

e [ je spojita na [a,z]. f" je totiz skutetné spojita. Z véty vime, ze f"! je vlastni,
a tedy f™ je spojita.

e [(z) =0, nebot po dosazeni x za t dostaneme nulu.
o F(a) = f(z) = T]*(x).
e existuje ' na (a,z). VSechny funkce v F'(t) jsou totiz diferencovatelné.

Ze znéni véty dale vime, Ze ¢ je spojita na [a, x| a méa vlastni derivaci na (a,z). Miazeme
tedy pouzit Cauchyho vétu o st¥edni hodnoté. Podle ni existuje £ € (a, x) tak, zZe:

0= (f(@) = Tf*(@)) _ Flx)= Fla) _F'(€)
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Tedy:
Q) =0 | @)+ 1) + 1O -9 + 162 D) 1 g U
o SO0 80 g o=
Nakonec:

o) Tharyy — _ ey P8 = P@) g (@ = O () — pla)
flo) =T (@) = —FO— 75 frHE) T

Diikaz je timto hotov. ]

Poznamka. R/%(z) = f(z) — T)*(x) nazyvame zbytek po Taylorové polynomu stupné
n.

Diisledek (Lagrangeiv tvar zbytku). Specialné existuje & € (a, z) tak, Ze:

1
(n+1)!

flz) = T (z) = )@ —a)™

Diikaz. Polozme ¢(t) = (x—t)", pak ¢/(t) = (n+1)(z —t)"(—1). Po dosazeni do zbytku
bychom dostali horni rovnost. n

Disledek (Cauchyuv tvar zbytku). Specialné existuje & € (a, x) tak, ze:

fla) =T (2) = %f(”“)(ﬁz)(fv —&)"(r —a).

Diikaz. Polozili bychom ¢(t) = t a dosadili. O
Definice 3.28. Necht f, g jsou funkce a a € R*. Rekneme, Ze funkce f je v bodé a malé
o od g, jestlize plati, ze lim,_,, % = 0. Piseme f(z) = o(g(x)) pro x — a.
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4 Rady

4.1 TUvod

m

Definice 4.1. Necht {a,} je posloupnost. Cislo s, = aj + as + -+ + ay = > an
nazveme m-tym ¢astetnym souctem rady > - a,. Souctem nekonecné fady » >, a,
nazveme limitu posloupnosti {s,,}, pokud tato limita existuje. Je-li tato limita kone¢na,
pak fekneme, Ze fada je konvergentni. Je-li tato limita nekoneéna nebo neexistuje, pak
fekneme, Ze fada je divergentni. Tuto limitu budeme znacit y > | a,.

Véta 4.2 (Nutna podminka konvergence). Jestlize je fada > | a, konvergentni, pak
lim,, o a, = 0.

Diikaz. Pokud "> | a, konverguje, pak existuje ¢islo s € R tak, zZe:

s = lim s, = lim (a1 +as + -+ + an).
m—00 m—00

Dale mizeme pséat:

anZ(a1~|—a2+---+an)—(al—l—a2—|—~--+an_1):sn—sn_l.

Tedy:
lim a, = lim s, — 5,1 = lim s, — lim s,_1 =s—5s=0.
n—oo n—oo n—oo n—o0
Tim je ditkaz hotov. [

Véta 4.3 (Konvergence souc¢tu fad). Plati nasledujici tvrzeni:

1. Necht a € R\ {0}, pak > 7 | a,, konverguje pravé tehdy, kdyz Y | aa, konverguje

a plati:
o0 o0
E aa, =« E (.
n=1 n=1

2. Necht > a, a Y 2 b, konverguji, pak Y >, a, + b, konverguje a plati:

ian—i—bn = ian—l—ibn.
n=1 n=1 n=1

Diikaz. Postupné dokézeme:
1. Jestlize Y ° | a, konverguje, pak existuje limita z s,, a plati:

lim s, = lim (a1 +as+---+a,) =s R

m—0o0 m—o0

Pro "> | aa, pak plati:

o m o0

E aa, = lim E aa, = « lim sm:ag a, = Qas,
m—00 m—00

n=1 n=1 n=1

kde as € R. Tedy >~ | aa, konverguje. Opacna implikace je nyni trivialni.
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2. Pokud > | a, konverguje, tak plati:
sm:&1+---+amm>seR.
Dale pokud )7 | b, konveruje, tak plati:

m— 00

Om=b+--+0b, ———0ceR.

Dale:
E (an +b,) = lim E (an +b,) = lim s, + lim am:E an+2 b, = s+ o,
m—00 m—00 m—00
n=1 n=1 n=1 n=1

kde s + o € R. Rada 3°°° | (a, + b,) tedy konverguje.

Véta je tedy dokézana. O

4.2 Rady s nezapornymi ¢leny

Véta. Necht > 7 a, je Ffada s nezapornymi ¢leny. Pak Y >° | a, konverguje, nebo ma
soucet +oo0.

Diikaz. Plati:
Sm = a1+ F G S a1+ g = S

Déle s, je neklesajici, tedy existuje lim,, o, s, € [0, 00]. O

Véta 4.4 (Srovnavaci kritérium). Necht > a, a Y b, jsou fady s nezapornymi
¢leny a necht existuje ng € N tak, ze Vn € N,n > ng plati a,, < b,. Pak:

L. Jestlize Y7, b, konverguje, pak >~  a, konverguje,
2. Jestlize "7 | a, diverguje, pak >~ b, diverguje.
Diikaz. Postupné dokazeme:
1. Ozna¢me s, =a;+---+a, ao, =by+---+0b,. Pro kazdé n € N,n > ng plati:

Sn:a1+...+an0+an0+1+...+anSa1+...+an0+bno+1+...+bn
§G1+"'+6Ln0+0'n.

Jelikoz > | b, konverguje, tak existuje lim,, o 0, = 0 € R. Tedy:
a+ -t an, top<ar+--4ap, o0 cR
s, je tedy shora omezena. Dale s, je neklesajici, tedy existuje lim,,_, s, € R.

2. Jelikoz vime, Ze prvni implikace plati, tak hned vime, ze plati i implikace druhé, a
sice z nepfimého dukazu. Pokud plati A = B, tak plati i =B = —A.

Dikaz je tedy hotov. O
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Véta 4.5 (Limitni srovnavaci kritérium). Necht Y 07 a, a Y -, b, jsou fady s neza-
pornymi ¢leny a necht lim,, ‘Z—: = A € R*. Pak plati:

1. Jestlize A € (0,00), pak Y, b, konverguje pravé tehdy, kdyz Y7 | a,, konverguje.
2. Jestlize A = 0, pak pokud > >° | b, konverguje, tak i >~ 7  a, konerguje.
3. Jestlize A = oo, pak pokud >  a, konverguje, tak i >~ b, konverguje.

Diikaz. Postupné dokdZzeme jednotliva tvrzeni:

1. Z lim,, oo &= A € (0,00) plyne, ze k e = %‘ existuje ng tak, ze Vn > ng plati:

b, TTO T 9y, S

Pokud Y77, b, konverguje, pak i Y > | 3Ab, konverguje. Déle a,, < 3Ab,, a tedy

fada Y o | a, konverguje. Pokud naopak Y -, a, konverguje, tak i >~ | 9b, kon-

verguje, protoze ébn < an. Tedy i fada > b, konverguje. Tim je ekvivalence
dokazéna.

2. 7 lim,_, ‘;—“ = 0 plyne, Zze k ¢ = 1 najdeme ny € N tak, ze Vn > ng plati:

In g

b <1=a, <b,,

tedy za predpokladu, ze > 7, b, konverguje, tak konverguje jisté i >~ | a,.

3. Z lim, o §* = 00 plyne, Ze k e = 1 existuje ng € N tak, Ze Vn > no plati:

a
- >1=a, >b,.
by,

Z toho plati, ze > 7 b, konverguje, jelikoz vime, Ze Y | a, konverguje.
Timto je dikaz hotov. [

Véta 4.6 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht >  a, je Fada s nezapornymi
¢leny. Pak:

1. Jestlize existuje ¢ € (0,1) a nyg € N tak, ze Vn > ng je {/a, < q, pak > a,
konverguje.

2. Jestlize limsup,, .. /a, < 1, pak > a, konverguje.
3. Jestlize lim,,_, /a, < 1, pak > -, a, konverguje.

4. Jestlize limsup,,_, ., /a, > 1, pak > a, diverguje.
5. Jestlize lim,,_, /@, > 1, pak > "> a, diverguje.

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:



o1

4.2 Rady s nezapornymi Cleny

1. Ozna¢me b, = ¢". Z prvniho tvrzeni vime, Ze existuje ng € N tak, ze Vn > nq plati,
ze a, < by, protoze {/a, < q Vn > ng. Déle vime, ze ¢ € (0,1). Tedy > >, b,
konverguje, jedné se totiz o geometrickou radu. Jelikoz a, < b,, tak konverguje i

D ney O

2. Toto tvrzeni dokdZeme pomoci prvniho tvrzeni (1 = 2). Nejprve oznacme b, =

sup{ a,, "ayi1,...}. Jisté plati:
+

lim b, = limsup Va, < 1.

n—00 n—o00

Nalezneme ¢ € (lim SUD,, s 00 /0ns 1). Z definice lim,,_,, b, plyne, Ze pro ¢ = q —
limsup,,,. /a, nalezneme ny € N tak, ze Vn > ng plati:

b, < q= by, = sup{ "oy "N A1y - - - } <q.
Tedy ¥Yn > ng plati, ze {/a, < g. Tedy >~ a, konverguje.

3. Dokazeme pomoci druhého tvrzeni (2 = 3). Vime, Ze existuje lim, ., /a, < 1, a
tedy existuje i limsup,, ,.. /@, < 1. Podle druhého tvrzeni ) -, a, konverguje.

4. Ozna¢me b,, = sup{ /a,, "Van,41,...}. Plati:

lim b, = limsupa, > 1.
n—00 n—00

Nalezneme q € (1, lim sup,,_, - ,n/an). Z definice lim,,_, b, pro e = limsup,,_, ., /a,—
q nalezneme ny € N tak, ze Vn > ng plati:

b, >q>1=sup{Va,, "WVani1,...} > 1.
Tedy existuje {ni} tak, Ze n/a,, > q > 1. Tedy:

an, > 1= lim a, #0.

n—oo
Z toho vime, ze > 7 a, diverguje.

5. Diikaz se provede analogicky tfetimu tvrzeni.

Véta je timto dokézana. O

Véta 4.7 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht >~ | a, je fada s kladnymi ¢leny.
Pak:

L. Jestlize existuje ¢ € (0,1) a ng € N tak, ze Vn > ng je =2 < ¢, pak Y37 a,
konverguje.

2. Jestlize limsup,,_,,, “**

< 1, pak > | a, konverguje.

3. Jestlize lim,, o “2*

< 1, pak > 7 a, konverguje.

n

4. Jestlize lim,,_,q 2+t

> 1, pak >  a, diverguje.

n
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Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:
1. Vime, Ze ay,4+1 < qa,,. Dale zfejmé plati:
2
Angy+2 < qQny+1 <q Apyg -
Pokracujeme matematickou indukci a dostaneme:
k
Qno+k <q Qpg -

S e @"an, jists konverguje, a tedy i Y oo | angrr konverguje. Tim padem i Y 07 | ay,

konverguje.
2. Dokézeme pomoci prvniho tvizeni (1 = 2). Oznacme b, = sup{=, Z:—i, )
Plati:

Ap+1

lim b,, = limsup < 1.

n—00 n—00 Qp,

Zvolme q € (lim, o0 by, 1). Z definice lim,,_,o, b, pro € = ¢ — lim,,_, b, existuje
ng € N tak, ze Vn > ng plati:

Qpo4+1 Apg42
bn<q:>sup{L+,L+,...}<q.
a’no an0+1
an

Tedy Vn > ng plati, ze * < ¢, a tim padem ) -, a, konverguje.

a

3. Dokazeme pomoci druhého tvrzeni (2 = 3). Vime, Ze lim, “Z“ < 1, a tedy i
limsup,,_,,, “** < 1. Coz dle druhého bodu znamena, ze >~ a, konverguje.

an

s v . An+1
4. Vime, ze lim,,_, o

tak, ze Vn > ng plati:

il — 1 existuje ng € N

> 1. Z definice limity pro € = lim,,_,

Ap1

> 1= ay1 > ay.
a“ll

Mame rostouci posloupnost kladnych ¢isel, a tedy lim,, o a, # 0. Zzo:l a, tim
padem diverguje.

Diikaz je timto hotov. O]

Véta 4.8 (Kondenzacni kritérium). Necht Y | a, je fada s nezapornymi ¢leny spliujici
an1 < a, Vn € N. Pak >~  a, konverguje pravé tehdy, kdyz Y7 | 2"ayn konverguje.

Dikaz. Pro k € N mame:
k k
Sp = Zaj, tr = ZZ%@'.
j=1 =0

Dokézeme postupné jednotlivé implikace:
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1. Leva implikace: Vime tedy, Ze Z;io 2ay = A, A € R. Chceme dokazat, Ze pokud
tato fada konverguje, tak existuje vlastni limita s,. Necht m € N a nalezneme k£ € N
tak, ze m < 2. Pak t;,_; < A a plati:

Sm < ay + (a2 + as) + (as +as + ag + ar) + -+ + (agr-1 + -+ + agr_y)
k—1
<> Vay =ty <A
§=0
protoze as + az < 2as, ag + a5 + ag + a7 < 4ay a posledni vyraz je mensi nebo roven
2k 1go-1. Tedy s,, je shora omezena (a rostouci), a tedy existuje vlastni limita.

> | a, konverguje

2. Prava implikace: Ozna¢me B = "  a,, B € R. Zvolme k € N a nalezneme m € N
tak, aby 2¥ < m. Pak s, < B a plati:

B> s, > a1+ ay + (a3 + aq) + (a5 + ag + ar +ag) + -+ (agr-14q + -0 4 age)

k k
. 1 . 1
Za1+ E 2J71a2j =a1—|—§ E 2ja2j > §tk:>tk §2B’
J=1 j=1

protoze as > a1, as + as > 2a4 a posledni ¢len je v&ts roven 28 laye. ¢, je shora

omezena, a tedy existuje limy_,oo & € R. > 7 | 2"agn konverguje.

Timto je dikaz hotov. [

4.3 Absolutni a neabsolutni konvergence rad

Definice 4.9. Necht pro fadu ), a, plati, ze > 7 |a,| konverguje. Pak fikame, Zze

> o, an konverguje absolutné.

Véta 4.10 (Bolzano-Cauchyova podminka pro konvergenci rad). Rada >, ay konver-
guje prave tehdy, kdyz je splnéna nasledujici BC podminka:

m
24

j=n

Ve >0dng e NVm,n e NNm>n,m,n>ng : <e.

Dikaz. 220:1 a, konerguje pravé tehdy, kdyz existuje lim, _ . s, € R, s, = a1 + -+ + ay,.
Na tuto posloupnost pouzijeme BC podminku pro posloupnosti:

Ve >03dng e NVm,n >ng : |y — Sp_1] < e.

Neboli:
Ve >03ng e NVm,n>ng: (a1 + -+ am) — (a1 + -+ an_1)| <e.
A tedy:
Zaj =lap+ api1+ -+ an| <e.
j=n

Véta tedy plati. O]
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Véta 4.11 (Vztah konvergence a absolutni konvergence). Necht fada )~ , a,, konverguje
absolutné, pak fada Y~ | a, konverguje.

Diikaz. Jestlize Y~ |a,| konverguje, pak podle BC podminky plati:

m
V€>0ElnoGNVm,nEN,mZn,m,nZno:ij\ <e.

Jj=n

Chceme dokazat, ze Y~ a, konverguje. K tomu staci ovéfit BC podminku. K ¢ > 0
volme ny jako nahote. Pak Vm,n > ng plati:

Z a; < Z |(lj| < €.
j=n j=n
> | ay tedy konverguje. O

Disledek. Necht > >°  a, je Fada. Pak plati:

lan+1]

|an|

2. Jestlize lim,,_, {/|a,| < 1, pak fada > - | a, konverguje.

< 1, pak fada > °7 | a, konverguje.

1. Jestlize lim,,_ el

Poznamka. Dokonce plati nasledujici:

1. Jestlize lim,,_ o0 “Tz:f' > 1, pak fada Y~ | a, diverguje.

2. Jestlize lim,, o /|a,| > 1, pak fada > -, a, diverguje.

n=1

Véta 4.12 (Leibnitzovo kritérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezéapornych
¢isel. Pak Y~  (—1)"a, konverguje pravé tehdy, kdyz lim, . a, = 0.

Diikaz. Dokédzeme postupné jednotlivé implikace:

1. Prava implikace: Plati:

lim (—-1)"a, = 0= lim a, =0,

n—oo n—oo

kde prvni rovnost plyne z nutné podminky pro konvergenci rad.

2. Leva implikace: Plati:

2k+2a

_ 2k+1 _
Sok42 — Sop = (—1) okt2 + (—1) A2k41 = Qg2 — Qo1 < 0.

Z toho plyne, Ze s9 je nerostouci. Dale:
Sok+1 — Sgk—1 = —Q2k+1 + G 2> 0,
a tedy soxy1 je neklesajici. Mizeme psat:

sop = (—a1 +ap) + (—az +ay) + - + (—ag_1 + az) <0,
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protoze uzavorkované cCleny jsou mensi nebo rovny nule. Plati:
Sok1 = —a1 + (ag — az) + (ag — as) + - - + (a2 — G2p41) > —ay,
protoze uzavorkované c¢leny jsou vétsi nebo rovny nule. Déle:
0 > Sok = Sokt1 — Qg1 = —a1 + Qo1 = —aq,
a tedy je sor omezend. Analogicky:
—ay < Sopt1 = So — Aokl < 0 — ager1 < 0.

Zjistili jsme, Ze 1 sopy1 je omezena. Pak jisté existuje limg oo Sor = 51 € R a
limg oo Sopr1 = So € R. Déle také vime, Ze sop11 = Sor — aoxy1. Takze plati:

Sy = lim Sopq1 = lim (sop — Agpq1) = S1 — lm age41 = 51,
k—o00 k—o0 k—o0
protoze lim,, , a, = 0. Z toho pak jisté plati:

lim s9p = hm Sop+1 € R,
k—oo

a tedy existuje i lim,, ., s, € R.

Véta je dokazana. O]
Lemma (Abelova parcialni sumace). Necht m,n € N a m < n. Necht a,,,...,a, € R a
b, ..., b, € R. Oznatme s;, = Zf:m a;. Pak plati:
-1
Zalb = Z i(b; = bit1) + Spby.

i=m

Diikaz. Ziejme:

Z aibi - ambm + am—l—lbm—l-l + -+ anbn

- Smb + (Sm+1 - m)bm—H +---+ (Sn - Sn—l)bn
- ( - bm+1) + Sm—i-l(bm—i-l - bm+2) + -+ sm—l(bn—l - bn) + Snbn
1

n—

E Sz i_ z—i—l +Snbn~

i=m

.

Lemma tedy plati. O

Véta 4.13 (Abel-Dirichletovo kritérium). Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a {b,}
je nerostouci posloupnost nezapornych ¢isel. Necht je splnéna alespon jedna z nasledujicich
podminek:

1. > a, je konvergentni.
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2. lim, oo b, =02~ a, maomezené ¢astecné soucty, tedy Vm € N existuje M > 0

tak, ze:
m
>
i=1

|sm| = < M.

Pak je > ° | a,b, konvergentni.

k .
apb,. Oznatme s, = > a;. b, je

=m

Diikaz. Budeme ovéfovat BC podminku pro > 7
nerostouci a b, > 0, a tedy Vi plati:

n=1

bi — biy1 > 0.

Déle existuje K > 0 tak, ze Vn plati |b,| < K. Nyni dokdzeme, Ze je-li spliiena jedna z
podminek, je véta pravdiva.

1. Jestlize ) 7, a, konverguje, pak podle BC podminky Ve > 0 existuje ny € N tak,

ze Yi,m,1 > m > ng plati:
i

2.

j=m

|Si| = aj| <Ee.

Nyni k € > 0 zvolme nq jako vySe a necht n > m > ngy. Pak:

n n—1
> aib; <Z|5 — bis1)| + |5nl|bn |<€Z (b — biy1) + by,

= 5(bm —b,) +eb, <eK +eK =2Ke.
Podle BC podminky > | a,b, konverguje.

2. Opét s = Zf:m a;. Z predpokladii vime, ze existuje M > 0 tak, ze Vi > m plati:

lsi| = ay, — a,| < M.

Z lim, . b, =0k € > 0 existuje ng tak, ze Vn > nq plati:
b, — 0] <e=1|b,| <e.

Nyni Vn > m > ng plati:

n n—1
Zazz <Z‘Sz T z+1 ’—i_’Sng |<ZM bz+1)+Mbn

= M(bm—bn) + Mb,, < Me+ Me = 2Me.
Podle BC podminky Y~ | a,b, konverguje.
Véta je timto dokazana. O

Poznamka. V Abel-Dirichletové kritériu staci predpokladat, ze {b,} je monoténni a ome-
zené posloupnost. Pak totiZ z prvniho bodu dostaneme, Ze pokud Y™ | a,, je konvergentni
a {b,} je rostouci a omezena posloupnost, pak také > > a,b, konverguje.
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4.4 Prerovnani rad a soucin rad

Definice 4.14. Necht 32 | a,, je fadaa p: N — N je bijekce!. Radu 32°° | Qp(n) NAZYVAIIE
pierovnanim fady ), an.

Lemma 4.15. Necht fada ) 7 a, konverguje. Pak Ve > 0 existuje ng € N tak, ze
|ZZ°:TLO an| <e.

Véta 4.16 (O pferovnani absolutné konvergentni fady). Necht Y >° | a,, je absolutné kon-

sy 0o c e ey L 0o . o ,
vergentni fada a ) | apn) je jeji pferovnani. Pak )" | a,@) je absolutné konvergentni
fada a ma stejny soucet.

Diikaz. Jestlize >~ | |a,| konverguje, pak dle lemmatu pro e > 0 najdeme ny € N tak,

ze plati:
oo
D lail <e.

1=ng

Zvolme n{ = max{p(1),p(2),...,p(ng)}. Pak Vn' > n{ plati:
pt(n') > ng.

Tedy Vn' > m’ > ny plati:
n' 00
D lapi] <D lail <,
i=m’ i=ng

protoze p~'(m’) > ng a p~'(n') > ny. Tim padem podle BC podminky >, |apm)]
konverguje, a tedy i > - apm) konverguje. Nyni dokazeme, ze Y " a, a >~ Gpn)
konverguji k tomu samému. Ozna¢me >~ a, = A a d ° apm = A'. Vime, ze k e > 0
existuje ng € N tak, ze plati:

Z |CLZ| <E.

i=ng

Zvolme n{ > max{p(1),p(2),...,p(no)}, aby platilo:

Z |ap(i)| < e.

i=ng
Pak plati:
no 00 00
Z%"A = Z a;| < Z la;| < e.
=1 1=ng+1 1=ng+1
A také:
g

Ap(i) — Al <e.
1

(2

Lp zde tedy znadi permutaci, Casto se také setkdme se znacenim .
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Nyni:
) no ng ng
|A—A/’§ Zai—A + ZCL,;—Z(IP(Z') + Za’p(i)_A/ §€+Z|ai’+€<3€.
i=1 i=1 i=1 i=1 i>no
Tim je ditkaz hotov. O

Véta 4.17 (Riemannova véta). Neabsolutné konvergentni fadu lze prerovnat k libovol-
nému sou¢tu s € R*. Tim se snazime Fict, Ze pokud ) a, konverguje a > |a,| =
400, pak Vs € R* existuje bijekce p : N — N tak, ze Y | aym) = s.

Definice 4.18. Necht Y ° a, a )y~ b, jsou Fady. Cauchyovskym soucinem téchto fad
nazveme fadu > -, (3 o0, ap—ib;).

Véta 4.19 (O soucinu fad). Necht >~ a, a )~ b, konverguji absolutné. Pak:

£ )

n—oo

Diikaz. Oznatme s, = > ' a; — A€ Rao, =7 b 2% B € R. Dale p, =
>y (Z;:ll ak_ibi>. Chceme dokazat, ze lim,,_,o, p, = AB. Necht ¢ > 0. Pak existuje

ng € N tak, ze plati:

o0 oo
Z la;| < e, Z b;] < e.
1=ng Jj=no

Dale:
|Sne0ny — AB| < €.

Necht n > 2ng. Pak:
‘pn - AB| < |:0n - 8n00n0| + ’8n00n0 - AB|

S |(a1b1) + ((Ile + a261) + -+ (an_lbl + -+ Clen_l)
— (a1 4+ any) (b + -+ bpy)| + €

< Y abil e <> il > bl Y fadl Y bl + e
i=1 Jj=1

i2noVj=>no Jj=no 1=ng

§€Z|ai|—i—aZ\bﬂ—l—aze(A—i—B—i—l).

i=1 j=1
Véta tedy plati. O]

Poznamka. Pro platnost véty dokonce staci, aby konvergovala pouze jedna tada, dikaz
je vsak obtizné;jsi.
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4.5 Limita posloupnosti a soucet rady v komplexnim oboru

Nésleduje velmi stru¢ny tvod do dané problematiky. Podrobnéjsi vyklad pozdéji.

Definice 4.20. Necht {gn} a {b,} jsou dvé reélné posloupnosti. Pak ¢, = a, + ib, je
komplexni posloupnost. Rekneme, ze lim, ., ¢, = A + 1B, pokud existuji lim,,_, a, =
AeRalim, b, =B ¢cR.

Definice 4.21. Necht {a,} a {b,} jsou dvé realné posloupnosti a ¢, = a, +ib,. Rekneme,
ze komplexni fada )~ | ¢, konverguje k A+ iB, pokud Y " a, =Aa) - b, =DB.

Véta 4.22 (Vztah konvergence a absolutni konvergence pro komplexni fady). Necht {c,}
je komplexni posloupnost a fada >~ | |¢,| konverguje. Pak i fada ) | ¢, konverguje.

Diikaz. Z BC podminky pro konvergenci Y - |¢,| dostaneme:

m
V5>OEInOVm2n2nO:Z|cj]<€.

j=n
Vime, ze ¢, = a, + ib,. Nyni Vm > n > ng plati:
m m m m
Sl <> el <e, Dbl <D gl <
j=n j=n j=n j=n

Tedy > 7 |lan| a >~ |bn] spliuji BC podminku, a tedy konverguji. Pak jisté konverguji
1Y a,ad - b, avéta plati. O
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5 Primitivni funkce

5.1 Zakladni vlastnosti

Definice 5.1. Necht je funkce f definovana na otevieném intervalu I. Rekneme, ze funkce
F' je primitivni funkce k funkci f, pokud pro kazdé = € I existuje F'(z) a F'(z) = f(x).
Mnozinu vSech primitivnich funkei k f na I znaéime [ f(x)dz.

Véta 5.2 (O jednoznac¢nosti primitivni funkce az na konstantu). Necht F' a G jsou pri-
mitivni funkce k f na otevieném intervalu /. Pak existuje ¢ € R tak, ze Vx € I plati:

Diikaz. Oznac¢me H(z) = F(z) — G(z). Pak Va € I plati:

(H(z)) = (F(z) = G(z))' = f(z) = f(x) =0,
a tedy z Lagrangeovy véty vime, Ze existuje ¢ € R tak, ze H(x) = ¢ na I. O]
Poznamka. Uvedme nékolik dulezitych poznamek:

1. Primitivni funkci zna¢ime nasledovné:
/f(x)dx =F(z)+¢ ceR.
2. Necht F je primitivni k f. Pak F je spojita. To muzeme snadno nahlednout z toho,
ze F' mé vSude vlastni derivaci.

3. Ne vSechny funkce maji primitivni funkci. Piikladem takové funkce je sgn(x).

4. Funkce F' je diferencovatelné, ale jeji derivace nemusi byt spojita na R. Naptiklad

funkce: |
22 sin (—) , x#0,
F(z) = z

0, xz=0.

Véta 5.3 (O vztahu spojitosti a existence primitivni funkce - Dikaz v pFisti kapitole).
Necht I je otevieny interval a f je spojita funkce na I. Pak f mé na I primitvni funkci.

Véta 5.4 (Linearita a primitivni funkce). Necht f ma na I primitivni funkci F a ¢ mé na
I primitivni funkci G. Déle necht «, § € R. Pak af + fg méa primitivni funkci oF" + SG.

Diikaz. Jisté Va € I plati:
(aF(z) + fG(2)) = aF'(z) + BG'(z) = af (z) + Bg().

Véta tedy plati. O]
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Véta 5.5 (Nutnad podminka existence primitivni funkce). Necht f mé na otevieném
intervalu I primitivni funkci. Pak f méa na I Darbouxovu vlastnost, tedy pro kazdy
interval J C I je f(J) interval.

Diikaz. Necht J C I je interval. Necht y1,y2 € f(J) a y1 < z < yo. Chceme ukéazat, ze
z € f(J). Necht F je primitivni k f na I. Pro z € I definujeme H(z) = F(x) — zz. Pak
je H spojita na [ a Vo € [ plati:

(H(z)) = F'(z) =z = f(z) — =

Nalezneme x1, x5 € J tak, ze f(x1) = y; a f(x2) = yo. Necht 21 < x5 (v opa¢ném piipadé
by byl diikaz analogicky, hledali bychom maximum). Funkce H je spojita na [z, 23], a
tedy tam nabyva minima. Vime:

H'(xy) = f(x1) — 2z < f(z1) =y = 0.

Tedy existuje 0 > 0 tak, ze Vo € [y, 21 + §) plati, ze H(z) < H(x;). V x; neni nabyto
minimum. Analogicky:

H'(z3) = f(x) — 2 > f(xg) —y2 = 0.

Tim padem existuje § > 0 tak, ze Vo € (xq — J, 23] plati, ze H(z) < H(x2). Tedy ani v
r9 neni nabyto minimum. Minimum musi byt v jistém x¢ € (z1,23). Dle Fermatovy véty
plati, ze:

H'(zo) = f(z0) —2=0= f(z0) = 2.

Funkce f tedy nabyva mezihodnot a véta plati. O]

Véta 5.6 (Integrace per partes). Necht I je otevieny interval a funkce f a g jsou spojité
na I. Necht F je primitivni k f na I a G je primitvni k g na I. Pak Vz € I plati:

/ g(@)F(z)dz = G(z)F(z) — / G(z)f(z) dz.

Diikaz. G je spojita a f je spojita, a tedy i G f je spojita a existuje k ni primitivni funkce.
Necht H je primitivni k G f. Dale plati:

(G(z)F(z) — H(x)) = g(x)F(z) + G(2) f(z) — G(2) f(x) = g(z)F(z).
Neboli:

Dtikaz je hotov. O

Véta 5.7 (Prvni véta o substituci). Necht F' je primitivni k f na (a, b). Necht ¢ je funkce
definované na (o, 5) s hodnotami v intervalu (a, b), ktera ma v kazdém bodé («, §) vlastni
derivaci. Pak Vt € («, B) plati:

/ﬂwmwwa:Fwwy
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Diikaz. Podle véty o derivaci slozené funkce Vt € (a, 8) plati:

(F(e(t)) = F'(o(t)@'(t) = fle(t)¢'(¢).
Véta tedy plati. O]

Véta 5.8 (Druhé véta o substituci). Necht ma funkce ¢ v kazdém bodé intervalu («, f3)
vlastni nenulovou derivaci a ¢((«, 5)) = (a,b). Funkce je tedy prosta a na. Necht f je
definované na intervalu (a,b) a Vt € («, 5) plati:

/f = G(b).
[ @) = G @)

Diikaz. 7 nutné podminky existence primitivni funkce plyne, Ze ¢’ nabyva mezihodnot.
Navic je vSude nenulova, tedy bud ¢’ > 0 na («, 3), nebo ¢’ < 0 na (a, ). ¢ je tedy
ryze monotoénni a spojita. MiZzeme tim padem pouzit vétu o derivaci inverzni funkce a
dostaneme:

Pak Vx € (a,b) plati:

—1 I 1
) = Sy
Nyni Vz € (a,b) plati:
—1 P o N (o () = “1 M (o (2 1 .
(Gle (@) =G(¢ (@)(e™ (x)) = flele ()¢ (¢ ( ))90’(90’1(33)) ().
Véta tedy plati. O]

Poznamka. Pri pouziti druhé véty o substituci je vzdy nutné ovéfit, ze ¢ je prosta a na.

5.1.1 Tabulkové integraly

Uvedme zékladni vzorce pro integraci:

/x”dx: z , —1},x € R,
n+1
1
/—dlenm—i—c, r € R\ {0},
x

/emdx—e“rc, xr € R,

/sm )dx = —cos(z) + ¢, v € R,
/cos dz =sin(x) + ¢, z € R,

™
/C g($)+0,$€<—§ §>+k7rk€Z

1
/ de—cotg( z)+c¢, x € (0,m)+kn k€Z,
sin®(x)
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dz = arcsin(z) + ¢, z € (—1,1),

/\/11—x2
1
/‘m

dz = arccos(z) + ¢, z € (—1,1).

5.2 Integrace racionalni funkce

Definice 5.9. Racionélni funkci rozumime podil dvou polynomi g, kde @ je nenulovy
polynom.

Véta (Zakladni véta algebry). Necht P(z) = a,2"+. .. a1x+ag, kdea; € R, 5 € {0,...,n}
a a, # 0. Pak existuji 1, ...,z, € C tak, ze plati:

Pz)=ay,(z—x1)...(x —x,), z€R

Lemma (O komplexnich kofenech polynomu). Necht P je polynom s realnymi koeficienty
a z € C je kotfen P nasobnosti k € N. Pak i Z je kofen nasobnosti k.

Poznamka. K ditkazu lemmatu vyuzijeme toho, 7e (2)* = (z*). Diikaz je jednoduchy a
vypadé nasledovné:

(2)* = (r(cos ¢ + isinp))k = rk(cos(ky) + isin(ky)) = r*(cos(kp) + isin(—kep))
= r¥(cos p + isin —p)* = (2)".
Diikaz. Pokud z € R, tak tvrzeni jisté plati, protoze z = Z. Zajimavy je pouze piipad

z € C. Dukaz provedeme matematickou indukci podle k. Pro k = 1 fedpokladame, Ze z
je kofen, neboli P(z) = 0. Pak plati:

0=P(2) =a2"+ -+ a2+ ag = a,(2")+- - +aZ+ag = an(2)"+- - -+a1Z+ag = P(2),

a tedy i 7 je koren. Nyni tedy predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k. Dokazeme, ze plati i
pro k+ 1. Predpokladejme, Ze z je kofen alespon nasobnosti k4 1. Z matematické indukce
vime, 7Ze Z je nasobnosti alespon k. MiiZeme pséat:

P(z) = (v = 2)"(z = 2)*Q(z) = (2” — (2 + D)z + 22)"Q(2) = (2” + az + )" Q(x),

kde a, f € R, a tedy polynom ) méa realné koeficienty. Navic plati, Zze Q(z) = 0, protoze
z ma nasobnost k + 1. Tim padem i Q(Z) = 0 z prvniho kroku matematické indukce. Z je
tedy také nasobnosti k 4+ 1 a dikaz je hotov. m

Véta 5.10 (O rozkladu na parciélni zlomky). Necht P a @ jsou polynomy s realnymi
koeficienty takové, ze plati:

1. deg(P) < deg(Q),

2. Q) = ap(z—x1)P* .. (z—2p)P*(@® Fonz+F) " (2P Fogr +B) T, an, 21, T,
ay, ..., ap, Bh“'aﬁl ERa‘an%()?pla"wpk? qi,---,4q1 eN?
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3. Zadné dva z mnohoclent (z — x1),...,(x — x1), (2* + ayx + B1), ..., (2% + a; + ()
nemaji spole¢ny kofen,

4. mnohocleny (z? + aqx + 3), ..., (z* + oyx + B;) nemaji realny koren.

Pak existuji jednoznatné urCend ¢isla A} € R, i € {1,...,k},j € {1,...,pi} a B;,C} € R,
ie{l,....1l}, 5 €{1,...,q} tak, ze plati:

P(x Al Al Ak Ak
<): L ...~ LT .
Qlr) x—x (x — x1)P T — Ty (x — @y )Pe
Bt Bust Gy Bzt G
22+ oz + b (22 + aqz + Br)® 2+ a4 5
B,z +Cl

+ .
(22 + oyz + )
Postup pri integraci racionalni funkce:

1. Vydélime polynomy a dostaneme:

P@)  [p o [Bl)
/mw“‘/“”d+ @ ™

kde deg(P,) < deg(®) a P; je polynom.

2. Provedeme rozklad na parcialni zlomky dle predeslé véty.

3. Integrujeme parcialni zlomky.

5.2.1 Substituce prevadéjici na racionalni funkce

Pomoci R budeme znacit racionalni funkci. Necht a € R. Pfi integraci funkce typu:

/ R (") dx

pouzivame substituci t = e**. Pfi integraci funkce typu:

/ R(n(z))> do

X

pouzivame substituci ¢t = In(z).

5.2.2 Integrace trigonometrickych funkci

Definice 5.11. Racionélni funkci dvou promeénnych rozumime podil dvou polynomu

R(a,b) = ggzlg;, kde P(a,b) a Q(a,b) jsou polynomy dvou proménnych a polynom @

neni identicky nulovy.
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P1i integraci funkei typu:
/R(sin(m), cos(z)) dx
pouzivame néasledujici substituce:
1. Jestlize R(—sin(x),cos(x)) = —R(sin(x), cos(x)), pak t = cos(z),
2. Jestlize R(sin(z), — cos(z)) = —R(sin(z), cos(z)), pak t = sin(zx),
3. Jestlize R(—sin(z), —cos(x)) = R(sin(x), cos(x)), pak t = tg(x),
4. Vzdy pak funguje substituce t = tg (%)

Poznamka. Substituce t = tg(z) a t = tg (%) jsou substituce druhého druhu a je tieba
oveérit, ze je funkce prosta a na. Dale je tfeba také primitivni funkei po formélnim spocteni
lepit.

5.2.3 Integrace funkci obsahujici odmocniny

Necht ¢ € N a ad # be. Pii integraci funkei typu:

/R<x,<ax+b)q) dz
cx+d

cvd)

Q|

pouzivame substituci ¢t = ( . Necht a # 0. Pfi integraci funkei typu:

/R(x, Var? T hrte) da

pouzivame Eulerovy substituce:
1. Jestlize ma polynom az? + bz + ¢ dvojnasobny koien a > 0, pak:
Vaz? +br + ¢ = Valz — o
a Upravami dostaneme racionalni funkci.

2. Jestlize ma polynom ax?+bx +c dva realné kofeny o a am, tak Gpravami prevedeme

na tvar:
r — (1
a )
T — Qo
popiipadé také na tvar:
a; — T
a .
Qg — T

3. Jestlize polynom ax? + bz + ¢ nem4 Zadné realné kotfeny a a > 0, tak pouZzivame

substituci vaz? + bx + ¢ = /ax + t.
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6 Urcity integral

6.1 Riemanniv integral

Definice 6.1. Konecnou posloupnost {z;}7_, nazyvame délenim intervalu [a, b], jestlize
a=29g <11 < < Tp_1<xy,=n>b Rekneme, 7e déleni D' zjemiuje déleni D intervalu
[a, b], jestlize kazdy bod déleni D je i bodem déleni D',

Definice 6.2. Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a, b] a D je délenti [a, b].
Definujeme horni a dolni soucty:

S(f,D) = Zsup{f(x)i z € [vj1, 2]z — xj-1),

n

s(f,D) = inf{f(x): x € [r;_1, 2]} (x; — x;1).

Jj=1

Horni a dolni Riemanniv integral:

(R) / f(@)de = nf{S(f, D): D je deleni [a, b]},
b
(R)/ f(z)dz = sup{s(f, D): D je déleni [a,b]},

Pokud plati: B
(R) / f(x)dz = (R) / /() da,

pak fekneme, ze f je Riemannovsky integrovatelna a piSeme:

® [ ) d

Mnozinu funkei majici Riemanniiv integral zna¢ime R([a, b]).
Poznamka. Omezenost f je nutny predpoklad pro existenci Riemannova integralu.

Véta 6.3 (O zjemnéni déleni). Necht f je omezené funkce na [a,b], D a D’ jsou déleni
intervalu [a, b] a D' zjemnuje D. Pak s(f, D) < s(f,D’) < S(f,D') < S(f,D).

Diikaz. s(f, D) < S(f, D') je trivialni, nebot supremum je vzdy vétsi nebo rovno infimu.
Predpokladejme, ze D = {xo,x1,...,2j,...,Tn} a D' = {zxo,21,...,2,,24,...,2,}. Pak
plati:

inf{f(z): v € [xj_1,2;]} <inf{f(x): z € [x;_1, 2]}
inf{f(x): = € [xj_1,2;]} <inf{f(x): = € [z, z;]}.
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Dale:

inf{f(z): v € [xj_1, 2]}z —xj_1) +Inf{ f(x): © € [x;_1,2,]}(z; — 2)

< inf{f(z): @ € [zj-1,2]}(z — xj-1) + nf{f(2): = € [z, 2] }z; — 2),
z ¢ehoz plyne, ze s(f, D) < s(f, D). Pokud se D a D’ lisi o vice bodi, pak postupujeme
indukei. Analogicky bychom dokazali, ze S(f, D') < S(f, D). O
Véta 6.4 (O dvou délenich). Necht f je omezena funkce na [a,b] a Dy, Dy jsou déleni
intervalu [a, b]. Pak s(f, D1) < S(f, D2).
Dikaz. Necht D zjemnuje Dy i Dy, tedy napiiklad D = Dy U Ds. Pak D je jemnéjsi nez
D; i Dy a podle predchozi véty plati:

s(f,D1) < s(f,D) < S(f, D) <S(f, D2).

Véta tedy plati. O

Disledek. Necht f je omezena funkce na [a,b], D1 a Dy jsou déleni [a,b]. Ozna¢me
m =inf{f(z): = € [a,b]} a M =sup{f(z): = € [a,b]}. Pak:

m(b—a) < s(f.D1) < (R) / f(2)de < (R) / J(2)de < S(f, Ds) < M(b - a).

normou délenf D.

Véta 6.6 (Aproximace Riemannova integralu pomoci sou¢tii). Necht f je omezena funkce
na [a,b] a {D,}>°, je posloupnost déleni [a, b] takova, ze lim,, . v(D,,) = 0 Potom plati:

() [ fa)do = int S(7.D,).

b
(B) [ fa)do =sups(f, D,).
a neN
Diikaz. Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme, ze f > 0, jinak bychom k f pricetli
konstantu. Dokazeme druhou rovnost, prvni by se dokézala analogicky. Necht D je déleni
a € > 0. Staci dokazat, ze existuje ng € N tak, ze s(f, D,,) > s(f, D) — . Pak by totiz
platilo:

b b
/ f(z)dz = sup s(f, D) > sups(f, Dn) > sups(f, D) — & = / f(x)de — <.
a D Dy, D a

Necht 0 < f < K al je pocet intervali D. Zvolme ng tak, aby v(Dy,) < ;5. Oznacme

 intervaly vzniklé délenfim P = D U D,,, a v intervaly z P, ve kterych neni zadny bod z
déleni D. P je jemné&jsi nez D, a proto plati:

s(f,D) < s(f,P)y=>) if fIL| =) inf fIL[+ ) inff|L|

Lek Levy Ler\y
< $(f, Dpy) + 2Klv(D,,) < s(f, Dpny) + €.

Tim je diikaz hotov. O]
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Disledek. Pokud je D, jemnéjsi nez D,, a jsou splnény predpoklady predchozi véty,
pak plati:

55,5, Dn) = /f
55, 8> Dn) = /f

Diikaz. D,y je jemnéjsi nez D, a tedy plati:

s(f; D1) < s(f, D2) <--- < s(f, D) < s(f, D).

Posloupnost s(f, D,) je neklesajici, a tedy lim,, . s(f, D,) = sup s(f, D,,). Pro S(f, D)
bychom dokazali analogicky. O

Véta 6.7 (Kritérium existence Riemannova integralu). Necht f je omezené funkce na
la,b]. Pak f € R([a,b]) pravé tehdy, kdyz Ve > 0 existuje déleni D intervalu [a, b] tak, Ze
S(f,D) _S<f7D) <Eé.

Diikaz. DokéZzeme postupné obé implikace:

1. Prava implikace: Pfedpokladame, Ze funkce je Riemannovsky integrovatelna. Zvolme
libovolnou posloupnost déleni tak, ze v(D,) — 0 pro n — 0o a bez ijmy na obec-
nosti predpokladejme, ze D, .1 je jemnéjsi nez D, (pak S(f,Dni1) < S(f,D,) a
s(f, Dny1) > s(f, D,)) a mizeme psat:

Tim S(f, Dy) = /f dm—/f

Jim (1.0 = () [ 62

Existuje tedy ng € N takové, ze Vn > ng plati:

S(faDn)_S(f>Dn) <e

2. Leva implikace: Zvolme € > 0 a k nému nalezneme déleni D z predpokladu. Pak:

< (R) / f(x)dz — (R) / f(x)dz < S(f, D) — s(f.D) < ¢

kde jsme vyuzili dusledku za vétou 6.4. Toto plati Ve > 0, a tedy (R) fff(x) dz =
R) f; f(z)dz a funkce je Riemannovsky integrovatelna.

Véta je timto dokazana. O]

Definice 6.8. Rekneme, ze f je stejnomérné spojita na intervalu I, pokud plati:

Ve>030>0Ve,yel:|lz—y|<o=|f(x)— fly)| <e.
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Poznamka. Uvedme dvé dilezitd pozorovani:

1. Spojitost a stejnomérna spojitost se lisi poradim kvantifikatori. Pro spojitost obecné
mame:

VeelIVe>030>0Vyel:|z—yl<d=|f(z)— fly)| <e.

2. Necht f je stejnomérné spojita na I. Pak f je spojitd na I. Toto neplati obracené.
Funkce % je spojita na (0, 1), ale neni na tomto intervalu stejnomérné spojita.

Véta 6.9 (O vztahu spojitosti a stejnomérné spojitosti). Necht f je spojitd na omezeném
uzavieném intervalu [a, b]. Pak f je stejnomérné spojita na [a, b)].

Diikaz. Dokazeme sporem. Necht f je na [a, b] spojita, ale neni tam stejnomérné spojita.
Pak plati, Ze existuje € > 0 tak, Ze pro § = % existuje T, y, € [a,b] tak, ze |z, —y,| < % a
|f(zn) — f(yn)| > €. Interval [a, b] je omezeny, a proto lze dle Weierstrassovy véty vybrat
z x, konvergentni podposloupnost. Tedy limy_,o ,, = o. Dale také limy_,oc yn, = o,

nebot:
n — oo

1
‘ynk - x0| < |ynk - xnk‘ + |xnk - JIQ’ < n_k + ’xnk - $0| — 0.
Dale f je spojita v xp. K nasemu ¢ > 0 tedy existuje 6 > 0 tak, Ze plati:

Vz € (mo — 8,20 + 0) N [a,b]: [f(2) — f(ao)] < g

Nalezneme k € N tak, aby Ty Yny, € (-730 —0,x0 + (5) Pak:
g £
< 1) = F)| < @) = )|+ 1 Fan) = )] < 5+ .

¢imz dostavame spor a dikaz je hotov. O]

Véta 6.10 (O vztahu spojitosti a Riemannovské integrovatelnosti). Necht f je spojita
na [a,b]. Pak f € R([a,b]).

Diikaz. Pokud je f na [a,b] spojité, pak je tam i omezena. Z predchozi véty také vime, ze
f je na daném intervalu dokonce stejnomérné spojita. Necht € > 0. Pak plati:

>0Vr,yel:jz—yl<d=|f(z)— fy)| <e.

Zvolme déleni D intervalu [a,b] tak, Ze v(D) = minjeqi, (2 — x;-1) < 0. Necht D =
{z;}j—0. Oznacme M; = supy,, .., f am; =infy, ., 1 f. Pak ze stejnomérné spojitosti
mame, ze M; < m; +¢, coz plati Vj € {1,...,n}. Tim padem:

S(f, D) = s(f, D) = Z M;(z; — 1) — ij(l“j —xjo1) = Y (M; —my)(w; — xj1)

Jj=1

Podle kritéria existence Riemannova integralu je dana funkce Riemannovsky integrova-
telné. O
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Véta 6.11 (Vztah monotonie a Riemannovské integrovatelnosti). Necht f je (omezena)
monotonni funkce na intervalu [a, b]. Pak f € R([a,b]).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze f je neklesajici. Necht € > 0. Zvolme
ekvidistantn{ déleni D = {a + (b — a)%}j a volime n tak, aby n > 1(b—a)(f(b) — f(a)).
Nyni:

S(f,D):Z sup f(z; —xj_1) Zf z)(z; — xj_q) Zf(xj)b;a.

0

j=1 [zj—1,7;]

Obdobné:

s(f,D)=Y_ inf fla;—az;_1)= Zf(fcjfl)(f’fj —xj1) = Zf(le)b —=.

= [z —1,2;] =1 j=1 "
Odtud:
- b— b—
S(J.D) = s(f,D) = D (J () = flaj1) == = (fa) = S (o))~
j=1
= ()~ Fa)" " <2
Z toho dostaneme, ze f € R([a,b]) a v&ta plati. O

Véta 6.12 (Vlastnosti Riemannova integralu). O Riemannoveé integralu plati nasledujici:

1. Linearita: Necht f,g € R([a,b]), af € R. Pak f+ g € R([a,b]) a af € R([a,b]).

Navic:
/f Tyl /f )de + (R /()d,
()/aozf /f

2. Monotonie: Necht f,g € R([a,b]) a f < g na [a, b]. Pak:

w [ < m [ o

3. Aditivita vzhledem k intervalim: Necht a < ¢ < b. Pak f € R([a,b]) pravé tehdy,
kdyz f € R(la,c]) a f € R([c,b]) a plati:

m | ) de = (B) [ 1@ [ (a)de

Diikaz. Dokézeme postupné jednotlivé body:
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1. Pokud f,g € R([a,b]), pak f a g jsou omezené na [a,b], a tedy i f + g a af jsou
omezené na |a, b|. Dokdzeme nejprve pro f + g. Je-li I C |a, b] interval, pak:

sup(f +g) <sup f +supg, inf(f +g) > inf f + inf g.
I I I

Proto pro libovolné déleni D intervalu [a, b] plati:

s(f, D) +s(g, D) < s(f +9,D) < S5(f +9,D) < 5(f, D) + 5(g, D).

To muZzeme nahlédnout nasledovné:
) 4 ) 1 ) ) > ) n
Dt fIL+ 3 infglll = D (if f+infg)| | = 3 if(f + g)lLi

n—o0

Zvolme déleni {D, } intervalu [a,b] tak, Ze v(D,) —— 0 a D, je jemn&jsi nez
D,,. Pak:

JLI@S(f,D)%—Sg, /f )dx + (R /()d,
nli_{gos(f,D)—l—sg, /f )dx + (R /()d

Dale:

b b
li s(f +.D,) = lim S(7 +9.0) = (B) [ f(o)da+ (B) [ gla)d

coZ plyne z véty o limité a usporadani. Mame tedy, ze f + g € R([a,b]) a navic:

/f +g(x /f ydz + (R /()d

Nyni dokdzeme pro af. Predpokladejme nejprve, ze o > 0. Pro kazdy interval
I C [a,b] plati:

sup af = asup f, infaf = ainf f.
I I I I

Z toho opét snadno dostaneme:
S(af, D) = aS(f, D), s(af, D) = as(f, D).

Necht {D,,} je posloupnost déleni [a, b] tak, Ze v ——= 0 a D, je jemn&jsi nez D,,.
Opét:

lim S(af, D) = lim aS(f, D) = a(R / f(x
n—oo n—oo

lim s(af, D) = lim as(f, D) = «af / f(x
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Dostaneme, ze af € R([a,b]) a navic:

(R) /abaf(:z:)dx = a/abf(x)dx

Zbyva a < 0. Staci dokazat pro o = —1, protoze z predchoziho vime, Ze napiiklad
2f je R-integrovatelna. Pak jen pouzijeme o = —1 a dostaneme, ze —2f je R-
integrovatelna. Necht I C [a, b]. Pak:
sup(—f) = —inf f, inf(—f) = —sup f.
I 1 I I

Zvolme {D,} s v(D,,) 2% 0 a Dyyq je jemndjsi nez D,. Pak:

li_)mS(—f,D)-hm —s(f, Dy) /f
les(—f,D)—llm —S(f,Dy) /f

Dostévame, ze —f € R([a,b]) a také:

) [(rnar=-m [ s

n—00

. Necht {D,} je posloupnost déleni s v(D,) —— 0 a D, je jemnéjsi nez D,,. Pak

sup; f < sup; g, protoze f < g dle predpokladu véty. Tim padem:

R)/ fl@)de = lm S(/.D,) < lim S(/.D,) = (R)/ o(z) da.

n—o0

n—o0

. Necht {D!} a {D?} jsou posloupnosti délenf [a c], respektive [c,b] s v(D}) —= 0

a v(D?) 27 0. Dale DnJrl je jemngjsi nez D} a DnJrl je jemnéjsi nez D?. Necht
D,, = D! U D?. Pak D, je déleni [a,b] a v(D,) H—OO> 0. Navic D41 je jemné&jsi nez
D,,. Za¢neme levou implikaci. Necht f € R([a,]) a f € R([c,b]). Pak:

lim S(£.D}) = lim s(£.D}) = () [ f()do
Tim §(f.D2) = lim s(f.D%) = /f
Tedy:
lim S(f, D,) = lim S(f, D )+ S(f,D?) = /f )dz + (R /f

lim S<f’D"):nh—>Hc}os(f’D>+SfD2 /f ydz + (R /f

n—oo
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Tim padem méame, Ze f € R([a,b]) a navic:

b c b
) [ fa@)de= (@) [ fa)dos (m) [ fla)ds
Jesté dokazeme pravou implikaci. Necht f € R([a,b]). Pak:

0< S(f7Drlz) _S(fanlz) < S(faDrlz) _S(fanlz) +S<f7D721) _S(f7D721)
= 5(f.,) — s(f.D,) "% 0= Tim S(f, DY) — s(f, DY) = 0.

Plati tedy, ze f € R([a, c]). Analogicky f € R(|a,b]). Nasledujici rovnost:

w [ swar=w [ rwarsm [

plyne z predchozi ¢asti diikazu.
Véta je timto dokézana. O
Umluva. Definujme nasledujici:
1. Necht b < a. Pak: , .
R) [ fa)de=~r) [ f)dn

2. Pro libovolné a € R plati:

(R) / F(z)dz = 0.

Véta 6.13 (O derivaci integralu podle horni meze). Necht J je neprazdny interval a
f € R([a, B]) pro kazdé o, € J. Necht ¢ € J je libovolny pevny bod J. Definujme na J
funkeci:

Fla) = (R) [
Pak plati:
1. F je spojitd na J.
2. Je-li f spojita v xg € J, pak F'(zo) = f(x).
Diikaz. Dokédzeme postupné jednotlivé body véty:
1. Necht yo € J neni pravym krajnim bodem J. Chceme dokazat, ze lim, St F(y) =

F(yo). Nyni:

Fly) = ) = (B) [ f0de— () [ yae =) [ s
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Najdeme § > 0 tak, Ze [yo, yo+0] C J. Pak f € R([yo, yo+9]). Kazda Riemannovsky
integrovatelna funkce je ale omezena. Existuje tedy M > 0 tak, ze Yz € [yo, yo + 9]
plati, ze —M < f(z) < M. Tim padem Yy € [yo, yo + d] plati:

—M(y — ¥o) / f@t)dt < M(y — o).
Jelikoz —M (y — yo) a M(y — yo) jdou k nule pro y — 4, tak plati:
lim F(y) — F(yo) = hm / f(t)

yﬁyo yﬁyo

Limita zleva by se provedla analogicky.

2. Vime:
F F 1 roth o
F'(z) = lim (”’”h) (@0) _ iy L ((R) / F()dt — (R) / £(t) dt)
h—0 h—0 h c c
xo+h
=y /
Dale plati:

xo+h zo+h
| tod- s = [ 0w - e

h ly) o
Vime, ze f je spojita. Zvolme tedy € > 0. K nému nalezneme § > 0 tak, ze Vt €
[xo — &, z0 + 0] plati |f(t) — f(zo)| < €. Pak Vh,|h| < ¢ a Vt € [xg, o + h] plati:

1 [woth 1 [roth 1 [xoth
o=t [ g [T G0 - s < g [T ca=e

zo o zo

Tim padem dostaneme:

:E()—l-h
F'(xg) — = lim — / zp)) dt = 0,

h—0 h

L2 () = f(xo)) dt\ <e.

Tim je diikaz hotov. O]

protoze

Diisledek (Véta 5.3). Je-li f spojita na J, pak mé na J primitivni funkei.

Diikaz. Ziejmé Vo, € J plati, ze f je spojitda na [«, 8], a tedy existuje (R) ff f(z)dz
Podle druhého bodu predchozi véty je F' primitvni k f na J. O

Diisledek. Necht f je spojita na [«, 5], a, f € R (je tedy omezend). Pak:

g
R)/ f(t)dt = lim F(z)— lim F(x),

T— B~ z—at

kde F' je primitivni k f na («, ).
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Diikaz. Definujme:
fla), zefa—14]

fl@)=9q f(@), =z¢€lap],
fB), xelB,/+1].
Pak f je spojita na [a — 1, 5 + 1]. Ozna¢me:

Glx) = /f

Pak G je primitivni k f dle pfedchoziho dusledku na (o — 1,8+ 1) a za x dosadime £:

B8
mm—mwzua/f@m

Necht F je primitivi k f na («, ). Pak existuje d € R tak, ze ' = G +d na («, 8). Plati:

lim F(z) = lim G(z)+d=G(a)+d

z—at z—at
lim F(x) = lim G(z)+d=G(8)+d.
rz—0B~ z—p~

Tedy:

lim F(s)~ lim F(a) = G(8) +d - (Gla) + ) = G(8) - Gla) = (B) | f(t)a

Diikaz je timto hotov. O]

6.2 Newtoniv integral

Definice 6.14. Rekneme, 7e funkce f méa na intervalu (a,b) Newtonilv integrél, jestlize
ma na (a,b) primitivni funkei F' a lim, .+ F'(z) a lim, ;- F'(x) jsou vlastni. Hodnotou
vlastniho integralu znacime:

b
N)/ f)dt = lim F(z) — lim F(x).

z—b~ z—at
Mnozinou funkei majici Newtonuv integral znac¢ime N((a,b)).
Poznamka. Uvedme nésledujici poznamky:

1. Je-li f spojita na [a,b], pak existuje jak Riemanntv, tak Newtontv integral. Tyto
integraly se rovnaji.

2. Existuje (N fol < dr =2, ale f ¢ R([0,1]), nebot funkce f neni omezena.

3. Existuje (R) fjl sgn(x) dz, ale sgn(z) ¢ N(—1,1), protoZe sgn(x) nemé primitivni
funkei.
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4. Pro oba integraly pouzivame znaceni f;f(:r) dr = [F]® = F(b™) — F(a™), pokud
existuje primitvni funkce k f a limity maji smysl.

Véta 6.15 (Vlastnosti Newtonova integralu). Plati nasledujici:

1. Necht a,b € R* a a < b. Necht f,g € N(a,b) a o« € R. Pak f + ¢ € N(a,b) a
af € N(a,b) a plati:

/f +g(z /f )dz + ( )/()d,
()/aozf /f

2. Necht a,b € R* a a < b. Necht f,g € N(a,b) a f < g na (a,b). Pak:

N) / ' fle)de < () / gl de.

3. Necht a,b € R* a a < b. Necht ¢ € (a,b). Pokud f € N(a,b), pak f € N(a,c)N f €

N (e, b) a plati: : .
/a F@)de = /acf(a:) dz +/c (@) da

Diikaz. Postupné dokédzeme jednotlivé body:

1. Necht F' a G jsou primitivni k f a g. Pak dle linearity primitivni funkce je F' + G
primitivni k f 4 g. Podle aritmetiky limit:

[F+ Gl = [Flq + [G]:.
Tedy:

) / f(2) + g(z)dz = [F + G’ = [FP’ + [G]2

b b
= N)/ f(x)dx+(N)/ g(x)dx.
b b
(V) / of (z) dz = [aF]’ = o]’ = o(V) / f() da

2. Necht F' a G jsou primitivni k f, respektive g na (a,b). Pak (G(z) — F(z))" =
g(x) — f(z) > 0Vx € (a,b). G — F je tedy na (a, b) neklesajici. Proto:

Analogicky:

[ o)~ f@)de =G~ Pl =0

Tim padem z prvni vlastnosti mame:

/abg(x)dxz/abf(x)dm—l—/abg(:c)—f(x)dxz/abf(x)dx
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3. Necht F' je primitivni k f na (a,b). Pak F je primitivni k f i na intervalech (a, c),
(¢,b). V bodé ¢ ma funkce f navic vlastni jednostrané limity, protoze je v tomto
bodé spojita. Tedy:

/abf(:c) dz = [F) = [F]; + [F]’ = /:f(:o dx—i-/cbf(q;)dx

Véta je timto dokézana. O

Véta 6.16 (Per partes pro urcity integral). Necht a,b € R a a < b. Necht f’ a ¢’ jsou
definované na [a,b] a f a ¢ jsou k nim primitivni. Potom:

/f ©)dz = [fgl! /f

Diikaz. Ozna¢me F jako primtitivni funkci k fg’. Tedy:

/ f(@)g'(x)dz = F(b) — F(a) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / f(x)g(x) dz

kde jsme vyuzili integrace per partes z predchozi kapitoly. Dale vSechny integraly existuji,
nebot se jedné vzdy o spojité funkce. Dikaz je timto hotov. O]

Poznamka. Per partes funguje i pro (a,b), kde a,b € R* a a < b. V tomto piipadé se
jedna o Newtonuv integral a diikkaz je stejny. Véta nahote plati pro oba integraly soucasné.

Véta 6.17 (Substituce pro uréity integral). Uvedme oba druhy substituci pro urcity
integral:

1. Necht f spojita na [a,b] a ¢ : [a, 8] — [a, b] je funkce, kterd ma na [«, 5] spojitou

prvni derivaci. Pak:
B ) @(B)=b
| sewema= [ @
& pla)=a

2. Necht f je spojita na [a,b] a ¢ : [a, 5] — [a,b] je na a ma na [«, 3] vlastni spojitou
nenulovou derivaci. Pak:

b “1 1 (b)
[ 1@ = e o= oIl = [T e

kde ® je primitivni k fo - ¢

Poznamka. Funkce ¢ je zaroven prosta. Tim, ze ma nenulovou derivaci, je funkce vsude
kladné, nebo zaporna. Déle nabyva mezihodnot, a tudiz musi byt prosta. Véta opét fun-
guje pro oba integraly. Pro rozsifeni pro Newtonuv integral miizeme uvazovat a,b, o, 8 €
R* a mame funkci f na (a,b) a ¢ na («, ). Jinak jsou vSechny predpoklady véty zacho-
vany.
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6.3 Konvergence Newtonova integralu

Véta 6.18 (Srovnavaci kritérium pro konvergenci integralu). Necht a € R, b € R* aa < b.
Necht jsou funkce f,g: [a,b) — R spojité na [a,b) a necht 0 < f(x) < g(x) Vx € [a,b).
Pak pokud g € N(a,b), tak i f € N(a,b).

Diikaz. Zvolme ¢ € [a,b) a oznacme G a F primitivni funkce k g a f. Bez tjmy na obec-
nosti predpokladejme, ze G(c) = F(c). Pokud se tak nestane, pouze odecteme konstantu.
G — F je tedy na [c,b) neklesajici, protoze zde ma nezapornou derivaci g — f. Navic
G(c) = F(c), a tedy G(z) > F(z) VYx € [¢,b). Dale F' a G jsou neklesajici, protoze maji
nezaporné derivace f a g. Jelikoz g € N(a,b), tak lim, ;- G(z) € R. Plati:

lim F(z) < lim G(z) = lim F(x) € R.

r—b— r—b— r—b—

Tim padem jisté plati, ze f € N (c,b). JelikoZ je f na [a, c] spojita, tak je tam Newtonovsky
integrovatelna. Plati tedy, Zze f € N(a,b) a dikaz je hotov. O

Poznamka. Plati analogie véty pro (a,b].

Véta 6.19 (Limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci integralu). Necht a € R, b € R*
a a < b. Necht jsou funkce f,g: [a,b) — R spojité a nezaporné na |a, b). Pak:

1. Jestlize existuje limg, ;- % € (0,00), pak g € N(a,b) pravé tehdy, kdyz f €
N(a,b).

2. Jestlize existuje lim,_,;- % = 0, pak pokud g € N'(a,b), tak i f € N(a,b).

\,,

(z

\./

3. Jestlize existuje lim, ;- 55 = oo, pak pokud f € N(a,b), tak i g € N(a,b).

/—\

x)
Diikaz. Postupné dokazeme Jednothva tvrzeni:

1. Oznacme A = lim,_,;- L&) 7 definice limity pro ¢ =

A
9(z) 2
Vo € P_(b,d) plati:

existuje 0 > 0 tak, ze

flz)
g9(z) 4

Neboli existuje takové zg, ze Vo € [z, b) plati:

<€

24z E“”? > 25 2 ag) > f@) 2 SAf ().

Pokud g € N (a,b), tak jisté i 3Ag € N(a,b), atedy i 2Ag € N (g, b). Z toho mame,
ze | € N(xo,b). Dale je f spojita na [a, x|, a tim padem f € N(a, ). Celkem pak
f € N(a,b). Analogicky pokud f € N(a,b), tak snadno ukazeme, ze i g € N (a,b).

2. Necht € > 0. Pak existuje 6 > 0 tak, ze Vo € P(b,§) plati:
V

0] <e= f(z) < g(w).

Ze srovnavaciho kritéria dostavame, ze f € N(a,b).
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3. Necht € > 0. Pak existuje § > 0 tak, ze Vax € P(a,d) plati:

o) LT @ > @),

Ze srovnavaciho kritéria vidime, ze g € N (a,b).
Tim je ditkaz hotov. O
Poznamka. Opét plati analogie véty pro (a, b].

Lemma (Odhad Newtonova integralu souc¢inu dvou funkci). Necht a,b € R a a < b.
Necht f je spojita funkce na [a,b] a g: [a,b] — R je nerostouci, nezaporna a spojita. Pak:

1nf/f dt</f t)dt < g(a sup/f
:re[ab z€[a,b]
[ o]

Diikaz. Dokazeme druhou nerovnost. Prvni by se dokézala analogicky. Necht € > 0. Likoz
f i fg jsou na [a,b] spojité, jsou tam i stejnomérné spojité. Jinymi slovy plati:

Specialné plati:

dt‘ < g(a) sup

z€[a,b)

Ve >030>0Vr,y € a,b]: |z —y| <d=[f(z) - fy)| <eAl|f(x)g(x) — fy)g(y)| <e,

kde jsme zvolili § = min{dy,ds}, kde jsme 9y zvolili pro f a d pro fg. Oznac¢me F(z) =
[Zft)dt, z € [a,b]. Pak F(a) = 0. Zvolme déleni D = {z;}!_, intervalu [a, ] s normou
mensi nez ¢. Pfipomenme, 7ze g = a a x, = b. Ze stejnomérné spojitosti pak Vi &€
{1,...,n} aVt € [x;_1, x| plati:

ft) > f(zioa) —e.

Integraci dostaneme:
x;
/ f@)dt > fxio) (@ — zi1) — e(zi — i),
Ti—1
Analogicky ze stejnomérné spojitosti a z nerovnosti nahore dostaneme:

/w f)g(t)dt < f(wi1)g(@ia) (@i — zi1) + (i — 251)

< 9(wi-1) ( f(t)dt + e(z; —%—1)) +e(@ — xi-1)

Ti—1
T

< g(wi—1) ( f(t) dt) + gla)e(x; — 1) + e(@; — 2-1).

Ti—1
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Oznac¢me & = ¢(g(a) + 1)(b — a). Nyni:
b n @i n
[ s0arae=3gten) [ Fde > ota)eten — i) 4ol — i)

=S gles) [ s d+slofa) + 1o~ a)

. Abelova parcialni sumace
= gl )(Fw:) = Fwi) +E=| a;= F(a;) — F(a1)
- by = g(x; — 1)

= 3 Fle)lolrn) — gle) + gl 1) Fla) + 2

< sup F(t) (2_:9(%—1) —g(l’z‘)> +9(tn1) +£

Tato nerovnost plati Ve > 0. Tim je dikaz hotov. O

Véta 6.20 (Abel-Dirichletovo kritérium konvergence integralu). Necht a € R, b € R* a
a < b. Necht f: [a,b) — R je spojita a F' je primitivni funkce k f na (a,b). Dale necht
g: [a,b) — R je na [a,b) monotonni a spojita. Pak plati:

1. Je-li f € N(a,b) a g je omezen4, pak fg € N(a,b).
2. Je-li F omezena na (a,b) a lim,_,,- g(z) =0, pak fg € N(a,b).

Diikaz. Jelikoz je fg spojita na (a,b), tak mé primitivni funkci H. Bez tjmy na obecnosti
predpokladejme, Ze g je nerostouci. Pokud by nebyla, tak vezmeme —g a konvergence
integralu se nezméni. DokédZeme jednotliva tvrzeni:

1. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze g je omezena. To znamend, ze existuje
K > 0 tak, ze Vx € [a,b) plati |g(x)] < K. Pokud omezené neni, pak vezmeme
funkci g + K > 0 a bude platit:

/ ' Fla)g(e) do = /  fe)o(e) + K) do— K / " o) dr.

7 konvergence levé strany pak dostaneme konvergenci pravé strany. Jelikoz je tedy
g > 0 a omezend, existuje ¢ > 0 tak, ze Vx € [a,b) plati 0 < g(z) < C. Déle
[ € N(a,b), takze lim, ,,- F(x) € R. Necht ¢ > 0. Z BC podminky pro limitu
funkce existuje § > 0 tak, ze Vx,y € P_(b,9) plati:

—e < F(zr)— F(y) <e.
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Necht z,y € P_(b,0). Podle predchoziho lemmatu plati:
H(y / f(t) dt < g(x) sup / f(t)
z€[z,y|
g(x) sup (F(z) — F(z)) < g(z)e < Ce
z€[z,y]
Analogicky:
H(y / ft)g(t)dt > g(z mf / f(t)
ye x y
=g(x) inf (F(z)— F(x)) > —g(z)e > —Ce.
z€[z,y]
Tim padem Ve > 0 existuje 6 > 0 tak, ze Vz,y € P_(b,d) plati:
[H(z) — H(y)| < Ce.
Podle BC podminky pro limitu funkce existuje lim, ,,- H(z) € R. Necht ¢ € (a,b).
fg je spojita na [a,c|, a tedy fg € N(a,c). H je v ¢ spojita, a tedy existuje
lim, ,.~ H(z) € R. Takze fg € N(c,b). Nakonec fg € N(a,b).

. Vime, Ze g je nerostouci a lim, ;- g(x) = 0. Z toho snadno plyne, ze g > 0. Jelikoz
je F dle predpokladu omezena, tak existuje K > 0 takové, ze Vx € (a,b) plati
|F(z)] < K. Necht ¢ > 0. Z lim, ;- g(x) = 0 plyne, Ze existuje 6 > 0 tak, ze
Vo € P_(b,d) dostaneme |g(z)| < e. Tedy Va,y € P_(b,0), x < y plati:

H) - ) = [ 500t <gle) swp [ f6)d = g(a) sup (P() - Flo)
z€[xy] Jx 2€[z,y]
<e sup F(z)— F(x) <2Ke.
z€w,y]
Analogicky:
H(y / f(t)g(t)dt > g(x) iI[lf ](F(z) — F(x)) > —2Ke.
z€[x,y
Dostéavame, ze Ve > 0 existuje § > 0 tak, ze Va,y € P_(b, ) plati:
|H(y) — H(x)| < 2Ke.

H tedy spliiuje BC podminku pro funkce. Tim padem existuje lim, ;- H(z), a tedy

fg € N(a,b).
Timto jsme vétu dokazali. ]

Véta 6.21 (Véta o stiedni hodnoté integralniho poc¢tu). Necht a,b € R a a < b. Necht f
je spojita funkce na [a,b] a necht g je nezdporna funkce na [a, b]. Dale necht g € N (a,b)
a fg € N(a,b). Potom existuje ¢ € [a, b] tak, Ze plati:

[ i =5 [ o)ar
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Diikaz. Jelikoz je f na [a,b] spojité, tak zde nabyva mezihodnot. Také je na [a, b] omezena.
Oznacme m = mingejqp f(2) a M = max,cjqp) f(x). Déle g je nezaporna. Tim padem:

mg(z) < f(z)g(x) < My(z).

Je-li f; g(x)dx = 0, tak g = 0. Tedy miizeme ¢ volit libovolné a véta bude platit. Necht
ff g(xz)dz > 0. Pak z nerovnosti nahofe integraci dostaneme:

_ Juf@(a
< f 2(2)
f nabyva mezihodnot, a proto existuje ¢ € [a, b] tak, Ze plati:
Jy f@)g(x) do
fab g(z)de

Tim je diikaz hotov. O]

fle) =

6.4 Aplikace urcitého integralu

Definice 6.22. Necht f: [a,b] — R je nezéporna spojité funkce. Obsahen plochy pod
grafem funkce nazveme:

S(f, [ 1) / flayde =) [ () da

Definice 6.23. Necht f: [a.b] — R je spojita funkce a necht D = {z;}7_, je délent inter-
valu [a,b]. Oznacme L(f, D) = >"_; \/(x; — x;-1)? + (f(x;) — f(z;-1)). Délkou k¥ivky

f nazveme:

L(f,[a,b]) = sup{L(f, D)}.
Véta 6.24. Necht f mé na intervalu [a,b] spojitou prvni derivaci. Pak délkou kiivky

(f,[a,0]) = / V14 (f(x))? dx.

Diikaz. Ozna¢me g(x) = /1 + ( 2. Méjme déleni D = {z;}_,. Pak podle Lagran-
geovy véty o stiedni hodnote pro fj (:cj,l, z;) plati:

Z\/ — 1)+ (f(z)) — f(zj-1))?

—Z ) JH(J[ e S N OE RN RN

Odtud snadno odvodime:
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Tedy:
b
sups(g. D) = [ g(e)dv < sup L(f. D) = L(f)
Dale postupujeme sporem. Necht L(f) > f;g(:p) dx. Pak najdeme déleni D tak, ze

L(f,D) > fab g(x)dx. Zvolme posloupnost déleni {D,} tak, ze D; zjemnuje D, D,
zjemnuje D, a lim, ., v(D,) = 0. Pak:

My ale vime, ze L(f,D,) < S(g, D,), a tedy plati:

b
lim S(g. D) = [ gla)do > L(£,D)

Tim dostéavame spor a dikaz je hotov. O]

Véta 6.25 (Délka kiivky v R™). Necht ¢: [a,b] — R™ je spojita a mé spojitou prvni
derivaci. Pak:

b
L(([a, b])) =/ V(@1 (@))2 + (9h())2 + - + (9}, (2))2 da
Poznamka. Stejna kiivka muze mit rizné paramterizace. Déalka kfivky nezavisi na zvo-
lené parametrizaci.

Véta 6.26 (Objem a povrch rota¢niho télesa). Necht je f: [a,b] — R spojité a nezédporna.
Téleso oznacme:

T= {[:L',y,z] ER®: x € [a,b], \Vy2+ 22 < f(a:)}
Pak pro objem télesa plati:
b
V(T) :w/ (f(x))? do.

Je-li navic f’ spojita na [a, b], pak pro povrch télesa plati:

b
P(T) =2r [ fa)/T= (P do.

Véta 6.27 (Integralni kritérium konvergence fad). Necht f je nezédporna, nerostouci a
spojita na [ng, oo) pro néjaké ng € N. Necht pro posloupnost {a,, } plati a,, = f(n) ¥n > nq.
Pak )" | a, konverguje pravé tehdy, kdyz (V) f:: f(x) dx konverguje.

Diikaz. Necht ny > ng a méjme déleni D = {ng,ng + 1,...,n,} intervalu [ng, nq]. Funkce
f je nerostouci, a tedy plati:

ni—1

S(f7D>:an0+ano+1+"'+anl—1 = Zai’

i=ng

S(faD):ano+1+ano+2+"'+an1 = Z ag.
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Déle f je na [ng, n1| spojita, a tedy miizeme psat:

S = s(f.D) < ( B [ @ =) [ @ =) [ e

i=ng+1

ni—1

~Ya

1=ng

Zacneme dukazem levé implikace. Necht f:; f(z) dx konverguje. Pak F' je primitivni k f,
kde:

= /9C f(t)dt, t € (ng, 00).

Tedy Vn, > ng dostaneme:

/Oof(:p)d:p:hmF(x)—F( 0) = lim F(z)= lim xf(t)dt

T—00 T—00 T—00
no
n 9]
> lim E a; = g a;.
n—00 )
i=ng+1 i=ng+1

Z toho dostavame, ze > .- | a; konverguje. Nyni prejdeme k pravé implikaci. Necht ) .2, a;
konverguje. Pak jisté i Z;’Zno a; konverguje. Opét dostavame:

g a; = lim g > lim f t)dt = lim F(n) = lim F(z).
n—00 4 n—00 n—oo T—00
1=ng 1=no

JelikoZ je f nerostouci, tak F' je neklesajici a dle pravé odvozeného méa vlastni limitu. 7Z
toho dostavame, Ze f;oo f(z) dz konverguje. ]

Véta (Wallisova formule). Plati nasledujici Wallisova formule?:

_ 1 ) \* 7
lim = —.
n—oo 2n 4+ 1 \ (2n — ! 2

Diikaz. Ztejmé plati:
I, = /02(sin(x))” dr = /02 sin(z)(sin(z))" " dz
= [~ cos(z)(sin(z))" '] 3

[e=]

- /02(— cos(z))(n — 1)(sin(z))" 2 cos(x) dz

jus

=(n-1) /02 (1 —sin?(x))(sin(z))" ?dz = (n — 1) I, — (n — 1)1,,.

Dostévame: !
L="""I5 Ih=2, =1
n 2

2n!l znaéi dvojity faktorial, ktery funguje jako bé&zny faktorial, ale bere pouze sudé, popiipadé liché
Cleny.
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Ziejme:
bl bl 2
Iy = / (sin(z))* ' da < I, = / (sin(z))* < Ihpq = / (sin(z))** .
0 0 0
Tedy:
2n 2n —2 1<2n—12n—3 us 2n—22n—4
2n+12n—1""" 2n 2n—-2" "2 2n—12n—3“'

Tuto nerovnost miizeme piepsat:

(2n)!! < (2n— D7 < (2n — 2)!1

Cn+1I = 2o)!! 27 2n -1
Tedy:
1o\ 2 — NN\ 2
1 (2n)!! T o 1 /(2n—2)! s < T _ 2n + 1%-
2n+1\2n+D!) =2 7 2n \(2n — 1! — 27 2n
Daéle lim,,_, % =1, a tedy miizeme psat:
_ 1 @)l \* «
lim = —.
n—oo 2n + 1 \ (2n — ! 2
Dikaz je timto hotov. O

Véta (Stirlingova formule). Plati néasledujici Stirlingova formule:

n!
m ——— = 1.
nteo /2 (2"

Diikaz. Zvolme posloupnost {b,}, pro kterou plati:

n!
=In(— In(n!) E In(k) — nln(
b, =In (n”) n(n!) — n( nln(n).

Pouzijeme Abelovu parcialni sumaci a dostaneme:

Zln —nln(n) = ik(ln(k’) —In(k—1))+nln(n) —nln(n) = i(k— 1)In (1 - %) :

k=1 k=1

Clen In(1—t) rozvineme Taylorovym polynomem, kde ¢ € (O, %] at=
Lagrangeuv tvar zbytku pro £(t) € (0,t) a dostaneme:
21 =2
In(l—t)=—t——+ -
n(l =) > T3y

Tedy pro t = %, k > 2 mame:

o oy_ 1ot 11 1
UTE) T TR 2 30 —¢(h))PR .k 2k K
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kde 0 < 6, < 3. Déle dostavame:

bn:zn:(k—l)ln(l—%): - (k:—l)(—%_%_%>

k=2 k=2
_” 1 1 60— 6k Il

kde 9, = % + W a |1y| < 4. Uvedme nésledujici pozorovani:
3 lim i 1 In(n) | € R.
n—o00 — k

Dale vime, ze lim,,_,, Zk 2 L € R. Pak tedy plati:

1
3 lim (bn +n— = ln(n)) € R.

n—o0 2

Dale:

Tim (m (Z‘) +In(e") — 1n(\/ﬁ)) = lim In ((E)Z—'\/ﬁ) .

Z toho dostaneme: \
3 lim —— — g eR.

O

Pouzijeme Wallisovu formuli a dostaneme:
M2\ 2
T — lim 1 ((2n)M)
2 n—>oo 2n—|—1 2n—1 " n—oo 2n+ 1\ (2n)!
n!)?
:mgnﬂ ( (2n)! )
4 n 2 n 2
= lim n! (Q?n)? V2n 1 (2n (%) ﬁ)2
n—»00 ( )”\/_ (2n)! 2n + 1 (2n)2nm
2

n a
— Im ———M = — = a = V2.
anirilo(zn+1)2 L i

Stirlingova formule tedy plati. m
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7 Obycejné diferencialni rovnice

Nésleduje velmi struény uvod do funkei vice proménnych a do zakladnich vét o diferen-
cialnich rovnicich. Spoustu pojmi nebudeme definovat, k jejich pochopeni nam postaci
intuice.

7.1 ResSeni, existence a jednoznac¢nost

Definice 7.1. Necht ®: Q C R"™? — R. Obycejnou diferencidlni rovnici (déle také ODR)
n-tého radu nazveme:

®(z,y(2),y (), ...y (x)) = 0.
Definice 7.2. Reseni ODR na intervalu I C R je funkee y splitujic:
1. existuje y® (x) vlastni prok=1,...,nv [ aVz € I.
2. ®(z,y(x),...,y™(x)) =0 plati Vz € I.
Reseni je dvojice (y, I).
Definice 7.3. Rekneme, ze (7, 1) je rozsiteni (y, I), pokud:
1. § je feseni ®(z,y(z),...,y™ (z)) = 0 na I.
2. IC1.
3. y=1ynal.
Rekneme, ze (y,I) je maximalni feSeni, pokud pro néj neexistuje rozsiteni.

Definice 7.4. Rekneme, 7e I C R” je otevieny interval, pokud existuji oteviené intervaly
Il,lg,...,jn tak, ze =1 x Is X -+ X I,.

Definice 7.5. Necht ¢ € R" a r > 0. Definujeme (otevienou) kouli jako:

B(e,r) =<z eR": ||z —¢|| =

Definice 7.6. Necht I C R" je otevieny interval a f: I — R je funkce. Rekneme, ze f je
spojita v bodé zy € I, pokud plati:

Ve > 030 >0Ve € B(xg,d)NI: |f(x)— f(zo)| <e.
Rekneme, ze f je spojita na I, pokud je spojité ve vSech bodech I.

Poznamka. Pokud jsou funkce fi, fo: R" — R spojité, pak i funkce fg a f + g jsou
spojité.
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Véta 7.7 (Peanova véta s y™ - dikaz pozdéji). Necht I € R™! je otevieny interval,
f: I — R je spojita a [zo,Yo,...,Yn—1] € I. Pak existuje § > 0, B(xg,d) a funkce y
definované na B(xz,0) tak, ze Vo € B(xg,d) spliuje nasledujici ODR:

y " (@) = fla,y(@),y/ (@), ...,y V()

s pocatec¢ni podminkou:

y(z0) = Yo, ¥ (z0) = y1, ...,y (x0) = Yn1.
Poznamka. Uvedme nékolik dulezitych poznamek k této véteé:

e ) miiZze byt velice malé, a tedy je mozné, Ze dostaneme TeSeni na velmi malém
intervalu.

e Tato véta neudava jednoznacnost feseni.
o Kazdé teseni 1ze rozsitit do maximalniho feeni.

Definice 7.8. Necht I C R? je otevieny interval. Rekneme, ze funkce f: I — R je
lokélné lipschitzovska vici y, pokud YU C I omezené existuje K € R tak, ze V[z,y| € U
a V[z,y] € U plati:

Véta 7.9 (Picardova véta - ditkaz pozdéji). Necht I C R? je otevieny interval a [xg, yo] €
I. Necht f: I — R je spojita a lokdlné lipschitzovska vici y. Pak existuje B(xg,d) a
funkce y definovana na B(zo, d) tak, ze Vo € B(xo,0) mame y'(x) = f(z,y(z)) s po¢ateni
podminkou y(z¢) = yo. Navic y je jediné feSeni na B(zg, ).

7.2 Rovnice prvniho radu

V této kapitole se budeme zabyvat rovnicemi typu ¢y = f(x,y). Rozlisujeme zékladni typy
rovnic:

y' = flz)
y' = g(y)h(z) (Rovnice se separovanymi proménnymi)
v =h (Q (Homogenni rovnice)
x
y = a(z)y + b(z) (Linearni rovnice prvniho fadu)
Y = a(x)y + b(z)y®. (Bernoulliho rovnice)
Vsimneme si, ze prvni rovnici lze vytesit pfimou integraci. Homogenni rovnici lze pomoci
substituce z(z) = @ prevést na rovnici se separovannymi proménnymi. Bernoulliho rov-

nici pomoci substituce z(z) = (y(r))!~* miZeme prevést na rovnici linedrni. To znamena,
ze se budeme zabyvat predevsim rovnicemi se separovanymi proménnymi a rovnicemi
linearnimi.
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Véta 7.10 (O existenci feSeni rovnice se separovannymi proménnymi). Necht h: (a,b) —
R je spojita. Necht g: (¢,d) — R je spojita a nenulova. Potom kazdym bodem [z, yo] €
(a,b) X (¢, d) prochézi pravé jedno feseni ' = g(y)h(z) s po¢ateéni podminkou y(xg) = yo.

Diikaz. Dokazeme nejprve existenci feSeni a potom jeho jednoznacnost. Jelikoz je g spojita
a nenulova, tak neméni znaménko. MuZeme definovat:

H(z) = / h(t) dt, Gly) = / g
7o v 9(5)
JelikoZ g neméni znaménko, tak je G monoténni a existuje G~1. Chceme ukézat, Ze y(x) =
G~ (H(z)) je Feseni. h a g jsou spojité, a tedy i H', G" a (G™!)’ jsou spojité. Podle derivace
slozené funkce a derivace inverzni funkce plati:

Ovéfime, ze splituje poc¢ateéni podminku, pficemz ziejmé H(zg) = 0, G(yo) = 0:
y(wo) = G (H(x0)) = G7(0) = yo.

Tim jsme dokazali existenci. Zbyva jednoznacnost, kterou dokazeme sporem. Necht mame
funkce y a a, které spliuji:

Y (z) = g(y(x))h(x), d'(z) = gla(x))h(z),

kde y(x¢) = yo = a(xy). Jelikoz ¢ je nenulova, tak muzeme psat:

Zintegrujeme a dostaneme:

Gly@) ~ Glyteo)) = [ L= [ s = Glate)) - Glaleo))

0 9(Y(2)) 0 9(a(z))
kde G(y(zo)) = G(a(xg)) = yo. Tim padem plati, ze G(y(z)) = G(a(z)), a jelikoz G je
monotonni, tak y(x) = a(z) a dikaz je hotov. O

Uvedme jeSté postup pii feSeni rovnice se separovannymi proménnymi:
1. Uréime maximaln{ inetrvaly I v Dy, tedy kde vSude je h definované.

2. Najdeme body, kde g(d) = 0. Pak y(z) = d je feSeni. Uré¢ime maximalni intervaly
J, kde g je nenulova a touto funkci rovnici podélime.

3. Pro x € I hledame feSeni s hodnotami v J rovnice:

= h(z) = G(y(x)) = H(x) + ¢,

kde H je primitivni k h a G je primitivni k é.
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4. Zafixujeme c a hleddme feseni y(x) = G (H(z) + ¢). Toto Yefeni je na {z €

I+ H(z)+ce G)}

5. Reseni ve ¢tvrtém bodé slepime s konstantnim feSeni v druhém bodé a dostaneme
vSechna maximalni feSeni.

Véta 7.11 (O feSeni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu). Necht (¢,d) C R je
interval, zo € (c,d) a a,b: (¢,d) — R jsou spojité funkce. Maximalni FeSeni rovnice
Yy = a(x)y + b(x) s pocateéni podminkou y(xg) = yo ma Vz € (¢, d) tvar:

y(z) = (/ b(t)e A® dt) e 4 ypet®)
xo

kde A je primitivni k a a A(xy) = 0.

Diikaz. Dosazenim se presvédcime, ze y(zo) = yo. Nejprve dokdzeme existenci. Ziejmé:

</x: blt)e™ 0 dt)/ = b(x)e~A@,

y'(x) =b(z) + (/x b(t)e A dt) e*@a(x) + yoeta(x)

zo

Tedy:

Nyni:

a(x)y(x) + b(x) = a(z) (/az b(t)e AW dt) @ 4 yoe®@a(z) + b(x) = 9/ (2).

zo

y(z) tedy skutecné fesi nasi rovnici Vx € (¢, d) s poc¢atecni podminkou y(zg) = yo. Zbyva
dokazat jednozna¢nost. Dokazeme ji opét sporem. Necht y a z jsou funkce spliiujici:

Y(@) = alz)y(x) + b(z), #(@) = a(z)=(z) + bz),
kde y(zo) = z(x9) = yo. Zvolme novou funkci u tak, ze u =y — z. Pak:
u'(z) = a(x)u(z), u(xy) = 0.
u = 0 TeSi tuto rovnici. Déle:

u'(x)

u(z)

Nyni feSeni zapiSeme tak, ze bude fungovat i pro v = 0. Mame:

= A(z) = Inju(z)] = A(z) + ¢ = u(x) = T ceR.

A(z)

u(z) = ™, ¢ eR.

Z u(xp) = 0 snadno dostaneme, ze ¢ = 0, a tedy u = 0 = y — z. Z toho plyne, Ze y a z
jsou stejné funkce a feSeni je tedy jednoznac¢né. Tim je véta dokazana. O
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7.3 Systémy linearnich ODR a linearni rovnice n-tého radu

Definice 7.12. Necht I C R je interval a méjme funkce ag,aq,...,a,_1,b: I — R.
Linearnf ODR fadu n nazveme rovnici:

Y™+ a1 (@)y" D+t an(@)y + aolx)y = f(z), x € 1.
Jestlize b = 0 na [, pak se rovnice nazyva homogenni.

Definice 7.13. Necht I C R je interval a méjme funkce b,y: I — R™. Necht A: I — R™
je maticova funkee, kde A = (a;;);';—; pro i,j € {1,...,n}. Systémem ODR prvniho fadu
nazveme systém rovnic:

y/l = a11(517)y1 + aoys + - - + aln(x)yn + b1<33'),
yé = a21($)y1 + agg(l')yg +---+ a2n<x)yn + bg(l’),

y;;, = anl('x)yl + anZ(x)yZ + -+ ann(x)yn + bn(x)

Maticovym zéapisem rozumime y' = Ay + b. Jestlize b = 0, pak se soustava rovnic nazyva
homogenni.

Poznamka. ResSeni jedné diferencidlni rovnice fadu n lze pfevést na reSeni systému n
rovnic prvniho fadu. Tento postup zde uvedeme a véty o systémech rovnic tak miizeme
aplikovat i na rovnici jednu. Necht y fesi nasledujici rovnici

y™ 4 an,l(:c)y("fl) + -+ a1 (x)y + ao(z)y = b(x)

s pocéateéni podminkou y(zo) = vo, ¥ (20) = y1,...,y" Y (xg) = yn_1. Pak funkce u; =

y,us =1y, . .., u, = y" Y Fesi soustavu:
uy = ug,
uy = usz,
u, =b(x) — an_1(2)u, — ... — ag(x)uq,
ktera ma pocatecni podminku uq(zg) = yo, u2(xo) = Y1, .., Un(x9) = Yn_1. Nyni si tedy

vyslovime véty pro soustavy rovnic prvniho fadu, které maji okamzité analogické disledky
pro jednu rovnici fadu n.

Véta 7.14 (O existenci feSeni systému ODR prvniho fadu - dikaz pozdéji). Necht I C R
a méjme spojité funkce b;,a;;: I - Rproi,j € {1,...,n}. Necht zp € I, yp e R*a A =
(aij)i j=1 je spojitd maticovd funkce. Pak existuje pravé jedno feSeni rovnice y' = Ay + b
s pocatecni podminkou y(zg) = yo definované na celém 1.

Véta 7.15 (Prostor feseni ODR prvniho fadu). Necht I C R je interval a méjme spojité
funkee bj, a;;: I — Rproid,j € {1,...,n}. Necht A = (a;;)7;_, je spojitd maticova funkce.
Oznac¢me:

L(y) =y — Ay, H=Ker L = {y € C'(I,R"): L(y) = 0 na I},
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kde C! je prostor jednou spojité diferencovatelnych funkci. Pak H je vektorovy prostor
dimenze n. Ozna¢me M mnoZinu vSech feSeni nehomogenniho systému rovnic Ly = ¢’ —
Ay = b a necht gy, je jedno pevné feseni L(yg) = b. Pak:

M = yy+ Ker L.

Dikaz. Necht xq € I. Podle pfedchozi véty existuje FeSeni yi,...,y, rovnice y = Ay
takové, ze:

yl(l’()) = [1,0, e ,0] = ey,
y2(wo) = [0,

Il
—_

,...,0]282,

Un(z0) =10,0,...,1] =e,.

Dokazeme, ze y1, ..., y, tvori bazi H. Nejprve dokazeme linearni nezavislost. Necht exis-
tuje C1,...,C, € R tak, ze v C'(I,R") plati:

Specidlné pro x = o dostaneme:
cCier+---+Che, =0.

Tedy jsme dokéazali linearni nezévislost, protoze C; = --- = C, = 0. Zbyva dokazat,
ze kazdé teSeni lze zapsat jako linearni kombinace yi, ..., ¥y,. Dale necht y € M. Necht
y(xo) = [, ..., ay). Z toho:

y(zo) = aryi(zo) + -+ - + anyn(wo)-
Podle predchozi véty existuje pravé jedno feseni ' = Ay s pocatecni podminkou y(zg) =
[, ..., ap). Ale take

y(zo) = aryi(xo) + -+ - + anyn (o)
fesi y' = Ay s pocateéni podminkou y(z¢) = . Z jednoznacnosti fesSeni plyne, Ze feSeni
je tvaru:

y(x) = onya(z) + -+ + anyn().
Coz je linearni kombinace y1, . . ., y,, a tedy y1, . . ., y, tvori bazi H. Jest€ musime dokazat,
ze M = yo + Ker L. Za¢neme inkluzi yy + Ker L C M. Necht y € H. Pak:
(yo+uy) =Ayo+b+Ay=Alyo+y) +b=yo+y € M.

Zbyva opa¢na inkluze. Necht y; € M. y; Tesi y) = Ayy + b. Ozna¢me y = y; — yo. Pak
plati:
V=t~ =An+b—(Ayp+b) = Ay —w) = Ay =y H

Tim je dikaz hotov. O

Definice 7.16. Libovolnou bézi {y,...,y,} prostoru H = Ker(y' — Ay) nazyvime fun-
damentalnim systémem feeni (dale také FSR) homogenni rovnice 3y’ = Ay.
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7.4 Rovnice n-tého rfadu s konstantnimi koeficienty

Definice 7.17. Necht ag,aq,...,a,-1 € R. Pak
ANy A" A+ ag=0
nazveme charakteristickym polynomem rovnice:
™+ a1y o+ ay +ag = 0.

Véta 7.18 (FSR pro rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty). Necht ag, aq, .. .,
an—1 € Ranecht \q,..., \; jsou kofeny charakteristického polynomu s nésobnosti sq, ...,
Sk, kde s1 + - -+ 4+ s, = n. Pak nasledujici funkce

M get® o psiTlehm e sk ledke

tvoii fundamentalni systém feSeni na R rovnice
Y™+ a1y Y+ agy = 0.
Diikaz. Tento dikaz rozdélime do ¢tyt krokii:

1. Dokazeme, ze e’ je feSenim rovnice. Ozna¢me L(y) = y™ +a,_1y" V4 -+ ayy/ +
apy. Necht @) je charakteristicky polynom této rovnice. Jisté plati:

nebot Q(\) = 0, protoze A je koten charakteristického polynomu. e’ je tedy sku-
tecné reSeni.

2. Necht A = 0 je s-nasobny kofen charakteristického polynomu ). Chceme ukézat, ze
1,z,...,2° ! patif do FSR. Plati:

Q) = NP\ = A" +a, 1 A\ aA

sS—

Jelikoz derivace 1,...,2°"! fadu s a vyssi jsou 0, tak jsou tyto funkce feSenim

rovnice.

3. Necht Ao je s-nasobny koren charakteristick¢ho polynomu . Chceme dokézat,
7e et et |y patii do FSR. Budeme hledat feseni ve tvaru y(z) =
c(z)ero®. Pak jisté:

s—le/\ox

Y () = (2)e™® + c(z)Nge”
y'(x) = " (1) 4 ¢ (2) A" + ¢ (2) Xoe” + c(x) N2,
Obecné plati:
L(y) = L(ce™*) = ™" M(c),

kde M je linearni diferenciélni operdtor fadu n s konstantnimi koeficienty. M je
nasledujictho tvaru:

M(c) = bnc™ 4 b, 4 by + bye,
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kde b e Ra j € {1,...,n}. Oznatme @), charakteristicky polynom M. Z prvniho
kroku vime, ze L(e*) = e*Q()\) a analogicky dle toho plati M (e*®) = e**Q(N).
Toto upravime nésledovné:

M (e (e eror L (A+Xo)z
Q1(N) = er) Lt i?)\+/\o)a:):Q()‘+/\0)'

e)\x e)\xe/\ox

Vime, Ze Ao je s-nasobny kofen (). Z toho pak snadno nahlédneme, Ze ()1 ma 0 jako
s-nésobny kofen. Podle druhého kroku pak 1,z, ..., 2% ! pat¥i do FSR M(c) = 0. Z
y = ce™® plyne, ze funkce

L xet L gt lhe

patif do FSR L(y) = 0.

. Dokazeme nakonec, ze funkce e’i®, ... z5~teN® j € {1,... k} jsou linedrné neza-

vislé. Dikaz provedeme sporem. Necht existuji polynomy P, ..., Py, kde deg P <
sj_1, tak, Ze plati:

Z Pi(z)eN® = 0 = P(x)eM® 4 ... 4 Py(x)e®.

j=1
Navic dale P; # 0. Rovnost vynasobime e *+*. Pak:
0="P (av)e(’\lf’\’“)gC + Pg(x)e()‘r)‘k)x + -+ Pr(x).
Tuto rovnost sp-krat zderivujeme a dostaneme:
0= Ry(z)eM— W 4. 4 Rk_l(x)e(/\’“—l_’\k)w,

A—1—Ak)T

kde deg R; = deg P;. Tuto rovnost bychom opét vynasobili e~ a Sp_1-krat

ji zderivovali. Tento analogicky postup provedeme (k — 1)-krat. Zbyde:
S(z)e’ =0,

kde deg S = deg P;. Z této rovnosti dostavame, ze S = 0. Dostavame spor s P; Z 0.
Posloupnost funkei je tedy linearné nezavisla.

Tim jsme dokazali vSe nutné, aby véta platila. O

Véta 7.19 (O specialni pravé strané pro rovnici n-tého fadu). Necht ag, aq,...,a,-1 € R.
Necht P, (x) je polynom m-tého fadu a (a + if3) je k-nadobny kofen charakteristického
polynomu. Pak rovnice

y(") + -+ ary + agy = P()e® cos(Bzr),

popripadé také rovnice

y(n) B aly, + agy = Pm(x)eax Sin(ﬁx),

ma na R feSeni ve tvaru:

y(r) = 2"Q,, (2)e™ cos(Bx) + 2* R, (2)e*” sin(Bx),

kde @,, a R,, jsou polynomy stupné m.
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Poznamka. Neni-li prava strana ve tvaru kvazipolynomu, pak lze reSeni nehomogenni
rovnice najit metodou variace konstant ve tvaru:

y(r) = Z Ci(x)yi(z),

kde {y1,...,yn} tvori FSR rovnice

y™ o ay +agy = 0.

7.5 Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

Véta 7.20 (FSR pro soustavu rovnic s konstantnimi koeficienty). Necht méa matice A fadu
n vSechna vlastni ¢isla A, ..., A\, po dvou navzajem rizna a necht vy, ..., v, jsou piislusné
vlastni vektory. Pak vektorové funkce v1eM®, ... v,e’® tvoii fundamentalni systém feSeni
rovnice ¢y’ = Ay na R.

Diikaz. Necht y(x) = v;eN® kde j € {1,...,n}. Pak ¢/(z) = v;\;eM?. Déle:
y'(@) = vAeN" = Aved” = Ay(a),

protoze Av; = A\;v;, protoze \; je vlastni ¢islo a v; vlastni vektor. Mame tedy n TreSeni a
chceme dokazat, ze tyto feSeni jsou linearné nezavisla. Necht pro spor existuje C; € R,
kde i € {1,...,n}, tak, ze Vo € R plati:

CrvreM® + Covee™?® + o 4 O v,e™* = 0.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, 7Ze C; # 0. Rovnost vySe vynasobime e % a
zderivujeme:

Cl()\l — )\n)vleo\l_An)m + -4+ Cn—1(>\1 _ )\n)vn_le(knfl—)\n)z =0
Obdobny postup zopakujeme (n — 1)-krat a dostaneme:
Cidve™ =0 = ) = 0.

Z toho dostavame spor a muzeme tedy Tict, Ze posloupnost je linearné nezavisla. Je tedy
baze a tvori FSR. O

Poznamka. Nema-li matice A viechna vlastnf ¢fsla rizna, pak lze FSR také algoritmicky
sestrojit. Uvedeme zde bez dikazu obecny postup. Necht A je k-nasobné vlastni ¢islo.

1. Pokud existuje k linedrné nezavislych vlastnich vektort vy, ..., v, tak do FSR déame
funkce:
v1e™ vee™ L ue



96 7.5 Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

2. Pokud existuje pouze jeden vlastni vektor v;, nalezeme Jordaniv fetizek vektoru
va, ..., Uk, aby platilo:

(A= Xvy =0, (A= X)vg =v1,..., (A= AN)vg, = vp_1.

Do FSR pak dame funkce:

2 Ik

T
A A A A A
,U136x+7j2$€m+1}36 o =vet Tt 4 et

k!

A

11, v e 4 vye?

3. Pokud existuje vice vlastnich vektort, ale neni jich k, pak musime najit Jordanovy
fetizky rtznych délek tak, abychom nakonec méli bazi slozenou z Jordanovych fe-
tizka.

Definice 7.21. Necht y!, 42, ..., y" tvoii FSR rovnice y' = Ay. Pak matici
yi(z) ... (=)
un(@) .. yn(2)

nazyvame fundamentalni matici soustavy 3y’ = Ay a plati ¢'(z) = Ap(z).

Lemma. Necht ¢ je fundamentéalni matice soustavy y' = Ay na intervalu I. Pak ¢(z) je
regularni Vx € I.

Diikaz. Dokazeme sporem. Necht existuje xo € I a C; € R tak, ze:
C’lyl (LL’()) +--+ C’ny”(mo) =0.

Podle véty o existenci FeSeni soustavy ODR prvniho fadu existuje pravé jedno fesSeni
spliiujici y(z¢) = 0. Toto FeSeni je y = 0. Ale také funkce

y(x) = Cry'(wo) + - - - + Coy" (o)

je TeSeni splijici y(z¢) = 0. Z jednoznacnosti dostavame, ze C; = --- = C,, = 0. Funkee
jsou tedy linearné nezavislé, a tedy je matice ¢ regulérni. O

Stejné tak je regularni i matice ¢ ~!. Z Cramerova pravidla totiz méame:

(1) det(p()is)
det(p(z))

kde a;; je prvek matice ¢! na i-tém fadku a j-tém sloupci a ¢;; je matice, kterd vznikne
z ¢ vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Jelikoz je Vo € I matice p(z) spojita, je
spojita i ¢(x);;. Podilem spojitych funkef opét vznikne spojita funkee, a tedy i o *(z) je
spojita Va € 1.

aij =
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Véta 7.22 (Tvar feSeni pro soustavu ODR). Necht I je interval, A: [ — R™™ a b: [ —
R" jsou spojité funkce, zy € I a y° € R". Pak maximalni feSeni rovnice 3y = Ay + b s
pocate¢ni podminkou y(zg) = y° ma tvar:

o) = (@) )i + o) [ o b0
o
kde ¢ je fundamentélni matice soustavy.
Diikaz. 7 lemmatu vime, Ze Vx € I je ¢(x) spojita. To samé pak plati pro jeji invers, jak
jsme odvodili pfed vétou, a tedy ma integral na pravé strané smysl. Oznac¢me:

) = el (a)s + (o) [ o7 b0
)
Podle véty o derivaci podle horni meze plati:

Y(2) = ¢ (@)¢™ (@o)y” + ¢(2) / z P (B)b(E) dt + ()™ (2)b(x)

)

A (90(95)901(330)90 T o) / "o (b(t) dt) T b(x) = Ay() + b(a),

o

Dale snadno ovéfime:

o

y(20) = lz0)e ()" + ¢(z0) / oM (Ob(E) dt = 1.

Zo

Tim je diikaz dokoncen. [

Dtusledkem této véty je véta o specialni pravé strané pro rovnici n-tého radu, kterou ale
nebudeme dokazovat. Dalsim disledkem je i nasledujici véta, kterou opét ponechame bez
dikazu.

Véta 7.23 (O specidlni pravé strané pro soustavu n-tého radu). Necht A € R™" je
matice a p, ¢ jsou vektory polynomu tvaru n x 1. Pak soustava

y' = Ay + p(x)e™ cos(bx) + q(x)e™ sin(bx)
mé na R feSeni tvaru:
y(x) = p(x)e cos(bx) + q(x)e™ sin(bx),
kde p a ¢ jsou vektory polynomt a plati:
max{degp, deg ¢} = max{degp, degq} + I,
kde [ je nasobnost (a + ib) jako vlastniho ¢isla A.

Poznamka. Neni-li prava strana ve tvaru kvazipolynomu, pak lze reSeni nehomogenni
rovnice najit metodou variace konstant ve tvaru:

y(z) = Z Ci(x)yi(),

kde {y1,...,y} tvoii FSR rovnice 3/ = Ay.
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8 Metrické prostory

8.1 Zakladni pojmy

Definice 8.1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, g), kde P je mnozina
bodt a o: P x P — R spliiuje néasledujici podminky. Vx,y, z € P plati:

ozy) =0ez=y, (1)
o(z,y) = oy, ), (2, symetrie)
o(z,2) < o(z,y) + o(y, 2). (3, trojuhelnikova nerovnost)

Funkce p se nazyva metrika.
Poznamka. Z definice okamzité plyne, ze P x P — [0,00) a o(x,y) > 0.
Nyni se s ditkazy podivame na nékolik prikladi metrickych prostorii.

Véta (Souc¢tova metrika). Necht g; na R™ x R™ spliwje:

n

o(z.y) = Z |z — wil,

i=1
kde z = [z1,...,2,) a y = [y1,...,yn). Pak dvojice (R™, 1) tvoii metricky prostor.

Diikaz. Jisté Va,y € R™ je p1(x,y) € [0,00). Prvni dvé podminky jsou jisté splnény. Prvni
podminkuokamzité vidime z dosazeni. Druha podminka plati, protoze méame absolutni
hodnotu. Zbyva ovérit tfeti podminku. Necht z,y, z € R". Pak:

n n

o1(z, z) = Z 2 — 2| < Z [z = yil + [y — 21 = a1(@,y) + 01y, 2)-
i=1 i=1

Tim jsme ovéfili v8echny podminky. Dvojice (R", 01) tedy tvori metricky prostor. O
Véta (Maximova metrika). Necht 0., na R™ x R" spliwje:

Oco = 1Max |$z - yi|7
i={1,...,n

kde z = [x1,...,2,) ay = [y1,...,yn]. Pak (R", 05 ) tvoii metricky prostor.

Diikaz. Ziejmé Vr,y € R" je 05 € [0,00). Prvni dvé podminky opét vidime okamzité.
Necht x,y, z € R"™. Jisté existuje j € {1,...,n} tak, Ze plati:

0oo(,2) = max {[w; — 2} = |z; — z].

geeey

Pak:
|5 — 2| <oy —y;l + y; — 2.
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Ziejmé plati:

,,,,,

Nakonec tedy:

00025 2) < 000, ) + 000 (Y, 2)-
Dvojice (R™, 0,) tedy tvoii metricky prostor. O]
Véta (Supremova metrika). Necht [a,b] je interval a funkce gg.p(f,g) definovana na
C([a,b]) x C([a,b]), kde C([a,b]) oznacuje mnozinu vsech spojitych funkci na [a,b], spl-
nuje nasledujici:

osup(f, 9) = sup |f(z) — g(z)].

z€[a,b]
Dvojice (C([a, b]), 0sup) Pak tvoii metricky prostor.
Diikaz. Necht f,g jsou spojité na [a,b]. Déle |f — g| je spojita a na [a,b] nabyva svého
maxima, a tedy ma funkce gg,, smysl a je gsup € [0, 00). Prvni dvé podminky jsou opét
trividlni, a tedy sta¢i dokdzat podminku tfeti. Necht h je také spojitd na [a,b]. Ziejmé
Vx € [a,b] plati:

|f(z) = h(z)| < |f(x) — g(x)| + |g(x) — h(z)| < sup |f(y) —g(y)| + sup [g(y) — h(y)|

y€(a,b] y€la,b]
= qup<f7 g) + qup(gv h)

Vidime, ze gsup(f, g) + 0sup(g, k) je horni zavora mnoziny {|f(z) — h(z)|,z € [a,b]}. Tedy
jisté:

qup(fa h) < qup(fa g) + qup(ga h).
Dvojice (C([a,b]), 0sup) tvoii metricky prostor. O

Véta (L' metrika (integralnf metrika)). Necht [a, b] je interval a necht funkce g;,; defino-
vana na C([a, b]) x C([a, b]) spliuje:

omi(f,9) = / |f(x) — g(x)|de.

Pak dvojice (C([a,b]), 0int) tvori metricky prostor.
Diikaz. Funkce gy je jisté dobfe definovana a pro kazdé f,g € C([a,b]) spliwuje o €
[0,00). Pokud f = g, pak gmi(f,g) = 0. Déle pokud gins(f,g) = 0, tak f(z) — g(x) = 03
pro vSechna z € [a, b], takze f = g. Tim padem prvni podminka plati. Druha zFejmé takeé.
Ovéfime posledni podminku. Necht f, g, h € C([a,b]). Pak:
b b
ol £0) = [ 1f@) = h(a)| do < [ (17() =~ h@)] + Ih(e) — g(a) do

= Qint(f; h) + Qint(h7 g)
Dvojice (C([a,b]), omt) tedy tvori metricky prostor. O

3Toto tvrzeni neni trivialni a je tieba jej zvlast dokazat.
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Véta (Diskrétni metrika). Necht P je libovolnd mnozina. Necht funkce g4: P x P —
[0, 00) spliwje:

L, z#y,
0, z=uy.

Qd<x7 y) =

Pak dvojice (P, g4(x,y)) tvori metricky prostor.

Diikaz. Prvni dvé podminky jsou jisté splnény. Necht z,y, 2z € P. Pokud = = z, pak je
o(z,z) = 0. Pokud naopak x # z, pak bud = # y nebo z # y. Pak tedy plati:

Qd<x7y) + Qd(yu Z) > 1= Qd(xa Z)'
Treti podminka je také splnéna a dvojice (P, g4(,y)) tvoii metricky prostor. O

Ukazeme nyni, co je to Euklidovskd metrika na R", se kterou budeme ¢asto pracovat.
Nejprve ale dokdzeme Cauchyovu a trojihelnikovou nerovnost.

Véta (Cauchyova nerovnost). Necht n € N a ay,...,a,, by,...,b, € R. Pak plati:

(&) =(24) (£%)

Diikaz. Pokud Vi € {1,...,n} plati, Ze a; = 0 nebo b; = 0, tak je tvrzeni zfejmé. Predpo-

kladejme tedy, ze > i | a? > 0. DokéZeme nésledujicim trikem. Jisté plati:

=1 =1 =1 =1

To je kvadraticka funkce, ktera je Vo € R nezdporna a > ., a? > 0. Tato kvadraticka

=1 "1
rovnice mé tedy nejvyse jeden kofen. Spocitame determinant této rovnice:

7 toho pak dostaneme:
n 2 n n
() = (54) ().
i=1 i=1 i=1

Z toho pak snadno dostaneme Cauchyovu nerovnost. O]

Véta (Trojuhelnikova nerovnost). Necht z,y,z € R™ a o(z,2) < o(z,y) + o(y, z). Pak
plati:

n n n

Z(% —2;)? < Z(% —¥i)® + Z(yz — ;)%

=1 =1 =1
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Diikaz. Oznacme a; = x; —y; a by = y; — z;, a to Vi € {1,...,n}. Pak:

n

> (4 +b)* < zn:aZ?Jr Zn:bg.
=1 =1

i=1

Rovnost upravime:

n

Zn:aﬂrb Za +2Zalb +Zb2<2a +2 Za? Zn:bean:b?,
1=1 i=1 i=1

i=1

7 toho pak snadno dostaneme:

coz je Cauchyova nerovnost. Trojuhelnikova nerovnost tedy plati. O]
Nyni se kone¢né miuzeme podivat na Euklidovskou metriku.

Véta (Euklidovska metrika). Necht z,y € R™. Definujeme:

Dvojice (R™, g.) tvoii metricky prostor.

Diikaz. Prvni dvé podminky jsou ziejmé. Tteti pak okamzité plyne z trojihlenikové ne-
rovnosti. [

Definice 8.2. Necht (P, ) je metricky prostor, z € P ar > 0. Otevienou kouli se stfedem
x a polomérem r rozumime:

B(z,r)={y € P: o(z,y) <r}.

Definice 8.3. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina G C P je oteviena
v (P, p), jestlize pro kazdy bod = € G existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C G. Rekneme, Ze
mnozina F' C P je uzaviena v (P, o), pokud P\ F je oteviena.

Poznamka. Plati nasledujici:

1. Oteviena koule je oteviend mnozina. DokédZzeme. Necht zq € P a ry > 0. Chceme
dokazat, ze B(xo,10) je oteviend. Necht z € B(zg,19). Polozme r = o — o(z, x¢).
Dokéazeme, ze B(x,r) C B(xg,10). Jisté Vz € B(x,r) plati:

o(wo, 2) < o(wo, x) + 0(x, 2) < o(xo, ) + 1 = o(x0, ) + 70 — 02, 20) = 70.

Oteviena koule je tedy skute¢né oteviené.
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2. Uzaviena koule je uzavienad mnozina. Opét dokazeme. Staci ukazat, ze P\ B(zo, o)
je otevienéa. Necht © € P\ B(xg, 7). Polozme r = g(xg,z) — ro > 0. DokdZzeme, Ze
B(xz,r) C P\ B(xg,10). Jisté Vz € B(z,r) plati:

(o, 2) = o(xo,x) — o(x, 2) > o(x0, x) — 1 = 0(T0, ¥) — 0(T0, ) + 19 = To.
Uzaviena koule je tedy uzaviena.

Véta 8.4 (Vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor. Pak plati
néasledujici:

1. @ a P jsou otevrené.
2. Jsou-li Gy,...,G, oteviené, pak [;_, G; je oteviena.

3. Necht A je libovolna (i nekone¢na) indexova mnozina. Jsou-li G,, a € A oteviené,
pak (J,c 4 Ga je oteviena.

Driikaz. Postupné dokazeme jednotliva tvrzeni:
1. Toto tvrzeni je zfejmé.

2. Necht z € (N, G;. Pak x € G, a také vime, ze G; je oteviena Vi € {1,...,n}.
JelikoZ je oteviena, tak Vi € {1,...,n} existuje r; tak, ze B(z,r;) C G;. Zvolme
r = min;_g ., 7. Pak plati:

B(z,r) C B(z,r;) C Gy = B(x,r) C ﬂGi.

i=1

3. Necht z € UaeA G,. Pak existuje oy € A tak, ze x € G,, a G,, je oteviena. Pak
existuje r > 0 tak, ze plati:

B(z,1) C Gy, C U Ga.

acA
Z toho dostavame, Ze J, .4 G je oteviena.
Tim jsme dtkaz dokondili. O
Véta 8.5 (Vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, ) je metricky prostor. Pak plati:
1. @ a P jsou uzaviené.
2. Jestlize jsou Fy, ..., F, uzavfen¢, tak (J;_, F; je uzaviena.

3. Necht A je libovolna (i nekone¢na) indexova mnozina. Jsou-li F,, o € A uzaviené,
pak jsou (1,4 Fo uzaviené.

Diikaz. Dokézeme postupné jednotliva tvrzeni:
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1. Plati, z2e P\ @ = P a P\ P = &. P a & jsou oteviené, a tedy & a P jsou také
uzavrene.

2. Necht Vi € {1,...,n} je F; uzaviena. Pak P\ F; je oteviena. Pak ale P\ |J,_, F; =
Ni_, (P \ F;) je oteviena podle predchozi véty. | J;—, F; je tedy uzaviena.

3. Necht P\ F, je uzaviena. Pak P\( c4 Fo = Unca(P\ Fa) je oteviena dle piedchozi
vety. (pea Fa je tedy uzaviena.

Véta je tedy dokazéana. O]

Definice 8.6. Necht (P, p) je metricky prostor, A C P a x € P. Rekneme, 7e z je
vnitinim bodem A, jestlize existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C A. Mnozinu v8ech vnitifnich
bodu A nazyvame vnitikem A a znac¢ime int A.

Véta 8.7 (Charakterizace vnitiku). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom
int A je nejvétsi (vzhledem k mnozinové inkluzi) oteviena mnozina obsazena v A.

Driikaz. Nejprve dokédzeme, ze int A je oteviena mnozina. Podle definice Va € int A existuje
r > 0 tak, ze B(z,r) C A. Dokdzeme, ze B(x,r) C int A. Yy € B(x,r) zvolme 7 =
r — o(z,y). Pak plati:

B(y,7) C B(z,r) C A,

protoze Vz € B(y,T) plati:

o(z,z) < o(z,y) +oly, ) <7+ o(y,v) =T

Tedy dostavame, ze y € int A. Dale Vx € int A existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C int A. int A
je tedy oteviena. Dale ukazeme, ze int A C A. To je ziejmé. Zvolime z € int A. Pak {z} €
B(z,r) C A, atedy x € A. Nakonec staci ukazat, ze int A je nejvétsi oteviend podmnozina
obsazena v A. Dokazeme to sporem. Necht existuje G oteviena tak, ze int A C G C A.
Pak existuje € G\ int A. G je ale otevienad mnozina, a tedy existuje r > 0 tak, Ze
B(x,r) C G C A. Z toho dostavame, ze x € int A, coz je spor. Véta tedy plati. O

Disledek. Jestlize je A oteviena, pak int A = A.

Definice 8.8. Necht (P, o) je metricky prostor, M C P a z € P. Rekneme, ze z je
hrani¢nim bodem M, jestlize Vr > 0 plati M N B(x,r) # @ a (P\ M) N B(z,r) # @.
Mnozinu v8ech hrani¢nich bodi M nazyvame hranici M a znacime ji OM . Uzavér mnoziny
M je definovan jako M = M U OM.

Véta 8.9 (Uzavér a uzaviené mnoziny). Necht (P, g) je metricky prostor a A C P. Pak
A je uzaviena v P pravé tehdy, kdyz A = A.

Diikaz. Dokézeme jendotlivé implikace.

1. Prava implikace: Jestlize je A uzaviena, tak P\ A je oteviena. Tedy Vx € P\ A
existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C P\ A. Tim paddem z ¢ 9A. Z toho dostavime, Ze
OAC A atedy A= AU0A = A.




104 8.1 Zakladni pojmy

2. Leva implikace: Pfedpokladame, 7e A = A = AU 0A. Z toho plyne, 7e 0A C A.
Neboli Vo € P\ A plati ¢ 0A. Tedy existuje r > 0 tak, ze B(z,r) N A = @
nebo B(x,r) N (P \ A) = @. Jenze druhda moznost nemize nastat. Tim padem
B(z,7) N A = @. Z toho B(x,r) C P\ A. Tedy P \ A je oteviend, z ¢ehoz hned
plyne, ze A je uzaviena.

Tim jsme vétu dokazali. O]

Definice 8.10. Necht (P, o) je metricky prostor. Necht A C P az € P. Potom vzdélenost
bodu x od mnoziny A definujeme nasledovné:

dist(x, A) = inf{o(x,y),y € A}.
Véta 8.11 (Vlastnosti uzavéru). Necht (P, ¢) je metricky prostor a A C P. Potom plati:
1. Jestlize A C B, tak A C B.
2. Necht A # @. Pak A = {x € g: o(x, A) = 0}.
3. Plati A = A. Jinymi slovy plati, Ze A je uzaviena mnozina.
Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:

1. Necht 1 € A = AUOJA (C BUOA). Je-liz € B, pak € B = BUJB. Je-li
naopak z € 0A a x ¢ B, pak Vr > 0 plati B(z,r) N A # &. Pak jelikoz A C B
plati B(z,r) N B # & a zaroven {z} € B(z,r)N (P \ B) # &. Z toho dostaneme, ze
r € 0B, atedy x € B.

2. Ozna¢me M = {z € P: dist(xz,A) = 0}. Dokézeme, ze M je uzaviend. Necht
y € P\ M. Pak dist(y,A) > 0. Tedy existuje r > 0 tak, ze B(y,r) N A = @.
Dokézeme, e B(y,r) C P\ M. Pak Va € A aVz € B (y,%) plati:

o(,0) > o(y,a) = olzy) > 71— 5 = .
Z toho dostavame, ze z € P\ M, a tedy B (y,%) C P\ M. Jinymi slovy Vy € P\ M
existuje r > 0 tak, ze B (y, g) C P\ M. Z toho plyne, ze P\ M je oteviena, a
tedy M je uzaviené. Podle prvniho bodu této véty je A C M. Tedy A Cc M = M,
protoze M je uzaviena. Dokazeme nyni, ze i M C A. Nechf x € P\ A. Pak = ¢ 0A.
Takze existuje r > 0 tak, ze B(z,7) N A = @ nebo B(z,r) N P\ A= @. Vzhledem
k tomu, ze x € P\ A C P\ A, tak druhd moZnost nenastane. Tim padem existuje
r > 0 tak, ze B(z,r)N A= @. Pak dist(z, A) >r,atedyx ¢ M.Z P\AC P\ M

dostavame, ze M C A.

3. Pro A =& je A = @ a tvrzeni j zfejmé. Podle dukazu druhé casti véty vime, ze
A= M a M je uzaviena. Dle predchozi véty je tedy M = M. Jelikoz A = M, tak
A=M=M = A.

Vétu jsme timto dokazali. O
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8.2 Konvergence a spojitd zobrazeni v metrickych prostorech

Definice 8.12. Necht (P, 0) je metricky prostor a {z,};°; je posloupnost prvki z P
a x € P. Rekneme, 7Ze {z,}°°, konverguje k = v (P, p), jestlize lim, o 0(z,, ) = 0.
Znacime lim,_, x, = x, nebo z, > x.

Poznamka. Pro metricky prostor (R, g.) je tento pojem konvergence shodny s diive
zavedenym.

Véta 8.13 (Vlastnosti konvergence). Necht (P, ¢) je metricky prostor. Pak plati:

1. Necht pro posloupnost {x,}>2 | z P existuje np € N a x € P tak, ze Vn > ng plati
r, = x. Pak lim,_,. z, = x.

2. Necht lim,, ,o x, = a lim, . z, = y. Pak z = y.

3. Necht {z,, }?2, je vybrana posloupnost z {z,}5>, a necht lim, ,, z, = z. Pak
limy o0 2, = .

Diikaz. Postupné dokazeme:

1. Je déano, ze Vn > ng plati o(z,,x) = 0. Tedy lim, , o(z,,x) = 0. Jinymi slovy
0
Ty — T

2. Zrejmé plati:
n—oo
o(z,y) < o(z, x,) + o(zn,y) — 0=z =1y.

3. o(zp,,x) je vybrana posloupnost z o(z,, z). Dle véty o limité vybrané posloupnosti
plati, Ze limy_,o0 7y, = .

Tim jsme vétu dokazali. O]

Definice 8.14. Necht (P, o) a (@, o) jsou metrické prostory. Necht M C P, f: M — @
a xg € M. Rekneme, 7Ze f je spojitd v xy vzhledem k M, jestlize plati:

Ve >0 36 > 0 Ve € B,(xg,0) N M: f(x) € By(f(z0),¢).

Rekneme, Ze [ Je spojitd na M vzhledem k M, jestlize je spojitd v kazdém bodé M
vzhledem k M. Necht V§ > 0 plati B,(xo,0) N M # @. Rekneme, ze f ma v x, limitu
vzhledem k M rovnou y € @), pokud plati:

Ve > 030 > 0 Ve € (By(xg,0) N M)\ {zo}: f(x) € By(y,e€).
Poznamka. Uvedme nésledujici poznamky:
1. Pojem spojitosti v (R, o.) je shodny s diive zavedenym.
2. Definici spojitosti v bodé lze formulovat i takto:
Ve > 036> 0: f(By(x,0) N M) C By(f(x0),€).
Pozdéji také budeme vyuzivat nasledujici definici spojitosti f na M:

Vee MVe>030>0Vye M: o(x,y) <d=o(f(z), fly)) <e.
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Véta 8.15 (Charakterizace spojitosti). Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory a
f: P — Q. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. f je spojita na P.

2. VG C Q, které jsou oteviené, je f~1(G) oteviena.

3. VF C Q, které jsou uzaviené, je f~(F) uzaviena.
Driikaz. Dokézeme postupné jednotlivé implikace:

e 1 = 2: Necht G je oteviend. Necht zy € f1(G). G je oteviend, a tedy existuje e > 0
tak, ze B,(f(xo),e) C G. Z definice spojitosti existuje d > 0 tak, ze plati:

f (Bo(0,0)) C Bo(f(20),6) C G,
Z toho dostaneme, Ze B,(z9,d) C f~1(G), a tedy f~'(G) je oteviena.

e 2=1: Necht zp € P. Necht ¢ > 0 a B,(f(x),e) je oteviena mnozina. Pak
F Y By(f(x0),€)) je oteviena. Déle zy je prvkem této oteviené mnoziny, a tedy
existuje & > 0 tak, ze B,(xo,d) C [~ (B, (f(x0),€)). Z toho plyne, Ze f je spojita.

e 2 = 3: Necht F' je uzaviena. Ziejmé:
FUE) = RN Q\NF) =1\ FHQ\NF) =P\ fTH(Q\F).
Vime, 7e [~1(Q \ F) je oteviena, a tedy P\ f~1(Q \ F) je uzaviena.

e 3 = 2: Necht G je oteviena. Plati:

UG =R\ (Q\NG) = FHNfHQR\G) =P\ fHQ\G).
Y@\ G) je uzavien4, a tedy P\ f~1(Q \ G) je oteviena.
Tim jsme vétu dokazali. O

Véta 8.16 (Spojitost slozencho zobrazeni). Necht (P, o), (Q,0) a (Z,7) jsou metrické
prostory. Necht f: P — Q a g: Q — Z jsou spojita zobrazeni. Pak go f: P — Z je
spojité zobrazeni.

Diikaz. Necht G C Z je oteviend mnozina. Pak ¢~!(G) je oteviena v Q. Z toho snadno
dostaneme, Ze f~1(g71(G)) je oteviena v P. Tedy plati, Ze g o f je spojita. O

Véta 8.17 (Heineho véta). Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory. Necht M C P,
x9 € M a f: M — Q. Pak nasledujici je ekvivalentni:

L. limypgzem f(z) = f(20), tedy f je v xy spojita vzhledem k M.

2. Pro kazdou posloupnost {z,}°2; splivjici x,, € M Vn € N a lim,,_,, ,, = x¢ plati:

lim () = f(o)-

n—0o0
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Diikaz. Dokézeme obé implikace:

e 1 =2 Mé&me z, € M tak, 7ze x,, = xo. Necht ¢ > 0. Pak existuje § > 0 tak, ze
plati:
f(Bo(20,0) N M) C Bo(f(x0),€).

K tomuto 6 > 0 existuje ny € N tak, ze Vn > ng plati z, € B,(z,,J), protoze
Ty > 0. Tedy Vn > ng plati:

f(xn) € Bo(f(x0), ).

e 2 = 1: DokdZeme sporem. Tedy:

1 1
Je>0VneNVi>0,0= = Jdz,, € B, <x0,ﬁ> NM: f(x,) & By(f(x0),¢).

Vime, Ze x,, € B, (9, 1). Z toho plyne, Ze z,, 25 2, ale f(z,) nekonverguje k f(xo).
Tim dostavame spor.

Tim je véta dokazéana. [l

8.3 Kompaktni mnoziny

Véta 8.18 (Charakterizace uzavienych mnozin). Necht (P, g) je metricky prostor a F' C
P. Pak plati:
F je uzaviena < (r, = 2,2, € F = 1 € F).

Diikaz. Postupné dokazeme jednotlivé implikace:

1. Prava implikace: DokéZeme sporem. Necht existuje z, € F, ©, — z a ¢ F. Pak
x € P\ F. Mnozina P\ F je oteviend, a tedy existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C P\ F.
Z toho plyne, ze Vn plati x,, ¢ B(z,r), protoze x,, € F. Pak ale x,, nekonverguje k
x a dostavame spor.

2. Leva implikace: Opét postupujeme sporem. Necht F' neni uzaviené. Pak P\ F' neni
oteviena, a tedy existuje x € P\ F tak, ze Vr > 0 plati, Ze B(z, ) neni podmnoZinou
P\ F. Této vlastnosti vyuzijeme pro r = £, n € N. Tedy:

1
‘v’nGNEIxnéB(x,—) cr, ¢ P\F &z, €F.
n

Celkem z, % z, x, € F, ale = ¢ I, protoze x € P\ F. Dostavame spor.
Tim je diikaz hotov. O]

Definice 8.19. Necht (P, g) je metricky prostor a K C P. Rekneme, 7e K je kompaktn,

jestlize z kazdé posloupnosti prvki z K lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou
v K.
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Poznamka. 7 definice 1ze nahlédnout, Ze prazdna mnozina je kompaktni. Dalsim pii-
kladem kompaktni mnoziny je napiiklad [0, 1] nebo mnozina K C P, kde K je konecna.
Kompaktni naopak neni t¥eba mnozina [0, 1).

Definice 8.20. Mnozina M je omezend, jestlize existuji z € P a r > 0 tak, ze K C
B(z,r).
Véta 8.21 (Vlastnosti kompaktnich mnozin). Necht (P, ) je metricky prostor a K C P
je kompaktni. Pak plati:

1. K je uzaviena.

2. Je-li F' C K uzaviend, pak F' je kompaktni.

3. K je omezena.

Diikaz. Postupné dokézeme:

1. VyuZzijeme pfedchozi véty. Necht z,, € K a z, — x. Z definice kompaktnosti existuje
podposloupnost z,,, 2 y € K. Podposloupnost Z,, konverguje k tomu samému jako
posloupnost x,. Z toho dostavame, ze * = y a v € K, nebot y € K. K je tedy
uzaviena.

2. Necht z,, € F. K je kompaktni, a tedy existuje podposloupnost z,, tak, ze z,, N
x € K. Dale jisté x,, € F' a navic je I’ uzaviena. To znamena, ze z € F'. F' je tim
padem kompaktni.

3. Dokédzeme sporem. Zvolme xg € K libovolné. K neni omezena. Z toho plyne, Ze
Vn € N existuje z,, € K tak, ze z, ¢ B(xg,n). K je ale kompaktni, a tedy existuje
Tn, 2y € K. Tedy:

Nk S Q(Q:Oaxnk) S Q(.To,y) + Q(yaxnk)
Dale o(y, z,,) koo, 0, o(xo,y) koo, o(xo,y) a ny LRSS Tedy by muselo
platit, ze +00 < p(z,y), coz je spor.
Véta je dokazana. O

Véta 8.22 (Charakterizace kompaktnich mnozin v R™). Necht (R, g.) je metricky pro-
stor. Mnozina K C R” je kompaktni pravé tehdy, kdyz je omezené a uzaviena.

Diikaz. Prava implikace plyne z predeslé véty. O

Véta 8.23 (Nabyvani extrémi na kompaktu). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P
je kompaktni. Necht f: K — R je spojita. Pak f nabyva na K svého maxima a minima.
Specialné plati, ze f je na K omezena.

Diikaz. Dokazeme pro maximum. Jisté existuje z,, € K tak, ze f(z,) —— sup{f(z),z €
K}. Déle z,, € K a K je kompaktni. Z toho plyne, ze existuje z,,, — xo. f je spojita
v 9, a tedy dle Heineho véty plati, ze limy o f(zn,) = f(x0). Z toho dostavame, ze
f(zo) = sup{f(z),z € K}. O



109 8.4 Uplné metrické prostory

Véta 8.24 (Spojity obraz kompaktu). Necht (P, p) a (@, o) jsou metrické prostory a necht
f: P — @ je spojité zobrazeni. Necht K C P je kompaktni mnozina. Pak f(K) C @ je
kompaktni mnozina.

Diikaz. Necht y,, € f(K). Pak existuje x,, € K tak, ze f(z,) = y,. Dle definice kompakt-
nosti existuje x,, — = € K. Podle Heineho véty dostavame, ze f(x,,) — f(x) € f(K).
Oznac¢ime-li y = f(z), pak y € f(K) a yn, — y. f(K) je tedy kompaktni v Q). O

Definice 8.25. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory, K C P a f: K — Q.
Rekneme, Zze f je na K stejnomérné spojité, jestlize plati:

Ve>030>0Ve,ye K: o(z,y) <d=o(f(z), fly)) <e.

Véta 8.26 (O vztahu spojitosti a stejnomérné spojitosti). Necht (P, o) a (Q,0) jsou
metrické prostory, K C P je kompaktni a f: K — @ je spojitd. Pak f je stejnomérné
spojita na K.

Diikaz. Dokédzeme sporem. Necht f je spojita, ale ne stejnomérné. Tedy:
e >0V >0 3, yn € K: 0(xn,yn) <O N0(Ty,yn) > €.

Toto pouzijeme pro 6 = %, n € N. K je kompaktni, a tedy existuje z,, — x¢ € K. Dale
plati:

1 k—o0
0(Yny> o) < 0( Ty, Yny) + 0(Ty, T9) < - + 0(Tpy, T0) ——3 0 = Yy, — .

[ je spojita v xg, a tedy dle Heineho véty mame f(z,,) — f(zo) a f(yn,) — f(z0).
Nalezneme k € N tak, aby o(f(x,,), f(z0)) < 5 a o(f(yn,), f(20)) < 5. Pak:

£ < 0(f (@0, fn)) < 0 (@), Fla0)) + 0l Flao)) < 5 +5 =<,

a tedy dostéavame spor. O

8.4 Uplné metrické prostory

Definice 8.27. Necht (P, o) je metricky prostor a {x,}, je posloupnost bodu z P.
Rekneme, 7e 1, splimje Bolzano-Cauchyovu podminku (fikdme také, Ze je cauchyovska),
jestlize plati:

Ve >0 3ng € NVm,n > ng: o(x,, z,) < e.

Poznamka. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Definice 8.28. Rekneme, Ze metricky prostor (P, 0) je uplny, jestlize kazda cauchyovska
posloupnost bodu z P je konvergentni.

Véta 8.29 (Vztah kompaktnosti a tplnosti). Necht (P, o) je metricky prostor a P je
kompaktni. Pak P je tuplny metricky prostor.
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Diikaz. Necht {z,} je cauchyovska posoupnost. P je kompaktni, a tedy existuje z,,, — = €
P. Necht ¢ > 0. Z BC podminky existuje ng € N tak, ze Ym,n > nq plati o(z,, x,) < €.
Z x,, — x plyne, ze existuje ko € N tak, ze Vk > ko plati o(x,,,z) < . Nalezneme ny,
tak, aby k& > kg a ny > ng. Pak Vn > ng plati:

0(Tn, ) < 0(Tn, T, ) + 0(Tp,, ) < €+ = 2e,
tim padem x, — x a véta plati. O

Vé&ta 8.30 (Uplnost a prostor spojitych funkei). Metricky prostor C([0, 1]) se supremovou
metrikou je uplny.

Diikaz. Necht {f,} je cauchyovska posloupnost. Tedy Ve > 0 existuje ng € N tak, ze
Vm,n > ng plati o(fu, fm) = Sup,epo 1) [ fm(2) = fu(®)] < & (*). Vo € [0,1] pevné plati:

Ve >0 3ng € NVm,n > ng: |fulz) — fu(z)| <e.

Z BC podminky pro posloupnosti plyne, Ze existuje lim, o, fn(z) = f(z) € R. Takto
mame zadefinovanou novou funkci f. Nyni dokazeme, ze f, — f. Provedeme limitni
proces (n — 00) na (*) a dostaneme:

Ve >03dng e NVn >mng: sup |f(z) — fu(z)] <e.

z€[0,1]

Tedy o(f, fn) < e. Pak skuteéné f, — f. Nakonec dokazeme, ze f je spojitad. Necht
y € [0,1]. Chceme dokézat, ze f je spojita v y. Necht € > 0. Z BC podminky dostéavame,
ze existuje ng € N tak, ze Vm,n > ng a Vo € [0, 1] plati | f,(x) — fi(x)| < e. Necht n = ny
am — oo. Pak | fn,(z) — f(z)| < e. Necht ny pevné. Pak f,,, je spojita v bodé y. Z definice
spojitosti existuje d > 0 tak, ze Vo € [0,1], kde |z — y| < 0, plati | fn,(2) — fuo(¥)| < €.
Nyni Vz € [0, 1], kde |z — y| < J, mame:

(@) = FW < [f (@) = fao(@)] + [fro (@) = Fro@)] + | fro (y) — f()] < 3e.
Tim padem je f spojita v bodé y € [0, 1]. O]

Poznamka. Metricky prostor C([—1, 1]) s metrikou gy, neni uplny. Jako piiklad muzeme
vzit funkce, které se rovnaji 1 na intervalu (%, —I—oo) a —1 na intervalu (—oo, —%) a na
zbytku jsou linearni tak, aby byly spojité. Tyto funkce konverguji k funkci sgn(x), ktera
neni spojita, ale posloupnost téchto funkei je cauchyovské, protoze plati:

1

n 2 2
lde = —< —
1 n

o

<eE.

Oint (frs ) < /

Véta 8.31 (Banachova véta o kontrakci). Necht (P, o) je tuplny metricky prostor a
T: P — P je kontrakce. To znamend, Ze existuje v € (0,1) tak, ze Vx,y € P plati
o(T(x), T(y)) < ~vo(z,y). Pak existuje pravé jedno = € P takové, ze T'(z) = x.
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Diikaz. Zvolme xy € P libovolné. Definujme indukei x,1 = T'(x,,). Dokézeme, Ze takova
posloupnost je cauchyovska. Jisté Vn € N plati:

Q(xn—l—lyxn) = Q(T(xn)a T(xn—l)) S ’Yg(xna :L‘n—l) S Vzg(xn—lal‘n—Q) S T S ’Yn_lg(an xl)-
Necht € > 0. Zvolme ny € N tak, aby platilo:

1
Q(xg,xl)fynofl— < €.
1=~

Nyni Vm,n > ng, m < n plati:

Q(xma xn) < Q($m> $m+1> + Q(xm+1> $m+2) +oeee Q(xnfla xn)
< A" o(xg, 1) + 4" 0(we, 1) + -+ Y 2 0(wy, 11)
= o(w2, x) (Y™ H -+ ")

1 1
< o(za, 21)Y 1—~ = oz, 1)y 1—~
Posloupnost je tedy cauchyovska. Z tplnosti prostoru P dostaneme, Ze existuje z € P
tak, ze x, — x. Ukdzeme, ze T'(z,) — T(x). K tomu nejprve dokadzeme, ze T je spojité
zobrazeni v z. K € > 0 zvolme 0 = €. Pak Yy € B(z, ) plati, Ze pokud o(z,y) < ¢, pak:

o(T(x), T(y)) < vo(z,y) < <e.

Nyni podle Heineho véty mame, ze pokud x, — z, tak T'(z,) — T'(z). Dale vime, ze
Tpi1 = T'(z,). Tim padem plati:

lim 2,41 = lim T(x,) =« = T(x).
n—oo

n—oo
x je tedy pevny bod zobrazeni. Zbyva dokazat jednoznacnost. Necht existuji x,y takové,
ze T(x) =z aT(y) =y. Pak:

(z,9)>0
o(x,y) = o(T(x), T(y)) < ~volx,y) %—% o(z,y) =0=z=y.

Tim je dikaz hotov. []

Véta 8.32 (O prevodu na integralni tvar). Necht I C R je otevieny interval, xq € I,
f: I xR — R jespojitd ay: I — R je také spojita. Pak y je FeSeni obycejné diferencialni
rovnice y'(z) = f(x,y(z)) na I s poc¢ateéni podminkou y(x¢) = yo pravé tehdy, kdyz
y(z) =yo + f;; f(s,y(s))ds Vz € I.

Diikaz. Dokédzeme postupné jednotlivé implikace:

1. Prava implikace: Vime, ze ¢/(s) = f(s,y(s)), a tedy je ¥ spojita. Muzeme ji inte-
grovat nasledujicim zptsobem:

y(x) —yo = y(r) — y(wo) = /I y'(s)ds = /93 f(s,y(s))ds.

Z toho ihned vidime, Ze y(z) = yo + fxxo f(s,y(s))ds.
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2. Leva implikace: Vime, ze y(z) = yo + f;f) f(s,y(s))ds. Funkce f(s,y(s)) je spojita.
Lze vyuzit véty o derivaci podle horni meze a dostaneme:

Y (z) =0+ f(z,y(x)).

Ovérime pocatecni podminku:

y(z0) = o + / " f(s,y(s)) ds = go.

Pocateéni podminka plati.
Véta je timto dokazana. O

Véta 8.33 (Picardova véta). Necht I C R? je otevieny interval a [xg,y0] € I. Necht
f: 1 — R je spojita a lokalné lipschitzovska vici y. Pak existuje B(z,0) a funkce y defi-
novana na B(xg, d) tak, ze Vo € B(zo,d) mame y'(z) = f(z,y(x)) s po¢ateéni podminkou
y(xo) = yo. Navic y je jediné feseni na B(zg, ).

Dikaz. Zvolme 6 > 0 a A > 0, aby [zo — d,z0 + 0] X [yo — A, yo + A] C I. Definujme
X ={y € C(lwo — 6,20+ 0]): y(x) € [yo — A, yo + A]}. Definujme operator T": C([zg —
5, g + 6]) = C([zo — 6, xo + J]) nasledovné:

Tly)(z) = yo + / " (s, y(s)) ds.

Uvedme zcela klicové pozorovani: y je feSeni této rovnice pravé tehdy, kdyz T[y] = v.
Dikaz dale rozdélime na nékolik kroki:

1. Nejprve dokazeme, ze X je uplny. X je uzaviend podmnozina C([xy — d,zo + d]),
protoze X = B(yo,A) = {y,0(y,v) < A} je uzaviend koule. Necht y, € X je
cauchyovské posloupnost. Vime, ze C([a,b]) je uplny metricky prostor, takze y, je
cauchyovska v tiplném prostoru C([zo—d, xo+0]). Tedy existuje y € C([zo—6, xo+9])
tak, ze y, — y. Z toho, ze y, — y a X je uzaviend mnozina muzeme psat, ze y € X
a X je tim padem tuplny.

2. Necht mame pevné § > 0a A > 0 tak, ze Asa = [v0— 0, x0+0] X [Yo— A, yo+A] C 1.
f je spojita na tomto kompaktu, a tedy existuje M > 0 tak, ze |f(z,y)| < M. Z
toho, ze je funkce lokalné lipschitzovska lze usoudit, ze existuje K > 0 tak, ze
V[z,y] € Asa a V[z,g] € Asa plati:

|f(z.y) = f(@,9)] < Kly —yl.
Pripadnym zmensenim 0 jsme schopni dostat ¢ < {%, %}

3. Nyni dokazeme, 7ze T': X — X. Ziejmé:

Tl —wl = | [ " F(s.9(s) ds| < Mz — 20| < M3 = A.

Z toho dostavame, ze T[y|(z) € [yo — A,yo + Al = T(y) € X.
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4. Nakonec dokazeme, 7e T je kontrakce. Necht y, 7 € X a x € [xg — §, zo + J]. Pak:

xT

f(s,y(s)) — f(s,5(s)) ds

o

< / 1 F(sp(s) — F(s.5(s))]ds

Tyl (x) = Tyl(=)| =

< [ 1K) = Bl ds < Kleo = o] sup[ye) (o)

z€[zo—08,20+9]
. 1 .
< Kdo(y,9) < 5 0(y,9)-
Jedn4 se tedy o kontrakci.

Diikaz je hotov. O]
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9 Funkce vice proménnych

9.1 Uvodni definice a spojitost

Definice 9.1. Necht M C R". Funkci vice redlnych proménnych rozumime zobrazeni
f: M — R. Vektorovou funkei vice redlnych proménnych rozumime zobrazeni f: M —
R™ m & N.

Definice 9.2. Necht x = [z1,...,2,] € R" ay = [y1,...,yn] € R". Uvazujeme euklidov-
skou metriku:

lz =yl =

Pripomenme definici koule:
B(e,r)={x e R": ||z —¢| < r}.
Prstencovym okolim bodu ¢ rozumime P(c,r) = B(e,r) \ {c}.

Definice 9.3. Necht f: G — R, kde G C R" je oteviena mnozina. Rekneme, 7e f mé v
bodé a € G limitu rovnou A € R*, jestlize plati:

Ve > 036 >0Ve € P(a,0): f(x) € B(A,e).

Znagime lim,_,, f(z) = A. Rekneme, Ze f je spojita v a, jestlize lim,_,, = f(a). Limitu a
spojitost vektorové funkce f = [fi,..., fu]: G — R"™ definujeme po slozkach, tedy:

lim f() = [tim fi(2), ..., lim f, (x)]
Poznamka. Bez diikazu budeme uvazovat néasledujici véty: aritmetika limit, véta o limité
vlozené funkce, spojitost slozené funkce a véta o limité slozené funkce.
Definice 9.4. Necht z; € R". Pak lim;_,,, x; = a € R" pravé tehdy, kdyz plati:

Ve >03dng e NVn >ng: ||z, —al <e.
Poznamka. Konvergence posloupnosti bodt z; = [(z;)1, ..., (%)) C R"™ je ekvivalentni

konvergenci po slozkach, tedy:

Toto tvrzeni muzeme snadno dokazat. Prava implikace je snadna. Ve existuje jo € N tak,
ze Vi > joaVie{l,...,n} plati

()i = aif < \/((%)1 —a)? 4+ ((2)n —an)? = 7y —afl <e

Nyni dokézeme levou implikaci. Ve > 0 najdeme j, € N tak, ze Vj > jo plati |(z;);—a;| < ¢,
a sice Vi € {1,...,n}. Vezmeme j = max{ji,...,jn} Pak Vj > jo plati:

|z; — all = \/((%’)1 — @)+ -+ () — an)? < Vne? = Ve,

a tedy z; — a.
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Nésledujici vétu je mozné dokézat analogicky Heineho véty v pfedchozi kapitole:

Véta 9.5 (Heineho véta). Necht G C R” je oteviend, a € G, A € R* a f: G — R. Pak
nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. lim,,, f(z) = A.
2. Pro kazdou posloupnost {r;}22, splijici z; € G'\ {a} a lim;_,. z; = a plati:

lim f(z;) = A.

J—00

9.2 Parcialni derivace a totalni diferencial

Definice 9.6. Necht G C R" je oteviena, i € {1,...,n}, f: G - R a x € G. Parcialni
derivaci funkce f v bodé x podle i-té proménné nazveme:

of (2) = lim flay, ..ozt x,) — f(2r, .., %) lim f(x+te;) — f(2)
ox; t—0 t t—0 t

)

pokud tato limita existuje.

Definice 9.7. Necht M C R", f: M — R a xy € M. Rekneme, ze f nabyva v bodé
o svého minima vzhledem k M, pokud Vo € M plati f(z) > f(z). Rekneme, ze f
nabyva v bodé xg svého lokdlnitho minima vzhledem k M, pokud existuje 6 > 0 tak,
ze Yx € M N B(xo,0) plati f(z) > f(x0). Analogicky definujeme maximum a lokalni
maximum.

Véta 9.8 (Nutna podminka existence extrému). Necht G C R™ je oteviena, i € {1,...,n},
a € Gaf:G— R Mali f v bodé a lokdlni minimum (maximum) a existuje-li Vi €
{1,...,n} parcialni derivace %(a), pak %(a) = 0.

Diikaz. Polozme h(t) = f(a+te;). Pak h je definovana na okoli nuly. f ma v a extrém, a
tedy h ma v 0 extrém. Dale:

W) -ty MO = PO) o Slatte) = fla) _ OF

t—0 t t—0 t - ox;

a tim padem h'(0) existuje. Podle Fermatovy véty je h'(0) =0 = %(a). O

Definice 9.9. Necht G C R" je oteviena, f: G = R, z € G a 0 # v € R". Derivaci
funkce f v bodé z ve sméru v nazveme:

jestlize limita existuje.

Definice 9.10. Necht G je oteviena, f: G — R a a € G. Rekneme, e linearni zobrazenf
L: R™ — R je totalni diferencial funkce f v bodé a, jestlize plati:

o Hah) = (@) = L)
h—0 | Al

Znatime D f(a) a hodnotu v bodé h € R™ zna¢ime D f(a)(h).

=0.
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Poznamka. Uvedme néasledujici poznamky:
1. Lineéarni zobrazeni L: R™ — R lze reprezentovat nasledovné:
L(h) = A1hy + Ashg + -+ - + A, hy,
kde Vi € {1,...,n} plati 4; € R.

2. Totaln{ diferencial mizeme ekvivalentné definovat také takto:

1 f@) = (@) — Lz —a)

=~ |l = all

=0.

3. Geometrickym vyznamem je, Ze funkce f(a) + L(z — a) je velmi blizko puvodni
funkci f na okoli bodu a.

Véta 9.11 (O tvaru totalniho diferencialu). Necht G je oteviena, a € G a f: G — R.
Necht existuje totalni diferencial funkce f v bodé a. Pak existuji parcialni derivace 2L (a)

ox;
a Vh € R" plati:
af of

Df(a)(h) = 8—%(a)h1 + oz,

Navic pro 0 # v € R” plati %(a) = Df(a)(v).

(a)hy,.

Ditkaz. Vime, Ze limp_o L (a+h)_”ﬁ|“)_L(h) = 0. Toto plati specialné pro h = te;, i €

{1,...,n}. Oznac¢me L(h) = A1hy + --- + A,h,. Pak plati:
o flatte) = fla) —Ait . flatte)— fla) — Ait

0=1 lim
t—0 |t| t—0 t
t—0 t
Z toho dostaneme, Ze existuje g—a{i(a) = A;. Nyni necht h = tv. Pak:
tv) — —tL tv) —
)i L) = F@ 1) fa i) = f@)
t—0 |t|||2)|| t—0 t

protoze to, ze se limita rovna nule nezalezi na velikosti vektoru v. Nakonec dostaneme, ze
existuje %(a) = L(v) = Df(a)(v). O

v

Definice 9.12. Necht G C R” je oteviena, f: G — R a a € G. Necht f ma v bodé a
totalni diferencial. Pak definujeme gradient funkce f v bodé a jako vektor:

Vf(a) = {g—i(a),...,gi(a)} .

Muzeme psat Df(a)(h) = (Vf(a), h).

Véta 9.13 (Geometricky vyznam gradientu). Necht G C R” je oteviend, a,v € G a
f: G — R. Necht existuje derivace f v bodé a ve sméru v. Pak plati:

max { @), 1ol = 1} = 19 )
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Diikaz. Z predchozi véty a Cauchyovy nerovnosti snadno dostaneme:

S - Z EOLENDY (gf <a>) S oz = Vi@l

n=1 =1

Polozme v = II§§EZ 7 pak [[v]| = 1. Nyni:
o () = i O (g eIV o)
o Oz~ [V IVF(a)ll '
Tim jsme vétu dokazali. O]

Poznamka. Necht existuje totalni diferenciél f v bodé a. Pak:

[Df(@)(h)] = [{Vf(a), | < IV F(@)][l[A]]

Véta 9.14 (O vztahu spojitosti a totalniho diferencialu). Necht G C R" je oteviena,
a € Ga f:G — R. Necht existuje totalni diferencial f v bodé a. Pak je f v bodé a
spojita.

Diikaz. Snadno se presvéd¢ime vypoctem:

i o+ ) iy £0 ) =1 (0) = DIa))

12l + f(a) + Df(a)(h)

h—0 IRl
_ . fla+h) = f(a) = Df(a)(h) . : :
= lim Al lim |2 + lim f(a) + lim D f(a)(h)
= f(a).
Funkce je tedy v bodé a spojité. ]

Véta 9.15 (Postacujici podminka pro existenci totalntho diferencialu). Necht G C R™ je
oteviend, a € G a f: G — R. Necht f ma v bodé a spojité parcialni derivace, tedy funkce
T — %(z), j=1,...,n, jsou spojité v a. Pak Df(a) existuje.

Véta 9.16 (O aritmetice totalniho diferencialu). Necht a € R™, f,g: R" — R a Df(a),

Dg(a) existuji. Pak existujii D(f+g¢)(a), D(cf)(a), D(fg)(a)a D <§> (a), jestlize g(a) #
0. Navic plati:

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a).
2. D(cf)(a) =cDf(a), c € R.
3. D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + Df(a)g(a).

1. Jerli g(a) # 0, pak D (£(a)) = DUl Se1Dole)
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Diikaz. Dokazeme pouze tieti tvrzeni. f(a)Dg(a) + Df(a)g(a) je linedrni zobrazeni. Pak
plati:

fla+nh)g(a+h)— f(a)g(a) — f(a)Dg(a)(h) — Df(a)(h)g(a)
— fla+h)g(a) + fla+h)g(a)

lim

h—0 1Rl

o fath) - fla)— DI@H) | gla+ 1) = g(a) — Dg(a)(h)

= limygta) 7] i St ) 7]

+ i U0 = F@)DgB) _

h—0 1Al
protoze:
0= 17+ 1) = f@l [P < 0+ ) - sl EEI 2

Tim jsme dokoncili dikaz tretiho tvrzeni. [

Definice 9.17. Necht G C R™ je oteviena, f: G — R¥ a a € G. Rekneme, 7e linearni
zobrazeni L: R™ — R je derivaci funkce f v bodé a, jestlize plati:

) — fa) L)
h—0 |12l

Znacime D f(a) a hodnotu v h € R" znacime D f(a)(h).

Poznamka. Necht L: R" — R¥ je linearni zobrazeni. Potom existuje pravé jedna n x k
matice A tak, ze L(h) = Ah. Dale existence D f(a) znamené, ze f(a) + Df(a)(z — a) je
blizko f(x) v okoli bodu a.

Véta 9.18 (Reprezentace derivace matici). Necht G C R" je oteviend a f = [f1,..., fil:
G — R* ma derivaci v bodé a € G. Pak Df(a) je reprezentovano matici:

0.

g—g(a) %(a)
Df(a) = ' '
g—g{’;(a) g%i(a)

Diikaz. Vime, ze plati:

_|[fla+h) = fla) = Df(a)(h)]

= @ -
V prvni slozce dostaneme:

o Filat 1) = () = (DF@)L () _

h—0 |12l

Tedy f; ma totalni diferencial v bodé a. Ten muzeme psat takto:
0 9
D @)hh) = Layn, ... 20

- O T
Tuto samou vlastnost bychom dostali i pro ostatni slozky. Z toho snadno dostaneme matici
vyse. ]

(a)hy,.
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Poznamka. Uvedeme nékolik poznamek:

1. Matice Df(a) se nazyva Jakobiho matice. Pokud k = n, tak se determinant této
matice nazyva jakobian a znadci se Jy(a).

2. Derivace D f(a) existuje pravé tehdy, kdyz existuji vSechny totéalni diferencialy

Dfi(a),...,Dfi(a).

3. 7Z predchoziho bodu a véty o postacujici podmince pro existenci totalniho diferen-
cidlu dostavame, ze jsou-li vSechny parcialni derivace spojité v bodé a, tak existuje
derivace D f(a).

Poznamka. Necht L = Ah: R® — R* je linearni zobrazeni reprezentované matici A. Pak
existuje C' > 0 tak, ze ||Ah|| < C||h]|. Toto tvrzeni muzeme snadno dokazat:

aijpr ... Qip hl
AR =

Q1 ... QAgn hn

= V/(anhy + -+ aihy)? + -+ (agahy + -+ agnhy)?
< V(lanl+ -+ a2+ (Jam] + -+ laga)2[ 2]

Zvolime C' = /(lay1| + -+ + |a1n])2 4+ - - + (lag1] + - - - + |agn|)? & tvrzeni plati.

Lemma. Necht f: R” — R* ma derivaci v bodé a € R". Pak existuje 5o > 0 a C > 0
tak, Ze Yh € B(0,8) plati ||f(a+ k) — f(a)| < C||A|.

Ditkaz. 7 limy,_, LLath)=f ﬁ;?H*Df @W®I existuje d§y > 0 tak, ze Yh € B(0,dy) plati:
|f(a+h) = fla) = Df(a)(h)]

< 1.
17|

Daéle:

[f(a+h)—Ff

SEHEDEHOEOD
7]

< [lRll + IDf(@) ()]l < (1+ C)l|R],

0l + D5t

protoze z piedchozi poznamky mame ||AR|| < C||h||. Polozime C' = 1+ C a dikaz je
hotov. []

Véta 9.19 (Derivace slozeného zobrazeni). Necht f: R® — R* ¢g: R¥ — R* f ma
derivace v bodé a € R™ a g ma derivaci v bodé b = f(a) € RF. Pak existuje derivace
slozeného zobrazeni D(g o f)(a) a plati:

D(go f)(a) = Dg(b)Df(a) = Dg(f(a))Df(a).
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Diikaz. Podle lemmatu existuje dp > 0 a C' > 0 tak, ze Vh € B(0, ) plati:
1f(a+h) = fla)ll < CA].

Necht & > 0. Z definice Dg(b) existuje n > 0 tak, ze Vy € B(0,n) plati:

lg(b+y) — g(b) = Dg(b) ()l < ellyll
Z definice D f(a) existuje § > 0, 0 < do, § < &, tak, ze Vh € B(0,9) plati:

1f(a+h) = fla) = Df(a)(h)|| <ellh].
Nyni Vh € B(0,0) zfejmé:

[f(a+h) = fla)] < Clhll < C6 <.
Polozme y = f(a+ h) — f(a). Pak:
lg(b+ f(a+h) = f(a)) = g(b) = Dg(b)(f(a+h) = f(a)| <ellfla+h) = fla)] < CA].
Déle:
1Dg(b)(f(a+h) = f(a) = Dg(b)Df(a)(h)]| < C|lf(a+h) = f(a) = Df(a)(h)]| < C|Al.
Celkem:

lg(f(a+h)) —g(f(a)) — Dg(b)D f(a)(h)|

il
< g+ flath) = fla) = 9(f(a)) = Dg(b)(f(a+h) = fla))ll
B 17l
DS Sta 2 = 0) = DOODIO ¢ . o6 4 6)
Véta je timto dokazana. O]

Véta 9.20 (Retizkové pravidlo). Necht f: R® — RF ma derivaci v bodé a € R" a
g: RF — R ma4 totalni diferencial v bodé b = f(a) = [fi(a),..., fu(a)]. Pak funkce
h(z) = g(fi(z),..., fr(x)) z R" do R ma totalni diferencial v a a plati:

=Y 2w,

Diikaz. Podle minulé véty dostavame:

I

0xy "0z,
) ) g—ﬁ(a) %(a)
g q )
= ==(),...,=—=(
<8y1( ) ayk( )) 5 5
a—i’i(a) %(a)

Snadno bychom dopocetli a dostali vyslednou sumu. O]
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Véta 9.21 (O prirustku funkce). Necht G C R" je oteviend a f: G — R ma totélni
diferencial v kazdém bodé G. Necht a,b € G a necht tsecka L spojujici body a a b je
obsazena v G, tedy {(1—t)a+tb,t € [0,1]} C G. Pak existuje £ € L tak, ze f(b) — f(a) =
Db —a).
Diikaz. Polozme F(t) = f(a+t(b—a)) = f(ar +t(by — a1),...,a, + t(b, — a,)). Podle
Lagrangeovy véty existuje n € (0,1) tak, ze plati:

f() = fla) = F(1) = F(0) = F'(n).

Polozme & = a + n(b — a). Podle fetizkového pravidla dostaneme:

F0) = f(0) = S0 = 3° 5L (© (i) = DF©) - a)

Tim jsme vétu dokazali. O]

9.3 Parcialni derivace vyssich rada

Definice 9.22. Necht f ma na oteviené mnoziné G C R" parcidlni derivaci gg_, 1€

{1,...,n}. Pak definujeme pro a € G a j € {1,...,n} druhou parcialni derivaci:

0*f o (of o,
8xj8xi (CL) - 8@» <8Iz> ((Z>, ’ 7& />

of 0 [of

Analogicky definujeme parcialni derivace vyssich fadu.

Definice 9.23. Necht G C R™ je oteviena a f: G — R. Rekneme, 7e f € C!(G), pokud
existuji parcialni derivace g—i, i €{1,...,n} ajsou to spojité funkce na G. Rekneme, ze
f € CH@), k € N, pokud existuji viechny parcialni derivace f a7 do fadu k véetné a jsou

to spojité funkce.

Disledek. Necht G C R" je oteviena. Z véty o postacujici podmince pro existenci total-
niho diferencidlu dostavame, 7e je-li f € C!(G), pak existuje totalni diferencial funkce f

na G.

Véta 9.24 (Zaménnost parcidlnich derivaci). Necht G C R" je oteviend, a € G a f €
C*(G) ai,j€{l,...,n}. Pak:
P =2 )
89@-8:131- N &vl&v] .
Definice 9.25. Necht G C R" je oteviend a a € G. Necht f € C*(G). Definujeme Hessovu
matici funkce f jako:

Pla) ... 2L (a)

822
D*f(a) = :
Ti(a) ... Sha)

0T 0T
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Matice je symetrické, a proto miizeme pracovat s nasledujici bilinearni formou:
D?f(a)(u,v) = v D*f(a)v Yu,v € R™.

Definice 9.26. Necht G C R" je oteviena a a € G. Necht f € C?(G). Pak definujeme
Tayloriv polynom druhého stupné nasledovné:

1
T (x) = f(a) + Df(a)(x —a) + FD*f(0)(x —a,x —a).
Véta 9.27 (Tayolorova véta pro druhy ¥ad). Necht f: R® — R je t¥idy C? na okoli bodu
a € R". Pak plati:
_mfe
@)~ T @)
220 |z —al?

= 0.

Poznamka. Lze definovat i Taylorovy polynomy fadu k pomoci k-tych parcialich derivaci,
které pro f € C* dobfe aproximuji funkce f.

Véta 9.28 (O pozitivné definitni kvadratické formé). Necht @: R" — R je pozitivné
definitni kvadraticka forma. Potom existuje € > 0 tak, ze Vh € R" plati:

Q(h, ) > e||n||*.

Diikaz. Funkce A(h) = Q(h,h) = Y7 .| aijh;h; je spojitd. Mnozina M = {h € R™: ||| =

ij=1
1} je omezend a uzaviena, a tedy kompaktni. Funkce A(h) tedy nabyva na M svého
minima v bodé hy. Ozna¢me ¢ = Q(hg, ho) > 0. Nyni Vh € R™ plati:

h h h h
O(h.h :Q(—h,—h>: h2Q<—,—)z hl[2Q(ho, ho) = ||h|%e.
(hot) = Q gl 0 ) = 1817 (7. i ) 2 WAIPQChas o) =[]
Tim je dukaz hotov. []

Véta 9.29 (Postacujici podminka pro lokéalni extrém). Necht G C R™ je oteviend mno-
Zina, a € G a necht f € C*(G). Necht Df(a) = 0.

1. Je-li D?f(a) pozitivné definitni, pak a je bod lokdlntho minima.
2. Je-li D?f(a) negativné definitni, pak a je bod lokédlntho maxima.
3. Je-li D?f(a) indefinitni, pak v a nen{ extrém.

Diikaz. Nejprve dokdzeme prvni bod véty. Z pfedchozi véty plyne, Ze existuje € > 0 tak,
7e Yh € R™ plati D?f(a)(h, h) > ¢||h||*. Podle Taylorovy véty pro druhy fad plati:

f(x) — f(a) — Df(a)(z —a) — 3D*f(a)(z — a,x — a)

li = 0.
= = al?
K zadanému ¢ > 0 nalezneme § > 0 tak, ze Vax € P(a,d) plati:
f(z) = f(a) = Df(a)(z — a) — 5D*f(a)(z — a,z — a) 1
> ——€.
[l — alf? 4
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Dale D f(a) = 0 dle pfedpokladu véty. Odtud:

1 1
f(@) = (@) = 5D (@) — 0,z — a) > — <z~ all
Odtud snadno dostaneme:

£() > f(a) + 5D F(@)(w — 0,2~ a) — gelo — al?

> f(a) + gelle —alP — elle — alP > f(a).

Dostavame, ze v a je skutecné lokalni minimum. Analogicky bychom dokéazali druhy bod
véty. DokaZzeme tedy t¥eti. Necht D?f(a) je indefinitni. To znamena, Ze existuji hy, hy € R"
tak, ze D?f(a)(hy,h1) > 0 a D?f(a)(hg, he) < 0. Uvazme funkci p(t) = f(a + thy). Pak
dle fetizkového pravidla:

protoze D f(a) = 0. Analogicky ¢"(t) = D? f(a+thy)(hy, hy). Opét dosadime a dostaneme
¢©"(0) = D*f(a)(hy,hy) > 0. Tedy ¢ ma v ¢+ = 0 lokdln{ minimum. Analogicky pro
Y(t) = fla+ thy). Jists ¢'(0) = Df(a)(hy) = 0. Navic ¢"(0) = D?f(a)(hy, hs) < 0.
Z toho dostavame, ze 1) ma v 0 lokalni maximum. Nakonec tedy mame, ze f nemé v a
lokalni extrém. O

9.4 Implicitni funkce

Véta 9.30 (O implicitni funkei). Necht p € N, G C R""! je oteviena mnozina, F': G — R,
T eR" g €R, [Z,y] € G anecht plati:

1. FecCr(G).
2. F(z,9) =0.

3. SL(x,9) #0.

Pak existuje okoli U € R™ bodu 7 a okoli V' € R bodu y tak, ze Vx € U existuje prave
jedno y € V s vlastnosti F(z,y) = 0. PiSeme-li y = p(z), pak ¢ € CP(U) aVz € U a
Vi =1,...,n plati:

e L(rp)

Oy %(z,p(x))

Diikaz. Dukaz rozdélime do ¢ty kroku. Nejprve dokazeme, ze funkce ¢ existuje. Nasledné
jeji spojitost a fakt, Ze ¢ je tiidy C'. Nakonec indukei ukidZeme, Ze ¢ je dokonce tiidy CP.
1. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze %—5(92‘,@) > 0. F je tridy C!, a tedy
existuje §; > 0 a & > 0 tak, ze Vo € B(Z,6;) a Yy € B(7,&) plati %—I;(x,y) > 0.
Specialné Yy € B(y, &) je %—g(j,y) > 0. Z toho dostavame, 7Ze funkce y — F(Z,y)
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je rostouci, a tim padem F(Z,7+ &) > 0a F(z,5 — &) < 0, protoze F(z,y) = 0.
Nalezneme d, < 07 tak, ze Va € B(Z,09) plati F(x, 5+ &) > 0a F(z,5—&) <0.
Polozme U = B(Z,02) a V = B(7,&1). Necht x € B(x3,05) je libovolné pevné. Vime,
ze %—5(:6 y) > 0, a tedy y — F(z,y) je rostouci a spojita. Dale F(z,y + &) > 0
a F(z,g— &) < 0. Podle Darbouxovy véty o nabyvani mezihodnot tedy existuje
pravé jedno y € (§ — &, 7 + &) tak, Zze F(x,y) = 0. Ozna¢me nakonec y = ().

Nyni se podivame na spojitost funkce ¢. Necht ¢ > 0 a ¢ < & . Vyuzijeme predchozi
¢asti dikazu na funkci F ana G* = U x (§ — €,y + €). Dostaneme, Ze existuje U*
okoli  a V* okoli 7 tak, ze Vax € U* existuje pravé jedno y € V* tak, ze F(z,y) = 0.
Specialné p(U*) C V* C (g —e,7+ ). ¢ je tedy spojita funkce.

Nyni dokaZeme, Ze ¢ je t¥idy C'. Chceme ukazat, Ze ¢ méa totalni diferencial v bodé
Z, tedy Ve > 0 existuje 0 > 0 tak, ze Vh € B(0,6) C R™ plati:

n OF i’, SO(l,
(T +h) —p(T) — S Thil| < ey Il
; (3, p(2)) Z

Tuto nerovnost oznac¢ime pomoci (x). Zvolme ¢ > 0 tak, aby +=(Z,9) < 3. Vime,
9y

ze F ma v [Z,7] € R"™ totalni diferencial. Tim padem existuje § > 0 tak, Ze
Vh € B(0,6) C R™™! plati:

n+1

<e) lhl,
i=1

[h, (% + ) — @(i)]. Pak plati:

y thrl

kde h = [h, hpi1] a § = @(Z). Polozme h =

e (ZH}%H + llp(z +h) ~

=1

kde F(z,7) = 0 a F(Z+h, p(#+h)) = 0. Vyraz pienasobime 5. Pak dostaneme:

; S G
©(T+h) —@(T) - _on o,
; o (,9)

< ap( 70 (ZHh I+ (& + R) — (i’)||> :

Jy
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Tuto nerovnost ozna¢me (xx). Déle:

lola+ 1) — @ < |[ola+ 7 - @) - 30— B0 | |1 B,
) S gen || lE e
< o (Znh I+ o+ By - <az>||> +a Y
Ay =1
< (Zuh I+ oG+ )~ <fc>u> SO I

kde C] je konstanta. Po snadné upravé dostaneme:
lp(@ +h) = @) < Co Y |Ihll,
i=1

kde (5 je konstanta. Tuto nerovnost ozna¢me (x*x*). Kombinaci nerovnosti (), (k)
a (x * %) dostaneme to, co jsme chtéli. Tedy plati:

o 2 (2, p(x))

98 ()= 22T
Ox; (?9_5(33, p(z))
Odtud vidime, Ze ¢ je tifdy C*.

4. Zbyvé dokézat, ze ¢ je ttidy CP. Tento ditkaz provedeme indukci. Pro p = 1 jsme jiz
ditkaz provedli. Dale necht ¢ je t¥idy CP~! a F t¥idy CP. Vime, Ze plati nasledujici:

1)
oz " " T (w,0(w))

Tento vyraz p — 1 krat zderivujeme. Podle vzorce pro derivaci slozené funkce budou
na pravé strané derivace F' az do fadu p a derivace ¢ az do fadu p — 1. Je to tedy
spojita funkce. Leva strana rovnice da, ze ¢ je tiidy CP.

Tim jsme tuto vétu dokazali. O

Poznamka. Je-li F' tfidy CP, pak také ¢ je t¥idy CP a derivace funkce ¢ spocitame
derivovanim vztahu F'(z, p(z)) = 0. Tento postup je rychlejsi nez piimé vyuziti vzorce z
predchozi véty.

Véta 9.31 (O implicitnich funkcich). Necht m,n,p € N, G C R"*™ je oteviena, F;: G —
R,j=1,....,m,z €R" g€ R™ [Z,7] € G a necht plati:

1. F;eCP(G)proj=1,...,m

2. Fi(z,9) =0, F;(Z1,.. -, Zm, Y1, -, Um) =0proj=1,...,m
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3. Determinant matice m x m parcidlnich derivaci F; je nenulovy. Tedy:

G (@.0) . (T 9)
: # 0.
G=(T,9) ... G=(7,9)

Pak existuje okoli U C R" bodu & a okoli V' C R™ bodu y tak, ze Vx € U existuje praveé
jedno y € V tak, ze Fj(x,y) =0 pro j = 1,...,m. PiSeme-li y; = ¢;(z), pak ¢; € CP(U)
proj=1,....,m

Véta 9.32 (Lagrangeova véta o vazanych extrémech). Necht G C R"™ je oteviend mno-
zina, m < n, f,g1,...,9m € CH(G) a m&jme mnozinu M = {z € R": g;(z) = -+ =
gm(2) = 0}. Je-li a € M bodem lokéalniho extrému funkce f vzhledem k M a vektory
Vagi(a) = (g—‘z’i(a), ey %(a)) oo, Vagm(a) = (%’;(&), ey %92: (a)) jsou linearné neza-

vislé, pak existuji ¢isla A, ..., A\, tak, ze plati:

Vf(a)+MVgi(a)+ -+ A\ Vgn(a) = 0.

Neboli:
of Ogm
+ A== Am =0
321() 181+ - 821() ’
0f 20 Ogm
—— A= Am =0.
oz Mz T M, (@
Diikaz. Polozme k = n — m. Jisté R" = R¥ x R™. Déle miizeme psat z = [21,...,2,] =
[T, T Y1 Yy @ = [a1,...,a,] = [2,7], kde T € R¥ a § € R™. Vime, Ze
Vagi(a),...,Vg,(a) jsou linearné nezavislé. Tim padem muzeme bez ijmy na obecnosti
predpokladat, ze plati:
g—;’i(a) . g—zi(a)
: : £ 0.
%QT”;((I) - gz—:(a)

Podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U & a okoli V' ¢ tak, ze Vax € U existuje
pravé jedno y € V tak, ze g;(z,y) =0, j = 1,...,m. PiSeme y; = p;(x), j =1,...,m,
kde ¢; je tiidy C'. Polozme (z) = f(z1,..., 25, 01(T1, s Tk), -y Om(T1, .o, Tk)), COZ
je t¥idy C!. Vime, Ze f mé extrém vzhledem k M. Tedy ¢ méa extrém v bodé z. Tedy
aw ( )=0,j=1,..., k. Vyuzitim fetizkového pravidla dostaneme:

Z &CZ of (a) Opi (#) = 0.

azz 8x] — O0Zk1i
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Dostavame:

of — Of , O

i -0

CORD WPl
Tuto rovnost oznacime (x). Zderivovanim g;(xy, ..., Tg, 01(x1, ..., k), - ooy (T, oo, T8)),
[=1,...,m dostavame:

dg, — dg , \Opi

=— =0.

@+ 3 g3

Tuto rovnost si oznacime (xx). Dale ozna¢me vektory:

dor . OPm , -
= R B | 02 T R™
U] 07 7\ ' ;) 707 8x] (:'E)? ) axj (w) e )
J

kde j = 1,...,k. Oznaéme A = LO{vy,...,vx}. Jisté dim(A) = k, jiz prvnich k mist
tvoif "bézové" vektory. Z toho snadno dostaneme, ze dim(A+) = n —k = m. Dle rovnosti
(%) plati Vf(a) € A+, protoze (Vf(a),v;) = > 1", %(a) - (v;); = 0. Analogicky dle (xx)
je Vgi(a) € A+, 1 =1,...,m. Déle jsou tyto vektory linedrné nezavislé, a tedy tvoif bazi
A+t Musime tedy byt schopni zapsat V f(a) jako linearni kombinaci prvki Vg (a). Jisté
existuji Ay, ..., A\, € R tak, ze plati:

V(@)=Y \NVala).
=1
Tim jsme vétu dokazali. O]

9.5 Regularni zobrazeni

Definice 9.33. Necht G C R™ je otefend a f: G — R™. Rekneme, Ze f je difeomorfismus
na G, jestlize je f prosta na G, U = f(G) je oteviena v R", f € C}(G) a f~1 € CY(U).

Definice 9.34. Necht G C R” je oteviena a f: G — R". Rekneme, ze f je regularni
zobrazeni, jestlize f € C'(G) a Va € G plati Jy(a) # 0.

Véta 9.35 (O lokilnim difeomorfismu). Necht G C R” je oteviend a f: G — R" je
t¥idy C'. Necht pro a € G plati Jy(a) # 0. Pak existuje V' C G okoli a takové, ze f|,, je
difeomorfismus na V.

Diikaz. Definujme Q@ = R" x G C R*" a F: Q — R", kde F(y,xz) = f(z) —y € C' a
y,x € R". Oznacme b = f(a), pak F(b,a) = f(a) — b= 0. Dale:

g—i(b, a) ... gT}ill(b’ a) g—:ﬁ(a) . ngi(a)
= Do | = Jila) #0
%(b, a) ... g%:(b, a) g—ﬁ(a) %(a)
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Podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U; bodu b a okoli V; bodu a tak, ze
Yy € U; existuje pravé jedno x € V; tak, ze F(y,z) =0 = f(z) — y. Oznaéme x = p(y),
respektive z; = p;(y), 7 =1,...,n. Pak p € C*(U;). Plati:

0=f(z)—y=fleW)—y=p=f",

kde f=! je tiidy C'. Oznatme A = Vi N f~1(U;). Toto je oteviena mnoZina jako vzor
oteviené mnoziny pii spojitém zobrazeni. Tim padem je f|, je difeomorfismus a zobrazi
A na otevienou mnozinu Uj. O



129

10 Metrické prostory 2

10.1 Vice o kompaktnich a aplnych metrickych prostorech

Definice 10.1. Necht (P, 9) je metricky prostor. Necht ¢ > 0a H C P. Rekneme, ze H
je e-sit prostoru P, pokud P C |J,.y B(x,¢). Rekneme, Ze P je totalné omezeny, pokud
Ve > 0 existuje kone¢na e-sit prostoru P.

Véta 10.2 (Omezenost a totalni omezenost). Necht (P, o) je totalné omezeny metricky
prostor. Potom je P omezeny.

Diikaz. P je totadlné omezeny, a tedy existuje konecné 1-sit xq,...,z,. Tim padem P C
Ui, B(z;,1). Ozna¢me d = max{o(x;, z;),4,j € {1,...,n}}. Necht z,y € P, pak existuje
i,j € {1l,...,n} tak, ze v € B(x;,1) ay € B(x;,1). Nyni:

o(z,y) < oz, ;) + o(wi, x5) + o(zj,y) <14+ d+ 1.
Volme x¢ libovolné, pak P C B(xg,d + 2). ]

Definice 10.3. Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze (P, 0) je kompaktni met-
ricky prostor, je-li P kompaktni v (P, ).

Véta 10.4 (Kompaktnost a totalni omezenost). Necht (P, ¢) je kompaktni metricky pro-
stor. Potom P je totalné omezeny.

Dikaz. Dokazeme sporem. Necht existuje € > 0 tak, ze Vay,...,x, € P plati P ¢
Ui, B(z;,¢). Zvolme x; € P libovolné. Vime, ze P ¢ B(x,¢), a tedy existuje zo tak,
ze o(xq, 1) > €. Postupujme indukei. Mé&me zy,...,2,-1 tak, ze o(z;,2;) > ¢ Vi =
1,...,n,i# j. Vime, ze P ¢ U;:ll B(z;,¢). Tim padem existuje z,, € P tak, ze o(x,, ;) >
e Vi = 1,...,n. Nakonec mame posloupnost {z,}> ;. Z definice kompaktu existuje
xn, — x € P. Toto ale neni mozné, protoze o(z;,z;) > €. Tato posloupnost neni ome-
zend, nelze z ni tim padem vybrat konvergentni podposloupnost. Dostavame spor a véta

plati. O

Véta 10.5 (Kompaktnost a oteviené pokryti). Metricky prostor (P, o) je kompaktni pravé
tehdy, kdyz z kazdého otevieného pokryti lze vybrat koneéné podpokryti. To znamena,
ze pokud P C |J,c4 Ga pro libovolnou indexovou mnozinu A a G, jsou oteviené, pak
existuje koneénd Ay C A tak, ze P C (J,c g, Ga-

Diikaz. Postupné dokadzeme obé implikace:

1. Prava implikace: Tvrdime, Ze existuje m € N tak, ze Vo € P existuje a € A tak, ze
B (x, %) C G,. Toto tvrzeni nyni dokdzeme, a to sporem. Necht Vm € N existuje
T, € P tak, ze Va € A plati B (xm, %) ¢ G,. P je kompaktni, a tedy existuje
Tm, — * € P. 7 otevieného pokryti vime, Ze existuje a € A tak, ze v € G,. G,
je oteviena, takze existuje 6 > 0 tak, ze B(x,0) C G,. Zvolme k, aby mik <%a

2
T, € B (:10, g) Nyni Vy € B (a:mk, m%g) plati:

0 1
Q(Jf,y) S Q(x’xmk) + Q(l‘mk’y) < 5 +—< d.
M
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Z toho plyne, ze y € B(z,9), a tedy B (xmk, m%) C B(z,d) C G,. Dostavame spor,
a tedy pomocné tvrzeni plati. (P, o) je kompaktni, tim padem dle predeslé véty
totalné omezeny. TakZze pro nase m € N existuje konecna %—sit’ Z1y...,Tp. Nyni
Vji=1,...,n existuje G, tak, ze B (xj, %) C G, Dile:

P C OB (l‘j,%) C LnJGaj.
j=1

j=1
Tim jsme pravou implikaci dokazali.

2. Leva implikace: Necht {z,} € P. Chceme dokéazat, ze existuje z,, — = € P.
Ozna¢me D = {x,,n € N}. Je-li D konecna, pak se n&jaky prvek mnoziny D
opakuje nekoneéné mnoho krat a je snadné vybrat konvergentni, v tomto pfipadé
konstantni, posloupnost. Nyni predpokladejme, zZe D je nekonec¢néa. Pak méame dvé
moznosti:

(a) Existuje y € P tak, ze Vr > 0 je B(y,r) N D nekonecna.
b) Yy € P existuje r, > 0 tak, ze B(y,r,) N D je kone¢na.
(b) Vy je 1y , Y, 1y ]

Podivejme se nejprve na prvni moznost. Zvolme r = 1. Ziejmé existuje x,, €
B(y,1) N D. Nyni volme r = % Jelikoz pocet prvka v B (y,%) N D je neko-
necno, tak existuje ny > ny tak, ze x,, € B (y, %) Postupujme nyni indukei. Volme
r = % Pocet prvka v B (y, %) N D je nekonecno, a tedy existuje ny > np_; tak,
ze x,, € B (y, %) Jisté x,, — vy, takze prostor je kompaktni. Podivejme se ted na
druhou moZnost. Vime, ze P C Uye pB(y,ry). Jedna se o oteviené pokryti. Tedy
existuje yi, ..., y, tak, ze P C U, B(yi, ry,). Tim padem:

n
D=DnPc|J(Byr,) ND).
i=1
Dostali jsme, Ze nekonecnéd mnozina D je podmnozinou kone¢né mnoziny, coz ne-
mize nastat. Dostavame spor a druha implikace je dokazéana.

Dikaz véty je hotov. [

Disledek (Borelova véta). Necht a,b € R, a < ba {l,}aea je systém otevinych intervali.
Pak [a,b] C U e Lo implikuje, Ze existuje konecna Ay € A tak, Ze [a,b] C U e, Lo

Diikaz. Uzavieny interval je kompaktni v R. Dokazované tvrzeni tedy ihned plyne z pred-
chozi véty. [

Priklad. M&jme metricky prostor P = 2 = {{a,}>2,: Y o0 a? < +oo} s metrikou
o({an}se s, {6:3221) = /> oor i (an — by)?. D4 se ukazat, ze se skutetné jedna o metricky
prostor. My nyni vSak ukaZzeme, Ze je tento prostor aplny. Méjme cauchyovskou posloup-

nost a® = {a*}>° . To znamena:

Ve > 0 3ko Yk, 1 > kot o(a¥,a') = | Y (ak —al)? <e.
n=1
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Véta 10.6 (Cantorova véta o uzavienych mnozinach). Necht (P, o) je uplny metricky
prostor a F}, je posloupnost uzavienych mnozin v P tak, ze F, .y C F, alim,,_,., diam F}, =
0, kde diam F,, = sup{o(z,y),x,y € F,}. Pak (2, F, je jednobodova mnoZina.

Diikaz. Volme x, € F, libovolné Vn € N. Dokazeme, ze {x,}>2, je cauchyovska. Necht
¢ > 0. K nému najdeme ny € N tak, ze diam F,,, < e. Nyni Vm,n > ng jez, € F,, C F,, a
Ty € F, C F,,, atedy o(x,,x,) < diam F,, < . Posloupnost je tim padem cauchyovska.
P je uplny, a tedy z, — = € P. Necht j € N je pevné a n > j. Pak z,, € F,, C Fj
ax, = x = v € F; Vj. Dostavame tedy, Ze z € ﬂ]oil F};. Dokazeme, Ze tato mnoZina
je jednobodové. Postupujeme sporem. Necht z,y € ﬂ;; F; a o(z,y) > 0. Pak existuje
no € N tak, ze plati o(z,y) > diam F,,, > o(x,y), kde posledni nerovnost plyne z faktu,
ze x,y € I,,. Dostavame spor a z je jediny bod priniku. To, Ze z je jediny bod priiniku
mizeme také snadno dostat z nerovnosti diam () —, F,,) < diam F,, Vm € N, a tedy
diam ()2, F,,) = 0. m

Véta 10.7 (O totalni omezenosti a uplnosti). Metricky prostor (P, ¢) je kompaktni prave
tehdy, kdyz je totalné omezeny a tplny.

Diikaz. Prava implikace ihned plyne z véty o kompaktnosti a totalni omezenosti a z véty
o vztahu kompaktnosti a uplnosti. Zbyva dokazat levou implikaci. Necht {z,}5°, C P.
Chceme dokazat, Ze existuje x,, — x. P je totalné omezeny, a tedy existuje konecné
1-sit tak, ze P C |/, B(s;,1). {z,} je nekonecnd, a tim padem existuje B; = B(s;, 1)
tak, ze pocet prvka {x,,z, € Bi} je nekonetno. Zvolme z,, € B;. Dale postupujme
indukci. Méjme By, ..., Bx_1, polomér B; je %, tak, ze pro A1 = By N--- N By plati,
ze pocet prvka {z,,z, € Ax_1} je nekonetno. Mé&me n; < ny < -+ < my_p tak, ze
T,, € Aj, 7 = 1,...,k — 1. P je totdlné omezeny, a tedy existuje konecna %—sit’ tak,
7e A1 C P C Ufil B (cl-, %), Aj_1 mé nekonecné mnoho prvki. Tim padem existuje
B, = B (ci,%) tak, ze pro Ay = Ap_1 N By plati, ze pocet prvkia {z,,z, € Ax} je
nekonecno. Déle zvolme ny > ng_; a z,, € A;. DokdZeme, Ze posloupnost {z,, } je
cauchyovska. Necht € > 0. Pak existuje ny € N tak, ze nio < €. Necht k,l > ny. Pak
T, € A C Apy C By a @y, € A; C Ay C By, Takze o(xy,, , Ty,) < n% < 2e. P je uplny,
a tedy existuje z tak, ze x,, — . O

Véta 10.8 (O ziplnéni metrického prostoru). Necht (P, ¢) je metricky prostor. Pak exis-
tuje uplny metricky prostor (P, g) tak, ze P C P a Vx,y € P plati o(z,y) = o(z,y).

Véta 10.9 (Arzela-Ascoli). Necht A C C([0,1]). Pak A je kompaktni pravé tehdy, kdyz
jsou funkce z A stejné omezené a stejné stejnomérné spojité. Tedy pokud existuje K > 0
tak, ze Vf € AaVz € [0,1] plati |f(z)| < K a:

Ve>030>0Ve,ye[0,1]VfeA: |z —y|l<d=|f(z)— fly)| <e.

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotlivé implikace:

1. Prava implikace: A je kompaktni, a tim padem omezena. Pak i A je omezena, tedy
A C B(0, K), kde 0 je v tomto pfipadé identicky nulova funkce. Vf € A a Vx € [0, 1]
tedy plati |f(z)] < K. Tim mame omezenost. Jelikoz je A kompaktni, je i totalné
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omezena. Necht ¢ > 0. Pak existuje kone¢na e-sit tak, 7e A C Ule B(fi,€). Funkce
fi je spojita na [0,1], je tam tim padem i stejnomérné spojitd. To znamena, ze
existuje 0; > 0 tak, ze Va,y € [0, 1] plati:

lz —y| <6 = |filzx) — fily)] <e.

Polozme 6 = min{dy,...,dx}. Necht f € A, z,y € [0,1]: |z — y| < §. K tomuto
f € A najdeme f; tak, aby f € B(f;,e). Nyni |[x — y| < d < ;. Dale:

[f (@) = f()l < |f(2) = file)| + | fi(x) = fily)| + [fily) = f(y)] < 3e.

Tim jsme dokoncili i stejnomérnou spojitost a prava implikace plati.

. Leva implikace: Chceme dokazat, Ze pro {f,}32, C A existuje f,, — f. Ditkaz

rozdélime do nékolika kroki:

(a) Necht m € N. Ze stejnomérné spojitosti pro ¢ = % existuje 9,, tak, ze Vx,y €
[0, 1] ¥m plati:
1
@ =yl <= fal2) = fuly)l <= —.

Nyni interval [0, 1] pokryjeme. Ziejmé [0, 1] C U?Zl B (c;”,ém). Polozme C' =
{cf,meN,je{l,... ky}} Tato mnozina je spoCetna.

(b) Cje spocetna, a tedy muzeme psat C' = {¢;,i € N}. Ze stejné omezenosti mame
| fn(c1)| < K. Mame omezenou posloupnost, takze existuje podposloupnost tak,
7€ fn,,,(c1) konverguje. Nyni ze stejné omezenosti také vime, ze | f,, ,(c2)| < K.
Tim padem existuje podposloupnost f,, , tak, Ze f,, ,(c2) konverguje. Dale po-
kracujeme indukci. Pak polozime f,, = fy,,. fa, je vybrana podposloupnost
z fn. Nyni f,, (c1) konverguje, nebot je to vybrana posloupnost z f,,  (c1).
Déle f,, (ca) konverguje, protoze je to (az na prvni ¢len) vybrana posloupnost
7 fuio(c2). Analogicky f,, (c3) konverguje, nebot je to (az na prvni dva cleny)
vybrana posloupnost z fy, ,(c3). Postupujeme dale indukei. Dostaneme nako-
nec, ze f,, (c) konverguje Ve € C. Na obrazku nize je tato metoda znazornéna
graficky:

S f2 I3 (

C1 fm.l fn2,1 fns,l (

Co f'fl1,2 fn2,2 fn3,2 fﬂk,z (02) konverguje
(

c3 frvs fros @ . fris(c3) konverguje

Jne1 (c1) konverguje

Jre1 (c1) konverguje

o)
Jo

G Jnay Jna, Jns s . fnr,; (¢j) konverguje

Obrézek 1: Diagonélni metoda
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(c) Dokazeme, ze f,, je cauchyovska. Necht € > 0. Najdeme m € N tak, ze % <e.
Z prvniho kroku mame d,, a ¢f*, ..., ¢! . z druhého kroku pak vime, ze f,, (c}")
konverguje Vj = 1,...,k,,. Tedy z BC podminky v téchto bodech existuje
ko € N tak, ze Vk,l > kg plati:

| frn () = fr ()| <eVi=1,... kn.

Volme ko = max{kg,...,k;"}. Necht nyni 2 € [0,1]. Najdeme ¢/* tak, zZe
|z — '] < 0y &

| fr (@) = fus(@)] < [ fo (@) = fr ()] + [ (6) = fur ()]
m 1 1
+ |fm(cj ) - fnz<x>| < E +e+ E < 3e.
Aplikaci sup, na obé strany nerovnosti dostaneme o(f,,, fn,) < 3¢. Dokazali
jsme, ze {f,. } je cauchyovska. Dale C(]0,1]) je uplny. Tim padem existuje

f e C([0,1]) tak, ze Jo = f. Uvédomme si také, ze A je uzaviena, f,, € A a
froe = 1, a tedy f € A.

Timto je diukaz véty hotov. O

10.2 Prostory L*

Tato kapitola vyzaduje znalosti teorie miry a integralu.

Véta 10.10 (Jensenova nerovnost). Necht (X, A, u) je pravdépodobnostni prostor, f €
L), a,b € [—o0o,00] a f: X — (a,b). Je-li ¢: (a,b) — R konvexni, pak plati:

w(/xfdu> S/X(Wof)d,u-

Diikaz. Oznacme t = [ « f du. Jsme na pravdédobnostnim prostoru, tedy p(X) = 1. Pak
ziejmé a < t < b. ¢ je konvexni, a tim padem existuje § € R tak, ze Vx € (a,b) plati:

p(s) = p(t) + B(s —1).

Toto pouZzijeme pro s = f(z) a dostaneme:

p(f(2)) = @(t) + B(f(x) —1).

f je méftitelna a ¢ je spojité, a tedy ¢(f(z)) je méfitelna. Zintegrujeme:

(Awum»mm»z/ £) du(s +ﬁ/' ©) — 1) dp(z).

Po apravé dostaneme:

[ ets@nante) z o +5 ([ san—t) =o( [ ran).

-~

0

coz jsme chtéli dokazat. O]
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P#iklad. M&jme posloupnost bodt (1, ..., 2,), p = > i, 6., a f(z;) = a; € R. Necht

i=1n
p = €*, coz je konvexni funkce. Pak dle Jensenovy nerovnosti plati:

S0<a1+az+---+an) o pla) +p(as) +- - + p(an)
. < .

To miizeme prepsat jako:

aj4-Fan eal _|_ e _|_ ean

Ozna¢me y; = e%. Pak:

vete® etn = oy oy, < CABa—

n
Timto jsme dostali AG nerovnost.
Priklad (Youngova nerovnost). Dokazeme, ze ab < iap—l—%bq, l<p<4oo,1<qg< 400,

% +% =1aa,b>0. Vezmeme p (%) =zrap <$> = y. Necht ¢ = €”, coz je konvexni
funkce. Dle Jensenovy nerovnosti dostaneme:

et eY < le"” + 1ey.
p q

Po dprave:
1

e’ + —e.
q

a e

x
erer <

=l

K zadanému a,b > 0 nalezneme z,y tak, aby er =aaei =b Pak aP = e a b7 = ¢V,

Nakonec dostaneme: ) )
ab < —aP + -b1.
p q

Pro a = 0 nebo b = 0 toto trivialné také plati. Tim je tato nerovnost dokazana.

Definice 10.11. Necht 1 < p < 400. Pak ¢islo ¢ spliujici ;1) + % = 1 nazveme sdruzeny
exponent. Pro p = 1 definujeme ¢ = +00 a pro p = +oo definujeme g = 1.

Véta 10.12 (Holderova a Minkowského nerovnost). Necht (X, A, i) je prostor s mirou,
1 < p < 400, q je sdruzeny exponent k p a f, g: X — [0, 00| jsou méfitelné funkce. Potom
plati Holderova nerovnost

s (o) ()

a Minkowského nerovnost

([usor) < ([ +([oe)
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SIS

Dikaz. Zatneme diukazem Holderovy nerovnosti. Ozna¢me A = ( / < fF d,u) a B =
1

(fX g7 d,u)q. Pokud A = 0 (nebo B = 0), pak f = 0 skoro vSude (nebo g = 0 skoro
v8ude) a nerovnost plati. Pokud A = +00 (nebo B = +00), pak nerovnost ziejmé plati.
Polozme F' = %f aG= %g. Pak:

1
deu:—/fpduzl.
/X AP i

/ Gldp = 1.
X

Nyni vyuzijeme Youngovu nerovnost z predchoziho prikladu a dostaneme:

1 1
FG < -F? + -GP.
p q

Analogicky:

Tuto nerovnost zintegrujeme:

1 1 1 1
/FG@g—/PWm+—/GMﬂ:—+—:L
X bJx q.Jx p q

Tuto nerovnost pfenasobime ¢lenem AB a dostaneme:

s () ()

Tim jsme dostali Holderovu nerovnost. Nyni pfejdeme k Minkowského nerovnosti. Plati:

[;f+gvmw=/kﬂf+m“4+mf+m“ﬂdu

X

< (/Xfpduyg (/){(Hg)(pl)qdu);
+ (/Xg”du); (/){(Hg)(”‘l)qdu)é
< ((/Xf”du);Jr (/Xgpdu);> </X(f+g)i”du>é,

kde jsme vyuzili Holderovy nerovnosti a faktu, ze ¢ = z%’ protoze % + % =1, a tedy

1—1- é = ’%1. Je-li [ (f + g)? dp nenulovy a nerovna se nekonecnu, tak jim mizeme

q
tuto nerovnost vydélit:

(fers) s () (frw)

Jelikoz 1 — é = 110, tak dostavame Minkowského nerovnost. Je-li [ <(f+g)Pdu =0, pak
f = 0 skoro viude a g = 0 skoro viude a nerovnost plati. Necht [, (f+¢)? du = +o0. Pro
konvexni funkci ¢ plati ¢ (“TH’) < w Vyuzijeme konvexity funkce ¢ — t? a dostaneme:

fHa\ _ " g
(7r)§?+5'
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Zintegrujeme a dostaneme:

_ [ (f+9) /g
e [ () s (5 e5)

Snadno zjistime, ze bud [, f?du = +oo nebo [, ¢* du = +00. Minkowského nerovnost
tedy plati. O]

Definice 10.13. Necht (X, A, p1) je prostor s mirou a 1 < p < 400. Definujeme prostor
LP jako:
LP(X ) ={f: X = R: || f][r < o0},

kde [|f]lr = (Jy 1F17)7.

Definice 10.14. Necht g: X — [0, 00] je mé&Fitelna. Esencialni supremum g definujeme
jako:
ess sup g = inf{a: u(g > a) = 0}.

Prostor L (X, i) definujeme jako:
L¥(X,p) ={f: X = R: |[fllze < +o0},

kde [[f]lz~ = ess sup|f].

Véta 10.15 (Trojuhelnikova nerovnost v LP). Necht 1 < p < +4o00. Pak pro f,g €
LP(X, p) plati:
1f+gllee < [ flle + llgllze-

Dikaz. Pro 1 < p < 400 plyne pfimo z Minkowského nerovnosti. Necht p = +o0. Z
definice esencialniho suprema existuje Ny, Ny a N3 tak, ze u(Ny) = p(N2) = p(N3) = 0.

Pak [z = supsepn, [f]: 19l = supsex\n, [9] a [[f 49l = supsex\n, [/ +9]- Necht
N = N1 UNQUNg Pak:

|f+gllze = sup [f+g| < sup |f]+]g] <
X\N X\N

€ zeX\

sup |fl+ sup |g] = [|fllz + llg]lze-
eX\N eX\N

xT x

Tim jsme vétu dokazali. O]

Poznamka. Vime, ze LP je lineadrni vektorovy prostor. To znamené, Ze pro f,g € LP a
a € Rplati f+g € LP a af € LP. Misto funkci z LP budeme uvazovat tiidy ekvivalence
vzhledem k rovnosti skoro v§ude. Na tomto prostoru (na tiidach ekvivalence) je || f]|»
norma. Takto chapany L? je metricky prostor s metrikou o(f,g) = ||f — g||r»-

Vé&ta 10.16 (Uplnost LP prostorit). Necht 1 < p < +o0. Pak prostor LP(X, i) je tplny.

Dikaz. Necht 1 < p < +00. Pro p = 400 nebudeme vétu dokazovat. Mé&me f, cauchy-
ovskou posloupnost v LP. To znamené:

Ve >0 dng € NVm,n > ny: (/ |fn(w)—fm(a:)\pdu>p <e.
be
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Najdeme f jako bodovou limitu skoro vSude vhodné vybrané podposloupnosti. Z cauchy-
ovskosti existuje by < ke < --- < k; < ... tak, ze Vj € N plati:

1
» 1
— p _
</X|fk] fkj+1’ dﬂ“) < 9

Polozme g, = > 7 |fr; — fa;al @ 9= 2272, | fr; — fr;1a |- Pak z Minkowského nerovnosti

mame:
n n 1
lonllie < S M, = fiallie <30 (2—) <1
J=1 j=1

Z Fatouova lemmatu:

n—oo n—0o0

/ liminf ¢f dp < liminf/ ghdp < 1.
D' X

Daéle:

/ liminf ¢? dp = / gf du,
X n—oo X

z ¢ehoz plyne, ze g < +oo skoro viude. Tedy fada D 72, (fk, — fk,.,) konverguje absolutné
skoro vude. Funkce f = fi, + > 72 (fi;1, — fr;) je tedy definovéna skoro viude. Nyni

fr, = fu, + Z;:ll (frjo1 — fr;), coz konverguje k f skoro v8ude. Zbyva dokazat, ze f € LP

a fp , f. Vime, ze Ve > 0 existuje ng € N tak, ze Vn,m > ng plati:

</ |fn - fm|pdﬂ>p <E.
X

Vime, ze k, > n, specialné pro m > nq je:

(/ |fkn - fm|pd:u)p <e.
X

Z Fatouova lemmatu dostaneme:
/ liminf | f, — f|Pdp < liminf/ | fr, — fn|P dp < £P.
x N0 n—oo [y
Dale:
[ timint g, = P dn = [ 17 = g an
X n—oo X

Tim padem f — f,, € LP a dle Minkowského nerovnosti také (f — f,) + fn € LP a
o(f, fm) <& atedy f, — f. O

Poznamka. Necht 1 < p < +oo a {f,} je cauchyovska posloupnost v L? s limitou f. Pak
{fn} ma podposloupnost, ktera konverguje skoro vsude k f. Tento fakt plyne z dikazu
predchozi véty.
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10.3 Husté a ridké mnozZiny

Definice 10.17. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, 7e A C P je husta, pokud
A=rP.

Véta 10.18 (Charakterizace hustych mnozin). Necht (P, p) je metricky prostor a A C P.
Potom je A hustd v P pravé tehdy, kdyz pro kazdou neprézdnou otevienou mnoZinu

GCPplati GNA# 2.
Driikaz. Dokézeme jedntolivé implikace:

1. Prava implikace: Dokazeme sporem. Necht existuje G C P oteviena takova, ze G N
A = @. Jisté existuje B(x,r) C G. Pak dist(z, A) > r, a tedy x ¢ A. Dostavame
spor.

2. Leva implikace: Opét postupujeme sporem. A neni hustd, a tedy P\ A # @. G =
P\ A je otevien4, protoze A je uzaviena. Podle predpokladu (P\ A) N A # &, ale:

(P\A)NAC(P\ANA=2.
Dostavame spor.

Timto jsme vétu dokazali. O

Diusledek. Necht (P, o) je metricka prostor a G1, G C P jsou oteviené a husté v (P, o).
Pak G NG5 je oteviena a husta v P.

Diikaz. Necht G C P, G # @, je oteviené. Pouzijeme predchozi vétu na otevienou mno-
zinu G a dostaneme, ze G; NG # . Opét pouzijeme tuto vétu na otevienou mnozinu
G5. Dostaneme G5 N G; NG # &. Dle predchozi véty plati, ze G1 N G2 je husta. O

Definice 10.19. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, ze A C P je iidka, jestlize

P\ A je hust4, neboli P\ A = P.

Véta 10.20 (Vlastnosti fidkych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a necht A, B C
P. Potom:

1. Je-li Atidkd v P a B C A, pak také B je fidka v P.

2. Jsou-li A, B ¥idké v P, pak AU B je tidka v P.

3. A je fidka v P pravé tehdy, kdyz A je ¥idka v P.
Diikaz. Postupné dokazeme:

1. Necht B C A. Pak B C A, atedy P\ A C P\ B. Dale:

P=P\ACP\B.

Z toho dostévame, ze P = P\ B, takze B je fidka.
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2. Plati nésledujici:

(AUB) = {x: dist(z, AU B) =0} = {x: dist(z, A) =0} U{z: dist(z, B) = 0}
=AUB.

Pak dostaneme:
P\ (AUB)=P\(AUB)=(P\A)N(P\B).

Mnoziny P\ A, P\ B jsou husté a oteviené. Dle piedchoziho diisledku je jejich
prunik také husty a otevieny. Dostavame, ze A U B je Fidka mnozina.

3. Vime, 7e A = A. Tim padem pak P\A= P\j Déle P\ A= P A. 7 toho snadno
dostavame dokazované tvrzeni.

]

Definice 10.21. Necht (P, 9) je metricky prostor. Reknemg, ze A C P je prvni kategorie,
jestlize existuji Fidké mnoziny A, tak, ze A = (J,—; A,. Rekneme, ze C' C P je druhé
kategorie, jestlize C' neni prvni kategorie.

Véta 10.22 (Baireova véta). Necht (P, g) je uplny metricky prostor. Necht G,,, n € N,
jsou oteviené a husté v P. Pak ()~ G, je husta v P.

Diikaz. Podle véty o charakterizaci hustych mnozin staci ukizat, ze VG C P otevienou
plati G N (2, G, # @. Necht G je oteviena. G, je husté, a tedy existuje B(zy,2r) C
G1 N G, protoze G; N G je neprazdna a oteviend jako prunik dvou otevienych mmnozin.
Uvazujme r; < 1. Jisté také B(z1,71) C G1 N G. Go je husta a B(x1,r1) je oteviena, a
tedy existuje B(x,2rs) C Go N B(x1,7m1) C Go NG NG, specialné pro ry < % Opét jiste
B(zq,7m9) C G N G1 N G. Dale postupujeme indukei. Mame:

B(xl,rl) D) B(I’Q,T’Q) DD B(mk,l,rk,l) CGr1NGr_onN---NG1 N G,
kde r; < % Vi=1,...,k —1. Gy je hustd a B(zy_1,7x_1) je oteviend, a tedy plati:
B(J]k,Tk) C B(xk,2rk) C G N B(I‘k_l,Tk_l) CG,NG1N---NGN G,

kde 1, < % (P, o) je tplny a B(xy, k) je uzaviena. Tim padem diam B(xy, ;) — 0 pro
k — oo. Podle Cantorovy véty o uzavienych mnozinach existuje a = (\,—, B(x, 7). Pak
tedy a € B(xg,ry) C Gy NG VEk € N. Z toho dostavame:

o0
ac()GrNG,
k=1
coz je neprazdna mnozina. Pak je (), G jisté husta. O

Disledek. Uplny metricky prostor neni prvni kategorie sam v sobé.
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Diikaz. Necht P = J 2, A, a A, jsou fidké. To by znamenalo, ze P je prvni kategorie
sam v sob¢. Pak P\ A, jsou husté a otevfené, a tedy () —,(P \ A,) je hustd mnoZzina.
Specidlné je tato mnozina neprazdna. Zaroven ale mame:

o= P\UA ﬁP\A DﬁP\A

Tim dostéavame spor. ]

Véta 10.23 (O nediferencovatelné funkei). Existuje spojita funkce f: [0,1] — R, ktera
nema derivaci v zadném bodé z (0, 1).

Diikaz. Pro n € N definujeme:
A, ={f€C([0,1]), Tt € [0,1] Vs € [0, 1]: [f(t) — f(s)] < n|t — s[}.
Dukaz rozdélime do tiech kroku:

1. Dokazeme, ze A, je uzavieni. K tomu staci ukazat, ze pro f, € A,, fr — f plati
f € A,. Pokud f, € A,, pak existuje t; € [0, 1] tak, ze Vs € [0, 1] plati | fi(tx) —
fe(s)] < nfty — s|. Podle Weierstrassovy véty existuje posloupnost i, — t. ty,
ozna¢ime bez jmy na obecnosti t;. Nyni Vs € [0, 1] plati:

|f(t) = f(s)] < () = fu®)] + [fr(®) = felte)] + [ fulte) — fr(s)| + [ fe(s) — f(s)]
<|f(@) = fe@)] + nlty, — ] + nlty — s| + [ fr(s) — f(s)].

Provedeme limitni pfechod pro k& — co a dostaneme:
1f(t)— f(s)] <0+n-0+nlt—s| +0.
Dostavame |f(t) — f(s)| < n|t — s|. Tim padem f € A, a A, je uzaviena.

2. Nyni dokadzeme, Ze pokud ma f derivaci v néjakém bodé ¢, pak existuje n € N tak,
ze f € A,. M&me f € C([0,1]). Predpokladame, ze existuje f'(t) = a. Z definice
derivace a limity pro € = 1 existuje § > 0 tak, ze Vs € (t — §,t + J) plati:

f(t) — f(s)
t—s

—a’<1.

Pak:

a tedy |f(t) — f(s)| < (1+ |a])|t — s|. Dale Vs € [0,1] \ (t — 0,¢ + 9) plati:

‘f(t) — I 'f(t) —f(s) _

5 _ 2supyy|f|

70 = £ < 2mpl 15 < =GR o

Zvolme n > max{]a| +1, QSUP+”V‘}. Pak f € A,.
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3. Budeme chtit dokazat, ze A, je Fidka. To udélame tak, ze dokdZeme, Ze P\ A, =
P\ A, je husta. Podle véty o charakterizaci hustych mnozin staci ukazat, ze Vg €
C([0,1]) a ¥r > 0 plati (P \ A,) N B(g,r) # &. g je na [0, 1] spojita, a tedy je tam i
stejnomérné spojita. K zadanému r existuje § > 0 tak, ze Vx,y € [0, 1] plati:

T
[ —yl <0 =lg(x) = g(y)l < 5-

Definujme pilovitou funkci p tak, aby p’ = +¢, kde ¢ = max {?m, %} Definujme
f(z) = g(x) + p(z). Ziejmeé f € C([0,1]) a f € B(g,r). Dokdzeme, ze f ¢ A,.
Budeme postupovat sporem. Necht existuje ¢ € [0, 1] tak, ze Vs € [0, 1] plati:

[f(t) = f(s)] < nlt — .

K tomuto ¢ najdeme s na stejném zubu, aby |p(t) — p(s)| = %,
|s — t] < 4. Dale:

= |p(t) — p(s)| = c|t —s| = 3n|t —s|.
Pak plati:

T r 2 2
[f(@) = f(s)] = [p(t) = p(s)] = [9(t) = g(s)| = 5 — == = zr = Z6n|t — s| > nlt — s].
2 10 5 )

Timto dostavame spor s tim, ze |f(t) — f(s)] < n|t — s|. f tim padem neni v
A,. Pak A, je fidka. Mnozina diferencovatelnych funkei je podmnozinou | J- , A,,
takZze mnozina diferencovatelnych funkei je prvni kategorie, coz znamené, Ze existuje

néjaka spojita funkce, kterd do této mnoziny nepatii, a tedy neni diferencovatelna.

Tim je dikaz hotov. O

10.4 Separabilni prostory

Definice 10.24. Rekneme, ze metricky prostor (P, o) je separabilni, jestlize existuje spo-
¢etnéd mnozina A C P, ktera je husta v (P, o).

Véta 10.25 (Nutnd podminka separability). Necht (P, o) je metricky prostor. Necht
existuje nejspocetnd mnozina A a 6 > 0 takové, ze Vo,y € A, © # y, plati o(x,y) > 9.
Potom (P, p) neni separabilni.

Diikaz. Dokazeme sporem. Necht A a ¢ jsou jako ve znéni véty a M C P je spoCetné
mnozina takova, ze M = P. Pro a € A uvazujme B (a, g) Tyto koule jsou po dvou
disjunktni. Z M = P vime, Ze existuje m, € M N B (a, g) Jelikoz jsou koule disjuktni,
tak je zobrazeni a — m, prosté. Dostali jsme prosté zobrazeni nespocetné mnoziny A do
spocetné mnoziny M, coz nemiize nastat a dostavame spor. ]

Definice 10.26. Necht (P, o) je metricky prostor a # je n&jaky systém otevienych pod-
mnozin P. Rekneme, ze 4 je baze mnozin (P, p), jestlize pro kazdou otevienou mnozinu

G C P existuje #* C A tak, ze |JHB* = G.
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Véta 10.27 (Charakterizace separabilnich prostori). Metricky prostor je separabilni
pravé tehdy, kdyz v ném existuje spocetna baze otevienych mnozin.

Drikaz. Postupné dokédZzeme obé implikace:

1. Prava implikace: Necht A je spocetna a A = P. Polozme % = {B(a,r),a € A,r €
Q,r > 0}. A je spoetna. Dokazeme, ze A je baze. Necht G C P je oteviena.
Polozme #* = {B(a,r) € %,B(a,r) C G}. Dokdzeme, ze | JB* = G. Ziejmé
U %* C G. Zbyva ovérit druhou inkluzi. Necht z € G. Chceme ukazat, ze z € A*.
G je oteviena, a tedy existuje B(z,7) C G. A je husté, a tim padem existuje a €
ANB (z,i). Dale existuje r* € QN (g,%r). Pak B(a,r*) € . Navic r* > £,

takze z € B(a,r*). Dale o(a,z) < % ar* < 3r, a tedy B(a,r*) C B(z,r), z &hoz

dostavame, ze B(a,r*) C G. Pak také B(a,r*) € £*, a tim padem {z} € |J%*.

Nakonec mame, ze G = | #*.

2. Leva implikace: Necht 4 je spocetna béaze otevienych mnozin, tedy % = (J;2,{S:}.
Zvolme A = {a;, a; € S;}, neboli z kazdé mnoziny S; vyboreme libovolné jeden prvek
a;. Pak A je spocetna. Chceme ukézat, ze A je hustda v P. Necht G C P je oteviena.
Déle existuje #* C A tak, ze G = |J Z#*. Pak existuje S; tak, ze S; C G, a tedy
a; € G. Z toho mame, ze GN A # &. A je tim padem husta v P.

Tim je diikaz hotov. [

Véta 10.28 (Vztah totalni omezenosti a separability). Necht je metricky prostor (P, o)
totalné omezeny. Pak je separabilni.

Diikaz. (P, o) je totalné omezeny, a tedy Ve > 0 existuje kone¢na e-sit. Specialné Vn € N
existuje kone¢né %-sit’ tak, ze P C Uf;l B_(c?, %) Pak A ={cneNyie{l,...,k,}}.
Tato mnozina je spocetna. Dokazeme, ze A = P. Necht x € P. Z definice %—sité existuje
T, = P tak, ze o(x,,r) < % Pak jisté z,, — x, coZ znamena, ze A = P. O
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11 Hilbertovy prostory

11.1 Zakladni definice

Definice 11.1. Necht H je redlny vektorovy prostor. Rekneme, 7ze H je prostor se ska-
larnim soucinem, jestlize existuje zobrazeni (-,-): H x H — R takové, ze:

1. (z,y) = (y,x) Vx,y € H,

2. (x+y,)={(x,2) +(y,2) Vo,y,2 € H,
3. {ax,y) = alx,y) Vr,y € H Va € R,
4. (x,x) >0Vr € H,

5. (x,x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.

Definujeme ||z|| = +/(x,z). Rekneme, Ze prvek = € H je ortogonalni k ¢ € H, pokud
(x,y) =0.

Véta 11.2 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Vo, y € H plati (x,y) < [|z|||y|l-
Diikaz. ¥t € R je h(t) = (x — ty,x — ty) > 0. Plati:

h(t) = (z,z — ty) — (ty, x — ty) = (z,x) — t{z,y) — t{y, z) + *(y, y)
= |l2l* = 2t{z, y) + [lyl* > 0.

Tato kvadratickd funkce je nezaporna, a tedy jeji diskriminant je nekladny. Tedy D =
(—2(x,y))? — 4||=[]*||y||* < 0. Upravou snadno dostaneme dokazovanou nerovnost. O

Véta 11.3 (Trojahelnikova nerovnost). Va,y € H plati ||z + y|| < ||z]| + |lyl|- Specialné
(H, ||]]) tvofi metricky prostor s metrikou o(z,y) = ||z — y|.

Diikaz. Plati:
|z +yl|> = (z+y, 2 +y) = (z,2) + 2(z, y) + (,y) < (=] + [ly])*.
Odmocnenim dostaneme dokazovanou nerovnost. O

Definice 11.4. Necht H je prostor se skalarnim souc¢inem. Rekneme, ze H je Hilberuv
prostor, jestlize je metricky prostor (H, ||-||) tplny.

Priklad. Nésledujici prostory jsou Hilbertovy:
1. (R™ o).
2. 2 ={{an )22 a, € R 7 a, < 00} se skalarnim soucinem ({a, }5° 1, {b,}22 ) =
> anby.
3. L*0,1) = {f: (0,1) — R: fol |f(z)|*dz < oo} se skalarnim soucinem (f,g) =
Jo I(@)g(x)d.
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Véta 11.5 (Spojitost skalarniho soucinu). Necht H je Hilbertav prostor. Potom jsou
zobrazeni z — (z,y), x — ||z|| spojitd na H.

Diikaz. K & >0 zvolme § = = Je-li [lzy — @2 <, pak [(z1,y) — (22, y)| < &, protoZe:

{21, y) = (22, 9)| = |1 — 22, 9)| < 21 = o[y

Zobrazeni z — (z,y) je spojité. Z trojuhelnikové nerovnosti ||z1|| — [|z2] < ||z1 — z2]| a
||| = [|z1]| < [Jz2 — x1]|, & tedy je x — ||x|| spojiteé. O

Definice 11.6. Necht H je Hilbertuv prostor a £ C H. Rekneme, ze E je konvexni,
jestlize Va,y € E a Vt € [0,1] plati tx + (1 —t)y € E.

Véta 11.7 (O existenci prvku s nejmensi normou). Necht H je Hilberttav prostor a F C H
je konvexni a uzaviena. Potom existuje pravé jeden prvek v E s nejmensi normou.

Driikaz. Plati rovnobéznikové pravidlo:

lz+ylI* + [z =yl = (@ + y, 2 +y) + (z —y, 2 —y)
= (z,2) + 2z, y) + (y,9) + (z,2) = 2(z, y) + ()
=2z ]* + 2[ly||*.
Oznacime 6 = inf,cp|ly||. Dokézeme existenci. M&jme y, € F tak, ze ||yn| —— 6. Z
rovnobéznikového pravidla:

2

Z/n‘H/m n,m—00
201 < 22+ 2P — 462 222 0,

1y = Yl = 2||ynll® + 2[|ym||* — 4‘

Uvédomme si, ze y,, + v, € E diky konvexité. y,, je tedy cauchyovska. H je uplny, a tedy
existuje y € H tak, Ze y, — y. E je uzaviena, a tedy y € E. ||-|| je spojité zobrazent,
a tim padem ||y,|| — ¢ = [|y||. DokédZeme nyni jednozna¢nost nejblizsitho prvku. Necht
y1, 42 € Eallyi] = [l = 6. Pak:

Y1+ Y2

< 2llya]|* + 2[lgel* — 46 = 0.

s = w1 = 212 + 21y 2 — 4'

Dostavame, ze y; = ys. O

Definice 11.8. Necht M C H je linearni podprostor Hilbertova prostoru H. Definujeme
ortogonalni podprostor M+ = {y € H: (x,y) =0 Vx € M}.

Véta 11.9 (O projekei prostoru na podprostor). Necht M je uzavieny linearni podprostor
Hilbertova prostoru H.

1. Kazdy prvek = € H méa jednozna¢ny rozklad x = P(z) + Q(z) tak, ze P(x) € M a
Q(z) € M+,

2. P(z) je bod M nejblizsi k x, Q(x) je bod z M+ nejblizsi k .

3. Zobrazeni P: H — M a Q: H — M jsou linearni.
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4. |zl = [|P(@)]1* + Q)]
Diikaz. Postupné dokazeme:

1. Dokézeme nejprve jednoznacost. Necht © = x1 +y; = 29+ y2, 1,220 € M a y1,ys €
M*. Pak 1 — 29 = yo — 1, kde 21 — 29 € M a yo — y; € M*. Zaroven ale
M N M+ = {0}. Z toho plyne, Ze 0 = z; — 2o = Yo — y1, ¢imZ jsme dokazali
jednoznacnost. Nyni dokadzeme existenci. x + M je uzavieny podprostor, a tedy
dle véty o existenci prvku s nejmensi normou existuje Q(z) € z + M s nejmensi
normou. Polozme P(z) = x — Q(x). Pak P(x)+ Q(x) = x. Dokazeme, 7e P(x) € M.
Q(z) € x+ M, a tedy Q(x) —x € M, z ¢ehoz plyne, ze P(zx) € M. Zbyva ukézat,
7e Q(z) € M*. Pokud by to platilo, tak Vy € M je (y,Q(x)) = 0. bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, ze y € M a |ly|| = 1. Q(x) je prvek s nejmensi normou v
x4+ M, a tedy plati:

IQ(@)]* < |Q(z) — ayll* = (Q(z) — oy, Q(z) — ay)
= Q@)[I* - 20{Q(x),y) + o*|ly]l-

1Q(z)]|* se odecte na obou stranach nerovnice a dostaneme:

0 < —2a(Q(x),y) + | lyll.

Déle ||y|| = 1 a nerovnice plati pro vSechny «, specialné pro a = (Q(z),y). Pak:

0 < —2((Q(x),9))* + (Qx),1))* = —((Q(), y))*.
Tim padem (Q(z),y) = 0. Dokazali jsme, ze Q(x) € M*.
2. Necht y € M je libovolné. Pak:
lz =yl = Q(x) + P(z) — ylI* = Q) [* + 2(Q(x), P(z) — y) + [ P(x) — yl*,
kde (Q(), P(z)—y) = 0, protoze Q(z) € M+ a P(z)—y € M. ||Q(z)|*+]| P(x) -yl
je nejmensi pravé tehdy, kdyz y = P(x). Necht y € M*. Pak:
lz = ylI* = Q) —y + P(@)|I* = |Q(z) — ylI* + 2(Q(z) — y, P(x)) + | P(x)]*,

kde (Q(z)—y, P(x)) = 0, protoze Q(z)—y € M+ a P(z) € M. ||Q(z)—y|*+| P(x)|*
je nejmensi pravé tehdy, kdyz y = Q(x).

3. Chceme dokazat, ze P(ax + py) = aP(x) + P(y). Vime, ze x = P(x) + Q(x),y =
P(y)+Q(y) a ax + By = P(ax + py) + Q(ax + Py). Prvni rovnici vynasobime —a,
druhou —f a v8echny tii rovnice seCteme. Dostaneme:

aQ(z) + BQ(y) — Q(ax + By) = Plax + By) — aP(x) — BP(y),

kde ¢len na levé strané rovnice je v M+ a ¢len na pravé strané je v M. MNM*+ = {0},
a tedy musi platit:

aQ(z) + BQ(y) — Qlax + By) = 0 = Plax + By) — aP(x) — BP(y).

Tim jsme dokézali, Ze zobrazeni je linearni.
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4. Primo spocteme:

lz]* = (P(z) + Q(x), P(z) + Q(x)) = |P()|I* + 2(P(x), Q(x)) + |Q(z)|,

kde (P(x),Q(z)) = 0, protoze P(z) € M a Q(x) € M*. Tim padem dostavame
dokazovanou rovnost.

Véta tedy plati. O]

Disledek. Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H a M # H. Pak
existuje y € M+ tak, Ze y # 0.

Véta 11.10 (O reprezentaci linearniho funkcionalu). Necht H je Hilbertiuv prostor a
L: H — R je spojité linearni zobrazeni. Pak existuje pravé jedno y € H tak, ze L(z) =
(z,y).

Diikaz. Nejprve dokdzeme jednoznaénost. Necht L(z) = (x,y1) = (x,y2). Pak Vz je
(z,91 — y2) = 0. Specialné pro x = y — y, mame |[y; — ol = 0, a tedy y = yo.
Nyni prejdeme k existenci. Pro L = 0 volme y = 0. Jinak méjme M = {x € H: L(x) =
0} = L71({0}). Toto je linearni podprostor, ktery je navic uzavieny. Podle predchoziho
dtsledku existuje a € M+, a # 0. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, 7e |la|| = 1.
Mgjme x pevné. Polozme z(x) = xL(a) — L(z)a. Pak:

L(z) = L(x)L(a) — L(z)L(a) = 0= z € M.
Dale:
0= (a,z) = (a,zL(a) — L(z)a) = L(a){a,x) — L(z)(a, a).

Jelikoz ||a|| = 1, tak mame L(z) = (a,x)L(a) = (z,al(a)). Za y zvolime aL(a) a dikaz
je hotov. O

11.2 Rozklad do Schauderovy baze

Definice 11.11. Necht H je Hilbertuv prostor a A je indexovd mnozina. Mnozina prvku
u, € H, kde a € A, se nazyva ortogonélni, pokud (u,,us) =0V, € A, a # 5. Ortogo-
nalni mnozina se nazyvéa ortonormalni, pokud navic ||u.| = 1 Va € A. Jestlize {uq}aca
je ortonormélni mnozina, pak Vo € H definujeme Fourierovy koeficienty x vzhledem k u,,
jako Z(a) = (x, uq).

Véta 11.12 (O konecéné ortonormalni mnozing). Necht H je Hilbertav prostor, {uq }aca
je ortonormélni mnozina a F' C A je kone¢na mnozina. Ozna¢me Mp = LO{u,: o € F'}.

1. Necht ¢: A — R je 0 mimo F'. Pro vektor y = Y ¢(a)u, plati g(a) = ¢(a) a
ll1* = > aer le(a) .

2. Je-lliz e H asp(r) =), .p2(a)u,, pak sp(z) = P(x) je projekce na Mp. Navic
plati Besselova nerovnost Y . |Z(a)* < ||z

Diikaz. Postupné dokazeme:
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1. Muzeme psat:

j(a) = y7ua—<230 ua,ua> > o(B) up, ua) = pl).

BEF BEF

Jelikoz je suma konec¢né, tak jsme mohli prohodit sumu a skalarni sou¢in. Nyni:

||y||2=<z¢<muﬁ,z¢<a>ua> S5 (el us ) = 3 (pla))

BEF acl BEF acF acl

2. Plati:

(x — sp(T), uq) = (T, Uq) — <Zx uﬁ,ua> = (2, uq) — Z(a) = 0.

BeF
Z tohoto plyne, Ze © — sp(x) € Mj:. Necht y € M. Pak:

Hf_yHQ (x—sp+sp—y,x—5p+5sp—1y)

= (x — sp, 7 — sp) + 2(x — sp,8F — Y) + (sp — y,sp —y) > ||z — sF|?,

kde (z—sp,sp—vy) = 0, protoze 1 —sp € M# a sp—y € Mp. Tedy sp(z) je nejblizsi
k x v . Mp (mé nejmensi normu), a tedy sp(x) = P(z). Vyjdeme z nerovnosti vyse
pro y = 0 a dostaneme:

lz)* = ||z = sp(@)I* + lsr@)]* 2 [lsr@)]* = ) _(@(a)*

aeF

Tim je diikaz dokoncen. O

Definice 11.13. Necht (X, 0) a (Y, 0) jsou metrické prostory. Zobrazeni f: X — Y je
izometrie pravé tehdy, kdyz Va,zo € X plati o(x1, 22) = o(f(z1), f(22)).

Lemma. Necht (X, p), (Y, 0) jsou metrické prostory, X je uplny a f: X — Y je spojiteé.
Necht X, je husta podmnozina X a necht f(X,) je hustd podmnozina Y. Necht f je
izometrie X na Y, pak f je izometrie X na Y.

Diikaz. Nejprve dokazeme, Ze se jedna o izometrii. Necht x,a € X. X je husta v X, a
tedy existuje z,, € Xy tak, ze x,, — x. Dale existuje a,, € X, tak, ze a, — a. Vime, ze f je
izometrie na Xy, takze plati o(zn, a,) = o(f(z,), f(an)). Pro n — oo dostaneme, jelikoz f
je spojité, ze o(x,a) = o(f(x), f(a)). Nyni dokdzeme, Ze f jena Y. Necht y € Y. f(Xy) je
husta v Y, a tedy existuje x, € X, tak, ze f(x,) — y. f(z,) je tim padem cauchyovska v
Y, ajelikoz je f izometrie, tak i x, je cauchyovska v X. X je uplny, takze existuje x € X
tak, ze x, — z. Dale f je spojita, a tedy f(z,) = f(x). Z toho f(z) =y. ]

Poznamka. Bez diikazu vyuZijeme v nasledujici vété faktu, ze A = {{a,}>°, € I*: Ik €
N: a, = 0Vn > k} je husta v [2.
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Véta 11.14 (Riesz-Fischerova véta). Necht H je Hilbertiuv prostor a {u;}$°, je orto-
norméalni mnozina. Necht P je prostor vSech konecnych linearnich kombinaci vektora w;.
Potom Va € H plati 3 %, |2(i)]* < [|l2||*. Zobrazeni x — & je spojité linearn{ zobrazent z
H na [?, jehoZ restrikce na P je izometrie P na [°.
Diikaz. Z predchozi véty vime, ze > i | |#(¢)[* < |lz/|*. Limitnim pFechodem pro n — oo
dostaneme Y o2, [2(i)|* < ||lz|*. Tedy « +— 2 je z H do [*. Toto zobrazeni je linearni,
nebot:

r+y(i) = (z +y,w) = (z,w) + (y,w;) = 2(1) + 9(0),

az(i) = (ax,u;) = alr, u;) = az(i).

Dale pro z,y € H plati ||z —y||> > >°5°, 12(¢) — 9(4)|?, a tedy je zobrazeni x — Z spojité.
Podle predeslé véty je toto zobrazeni také izometrie na P. Vyuzijeme predeslého lemmatu,
kde X = P, X = P aY = [2. X je uplny, nebot je to uzaviend podmnozina uplného
prostoru. Déle Xj je husta v X a x — I je spojité. Déle f(Xo) = {{a,}>, € I*: Fk €
N: a, = 0 Vn > k} je dle pfedchozi pozndmky husté v [2. O
Definice 11.15. Necht H je Hilbertuv prostor a h; € H, i € N. f{ekneme, ze o hi
konverguje k s € H, pokud lim, /s — > 1, k]| = 0.
Véta 11.16 (O maximalni ortonormélni mnozing). Necht H je Hilbertuv prostor a {u;}3°,
je ortonormalni mnozina. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. {u;} je maximélni ortonormalni mnozina.
2. Mnozina P v8ech kone¢nych linedrnich kombinaci prvka z {u;} je husta v H.
3. Vo € H plati ||z = D257, |:]%
4. Vx,y € H plati (x,y) = > 0| TV
5. Vo € H plati z = Y7 | Z;u;.
Diikaz. Potupné dokdzeme jednotlivé implikace:

e 1 = 2: Pokud je {u;} maximalni ortonormalni mnozina, tak Vv € H a Vi € N plati
(uz,v) = 0. Dokazeme tuto implikaci sporem. Necht P # H. P je uzavieny linearni
podprostor H. Podle predchoziho disledku existuje u € P tak, ze u # 0. Pak ale
Vi € N je (u,u;) =0, ¢imZ dostavame spor s maximalni ortonormalitou.

e 2 = 3: Podle predchozi véty je z — & izometrie P = H na [>. Tedy ||z|? = ||2[|3 =
Doy 1l

e 3 = 4: Plati:

Analogicky:
1% + 917 = 1|12 — 9* = 4(2,9) =4 Y _ s
i=1

Podle tfetiho bodu plati, Ze ||z + y||* = |2 + g[|* a ||z — y||* = |2 — 9||%, a tedy
(,y) = 3272 Tidh-
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[}
W

3: Volme y = z. Thned dostaneme pozadovanou nerovnost.

e 5= 1: Necht z € H a (z,u;) =0 Vi € N. Chceme dokéazat, ze = = 0. Zfejmé:
i=1 i=1

5: Cheeme ukazat, ze y" = Y., #;u; jde k & pro n — co. To miizeme zapsat
tak, ze ||y — x| 2= 0. Pro i < n plati:

[ ]
w

(x —y" u;) = (x,u;) ij uj, u;) = (x,u;) — & = 0.
Pro i > n plati:

(x —y", uy) = (T, u;) Z (uj, ;) = (x,u;).

Pouzijeme treti bod pro z — y". Dostaneme:
2 2 n—>oo

-7 = Z | %

i=n+1

Tim je véta dokazana. O]

11.3 Trigonometrické rady

Definice 11.17. Necht f € L?*(0,27). Potom ¢isla
1 2m
ar = — f(x)cos(kx)dx, k € Ny,

™ Jo

1 2m
by = —/ f(x)sin(kz)dz, k € N,
T Jo

nazyvame Fourierovy koeficienty funkce f. Trigonometrickou fadu

LU Z(ak cos(kx) + by, sin(kx))

Fy(r) = 5
k=1

nazveme Fourierovou radou funkce f.

Véta 11.18 (O ortonormalité trigonometrickych funkei). Necht m,n € N. Pak plati:

2m 0, m#n,
/ sin(nz) sin(mz) de =
0 m™, Mm=mn,
2 0, m#n,
/ cos(nx) cos(mx) dz =
0 T, m=mn,

2m
/ sin(nzx) cos(mzx) dz = 0.
0
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Diikaz. Plati néasledujici vzorce:
sinasin § = %(cos(a — B) — cos(a + B)),
cosacos f§ = %(cos(a — B) + cos(a + 5)),
sin accos f = %(sin(a — ) + sin(a + 3)).

Pro n # m plati:

/0 ' sin(nz) sin(mz) dr = /o ' %(COS((TL —m)x) — cos((n+m)x))dx

_ % Fm((n - m)x)] 1 [sin((n + m):v)] " 0

n—m 2 n-+m

0 0

Pro n = m mame:
2m
/ sin?(nx) dz = 7.
0
Zbylé rovnosti by se dokazali analogicky dle vzorci vyse. O
Véta 11.19 (O maximalité trigonometrickych funkei). Systém trigonometrickych funkeci
1 o 1 * 1 ~e s 21 1o s .-
{\/—77 sm(nx)}n:l, {\/—;r cos(n:zc)}n:1 a 5= tvorf maximélni ortonormélni mnozinu v
L?(0,2m).

Disledek. Necht ag, by jsou Fourierovy koeficienty Vf € L?(0,27). Pak

+ Z ay, cos(kx) + by sin(kx))

%
2
k=1

ve smyslu rovnosti L? funkei. Tedy v L*(0, 27) plati:

n

f(z) = % + le Z(ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

Navic:
o 2 a% - 2 2
/0 ot ds =+ 3 + 1)

Specialné plati, Ze trigonometrikcé polynomy jsou husté v L*(0,27), a tedy i C([0,1]) je
husté v L2(0,1).



151

12 Stejnomérna konvergence posloupnosti a fad funkci

12.1 Bodova a stejnomérna konvergence posloupnosti funkci

Definice 12.1. Necht J C R je interval a necht méme funkce f: J = R a f,: J = R,
n € N. Rekneme, Ze posloupnost funkei { f,,} konverguje:

e bodové k f na J, pokud Vx € J plati lim, ., f.(z) = f(z), neboli pokud plati:
Ve e JVe>03ng € NVn >ng: |fu(z) — f(z)] <e.

e stejnomérné k f na J, pokud plati:
Ve >03ng e NVn >ng Vo € J: |fu(z) — f(z)| <e.
Znacime f, = f na J.

e lokilné stejnomérné, pokud pro kazdy omezeny uzavieny interval [a,b] C J plati
fn = [ na [a,b]. Znacime f, lo¢ £ na J.

Poznamka. Analogicky muZzeme definovat stejnomérnou konvergenci pro metrické pro-
story. Necht M je mnozina, (Q), o) je metricky prostor a f, f,: M — @, n € N. Rekneme,
ze {fn} konverguje stejnomérné k f, jestlize plati:

Ve >0 3ng e NVx € M Vn > ng: o(fu(x), f(z)) <e.
Stejné tak bychom mohli zobecnit i nésledujici véty.

Véta 12.2 (Kritérium stejnomérné konvergence). Necht f, f,: J — R, n € N. Pak
fn = f na J pravé tehdy, kdyz plati:

lim sup| £, («) — f(z)| = 0.

n—oo zeJ

Diikaz. Pokud f, = f na J, tak plati:
Ve>03dngo e NVn>ng Ve e J: |fu(z) — f(z)] <e.
Tento vyrok je ekvivalentni nasledujicimu vyroku:

Ve >0 3dng € NVn > ng: sup|fu(z) — f(z)| <e.
zeJ

Toto je ale ziejmé ekvivalentni lim,, o sup,c; | fn(z) — f(x)| = 0. O

Poznamka. Necht f, f,,: J — R, n € N, jsou spojité funkce. Podle predchozi véty mame,
ze f, = f na J pravé tehdy, kdyz f, — f v metrickém prostoru C(J) se supremovou
metrikou.

Véta 12.3 (Bolzano-Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht f,,: J —
R, n € N. Pak {f,} je stejnomérné konvergentni pravé tehdy, kdyz plati:

Ve >03dng e NVm,n>nyg Vo e J: |fu(z) — fm(x)] <e.
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Diikaz. Postupné dokdzeme obé implikace:
1. Prava implikace: Necht f,, = f na J. Pak plati:
Ve >03dng e NVn >ng Ve € J: |fu(x) — f(2)| <e.

Tedy Vm,n > ng a Vo € J plati:
[fu(@) = fin(@)] < |fu(@) = f@)] + [f(2) = fm(@)] < 2,
¢imz dostavame, co jsme chtéli.
2. Leva implikace: Predpokladejme nyni, ze plati:

Ve >03dng e NVm,n>nyg Vo € J: |fu(z) — f(x)] <e.

Toto pouzijeme pro pevné z € J pro a, = f,(z). Pak mame:
Ve >0 3ng € NVm,n > ng: |a, — an| < e.

Z toho dostavame, Ze existuje lim, ., fn(2) € R. Ozna¢me f(x) = lim,, o fu(z). V
nerovnosti nahore provedeme limitni pfechod pro m — oo a dostaneme:

Ve>03dngo e NVn>ng Vo e J: |fo(z) — f(z)] <e.
Z tohoto ihned plyne, ze f, = f na J.
Timto jsme vétu dokazali. [

Véta 12.4 (Moore-Osgoodova véta). Necht xy je krajni bod intervalu J (muze byt i
+00). Necht f, f,: J — R, n € N, spliwji nésledujici:

1. fn = fnal,

2. existuje lim, ., fn(z) = a, € R ¥n € N.
Pak existuji lim,, oo @, a lim,_,,, f(z) a jsou si rovny, neboli:

A 2, Jrl) = g, e, Il
Diikaz. 7 BC podminky mame:
Ve >03dng e NVm,n>nyg Vo e J: |fu(z) — f(x)] <e.
Provedeme limitni prechod pro x — zy a dostaneme:
Ve >0 3dng € NVm,n > ng: |a, — an| < e.

{a,} spliuji BC podminku pro posloupnosti, a tedy existuje lim, . a, = a € R. Zbyva
dokézat, ze existuje lim, ., f(z) = a. Necht ¢ > 0. Z definice f, = f dostavame, ze
existuje ng € N tak, ze Vo € J plati |f,,(x) — f(x)] < e. Zaroven muzeme predpokladat,
ze |ay, — a| < e. Mame pevnou funkci f,, a vime, Ze lim, ., fn, () = an,. Tedy existuje
0 > 0 tak, ze Vo € P(xo,d) N J plati | fo, () — an,| < €. Nyni Vo € P(z9,9) N J plati:

|f($) - CL’ < ‘f(ib’) - fno(x)‘ + ‘fno(m) - &n0’ + ’ano - a‘ < 3e.

Dostéavame lim,_,,, f(z) = a, ¢imZ jsme vétu dokazali. O
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Disledek. Necht f, = f na I a necht f, jsou spojité na I. Pak f je spojita na I.

Véta 12.5 (O zaméné limity a derivace). Necht funkce f,, n € N, maji vlastni derivaci
na intervalu (a, b) a necht plati:

1. Existuje zo € (a,b) tak, ze {f,(x¢)} konverguje.
2. Pro derivaci f! plati, ze konverguje lokalné stejnomérné na (a, b).
Pak existuje funkce f tak, ze f, o f na (a,b), f ma vlastni derivaci a f o f’' na (a,b).

Diikaz. Necht z¢ € [e,d] C (a,b). UkdZeme, Ze f, = f na [c,d]. Necht ¢ > 0. Z BC
podminky pro f/ vime, Ze existuje ng € N tak, ze Vm,n > ng a Vo € J plati |f (z) —
fl.(x)| < e. Zaroven z BC podminky pro posloupnosti vime, ze Vm,n > ng plati | f,(zo) —
fm(xo)| < &. Nyni Va € [¢, d] mame:

(@) = fo(@)| < |ful@) = frnl2) = (fu(@0) = fin(20))] + [fn(20) = fru(20)]
< Jz — 2ol [[1(§) = fru(&) +& <e((d —c) + 1),

kde jsme vyuzili Lagrangeovy véty pro h(z) — h(zg), kde h = f, — f,,. Dostali jsme,
ze f, = f na [c,d]|. Zbyva ukazat, ze f, = f’ na [c,d]|. Zvolme z € [c,d] a polozme
on(x) = W pro z € [c—d]\ {z}. Necht £ > 0. Podle BC podminky existuje ny € N
tak, ze Vm,n > ng a Vo € [¢,d] plati |f!(z) — f! (z)| < e. Podobné jako v predchozim
kroku méme:

|fn(@) = fm (@) = (fu(2) = fn(2))| = | £ () = [ (O)lw — 2] < el — 2.
Nyni Vm,n > ng a Vo € [¢,d] \ {z} plati:

oa(0) = (o)) = [P =l 2 Sl o

E.
©n tim padem konverguje stejnomérné na [c,d] \ {z}. Dale plati:

lim ¢, (z) = lim M

T—z T—z Tr — zZ

= fl(z2) e R.

Timto jsme ovérili predpoklady Moore-Osgoodovy véty. Podle ni plati:

lim lim = lim lim —————=.
n—00 T—2 r—Zz T2 N—00 xr—=z

Upravou dostavame:

lim f!(z) = lim J@) = JE) 1'(2).

n—o0 T—z r — zZ

Tedy f; — f’ a navic vime, ze ), konverguje stejnomérné, a tedy f, = f’. Tim jsme vétu
dokazali. O
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12.2 Stejnomérna konvergence rady funkci

Definice 12.6. Rekneme, 7e fada funkei 3757 ug(x) konverguje stejnomérné (lokalné
stejnomérné) na intervalu .J, pokud posloupnost ¢asteénych souctt s,(z) = Y ,_; ux(z)
konverguje stejnomérné (lokalné stejnomérné) na J.

Véta 12.7 (Nutna podminka stejnomérné konvergence fady). Necht Y > | u,(z) je fada
funkei definovana na intervalu J. Pokud )", u,(z) konverguje stejnomérné na .J, pak
posloupnost funkef u,(z) = 0 na J.

Diikaz. Vime, ze Y -, u,(x) konverguje stejnomérné, a tedy i s,(z) = > ;_; ux(z) kon-
verguje stejnomérné. Takze podle BC podminky mame:

Ve >0 3dng € NVm,n >ng Vo € J: |s,(z) — sm(z)| < e.

Specialné pro m = n + 1 mame:

n+1 n
Ve >0 dng € NVn > ng Vo € J: Zuk(x) — Zuk(x) = |up1(2)] < e.
k=1 k=1
7 toho ihned vidime, ze u,, = 0. O

Véta 12.8 (Weierstrassovo kritérium). Necht ) > | u,(x) je fada funkei definovana na
intervalu J. Pokud pro o, = sup,.; |u,(x)| plati, Ze ¢iselna fada )~ , o, konverguje, pak
> > un(x) konverguje stejnomérné na J.

Diikaz. Necht ¢ > 0. Z BC podminky pro konvergenci » .- | o), vime, Ze existuje ny € N
tak, ze Vm,n > ng, m > n, plati |ka:n+1 ak| < &. Chceme ovérit BC podminku pro
sn(x) = > 0_ ug(x). Z¥ejmeé Vm,n > ng, m > n, a Va € J plati:

n m m m
5@ = su@) = | un@) =S w@)| < 3 @< Y on<e
k=1 k=1 k=n-+1 k=n+1
Dostavame, ze fada konverguje stejnomérné. O

Véta 12.9 (O spojitosti a derivovani fady funkei). Necht > 7 wu,(z) je fada funkef
definované na intervalu (a, b).

1. Necht u, jsou spojité¢ na (a,b) a necht Y >, u,(x) konverguje lokidln¢ stejnomérné
na (a,b). Pak F(x) = > 7 u,(z) je spojita na (a,b).

2. Necht funkce u,, maji vlastni derivaci na (a,b) a necht plati:

(a) Existuje zo € (a,b) tak, ze > | u,(xo) konverguje.

(b) >, ul,(x) konverguje lokalné stejnomérné na (a, b).

Pak je funkce F(z) = > 7 u,(z) dobfe definovana a diferencovatelna na (a,b).
Navic % u,(z) % F(z) a 00 ol (z) % F'(x) na (a,b).
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Diikaz. Dokézeme jednotliva tvrzeni:

1. Funkce si(z) = 22:1 un(z) jsou spojité a s; konverguje lokalné stejnomérné na
(a,b). Podle diisledku je jejich limita lokalné spojité, a tedy spojita. Limita je prave:

lim sg(x) = ]}LI{}OZun(x) = Zun(m) = F(x).

k—o0

2. Na s; pouzijeme vétu o zaméné limity a derivace. To miuZzeme, nebot si(zy) =
27]2:1 un (o) konverguje a s (z) = 22:1 u, (z) konverguje lokalné stejnomérné na
(a,b). Tim padem podle zminéné véty existuje F(z) = limy oo sp(x) = > o0 un(2).
Tato funkce je diferencovatelng, S°°° wu,(z) % F(z) a S/ (z) % F'(z) na

(a,b).
Tim je dikaz hotov. O

Véta 12.10 (Abel-Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci). Necht mame
{an(z)}22, posloupnost funkci definovanych na intervalu J a necht {b,(x)}>>, je po-
sloupnost funkei definovanych na J takova, ze by (x) > ba(z) > --- > 0. Jestlize je splnéna
néktera z nasledujicich podminek, pak >~ 7 | a,(x)b, () konverguje stejnomérné na J.

0o . . . o . ,
1. > an(x) konverguje stejnomérné na J a b, je omezena.

2. b, =2 0mnaJad ~ a,(r) ma omezené Castetné soucty, tedy existuje K > 0 tak,
ze VYm € N a Vo € J plati [s;,(z)] = D20, ai(2)] < K.

Diikaz. Dokazeme postupné jednotliva tvrzeni. Za¢neme druhym:

1. Necht ¢ > 0. Nalezneme ny € N tak, ze Vn > ng a Vo € J plati |b,(x)| < e. Necht
m,n > ng. Oznacme o; = 35 a;(z). Pak:

%

Zaj(:v) —nz:aj(x) <K+ K =2K.

J=1

|oi ()] <

Nyni Vm,n > ng a Vo € J plati:

= ‘O-nbn + (Un+1 - Jn)anrl + -+ (Um - O-mfl)bm’

> as(a)by(o)

= |0n (bn - anrl) +0n+1 (anrl - bn+2) +r o (bmfl - bm) +om bm |
SN—— — ————— ~~~

>0 >0 >0 >0
< {Sup ) ‘Uj<x>’((bn - bn+1> + (anrl - bn+2) T+t (bmfl - bm) + bm)
JE{N,...m
= sup |oj(z)||bn(x)] < 2Ke.
je{n,...m}

Podle BC podminky tedy Y >°, a,(z)b,(x) konverguje stejnomérné na J.
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2. Necht € > 0. Z BC podminky pro stejnomérnou konvergenci existuje ny € N tak, ze
VYm,n > ng plati ‘Z;n:n aj(x)‘ < e. Tedy pro o;(z) = Z;:n a;(z) plati |o;(x)| < e.

Analogicky odhadu vyse mame:

> aj(@)bi(x)| < sup oyllba(@)| < esup |bi(z))].
j=n je{n,...m} xeJ

Tedy "7 | a,(z)b,(x) spliuje BC podminku, a tedy konverguje stejnomérné na .J.

Timto jsme vétu dokézali. O

12.3 Mocninné rady

Definice 12.11. Nechf 7 € R, a,, € R, n € Ny. Radu funkef > g an(z — x9)" nazveme
mocninnou fadou s koeficienty a,, a stfedem .

Definice 12.12. Polomérem konvergence mocninné fady » >, a,(z — ()" nazveme R =
sup{r € [0,00): > >, a,(z — zo)" konverguje Vz € [zg — r, zo + 1|}

Véta 12.13 (O poloméru konvergence). Necht >~ a,(x — )" je mocninné fada a R €
[0, 0] je jeji polomér konvergence. Pak fada konverguje absolutné Vz € (xg — R,z + R)
a diverguje Vz takova, ze |z — x| > R. Navic plati:

1

limsup,, ... V/]an|’

kde vyrazem ! rozumime oo a vyrazem é rozumime 0. Pokud navic vime, Ze existuje

0
_lan|
pak R = lim,,_, Tl

R:

|an]
llmn—>oo| nl‘a

Diikaz. Polozme R = - ! . UvaZujme nejprve, ze R € (0,00). Pak Vx takove,
lim SUPy 500 n\/ ‘a’"‘

ze |x — x| < R plati:

(x —zo)?| = x—xolhmsup A < 1.

lim sup A
n—oo

Dle odmocninového kritéria fada konverguje absolutné. Pro Vz takové, Ze |x — xo| > R

mame:
lim sup {/|a,(z — xo)"| = > 1,

n—o0

a tedy fada diverguje. Pokud limsup,,_,.. ¥/|a,| =0, pak R = oo a Yz € R dostaneme:

lim sup v/ |a,(z — x¢)"| = 0.

n—oo

Rada tedy konverguje absolutné. Je-li limsup,, .., ¥/|a,| = oo, pak R = 0 a ¥V € R plati:

limsup v/|a,(x — z9)"| = o0

n—o0
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_lan|

Rada tim padem diverguje. Necht existuje A = lim,, D pak:
lim On1 (v — 70)""] = |z — x| lim 1] = |z = ol
n—o0 CLn(ZL‘ — l’o)n 0 n—00 |an| A
Pro |"’“"7—Am°| < 1 fada konverguje a pro ﬁ%o‘ > 1 fada diverguje a zfejmé A = R. O

Véta 12.14 (O stejnomérné konvergenci mocninné fady). Necht 7 a,(z — xo)" je
mocninnd fada s polomérem konvergence R > (0. Rada konverguje lokalné stejnomérné na

(fL’O — R, To + R)

Diikaz. Necht 0 < r < R. Podle predchozi véty, kde = = zo + r plati, ze Y~ a,r"
konverguje absolutné. Nyni Va € [zg — r, xo + 7] mame |a,(x — x¢)"| < |a,|r". Vime, Ze
> o lan|r™ konverguje, tedy podle Weierstrassova kritéria Y >~ a,(z — zo)™ konverguje
stejnomérné na [zo—r, £o+7]. Tim padem konverguje lokalné stejnomérné na (zo— R, o+
R). O
Véta 12.15 (O derivaci mocninné fady). Necht > a,(z — ¢)" je mocninna rada s

polomérem R > 0. Pak > 7 a,n(z — x¢)" ! je také mocninna fada se stejnym stfedem
a polomérem konvergence. Navic pro z € R takoveé, Ze |x — zo| < R, plati:

(Zan(x—xo ) :Zannx—xo -1

n=0 n=1

Diikaz. Polozme R = - 1 . Vime, Ze to jisté je polomér konvergence rady
limsup,,_, oo \/|an

Zzo:l an($ - l‘o)n. Nyni:

ia n(x _ SL’Q)nil _ ZZO:I ann@: — xo)n
n

N (x — z0)

)

kde = # xy. Polomér konvergence druhé rady je podle véty o poloméru konvergence fady
prave:
1 1

limsup,,_,., ¥/|an|n ~ lim sup,, o 3/ |an|’

nebot limsup,,_, ., /n = 1. Tedy fada Y~ | a,n(x —x¢)" ma stejny polomér konvergence.
Chceme pouzit vétu o spojitosti a derivovani fady funkei na (zg — R, zo + R). u,(z) =
an(z — 20)" ma vlastni derivaci a,n(x — xo)""'. Dale > 2 u,(zo) konverguje. Navic
>0 L agn(z — x9)"* konverguje lokalné stejnomérné na (xo — R,z + R) dle pfedchozi
véty. Tim padem dle véty o spojitosti a derivovani fady funkei existuje F'(x) pro F(z) =

Yoo pan(z —xo)™ a F'(z) =Y 00 apn(x — zo)" L. O
Diisledek (O integrovéni mocninné fady). Necht Y7 a,(z — z0)" je mocninna fada a
R>0.Pak ¢ -4 (z —20)""" je mocninna fada se stejnym polomérem a navic plati:

- n OO Qn n+1
an (T — x09)" = r—x +C
/ZE (o = 30 )

na (ro — R, zo + R).
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Diikaz. Dle predchozi véty jisté plati:

(oo} a ! o
Z " (x— )"+ C) = Z an(z — 20)".
(nO n+1 =

Tim je diikaz hotov. O]

Véta 12.16 (Abelova véta). Necht > 7 a,(x — x9)" je mocninna fada s polomérem
konvergence R > 0. Necht navic ) ° ,a,R" konverguje. Pak fada >~ a,(z — x()"
konverguje stejnomérné na [zo, zo+R] a D a, R" = lim, ,g- > "> a,r", tedy je zprava
spojita.

Diikaz. Ziejmé:

Z an(x — xp)" = Z an, R" ﬁ# .
n=0 n=0 ——
an(z) b ()
Ovérime, ze b, > b, > 0. Jisté:
(z —@0)" _ (2 — @)™ (z — 2o)
> sS1>—
R - Rl - R

coz plati. Dale |by| = 1, takze b, je omezena. Vime, ze >~ a, R" konverguje. Podle BC
podminky pro konvergenci realné rady mame:

m

ZakRk <e€

k=n

Ve >0 dng € NVm,n > ng:

Ukazeme, ze >~ a,(x) = Y 2, a,R" konverguje stejnomérné podle BC podminky pro
stejnomérnou konvergenci. K ¢ volme ng jako vySe. Pak Vm,n > ng a Vo € [xg, zo + R]
plati:

Fl<e.

Dle Abel-Dirichletova kritéria plati, ze > - a,(z — x¢)" konverguje stejnomérné na
(20, zo + R]. Funkce a,(z — x0)™ jsou spojité a Y~ a,(z — x)™ konverguje stejnomérné,
atedy F(z) =" an(x — x0)" je spojita na [xg, z¢ + R]. Tedy:

lim Z a,r" = lim F(x)= F(xo+ R) Z a, R".
0

r—R~ rz—xo+R~™

Tim jsme vétu dokazali. O]
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13 Absolutné spojité funkce a funkce s kone¢nou variaci

13.1 Derivace monotonni funkce

Definice 13.1. Necht = € (a,b) a f: (a,b) — R. Definujme limes superior a limes inferior
jako:

limsup f(z +h) = lim sup f(y),

h—0 h—0 yEP(x,h)
llinjélff(x +h) = fllli% yegg,h) f(y)-

Poznamka. Plati nasledujici:

dlim f(x 4+ h) € R < limsup f(x + h) = liminf f(x + h).
h—0 h—0 h—0

Dtikaz je mozné najit v sekci teoretickych priklad.

Definice 13.2. Necht [ je interval, x je vnitini bod I a f: I — R je funkce. Definujeme
horni a dolni derivaci funkce f v bodé x jako:

Véta 13.3 (Mira vzoru a obrazu). Necht I C R je interval. Necht f: I — R je neklesajici
funkce, M C I je méfitelnd a ¢ > 0.

1. Je-li Df(z) > ¢ na M, potom X*(f(M)) > cA\(M).
2. Je-li Df(x) < ¢ na M, potom \*(f(M)) < cA(M).

Véta 13.4 (Derivace monotonni funkce). Necht I C R je interval a f: I — R je mono-
tonni funkce. Potom ve skoro kazdém bodé x € I existuje f'(x).

Dikaz. Oznacme: -
M,,={xel: Df(x) <p<qg<Df(z)}.

Podle predchozi véty plati:
qA(Mpq) < N (f(Mpg)) < PA(M,yq).

Jelikoz p < ¢, tak A\(M,,,) = 0. Ukdzeme, Ze pro mnozinu bodu nediferencovatelnosti M
plati, ze M = Up, 0c0.p<qg Mp,q- Spocetné sjednoceni nulovych mnozin je nulovd mnozina,
a tedy dikaz véty bude hotov. Za¢neme pravou inkluzi. Necht = € M, ,. Pak Df(z) <
Df(x), a tedy neexistuje f’(r). Pfejdeme k opaéné inkluzi. Necht naopak x € M. Pak
neexistuje f'(z), a tedy A = Df(x) < Df(z) = B. K A < B nalezneme p,q € Q tak, Ze
A<p<q<B.Pakaxe M, O
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Poznamka. Uvedme nékolik poznamek:

1. Kazda monoténni funkce z R do R ma nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti.

2. Kazda monoténni funkce z R do R ma nejvyse spocetné mnoho intervalii, na kterych
je konstantni.

3. Kazd4 monotonni funkce je méritelna.

Driikaz. Pro dikaz prvniho tvrzeni bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze f je nekle-
sajici. Kazda monoténni funkce ma limitu zleva i zprava. Ziejmé Va € R plati:

lim f(y) < f(z) < lim f(y).
y%l’ yg)x
Méjme nyni D = {z € R: lim,,,- f(y) < lim, .+ f(y)}. V2 € D oznaéme a, =
lim, .- f(y) a by = lim,_,,+ f(y). Mame-li z,y € D, z < y, pak:
ay < by < ay <,

Tim padem je systém otevienych intervali {(a,,b,),z € D} disjunktni, a tedy spocetny.
Tedy i mnozina D je spocetné. Nyni dokdzeme tieti tvrzeni. Necht ¢ € R. Mnozina {x €
[a,b]: f(x) > c} je interval, a tedy je to méfitelna mnozina. Takze f je také méfitelna. [

Véta 13.5 (Integral derivace monotonni funkce). Necht a,b0 € R, a <ba f:[a,b0] - R
je neklesajici funkce. Potom f’ je lebesgueovsky méfitelné na [a,b] a plati:

b
/ Fe)de < F(b) - fla).

Diikaz. f je neklesajici, a tedy méfitelna. Dodefinujeme f(z) = f ( ) pro x > b. Z pre-
deslé vty vime, 7e pro skoro viechna z existuje limy_,o L (Hh @) — f/(z). Definujme

flz+1)—f(@)
1

funkce g,(z) = . Tyto funkce jsou méfitelné a pro skoro vSechna z existuje

lim, o gn(z) = f' (:L‘)n Tedy f'(z) je méfitelna, nebot limita méfitelnych funkei je méfi-
telna. Déle f je neklesajici, a tim padem g,(z) > 0 a f'(x) > 0. Podle Fatouova lemmatu

plati:
b b b
/ f'(z) dx :/ lim inf g, (z) do < liminf/ gn(x)dz
a a n—oo n—oo a
’ 1
zliminf/ n <f (x—l— —) —f(x)) dz
n—00 a n
b+1 b
= lim inf (n/ f(x)dx — n/ f(x) dm)
n—oo a+% a
b+ ats:
= lim inf n/ f(m)dm—n/ f(x)dx
n—oo b a

a+%
< lim inf (f(b) —n/ f(a) dx) = f(b) — f(a).

n—o0

Tim také dostavame, Ze f’ je integrovatelna a dukaz je hotov. O]
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13.2 Funkce s kone¢nou variaci
Definice 13.6. Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f: [a,b] — R. Definujeme:

V*(f,a,b) = sup {Z(f(:r;l) - f(a:z-l))*} : (Kladna variace)

D i=1

V= (f,a,b) = sup {Z(f(%) — f(xi—l))_} , (Zaporna variace)

D=1

V(f,a,b) =sup {i |f(z;) — f(:vi_l)]} , (Totalni variace)
b=

kde supremum bereme pfes vSechna déleni D = {z;}?, intervalu [a,b] tvaru a = xy <
Ty < o0 < @poy < Tp = b. Zavedeme znaceni V5 (x) = VI (f,a,2), Vi () =V~ (f,a,7) a
Vi(z) = V(f,a, ). Rekneme, 7e funkce f ma na intervalu [a, b] koneénou variaci, jestlize
V(f,a,b) < co. Mnozinu v8ech funkei s kone¢nou variaci znac¢ime BV ([a, b]).

Poznamka. Necht [a,b] C R a f: [a,b] — R. Pak:
1. Je-li f neklesajici na [a,b], pak V(f,a,b) = V*(f,a,b) = f(b) — f(a).
2. V(f,a,0) > [f(a) — f(D)I.

. Jellia=xg< 1 < <x,_1 <22, =0, pak:

n

V(f,a,0) = V(f,zi1,m).

i=1
Véta 13.7 (Vztah omezené variace a monotonie). Necht [a,b] C R a necht f: [a,b] — R.
L. Mé&-li f konetnou variaci na [a,b], pak Vi(z) = Vi (z) + V; (2) a f(z) — f(a) =
Vf(x) =V ().
2. f € BV(|a,b]) pravé tehdy, kdyz existuji neklesajici funkce u,v: [a,b] — R tak, ze
f=v—u.
Diikaz. Postupné dokdZzeme jednotliva tvrzeni:
1. Necht D = {x;}, je déleni intervalu [a,b] tvaru a = zo < 21 < -+ < Tp_1 < T, =
b. Bez jmy na obecnosti stac¢i ukazat pro x = b. Plati:

n

Z |f(@:) = f(@ia)| = Z(f(xz) — flzim)™ + Z(f(%) — fzic1))”

i=1

<V*(f,a,b)+V~(f, a,b).
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Vezmeme supj, a dostaneme:
V(f7 a? b) S er(f? a? b) + V7<f7 a’ b)'
Analogicky:

n n

V(f.a,b) = Z @) = flan)l =Y (F(xs) = Flo))t + D) (o) = flaia)™

i=1 i=1
Opét aplikujeme sup,, na obé strany a dostaneme:
V(f,a,b) > V*(f,a,b) + V™ (f,a,b).

Tim jsme dokézali prvni rovnost. Pfejdeme nyni k druhé. Ziejmé:

n n

f(0) = f(a) = Zf(iUz') — f(@ima) = Z(f(fﬂi) — flzia))" = Z(f(l’i) = fzic1))”

<V*(f,a,b) - E (f(z:) = fziza)) ™
i=1
Aplikaci inf p ziskdme:

f(b) = fla) SV*(f,a,b) — sup Z(f(:ci) — f(xi1))” =V (f,a,b) = V7 (f,a,b).

Analogicky:

n

Z(f(%) - f(%—l))Jr - Z(f(ﬂfz) — f(ziz1))”
>

(f(xz) - f(xi—l))+ - V_(f7 a, b)

supp pak da:
f(b) - f(CL) > V+<f7a7b> - Vi(fvav b)

2. Za¢neme pravou implikaci. Z predchozi ¢ésti vime, Ze:

J(@) = f@) + V*(f.a.2) - V™ (f.a,2)
v(z) u()
Nyni u(z) a v(z) jsou ziejmé neklesajici a maji kone¢nou variaci. Prejdeme k dikazu
levé implikace. Vime, ze f(x) = v(z) — u(x). Tedy:

Z |f (@) = flzi)] < Z o) = v(wia)| + Z u(ei) — u(@ia)]

=v(b) —v(a) + u(b) — u(a).

supp da, ze f € BV([a,b]).
Tim jsme vétu dokazali. O]
Disledek. Je-li f € BV, pak f mé derivaci skoro v§ude.

Diikaz. Vime, ze f muzeme napsat jako f = u—wv, kde u a v jsou neklesajici. Podle véty o
derivaci monotonni funkce existuji v’ a u’ skoro v8ude, a tedy existuje i f’ skoro v8ude. []
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13.3 Absolutné spojité funkce

Definice 13.8. Necht [a,0] C R a f: [a,b] — R. Rekneme, Ze f je absolutné spojité
na [a, b, jestlize Ve > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdy systém po dvou disjunktnich
intervali {(a;, b;)}j—y, (a;j,b;) C [a,b], plati:

n

> (b - <5:>Z\f flay)| <e.

j=1
Poznamka. Uvedme nésledujici poznamky:

1. Je-li f lipschitzovska, pak je také absolutné spojita. Absolutni spojitost dale impli-
kuje konecnou variaci a spojitost. Tyto implikace neplati naopak.

2. AC(]a,b]) je linearni prostor.
3. f je absolutné spojita, a tedy V* a V= jsou absolutné spojité.

Diikaz. Dokazeme nejprve, ze lipschitzovskd funkce je absolutné spojita. Necht ¢ > 0 a
volme ¢ = %, kde L je konstanta lipschitzovskosti. Pak pro libovolny systém disjunktnich
intervalt {(a;,b;)}, pro které je > -7 (b; — a;) < J, méme:

Z |f(b;) — flaj)| < LZ(bj —a;) <e

Nyni ukdzeme, ze absolutné spojita funkce ma kone¢nou variaci. K € = 1 volme ¢ > 0 tak,
ze pro systém po dvou disjunktnich intervalit {(a;, b;)}}_, takovych, ze 3 7 (b; —a;) <0
méme ) 7, |f(b;) — f(a;)| < e = 1. M&me déleni D* = {x;}], intervalu [a,b] tak, ze
Ti— Ti_] = g proi € {l,...,n—2}ax,—x, 1 < %. Pak n = {@J + 1. Nyni vezméme
libovolné déleni D a necht D' = DU D* a D" = {y;}*, je tim padem zjemnéni. Necht
D; = {y,k e D" Yip, € [ZL’i_l, l‘z]} Pak plati:

Z|fzz flEa)| < V(D f Znyzk— Fly )l <n

e

kde {z;}7, je déleni D. Je zfejmé, ze absolutné spojita funkce je spojita, je dokonce
stejnomérné spojita. Dale je snadné ukazat, ze AC([a, b]) je linearni prostor. Dukaz tietiho
tvrzeni nebudeme uvadeét. O

Véta 13.9 (Integral derivace absolutné spojité funkce). Necht f € AC([a,b]). Potom

f € LY([a,b]) a plati:
b
:/ f(x)dx
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Diikaz. Bez tjmy na obecnosti staci uvazovat rostouci funkci. Je-li totiz f absolutné spo-
jita, pak ma kone¢nou variaci, a tedy ji muZeme napsat jako f(z) = v(x) — u(z), kde
v(x) =Vt +xau(r) =V~ +x coz jsou rostouci funkce. Pak bude platit:

b b b
F0) = fla) = v(b) = o(0) =~ (u(b) = u(@) = [ V() de~ [ w(@)do = [ fla)s
Podle véty o derivaci monoténni funkce vime, ze f’ existuje skoro vsude, tedy:

la,b] = ix: f(z) > 0}1U {z: f'(z) =0} U;{x: f'(x) neexistuje}/.

Dokazeme, ze A(f(N)) =0, A(f(Z)) =0a [, f'dX = A(f(D)). Pak totiz:
/ f(x) dz = / f(@)dz = A(f(D)) = A(f(D)U F(N) U £(2)) = F(b) — f(a),

kde posledni rovnost plati, protoze f je prosti. Postupné dokazeme nasledujici:

1. Zacneme dikazem toho, ze A(N) = 0. K ¢ > 0 nalezneme § > 0 z definice absolutné
spojité funkce. K N nalezneme otevienou mnozinu G takovou, ze N C G a A\(G) < 4.
Tedy G = |J;2,(a;, b;), kde (a;,b;) jsou po dvou disjunktni a sjednoceni mize byt
kone¢né. Nyni Vm € N plati:

n

D (b —a;) < NG <5;»ny fla)| <e.

i=1

Nyni m — oo dava > .o, | f(b;) — f(a;)| <ea f(N) C U2, f((a;, b)), a tedy plati:

Z fla)] <e= Af(N)) =0,

=1

protoze toto plati Ve.
2. Necht € > 0, f'(x) < & na mnoziné Z. Podle véty o mife vzoru a obrazu plati:
AMf(2)) <eX(Z) <e(b—a),
a tedy A(f(Z)) = 0.

3. Necht 7 > 1. Ozna¢me Dy = {z: 7% < f'(z) < 7"}, Pak D = (J,; Dy Podle
véty o mife vzoru a obrazu plati:

= [ F@dr<HND) <MD < PO <7 [ floyde

Prescitanim pres vSechna k € Z dostaneme:

Z /f )da <Y A(f(Dr)) <T/f

keZ keZ
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Daéle:

D> OAS(Dy) = A (f (U Dk>) = A(f(D)).

kEZ kEZ
Limita pro 7 — 17 dava:

/D f(x) dz = A(f(D)).

Tim jsme dikaz dokon¢ili. O]

Lemma. Necht § € L. Plati:

Va>0§|5>OVM:/\(M)<5:>/ 0] dX < e.
M
Diikaz. Dokézeme sporem. Tedy:

1 1
Je>0V0>0,0p = —, k€N, IM: \N(M) < — = 0] dX > «.

2k 2k M,
Polozme: o e
M= M
n=1k=n
——
B
Ziejme:
AB) < v~ L < !
( ) = ; 2_k = ogn—1
Pak:
: = 1
MM) = Jie A (U Mk) = Mg 0
Nyni:
b b
O—/ ]9[d)\—/ Xm0 dX\ = lim / XU, M |0l dA > lim/ 0] dX > e.
M a n—oo [, =n n—o00 M,
Tim dostavame spor a dikaz je hotov. O]

Véta 13.10 (Neurcity Lebesgueiiv integral). Necht 6 € L'([a,b]) a f je neurcity Lebes-
gueiv integral 6, tedy existuje konstanta C' tak, ze Va € [a, b] plati:

fla) = /me(t) dt + C.

Pak f € AC([a,b]) a f' = 6 skoro vsude.
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Diikaz. Nejprve dokazeme, ze f € AC([a,b]). K e > 0 zvolme 6 > 0 z predchoziho
lemmatu. Necht (a;,b;) jsou po dvou disjunktni a » 7, (b; — a;) < d. Nyni:

Z|f aj\— /e t)dt / b)]@(t)|dt<s.

j 1(
Tim padem f € AC([a,b]). Nyni ukazeme, ze [ = 6 skoro v8ude. Z pfedchozi véty vime,

ze: .
_ / £ dt

Déle ale také vime, ze plati:

Odec¢tenim obou rovnic dostaneme:

= /z f(t) —6(t)de

Pokud za = dosadime a, tak dostaneme C' = f(a). Pak Vz € [a, b] plati:

| 1o -owa-

Toto plati pro vSechny intervaly, a tedy pro vSechny oteviené mnoziny. Pak to ale také
plati pro v8echny méfitelné mnoziny, a tim padem je f' = 6 skoro vSude. O]
Dausledek. f € AC([a,b]) pravé tehdy, kdyZz f je neur¢itym Lebesgueovym integralem
néjake 6 € L'([a, b]).

Véta 13.11 (Per partes pro absolutné spojité funkce). Necht f, g € AC(]a, b]). Pak plati:

/a [(@)g(x) do = / e

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze pokud jsou f a g absolutné spojité funkce, pak i fg je
absolutné spojita. Necht ¢ > 0. Jelikoz f,g € AC([a,b]), tak existuje § > 0 tak, Ze
V(a;, b;) C |a,b] disjunktni plati:

n " bZ —Jla;)| <eg,

S a) < 5 | Sl f(@0

i-1 > i1 l9(bi) — g
Déle f a g jsou spojité na uzavieném intervalu [a,b], a tedy existuje M > 0 tak, Ze
|lf| <M a|g| <M. Tedy:

(a;)| < e.

Zlf flai)g(a; I—Z\f — flai)g(ai) + f(bi)g(a:) — f(bi)g(ai)|

< Z £ (i) g(b:) = f(bi)g(as)| + Z £ (bi)g(ai) — flai)g(ai)]

< ZM|9(bz) —g(a;)| + ZM|f(bz) — fla;)] < 2Me.
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Nyni si uvédomme, ze jelikoz je F' = fg absolutné spojita, tak podle véty o integralu
derivace absolutné spojité funkce plati:

b
/ Fl(z)de = F(b) — F(a).
Jelikoz jsou f a g absolutné spojité, tak existuji jejich derivace skoro v§ude. Déle:

Fl(z) = (f(z)g(z)) = f;(f_l 9\(@ + @ g;(fl € L'([a, b))
€Ll ([a,b]) €C([a,b]))  €C([a,b]) €L ([a,b])

Nakonec mame:

b b
F(b) = F(a) = f(b)g(b) — f(a)g(a) = / F'(z)dr = / f(@)g(x) + f(x)g (x) da.

Jelikoz jsou integraly konec¢né, tak je mizeme roztrhnout a dostavidme dokazovanou rov-
nost. [l
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14 Fourierovy rady

14.1 Zakladni pojmy

Symbolem P,, budeme znacit mnozinu vSech lokalné integrovatelnych 2m-periodickych
funkei.

Definice 14.1. Necht {ax}2,, {bx}32; jsou posloupnosti realnych ¢isel. Pak fadu funkei

+ Z (ay cos(kx) + by sin(kz)), = € R,
k=1

%
2
nazveme trigonometrickou radou. Je-li n € N, pak

% + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))

k=1
nazyvame trigonometrickym polynomem stupné n.

Poznamka. Jiz vime, Ze trigonometrické funkce jsou ortogonalni, tedy plati:
2
f(@)g(z)de =0,

0

kde f a g jsou trigonometrické funkce.

Véta 14.2 (Fourierovy vzorce). Necht {ax}72,, {bx}32; jsou posloupnosti redlnych ¢isel
a fada % + >°° | (ay cos(kx) + by sin(kz)) konverguje stejnomérné k f na R. Pak plati:

1 2m
ar = — f(z)cos(kx)dx, k € N,

™ Jo

_ % /0 " () sin(ha) da, k€N,

Diikaz. Rada stejnomérné konverguje k f a ax cos(kx), by sin(kz) jsou spojité funkce, a
tedy i f je spojitd funkce. Spojita funkce na uzavieném intervalu je omezend, a tedy
existuje M > 0 tak, ze | f(z)| < M Vz € [0, 27]. Déle existuje jo € N tak, ze Vj > jg plati:

<M+1

j
+ Z ay cos(kx) + by sin(kz))
k=1

Déle pro n € Ny mame:

(% + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))) cos(nz) = f(x)cos(nz).
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Navic:

< M+1.

(% + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))) cos(nx)

k=1

Podle Lebesgueovy véty s majorantou M + 1 dostavame:

2m J 2m
lim (% + Z(ak cos(kx) + by, sin(k;x))) cos(nzx)dzr = f(z) cos(nz) dz.
Jj—oo Jg = 0
Dale také, pokud j > n:
2m a J
lim =+ V(ay cos(kx) + by sin(kx)) | cos(nz) dz
Jj—=oo Jq 2 1
2
= lim a, cos(nx) cos(nzx) dr = a,.
J—00 0
Tedy skuteéné a,, = + fo ) cos(nz) dz. Analogicky:

(% - Z(ak cos(kx) + by sin(kx))) = f(z)sin(kx).

k=1
V dikazu bychom postupovali stejné jako pro ag. O

Definice 14.3. Necht f € P,,. Pak posloupnosti realnych ¢isel {ax}32,, {bx}r, defino-

vané
/ f(z)cos(kx)d

— f( ) sin(kx) d,

™ Jo

b,

nazyvame Fourierovy koeficienty funkce f. Trigonometrickou fadu

— ?0 + Z ay, cos(kxz) + by sin(kx))

0o
k=1

nazyvame Fourierovou fadou funkce f. Znac¢ime f ~ Sf. Pro n € N dale definujeme
castecny soucet Fourierovy rady nasledovné:

% + ;(ak cos(kx) + by sin(kx)), = € R.

Snf(z) =
Disledek. Necht f € L%*(0,27) a ag, by jsou Fourierovy koeficienty. Pak plati:

+ Z (ay, cos(kx) + by sin(kz))
k=1

f@) = Sf(x) =3
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ve smyslu rovnosti L? funkei. Tedy v metrickém prostoru L? plati f(x) = lim,, 0 Spf().
Navic plati Parsevalova rovnost:

27 CL2 o
/ |f(x)\2dx:7730+7r2(ai+bz).
0 k=1

Poznamka. Vyslovme nékolik poznamek:
e Konvence % je zavedena, aby byl stejny vzorec pro a, pro k € Nik = 0.

e V definici ay a by 1ze integrovat pres libovolny interval délky 27, tedy:

ag = — /a+27r f(z) cos(kx) dx.

™

e f ~ Sf oznacuje pouze fakt, ze fada vpravo je Fourierova fada funkce f. Netika nic
o bodové konvergenci fady k f.

e Fourierovy fady lze definovat pro funkce s libovolnou periodou [ > 0. Rada m4 pak

tvar:
a > 2rkx . 2mkx
EO—F;(akcos( ; )—l—bksm< l >),

a vzorce pro ay, by maji odpovidajici tvar.

Poznamka. Je-li f € P, suda, potom Vk € N je by = 0. Je-li f € P, naopak licha, pak
VEk € Ny je a, = 0. Navic fadu

% + ; ay cos(kx)

nazveme kosinovou radou. Radu
o0
E b sin(kx)
k=1

pak nazveme sinovou.
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14.2 Bodova konvergence Fourierovych rad

Definice 14.4. Necht n € Ny. Potom funkci D,,(z) = 5 +cos(z)+- - -+ cos(nz) nazyvéme
Dirichletovym jadrem.

Poznamka (Vlastnosti Dirichletova jadra). Uvedme zakladni vlastnosti funkce D,,:
1. D, je suda, spojita, 2m-periodické a D,,(0) = n + 3.

2. Mtzeme psat:

sin((n+3)z
D, (z) = <( ) ), x € R\ {2kr}.
2sin (%)
3. Plati: -
Dy(x)dz ==
Diikaz. Prvni a tieti vlastnost jsou zifejmé. O]

Véta 14.5 (O castecnych souc¢tech Fourierovy fady). Necht f € Py a n € Ny. Potom
Vx € R plati:

S0 = [ S Dy = [t + =D

Dikaz. Plati:

Spf(x) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)

= i/ ) cos(0t) dt + Z (/7r f(t) cos(kt) dt> cos(kx)

2 —T
1 .

+ — </ f(t)sin(kt) dt) sin(kx)
T

/ f(t) (1 + ZCOS (kt) cos(kx) + sin(kt) sm(k‘x)) dt

k=1

/_:f(t) (%—FZCOS(H—IM) / F(t)Dn(t — ) dt

— [t on.way

—TT—X

=2 [t anar=2 ([ornpwa [ i+npma)

_! / (f(z+y) + f(z —y))Duly) dy.

T Jo

3 |

3|

Funkce je 2m-periodicka, a tedy miZzeme misto (—m — x, m — z) integrovat pres (—m, 7). V
predposledni rovnosti bychom v druhém integralu provedli substituci "y = —y” a vyuzili
faktu, ze D, (—y) = D,(y) ze sudosti funkce. O
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Definice 14.6. Jednoduchou funkei nazyvame funkci ve tvaru s(x) = Z;}:l asxg, (),
kde E; je méfitelna a A\(E;) < oo.

Poznamka. MnoZina vSech jednoduchych funkef je hustd v L2. Definice je ekvivalentni
definici v teorii miry a integralu. Tato definice se ndm bude vice hodit v nasledujicim
dikazu.

Diikaz. Necht f € L'. f miZeme napsat jako f = f*+ f~. Existuje posloupnost nezapor-
nych jednoduchych funkei {s;} tak, ze s, * f*. Analogicky existuje posloupnost nezapor-
nych jednoduchych funkei {s} tak, ze s, /* f~. Dle Leviho véty pak [, spdu — [, fTdp
a [y s,du — [ [~ dp. Pak jisté || f — spl[pr — 0 a [|[f~ — s}]|r — 0. Funkee s, — s},
jsou jednoduché a ||(sx — s},) — fllz2 — 0. O

Véta 14.7 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Necht (a,b) C R je omezeny interval a necht
f € L(a,b). Potom:

lim /b f(z) cos(tx) dz = 0,

t—o00

b
lim/ f(z)sin(tx) dx = 0.

t—oo [,
Diikaz. Diikaz rozdélime do nékolika krok:
1. Nejprve dokazeme pro funkci x(c.q)(z), (¢,d) C (a,b). Jisté:

b d . :
, _ . sin(td) — sin(tc)
tliglo i X(e,d)(x) cos(tz) dw = tlggo i cos(tx) dx = tllglo ;

=0.

2. Nyni mé&jme funkei x¢, G oteviena a G C (a,b). Vime, ze G = |J;2,(c;, d;), kde
(¢;,d;) jsou disjunktni. K e > 0 existuje jo € N tak, ze A (U] jo(cj, dj)> < e. Pak:

b b Jo
/Xg< ) cos(tx)d /ZXW) ) cos(tz) dx

/ Z X(e;.d;) () cos(tx) dz

¢ j=jo+1

b Jo
S/ZXCJ x) cos(tx) dx| +

/Zxcj

¢ j=jo+1
~

<e

t—o0

—— 0+e.

Toto plati Ve > 0, a tedy dostavame, co jsme chtéli.
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3. Nyni mé&jme funkci yg, kde E je méfitelnd. Necht € > 0. Pak existuje G oteviena

tak, ze E C G a A(G \ ) < e. Zfejmé:

< + 2—“#0—1—5,

/ab xe(7) cos(tr) dx /ab Xa () cos(tr) dx /ab Xeg cos(tz) da

protoze plati:

b b
/ Xe\e cos(tx) do §/ xe\e(x)de <ANG\E) <e.

Pokud méame jednoduchou funkci, pak ji mizeme dostat jako konecny soucet funkei
z predchoziho kroku, a tedy tvrzeni plati.

Necht f € L'. K € > 0 existuje jednoducha funkce s tak, Ze f: |f(x) —s(x)|dx < e.
Pak:

k:
/f(x) cos(tz) dz| < /s(ac) cos(tx) dm—l—/(s(x)—f(x))cos(tx) dz| 2% 0+,

nebot plati:

/ (s(z) — f(x)) cos(tx) dx §/ |s(z) — f(x)|dz < e.

Toto plati Ve, a tim padem dostdvame pozadované tvrzeni.

Tim je diikaz hotov. O]

Disledek. Jsou-li {ax}, {bx} Fourierovy koeficienty funkce f € Por, pak limy o a =

Véta 14.8 (Riemannova véta o lokalizaci). Necht f € Py, + € R a s € R. Potom
Sf(x) = s pravé tehdy, kdyz existuje § € (0, ) tak, Ze plati:

lim 5(f(x+t) + f(x —t) — 2s) Dy(t)dt = 0.

n—oo 0

Diikaz. 7 véty o C¢asteénych souctech Fourierovy rady vime, ze plati:

Suf(z) = - / (Faty) + flo—9)Daly) dy.

™

Dale z vlastnosti Dirichletova jadra vime, Ze:

1 ™
—/ 2D, (y)sdy = s.
0

™
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Chceme ukazat, ze plati:

™

0= lim (S, f(x) —s) = lim ~ [ (f(z+u)+ f(z —y) — 25)Daly) dy

n—oo n—oo T Jo
L

= lim — [ (f(z+y) + f(z —y) = 25)Du(y) dy
n—oo T Jo

™

+iim L [ (f@ty) + flz—y) —25)Du(y)dy = A + B.

n—oo T [fs

Nyni staci ukazat, ze B = 0. Prejeme si tedy ukazat:

v . l
0= lim (f<x+y)+f(w—y>—23)8”1((“Q)y) dy
o 2sin (%)
= lim f:z:+y221£((x)— )_2ssin(<n—|—%>y) 0.
(y)

Pokud F € L', pak je limita nulova diky Riemann-Lebesgueova lemmatu. Na intervalu
(0, ) plati:

— 2
2 sin (5)
Tim jsme vétu dokazali. O]

Poznamka. Z Riemannovy véty o lokalizaci plyne, ze Fourierova fada v bodé zavisi pouze
na hodnotéach funkce f na libovolné malém prstenovém okoli x.

Necht z € R a f je redlna funkce na okolf z. Znacime f(z+) = limy_+ f(t) a f(z—) =
limt*)x— f(t)

Véta 14.9 (Diniovo kritérium). Necht f € Py a x € R. Necht existuji vlastni limity
f(z+) a f(x—). Déle necht existuji limity:

flx+1) = flzt)

lim ,
t—0t t
i J@ =)~ flz—)
t—0+ t

flat)+f(z—)
2

Potom tada Sf konverguje v bodé x a plati Sf(x) = . Speciélné, ma-li f

kone¢né jednostranné derivace v x, pak Sf(z) = f(z).

Diikaz. Podle Riemannovy véty o lokalizaci sta¢i ukazat, ze existuje 6 > 0 tak, ze plati:

§
0= lim (fle+t)+ f(x —t) = (f(az+) + f(z—))) D,(t)dt

n—oo 0

— lim 05<f($+t)—f($+)+f(x—t)—f($—)) t )sin<(n+1) t) Q.

n—»00 t t 2sin (

N |+
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7 definice lim;_,o+ w a limy_,o+ w jisté exxistuje § > 0 tak, ze
(L= ses) | S0 = o)
+
t t
je omezeny. Dale ﬁ je omezena na [0, 7]. Tim padem plati:
Sin 3
t) — —1) — fla— t
F(z) = flz+1) f(.%’—l-)_'_f(l’ ) — f(z—) - eIl
t t 2sin (5)

Podle Riemann-Lebesgueova lemmatu plati:

5
1
lim F(t)sin ((n + —) t) = 0.
n—oo J, 2

Tim je dikaz hotov. O
Véta 14.10 (Jordan-Dirichletovo kritérium). Necht f € Ps, a necht f € BV/([0,2x]).
Potom:

1. Vz € [0, 27] konverguje Fourierova fada a Sf(z) = w

2. Je-li f navic spojita na (a,b) C [0,27], pak S, f = f na (a,b).

Poznamka. Je-li f € Py, po ¢astech monoténni na (a,b), nebo po ¢astech C na (a,b),
pak Vx € (a,b) plati Sf(x) = w

14.3 Stejnomérna konvergence - Fejérova véta

Definice 14.11. Necht {a, }2°, je posloupnost realnych &sel. Rekneme, Ze a,, konverguje
k a € R v Cesarové smyslu, pokud:
ag+ -+ Gn nooco
> a

Op = 7

n+1

Poznamka. Pokud plati a, — a, pak i a, — a. Opaéné to ale neplati, protipiikladem je
(=1

Definice 14.12. Necht n € Ny. Potom funkei K, (z) = n%l > r—o Di(z) nazyvame Fejé-
rovym jadrem.

Poznamka. Plati:
1. K, je suda 2m-periodickd funkce a K, (0) = 25
2. [T K,(z)de =
3. Prox € R, x # 2kr, k € Z, mame:
. x 2
Ko (x) = 1 (sm (n+1) 5)) |

2(n+1) sin (%)

z ¢ehoz také dostavame nezapornost Fejérova jadra.




176 14.3 Stejnomérna konvergence - Fejérova véta

Definice 14.13. Necht f € Py, v € R an € Ny. Pak vyraz

onf(2) n+1§:&f

nazyvame n-tym c¢astecny Fejériv soucet f.

Poznamka. Necht f € Py, x € R an € Ny. Pak:

e n+1§j [ sernnay =1 [ far om0

— = [0+ 1w - opmaar

0

Prvni rovnost plyne z véty o ¢astecnych souctech Fourierovy fady. Tteti rovnost dostaneme
prohozenim sumy a integrélu a vyuzitim definice Fejérova jadra.

Véta 14.14 (Fejérova véta). Necht f € Pa;.

1. Jestlize pro néjaké = € R existuji vlastni limity f(z+) a f(z—), pak:
lim o, f(x) = flat) + fla=)

n—o0 2

2. Je-li f spojita na (a,b), pak o,f konverguje lokalné stejnomérné k f na (a,b).

Diikaz. Postupné dokézeme:

1. Ozna¢me s = w Podle predchozi poznamky:
1 ™
nuf(@) =3 [ (s 0)+ flo - K0t
0

Dale s = £ [72sK,,(t) dt, coz plyne z faktu, ze [ K, (z)dz = 7. Tedy:

onf(x) —s= %/Oﬂ(f(ijt) + fx —t) — 28)K,(t)dt

1)
— | [ w0+ i@ -n-20m,0

S

v~

I

+ [+ fa—1) - 29 Ka(t)
Jé

J/

-~

Iz

K e > 0 najdeme § > 0 tak, ze Vt € (0,9) plati:

f(x+1)+ fx—1t)— (f(z4) + f(z—))| <e.
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Tim padem ziejmé:
1 I £
L] < — [ elK,(t)|dt < — eK,(t)dt = -,
T Jo T Jo 2
kde jsme vyuzili nezapornosti Fejérova jadra. Déle:

1 ™ 1 1 n—oo
Bl <2 [ [fat )+ e =) = () + fao)] dtgemrs e

~~
€Lt

Dostavame, Ze lim,, o, 0, f(x) = w

2. Necht [e,d] C (a,b). Checeme ukazat, ze o, f(z) = f(x) na [c, d]. Nalezneme v > 0
tak, aby [c —v,d+ ] C (a,b). Ze stejnomérné spojitosti f na [c —vy,d+7] ke >0
najdeme 0 > 0, § < 7, tak, ze Vs,t € [c —7,d + 7] plati:

ls—t| <d=|f(s)— f(t) <e.
Tedy Vz € [e,d] a ¥t € (0,0) plati:
[fla+8)+ flz—1t) =2f(@)| < |f(z+1) = fla)| + [f(z =) = f(z)] < 2.

Analogicky predchozi ¢ésti:

ruf@) = 1@ = 7| [ a0+ 5o =) =2 (@) 0)

N J/

-~

I

+ /ﬂ(f(:zr—kt) + flz —1t) —2f(x))K,(t)dt
§

J/

-~

Ip)

Nyni:
1 J
|11|g—/ 2e K, (t)dt < e.
T Jo
Dale:
Ll < - [ 10+ a0+ 20 deg
— s xr — xXr
A= s 2(n + 1) sin? (g)
<E/Qﬂ\f(x+t)+f(:c—t)+2M\dt ! !
7 Jo 2(n + 1) sin? (g)

1 o 1 1 s
— (2 t)|dt +4n M > 0.
(2wt ) ol

Tim jsme dtkaz dokon¢ili.
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Véta 14.15 (Weierstrassova véta - trigonometricka verze). Necht f € Py, je spojita
na R a necht ¢ > 0. Pak existuje trigonometricky polynom 7" spliwjici ||f — T'|lcw) =

D, | () — T(2)] < .
Diikaz. VyuZijeme Fejérovy véty. f je spojita na R, tedy specidlné na (—m,37), a tedy
onf = f na [0,27] a 0, je navic trigonometricky polynom. O

Disledek (Weierstrassova véta). Necht f € C([a,b]) a € > 0. Potom existuje polynom P
tak, ze || f — Pllem) < e. Tedy polynomy jsou husté v C([a, b]).

Diikaz. 7 Taylorovy véty vime, ze V[c,d| a Ve > 0 existuji polynomy tak, Ze |sin(xz) —
P(x)] < e a |cos(z) — Q(z)| < € na [¢,d]. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, zZe
la,b] = [0,27] a f je periodicki. Pokud by nebyla periodicka, tak vezmeme f — cx. Déle
sin(z) na [0, 27] umime aproximovat polynomem. sin(2x) na [0, 27| je to samé jako sin(z)
na [0, 47|, takze jej také umime aproximovat. Induktivné mizeme aproximovat sin(nz) a
analogickym argumentem bychom zjistili, Ze mizeme aproximovat i cos(nz). Necht € > 0.
Z predchozi véty vime, ze existuje trigonometricky polynom 7' tak, ze ||f — T'|lcw) < €.
Nyni:

T=ay+ Z ay, cos(kx) + by sin(kzx).
k=1
Najdeme polynomy Py a ) tak, aby platilo:

€ 1
kr)— Pl < ———
Jcos(he) = Pl < ger——)
€ 1
in(kz) — < — )

Polozme P = ag+ > ;_, axTi + bpQy. Jisté je to polynom a plati:

n

Z ag(cos(kz) — Py) + by (sin(kz) — Q)

k=1

If = Pllew < IIf = Tllew) +

C(R)

& € 1 € 1
<e — || e < 3e.
< +;|ak|2k !&k\+1+| k|2k‘bk|+1

Tim je diikaz hotov. O]

Véta 14.16 (Fourierovy koeficienty urcuji funkci). Necht f, g € Ps, maji stejné Fourie-
rovy koeficienty. Potom f = g skoro vSude.

Diikaz. Funkce f— g ma nulové Fourierovy koeficienty. Tedy bez tjmy na obecnosti pred-
pokladejme f # 0, g = 0 a Vn € Ny necht:
2
(x) cos(nzx)dz = 0,
0

/0 - f(2) sin(nz) dz = 0.

Oznacme:
27

T = {@ e L®(0,21): | f2)p(z)de = o} .

0
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1. Je zfejmé, ze T je linearni prostor.

2. Necht ¢, € T, ¢, — ¢ skoro vSude a Vn necht [|¢,|l.c < K. Pak ¢ € T. Toto
dokéZeme. Z Lebesgueovy véty plati, Ze o, f — ¢f skoro véude a |, f| < K|f| € L',
a tedy:

2m 2m 2w
0= lim gonf:/ lim gonf:/ of.

n—oo
3. Trigonometrické polynomy jsou podmnozinou 7T, tedy cos(nzx) € T a sin(nz) € T.

4. Necht ¢ je spojita a ¢(0) = p(27) = 0. Podle predchozi véty existuje trigonomet-
ricky polynom 7, =% ¢. Tyto T,, jsou stejné omezené konstantou K = sup |¢| + 1.
T, €T, T, — ¢, atedy dle druhého bodu je ¢ € T.

5. Necht [a,b] C (0, 27).

Existuje posloupnost spojitych funkei ¢,, jako na obrazku vyse, pro néz plati ¢,,(0) =
on(2m) = 0, tak, Ze ¢, — X(o,p) skoro viude a ¢, jsou stejné omezené konstantou
K = 1. Tedy X(ap) € T.

6. Necht G C (0,2m) je oteviena. Ukazeme, Ze x¢ € T. Vime, ze G = |J;2,(a;, b;).
Dale Zle X(axbw) € T a Zle X(axbw) — Xc skoro vsude. Navic jsou tyto funkce
stejné omezené konstantou K = 1. Tedy dle druhého bodu plati, ze xg € T.

7. Necht E C (0,27) je méfitelna. Dokazeme, ze xgp € T. Existuji mnoziny G,, ote-
viené, £ C G, a A(G, \ E) < 5. Platf x¢, € T a xa, — x& skoro vSude, navic
jsou tyto funkce stejné omezené konstantou K = 1. Dle druhého bodu tim padem
mame, ze xg € T.

8. Necht £y = {f >0} a Ey = {f < 0}. Plati:

/027r|f|:/Elf_/EQf:/02WXE1f_/02WXE2f:O,

kde posledni rovnost plyne z predchoziho bodu. Dostavame, ze f = 0 skoro vSude.
Tim je dikaz hotov. O
Poznamka. Obecné pfipoustime komplexni funkce reélné proménné. Vz € C plati:

eiz _I_efiz
cos(z) = ———,
2
_ e—iz

21

eiz
sin(z) =
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Trigonometricky polynom
% + ; ay cos(kx) + by, sin(kx)

lze pfepsat jako

n
co + E :Ckezkx _i_cikefzkx.
k=1

K dané komplexni funkci f € P, pak dostaneme komplexni Fourierovu fadu

Sf(x) =co+ Z e 4 c_pem ke

k=1

1 2m )
= —/ f(x)e **dz, k € Z.
T Jo

14.4 Fourierova transformace

Definice 14.17. Necht f € L*(R). Pak Fourierova transformace funkce f je definovéna

jako:
A 1 o0 .
W)= — x)e “rdx.
for=—=[ 1@
Inverzni Fourierova transformace funkce f je definovéna jako:

i3 1 > T
fl) = o= | s d

Poznamka. Plati nasledujici:
1. Pro f € L*(R) plati f = f ve smyslu rovnosti L? funkci.
2. Existuje-li vlastni derivace v bodé f’(z), pak f(x) = f(x).

3. Je-li f € BV, pak f — Lt @) ede:

f(w) = — lim / f(z)e™™ dx.

2m K—o0

Tato uprava integralu je nutna, nebot se muze stat, ze Lebesguetuv integral neexis-
tuje.

Definice 14.18. Necht f, g € L*(R). Pak konvoluce funkci f a g je definovana jako:

Z/mf@—yw@ﬁw
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L —

Véta 14.19 (Fourierova transformace konvoluce). Necht f, g € L'(R). Pak (f x g)(w) =

Vo f(w)g(w).

Diikaz. Nejprve ukazeme, 7e pokud jsou f,g € L*(R), pak i f * g € L*(R). Ziejmé:

| g - \/ fa—y) 'dx
g/_w\g()!(/_w\f( ) de) dy < +oc.

Tedy skutecné f x g € L'(R). Nyni:

(f+ 9)(w) = \/% /Z (/Z f@=y)g(y) dy) e dx
— = [ ([ e e an) ety

_ /_ T gy)e ™ flw) dy = VIR f(w)i(w)

Tim jsme dtkaz dokon¢ili. O]

Véta 14.20 (Fourierova transformace derivace). Necht f € L'(R), f a f’ jsou spojité na
R, lim;e0 f(z) =0 a f" € L'(R). Pak f'(w) = iwf(w).

Diikaz. Vyuzitim per partes dostaneme:

Fl(w) = \/%/ f/(x)e™ ™ dx = \/%/ F(@)iwe ™™ dz = iw f(w).

Tim je diikaz hotov. O]
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15 Souvislé a obloukové souvislé mnoziny

Definice 15.1. Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C P je obojetna, jestlize
je zaroven oteviend i uzaviena.

Priklad. @ a P jsou vzdy obojetné mnoziny. V metrickém prostoru [0, 1] x (2, 3) s euklei-
dovskou metrikou je mnozina [0, 1] obojetné. V diskrétnim metrickém prostoru je kazda
mnozina obojetna.

Definice 15.2. f{ekneme, ze metricky prostor (P, 0) je souvisly, jestlize neni sjednocenim
dvou disjunktnich otevienych mnozin. Rekneme, ze A C P je souvisla, jestlize je metricky
prostor (A, g) souvisly.

Priklad. @ a jednobodové mnoziny jsou vzdy souvislé. Metricky prostor [0, 1] x (2, 3)
s eukleidovskou metrikou neni souvisly. R a interval v R s eukleidovskou metrikou jsou
souvislé. Dokazeme, Zze R je souvisla. Necht R = G U Gy, kde Gy, G4 jsou oteviené
neprazdné disjunktni mnoziny. Vime, ze G; muze byt maximalné spo¢etnym sjednocenim
disjunktnich otevienych intervali. Protoze Gy # @, tak G7 # R, a tedy alespon jeden
z krajnich bodu alespon jednoho z téchto intervalu je prvkem R. Oznac¢me jej a. Potom
a ¢ Gy, a tedy a € Gy. Gy je oteviend, a tedy existuje r > 0 tak, ze (a —r,a + 1) C Ga.
a je krajnim bodem nékterého z intervald, takze (a — r,a +r) NGy # &. Dostavame spor
s tim, Ze jsou mnoziny GG; a G5 disjunktni.

Véta 15.3 (Charakterizace souvislych prostorii). Necht (P, p) je metricky prostor. Na-
sledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. P neni souvisly.
2. Existuji dvé uzavirené neprazdné disjunktni mnoziny F, Fy C P tak, ze P = F1UF5.
3. Existuje obojetnd mnozina H C P takova, ze H # @ a H # P.

Diikaz. Dokézeme postupné jednotlivé implikace:

e 1 = 2: P neni souvisly, a tedy P = G7 U G4, G1,G4 jsou disjunktni, oteviené a
neprazdné. Polozme F; = P\ G; = Gy a F, = P\ Gy = G;. Toto jsou uzaviené
neprazdné mnoziny, které jsou navic disjunktni. Plati P = F} U F5.

e 2= 3: Polozme H = F|. Pak H je neprazdna a H # P. Navic H je uzavieni,
protoze Fj je uzaviena. Dale P\ H = P\ F} = F; je uzaviend, a tim padem H je
oteviena. Je tedy obojetna.

o 3=1: PoloimeGl = HaG2 = P\H PakGIUGg = P, Gl,GQ 7£ @aGlﬂGg =J.
Dale G je oteviend, protoze H je oteviena a G5 je oteviend, protoze H je uzaviené.

Tim je dukaz hotov. []

Poznamka. Necht G C P je oteviena a A C P. Pak AN G je oteviena v (A, o).
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Diikaz. Ziejmé Vx € G existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C G. Déle Va € ANG existuje r > 0
tak, ze B(a,r) C G. Z toho plyne, ze AN B(a,r) C ANG, kde AN B(a,r) := Ba(a,r) je
kulicka v (A4, 0), a tedy je AN G oteviena. ]

Véta 15.4 (Vlastnosti souvislych prostori). Necht (P, g) je metricky prostor.

1.

Necht (Q,7) je metricky prostor a f: P — @ je spojité. Necht A C P je souvisla
mnozina. Pak f(A) je souvisla v Q.

. Necht A C P je souvisla a A C B C A. Pak B je souvisla, specidlné A je souvisla.

Necht F' # @& a {Aq}aer jsou souvislé mnoziny v (P, g). Necht kazdé dvé mnoziny
Ao, Ap, a, B €1, o # B, spliuji A, N Ag # @. Pak A =J,_.; Aa je souvisla.

acl

Diikaz. Postupné dokazeme:

1.

Dokazeme sporem. Necht f(A) = G; UGy, G a G jsou oteviené v (), 7). Déle jsou
disjunktni a neprazdné. Pak A = f~1(G1) U f~1(Gy), coZ jsou neprazdné disjunktni
mnoziny. Podle véty o charakterizaci spojitosti jsou f~'(G) a f~!(G2) oteviené.
Dostavame spor se souvislosti A.

Necht pro spor je B = G1UG5. Tyto mnoziny jsou neprazdné, disjunktni a oteviené
v (B, p). Pak A = (ANG;)U(ANGs), coz je sjednoceni disjunktnich mnozin. Podle
predeslé poznamky jsou tyto mnoziny navic oteviené v (A, o). Pokud AN G, # &
a AN Gy # 3, tak dostavame spor se souvislosti A. Tedy bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, ze A NGy = &, z ¢ehoz mame, ze A C G5. Vime, Ze existuje
r € BNGy, atedy v € A, protoze B C A. Dostavame o(z, A) = 0. Ale BN G,
je oteviena v (B, p), a tedy existuje r > 0 tak, ze B(xz,r) N B C G;. Tim padem
o(z,Gs) > r, a jelikoz A C Gy, tak o(x, A) > r. Dostavame spor.

Opét postupujeme sporem. Necht A = G U G, kde opét mame neprazdné, dis-
junktni a oteviené mnoziny. Pak A, = (A, NG1) U (A, NGy), coz jsou disjunktni a
oteviené mnoziny v (A, 0). A, je souvisla, a tedy A, NG7 = @ nebo A, NGy = @.
Necht A,, je pevnd a bez Gjmy na obecnosti méjme A,, C G;. Pak Va plati
Ay N A,, # @, z ¢ehoz plyne, ze A, NGy # @. Dale A, C Gy nebo A, C Go.
Jisté A, C G, a tedy A = Uael A, C Gy. Pak ale plati, ze Gy = @ a dostavame
SpOr.

Tim je ditkaz hotov. O

Diisledek. Necht f je spojité zobrazeni I = [0, 1] do metrického prostoru. Pak f(I) je
souvisl4 mnozina.

Poznamka. Uvédomme si, ze A N B neni souvisld, pokud A, B jsou souvislé a A # B.
Protiprikladem muze byt napiiklad mnozina na nasledujicim obrazku:
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Definice 15.5. Rekneme, 7e A je komponenta P, jestlize A je maximalni souvisla pod-
mnozina P.

Véta 15.6 (Charakterizace komponent). Necht (P, o) je neprazdny metricky prostor.
1. Komponenty P jsou neprazdné a uzaviené.
2. Kazdy bod P je obsazen v néjaké komponenté.
3. Komponenty jsou navzajem disjunktni.

Diikaz. Postupné dokézeme:

1. Jednobodové mnoziny jsou souvislé, a tedy neprazdna mnozina neni maximalni.
Necht A je komponenta. Pak A C A a podle druhého bodu predeslé véty je A
souvisla. A je maximalni, a tedy A = A, coz znamené, 7ze A je uzaviena.

2. Necht € P. Definujme A = [J{M: M je souvisla a x € M}. A je neprazdna,
protoze {x} C A. Podle tietitho bodu predchozi véty je A souvisla. A je maximalni,
nebot A je jedna z mnozin, pres které sjednocujeme. Jisté = € A.

3. Necht pro spor jsou A, B, A # B, komponenty a AN B # &. Podle tfetiho bodu
predchozi véty je AU B souvisla, a tedy A, B nejsou maximalni.

Tim jsme vétu dokazali. O]

Definice 15.7. Rekneme, 7e metricky prostor (P, 0) je kifivkové souvisly, jestlize Vz,y € P
existuje spojité zobrazeni v: [0, 1] — (P, o) takové, ze v(0) = x a y(1) = y. Rekneme, Ze
A C P je kiivkové souvisla, jestlize je metricky prostor (A, o) kiivkové souvisly.

Véta 15.8 (Vztah mezi souvislosti a kiivkovou souvislosti). Kazda kiivkové souvisla
mnozina v metrickém prostoru je souvisla.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Necht (A, o) je kiivkové souvisly, ale neni souvisly.
Tedy A = G1UG,, coz jsou oteviené, neprazdné a disjunktni mnoziny. Nalezneme z € G,
a y € Go. Podle predpokladu existuje v: [0,1] — (A, o) tak, ze v(0) = z a y(1) = y. Nyni
0,1] = v71(G) U~y~1(Gy). Ze spojitosti v plyne, Ze jsou tyto mnoZiny oteviené. Z¥ejms
jsou disjunktni a neprazdné. Dostavame, Ze [0, 1] neni souvisly, ale to je spor. O
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Véta 15.9 (Souvislost a oteviené mnoziny v R™). Necht G C R" je oteviena. Pak G je
souvisla pravé tehdy, kdyz je kiivkové souvisla.

Dikaz. Leva implikace ihned plyne z predeslé véty. Dokazme tedy pravou. Necht G je
oteviena a souvisla. Zvolme x € G libovolné. Definujme:

A ={y € G: existuje spojita kfivka z = do y}.

Chceme, aby A = G, tedy vSechny body lze spojit. Ukazeme, Zze A je otevienéa. Necht
y € A. Pak existuje r > 0 tak, ze B(y,r) C G. Kazdy bod z € B(y,r) lze spojit s z,
napiiklad tak, Ze spojime x s y a y se z useckou. Tedy B(y,r) C A a A je tedy oteviena.
Nyni ukazeme, Ze A je uzaviena. Necht y € A. Jisté B(y,r) C G a existuje z € ANB(y,7)
tak, Ze x lze spojit se z kifivkou a z s y tseckou. Tedy y € A. Pak A = A a A je tim padem
uzaviena. Nyni G \ A je oteviena a G je navic souvisld, a tedy A = @ nebo G\ A = &,
ale v A se nachézi pfinejmensim bod z, takze G\ A = @, a tedy A = G. O
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16 Teorie miry a integralu

Definice 16.1. Necht X je mnozina. Symbolem P(X) zna¢ime mnozinu {A, A C X}.
Necht . C P(X). Mnozinova funkce je zobrazeni 7: . — [0, +00].

Definice 16.2. Rekneme, 7e A C P(X) (to je systém mnozin) je o-algebra na X, jestlize:
1. e A
2. Necht Ae A. Pak A°=X\Aec A
3. Necht A; € A, i € N. Pak | J,.yAi € A
Poznamka. Podivejme se na nasledujici poznamky:
1. Necht A, B € A. Pak AU B € A. Pak fikame, 7ze A je algebra.

2. Je-li A algebra na X, pak A, B € A implikuje, 7e AN B € A, nebot ANB =
(A°U B°)°. Dale A\ B € A, protoze A\ B = AN B°. Podobné se dokaze, ze

o-algebry jsou uzaviené na spocCetné mnozinové operace.
3. Kazda o-algebra je algebra, protoze AUB=AUBUQUQZU....
Priklad. Uvedme nékolik prikladu:
1. {@, X} aP(X) jsou o-algebry.
2. A={2,{1},{2,3},{1,2,3}} je o-algebra na X = {1,2, 3}.

3. A = {A C N, Anebo A je konetna mnozina} je algebra, ale neni to o-algebra,
nebot pro A; = {2i, i € N} neni | J,.y A = {2,4,6,...} konetna mnozina.

Véta 16.3 (O pruniku o-algeber). Necht A,, o € I, kde I je libovolna (i nekone¢na)

indexova mnozina, jsou o-algebry. Pak (1 ., Aq je o-algebra.
Driikaz. Tvrzeni plyne pfimo z definice. O

Disledek. Necht . C P(X). Pak existuje nejmensi o-algebra 0.% na X, ktera obsahuje
systém .7

Diikaz. Je to pravé o-algebra tvaru:
o = ﬂ{A C P(X), A je o-algebra, . C A}.
Tim je dikaz hotov. O

Definice 16.4. Je-li ¥ C P(X) a A = 0.7, pak . se nazyva generator o-algebry A.

Definice 16.5. Necht (X, g) je metricky prostor a G je systém vSech otevienych pod-
mnozin mnoziny X. Pak c-algebru B(X) = ¢G (tedy nejmensi o-algebra obsahujici G)
nazyvame o-algebrou borelovskych mnozin na X.
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Poznamka. Do B(X) patii vSechny oteviené a uzaviené mnoziny, protoze uzaviené mno-
ziny nejsou nic jiného nez dopliky otevienych. Dale zde patii také spocetny prinik ote-
vienych mnozin a spocetné sjednoceni uzavienych mnozin.

Definice 16.6. Necht X je mnozina a A je o-algebra na X. Pak dvojici (X, .A) nazyvame
méFitelnym prostorem. Mnoziny A € A se nazyvaji A-méfitelné, nebo pouze méritelné.

Definice 16.7. Necht (X, .A) je mefitelny prostor. Pak zobrazeni u: A — [0, +00| spliiu-
jict:
L. u(2) =0,
2. Necht A; € A, i € N, jsou po dvou disjunktni, pak j(|U;cy Ai) = Dsen #(Ai)
se nazyva mira. Trojice (X, A, 1) se nazyva prostor s mirou.
Priklad. Uvedme néjaké piiklady miry:
1. Nulova mira - A =P(X) a u(A) =0VA € A

card A, je-li A kone¢na,
2. Aritmetickd mira - A =P(X) a u(A) = VA e A
+00, je-li A nekonecna.

3. Diracova mira §, - A =P(X), a € X je pevny bod a §, = L ac4, VA e A.
0, a¢ A
Véta 16.8 (Vlastnosti miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Pak plati:
1. Necht A, Be Aa ANB=g. Pak u(AU B) = u(A) + u(B).
2. Necht A,B e Aa AC B. Pak u(A) < u(B).
3. Necht A; € A, i € N. Pak pu(U;cn Ai) < D ey 1(As).

4. Necht A; C Ay C .... Pak pu(A;) / (U, ey Ai)- Toto znaceni znamena, Ze pu(A4;) je
neklesajici a limitné se blizi p(|J, oy Ai)-
5. Necht A; D Ay D ... a pu(A;) < +oo. Pak pu(A;) N pu(N;en Ai) (nerostouct).
Diikaz. Postupné dokazeme:
1. Jistt AUB=AUBUQZUQZU.... MuZeme tedy psat:
(AU B) = p(A) + u(B) + (@) + (D) + -+ - = p(A) + u(B).
2. Zrejmé B = AU (B \ A). Pak plati:

w(B) = pu(A) + u(B\ A),

kde (B \ A) > 0, a tedy u(B) > u(A). Z rovnosti vyse také plyne, ze pokud mame
A, Be A, AC Ba u(A) < +oo, tak plati:

u(B) — n(A) = (B \ A).

Tuto vlastnost pouzijeme pozdéji v dikazu.
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3. Nejprve upravime:

UA AU (Ay\ AU <A3\UA)

=1

Z toho dostavame:

(UA) = u(A;) +u<A2\A1)+M<A3\UA>
Tedy:

(35

Yk eN, k>2plati A, =, A = A U (A \ A)) U---U (A \ Ap_y). Dale:

A=A 0(A\ AU U (AR \ Armr) U (A \ Ap) U

Ziejmé plati:
k
(A) = p(Ar) + > p(A; \ Aiy).
=2

Dale:
1 (U Ai) = (A1) + Z (A \ Aisa).

Z predchozich dvou rovnosti plyne, ze pu(Ag) 7 p (U2, Ai).

. Vi e Npoloiime Bz = Al\Az Pak B1 C BQ C ..., UfilBZ = Al\m;}ilA% Ze

¢tvrtého bodu této véty plati:

(A1) — pu(As) = (A \ Ay) = u(B;) S <U Bi) = U (Al \ ﬂf‘h)

()

kde jsme vyuzili odvozené vlastnosti v druhé ¢asti dikazu. Dostavame, ze pu(A;) —

1(Ai) 7 (Ar) — p(Ni2y Ai)- Tedy —p(Ai) 2 —p (N2, Ai), protoze pu(A;) < +oo.
7 toho nakonec dostavame:

(A N\ (ﬂ Az) -

Véta je timto dokazana. O]
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Definice 16.9. Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Rekneme, Ze mnozina N C X je
nulova, jestlize existuje A € A tak, ze N C A a pu(A) = 0. A znadi mnozinu vSech
nulovych mnozin. Prostor (X, .A, 1) nazveme uplny, jestlize A C A. Ay = o(AU A) je
o-algebra a nazveme ji zaplnénim o-algebry A vzhledem k mite u.

Poznamka. Existuji prostory s mirou, které nejsou uplné. Necht X = {1,2,3} a A =
{2,{1},{2,3}, X}. Dale p = 0,. Pak {2} ¢ A, ale {2} € 47, protoze {2} C {2,3} a

Véta 16.10 (Zaplnéni miry). Necht (X, A, u) je prostor s mirou. Pak plati:
1. Ag={F C X, existuje A, Be A, ACEC B, u(B\ A)=0}.
2. Miru p 1ze jednoznaé¢né rozsitit na Ay a rozsifenou miru oznacujeme fi.
3. Prostor (X, Ao, ) je uplny.
Diikaz. Postupné dokdZeme jednotliva tvrzeni:
1. Oznacme:
={ECX, dJA,Be A, ACECB, u(B\A)=0}.
Dokazeme, 7e Ay je o-algebra.

(a) E =@ € Ay, nebot volba A=B =@ c Adavi AC EC Ba u(B\ A) =
u(@\ @) =0.

(b) Je-li E € Ay, pak existuje A, B € A, coz dava, ze i A°, B¢ € A. Dale AC E C
B, coz dava B® C E° C A°. Navic u(B\ A) = 0. Jelikoz A°\ B® = B\ A, tak
pu(A°\ B) = u(B\ A) = 0. Tim padem E° € A,.

(c) Necht A; € Ao Vi € N. Pak existuje A;, B; € A tak, A

i €

E;, C B; a

ejme

C
A7

I (U B\ UAZ> S p (U(Bz \ Az)) < ZM(Bi \4) =
Tedy |, E; € Ao.
Dokazali jsme, Ze Ay je o-algebra. Plati AU A C Aj, protoze:

(a) Je-li N € A, pak existuje A € Atak, ze N C Aa u(A) =0. Pak @ C N C A,
P, Ae Aa ,u(A \ @) = p(A) =0, atedy N € Ay, z ¢ehoz dostavame, ze
N C Ay. Takze N C A,.

(b) Je-li A € A pak A C A C Aapu(A\A) = pu(@) =0, atedy A € A,.
Dostavame, ze A C Aj.
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Dale: 3 . .
AQZU(AUJV) CU(.A()) = Ay = Ay C A,.

Zbyva dokézat opacnou inkluzi, a sice, ze Ay C Ay. Necht E € Ay, a tedy existuje
A Be Atak,z2e AC EC Bapu(B\A)=0. Plati:

E=AU(E\A)CAU(B\A) Cc AU,
protoze A€ Aa E\ A€ .#. Tedy E € 0(AU.¥) = Ap. Tim padem Ay = Ay.

Necht E € Ay. Pak existuje A,B € A tak, 22 A C E C B a u(B\A) = 0.
Definujeme po(E) = p(A). Ovéiime, Ze tato definice je korektni. Je-li A;, B; € A,
Ai C E C BZ', ,U/(Bl \ A1> = 0, 1= 1,2, pak Al = (Al N Az) U (Al \ AQ), cozZ jSOll
disjunktni mnoziny, a tedy u(A;) = p(A; N Ag) + p(A; \ A2) = u(Ay N Ag), protoze
A1\ Ay C By\ As a pu(By\ A2) = 0. Analogicky bychom dostali p(As) = (AN As).
Z toho plyne, ze u(A;) = u(As), coz dokazuje korektnost definice. Ovéfime, Ze pg
je mira:

a) Jezrejmé, ze ug > 0. 1] =0,protoze ¥ C & C T au(g\9) =
(a) ] fio = 0. po( )=0,p we\ o)

2=E€Ap AeA E BeA B\A
0. Tedy po( @ )=u( @ )=0.
€ of ) ( )

(b) Je-i E; € Ay Vi € Na E;NE; = & pro i # j, pak existuje A;, B, € A tak,

s(UmaU) <o (Uea) < S o

)

Proto po (U; Ei) = p(U; A)) = 22 m(A)) = >, po(Ei), protoze A; N A; C
E;NE; =@ proi # j. Takze puo (U, Ei) = D, po(Es).

Dokéazali jsme, Ze pg je mira na Ag. Mira pq je rozsitenim miry u z A na Ag, nebot
jelli Ae A tak AC AC Aap(A\ A) =0. Tedy po(A) = u(A). Toto rozsiteni
je jednoznacné. Toto tvrzeni také dokazeme. Necht F € Ay. Pak existuje A, B € A
tak, z7e A C E C B a u(B\ A) = 0. Proto po(A) < wo(E) < po(B). Ovsem
—— ——
1(A) w(B)
w(B) = u(AU(B\ A)) = p(A)+pu(B\ A) = u(A). Tedy ¢islo po( E) musi byt rovno
p(A).

Dokézeme, ze prostor (X, Ay, 110) je aplny. Necht M C X je nulova mnoZina v tomto
prostoru. Pak existuje N € A, tak, ze M C N a ug(N) = 0. Jelikoz N € Ay, tak
existuje A, B € A tak, z2e AC N C Bau(B\ A)=0. Pak uo(A) < uo(N) =0, a
tedy u(A) = 0. Dale u(B) = p(A) + wW(B\ A) = 0. Tudiz & ¢ M C N C B, coz
dava @ C M C B, a pfitom pu(B\ @) = u(B) = 0. Tedy M € Ay a také uo(M) =0,
protoze jio(M) < po(B) = pu(B) = 0.
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Tim je dikaz véty hotov. O
Definice 16.11. Necht (X, A, u1) je prostor s mirou. Miru g nazveme:

1. borelovskou, jestlize X je metricky prostor a 4 = B(X),

2. kone¢nou, jestlize pu(X) < +oo,

3. pravdépodobnostni, jestlize u(X) =1,

4. o-konec¢nou, jestlize existuji X; C X, i € N, tak, ze Vi plati u(X;) < +o0 a X =
Uien X

Piiklad. Prostor s mirou (R, B(R), &) je prostor s borelovskou pravdépodobnostni mirou,
protoze §(R) = 1, nebot 0 € R.

Véta 16.12 (O mife \};). Existuje pravé jedna borelovska mira A na prostoru R” takova,
ze plati:

)\%(((ll,lh) X (CLQ,bQ) X+ X (an,bn)) = (bl — al) X (bg — CLQ) X X (bn — an),
pokud —oc0 < a; < b; < 4+00,i=1,...,n.
Diikaz. Dukaz bude v teorii miry a integralu 2. O]

Definice 16.13. Zaplnéni miry A\ nazveme Lebesgueovu miru v R". Budeme ji znacit
A"

Poznamka. Plati nasledujici:
1. Lebesgueova mira je o-konec¢na.

2. Mnozinu By(R") = o(B(R") U.4") nazyvame o-algebrou lebesgueovsky méfitelnych
mnozin. Plati:

B(R") C Bo(R") C P(R").

3. Lebesgueova mira je regularni v nasledujicim smyslu: VE € By(R") a Ve > 0 existuje
oteviena mnozina G a uzaviena mnozina F tak, ze F C E C G a u(G\ F) < e.

Definice 16.14. Necht X, Y jsou mnoziny a f: X — Y. Je-li .¥ C P(Y), pak f~1(.) =
{r71(5), 5 € .7}

Véta 16.15 (O zobrazeni f: X — Y). Necht X, Y jsou mnoziny a f: X — Y. Pak:
1. Je-li M c-algebra na Y, pak f~}(M) je o-algebra na X.
2. Je-li S C P(Y), pak [ (0”) =0a(f1(S)).

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotliva tvrzeni:

1. Plyne z faktu, ze X \ f7'(B) = f7'(Y \ B) a U2, f1(B;) = [ (Ui, Bi), kde
BJB17B27"' cY.
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2. Je ziejmé, ze f~H(S) C fH o), atedy of () Cof oF) = f o). Pro
dikaz opa¢né inkluze uvazujme:
A={BCY,f(B) € [}
Lze ukézat, ze A je o-algebra. Dale jisté . C A, a tedy také 0. C A. Tim padem
fHo’) C f7HYA) C of (), kde posledni inkluze plyne z definice A.
Tim je dikaz hotov. O

16.1 Méritelné funkce

Definice 16.16. Necht (X,.A) a (Y, M) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni f: X — Y
nazveme méfitelné (vzhledem k A, M), jestlize f~1(M) C A. Jestlize néktery z prostorii
X, Y je metricky prostor, pak za pfislusnou o-algebru bereme o-algebru borelovskych
podmnozin, pokud neni feceno jinak. Méfitelné zobrazeni mezi dvéma metrickymi pro-
story se nazyva borelovsky méfitelné (fikame také borelovské).

Poznamka. Plati:
1. Snadno se ovéri, zZe slozeni dvou méfitelnych zobrazeni je méfitelné zobrazeni.
2. Z predchozi véty plyne: Jsou-li (X, .A), (Y, M) méfitelné prostory, pak zobrazeni
f: X =Y je méfitelné prave tehdy, kdyz f~1(.) C A, kde . C P(Y) je generator
o-algebry M. Specialné tedy plati: Je-li (X,.4) méfitelny prostor a Y je metricky

prostor, pak zobrazeni f: X — Y je méfitelné pravé tehdy, kdyz f~1(G) € A pro
vSechny oteviené mnoziny G C Y.

Dusledek. Kazdé spojité zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory je méfitelné (bore-
lovsky).

Véta 16.17 (Generatory B" = B(R")). Borelovska o-algebra B" je generovéana:
1. otevienymi intervaly (a1,b1) X -+ X (ap, b,), kde —00 < a; < b; < +00,i=1,...,n,
2. systémem . = {(—00,a1) X -+ X (=00, a,),a; € R,i = 1,...,n}. Specialné B! =
o{(—00,a),a € R}.
Diikaz. Postupné dokazeme:

1. Toto tvrzeni plyne z faktu, ze kazdou otevrienou mnozinu G C R” lze vyjadfit jako
spocetné sjednoceni otevienych intervala.

2. Staci ukazat, Ze viechny oteviené intervaly lezi v .. Toto dokéZeme pro R?, piipad
obecné dimenze by byl analogicky. Pro I = (a1, b1) X (ag, by) mame:
I = ((=00,b1) X (=00,b2)) \ ((—00,a1] X (=00,b2)) \ ((—00,b1) X (=00, as]),
kde plati:

o0

(=00, a1] x (—00,b2) = ) (—oo,al + %) X (—00,by) € 0..

k=1

Analogicky (—00,b;) X (—00,as] € 0.7
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Tim je diikaz hotov. O

Poznamka. Véta neudava vsechny zptlisoby generovani borelovskych o-algeber. Jako ge-
nerator lze vzit také uzaviené nebo po ¢astech uzaviené intervaly. Staci také vzit intervaly
s racionalnimi koncovymi body.

Véta 16.18 (O méfitelnych zobrazenich). Plati nasledujici:

1. Jsou-li f: (X, A) - R" a g: (X, A) — R™ méfitelnd zobrazeni, pak i zobrazeni
(f,9): (X, A) = R"™™ je méFitelné.

2. Jsou-li f,g: (X, A) - R™ méfitelna zobrazeni, pak i zobrazeni f £ ¢ jsou méfitelna.

3. Jsou-li f,g: (X, A) — R méritelné funkce, pak také funkce fg, max{f, g} amin{f, g}
jsou méfitelné.

Diikaz. Kazdy otevieny interval I C R"™ lze napsat jako I = U x V, kde U C R" a
V C R™. Pak:

(L) U xV)=fHU)NfH(V)eA

a tedy je (f,g) méfitelné. Méfitelnost f + g plyne z faktu, ze f + g = + o (f, g). S¢itani
+: (z,y) = = + y je totiZ spojité a (f, g) je métitelné. Méfitelnost ostatnich zobrazeni se
ukaze analogicky. O]

Poznamka. Uvedme nésledujici poznamky:

1. Prostor R* = RU{—00, +00} je metricky prostor napiiklad s metrikou o* = |¢(x) —

%\xl’ Vr € R,
o(y)| Yo,y € R* kde p(z) = 1, 1z =400, Metrika ¢* se nazyva redukovana
-1, x=—oc.

a mé nasledujici vlastnosti:

e v mnoziné R je ekvivalentni s euklidovskou metrikou,
e konvergence v prostoru (R*, o*) splyva s konvergenci zavedenou v R* pomoci
okoli bod1.
2. B* = B(R*) = o({[—00,a),a € R}). To plyne z nasledujicich fakti:

—00,a) je otevieny interval v R* Va € R.
a,+oo] = R*\ [—00,a), Ya € R.
(c) (a,+00] = U,ey [an, +00], Ya € R, kde a, \, a, a, € R ¥n € N.
d) (a,p) =[—00,8) N (o, +00], a < B, a, f € R.

(e Kazda oteviend mnozina G C R* lze psat jako spocetné sjednoceni intervalu
typu [—c0,a), (a, 8), (b, +oo], kde a,b,a, f € R a a < .

(a)
(b)
)
(d) (a
)

Z uvedenych faktu plyne tato véta:
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Véta 16.19 (O métitelnych funkecich). Necht (X, A) je méfitelny prostor. Pak plati:
1. f: (X, A) — R je méfitelnd funkce prave tehdy, kdyz f~'((—o0,a)) € A Va € R.
2. f: (X, A) = R* je meritelna funkce prave tehdy, kdyz f~!([—o0,a)) € A Va € R.
Dausledek. Necht f,g: (X,.A) — R* jsou méfitelné funkce. Pak:

1. Mnoziny {z € X, f(z) < g(2)}, {z € X, f(z) < g(x)} a {x € X, f(x) = g(x)} jsou
métitelné.

2. max{f, g} a min{f, g} jsou mé&fitelné funkce. Spocialné funkce f* = max{f,0} a
f~ = max{—f,0} jsou méfitelné.

Véta 16.20 (O méfitelnych funkci podruhé). Jsou-li funkce f,: (X, A) — R", n € N,
méfitelné, pak i funkce sup,,cy frn, infpen fr, limsup,,_, . fr aliminf, . f, jsou méfitelné.

Diikaz. Oznacme g = sup,,cy fn. Pak pro libovolné a € R* plati:

g_l([—oo,a]) = ﬂ{l‘ € X, fn(‘r) < a} €A,

a tedy je g métitelna. Necht h = limsup,,_, . fn. Pro libovolné a € R* plati:
h™([~o0,a]) = {z € X,Ve >0 3ng € NVn >ng: fu(z) < a+e}
(o.9) oo oo 1
“NU N {rexnm=arifea
k=1no=1n=ng
Tim padem je h méfitelnd. Analogicky se ovéiim pripad infima a limes inferior. O]

Definice 16.21. Funkce s: X — [0,00) se nazyva jednoducha, jestlize s(X) je kone¢na
mnozina. Dale plati:

Soucet na pravé strané nazyvame kanonickym tvarem jednoduché funkce s.

Véta 16.22 (O nezaporné méfitelné funkei). Necht f: (X, A) — [0,00] je méfitelna
funkce. Pak existuje posloupnost jednoduchych nezapornych funkei {s, },en tak, ze s,
f. Jestlize navic je f omezena, pak s, = f.

Diikaz. Pro n € N a i € {1,2,...,n2"} definujeme E,; = [~ (|5, %)) a F, =
/7 Y([n, +o0]). Dale definujme:

XEn I3 + nXFn N
: 2n ’
=1
Mnoziny E,; a F, jsou méfitelné, a tedy s, je méfitelna funkce. Je zfejmé, zZe s, jsou
jednoduché, nezéaporné funkce a plati s, < s,1;1. Je-li z € X takové, ze f(zr) < +o0,
pak pro dostatetné velkd n € N plati f(z) — 55 < s,(z) < f(z). Je-li z € X takové, Ze
f(z) = +o0, pak s,(z) = n Vn € N. Z uvedeného plyne, ze Vo € X plati s,(z) — f(x).
Je také zrejmé, ze s,, = f, pokud je funkce omezené, nebot pak Vo € X a Vn € N mame

|su(@) = f(2)] < 5. =
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16.2 Abstraktni Lebesgetiv integral

Umluva. V teorii integralu chceme integrovat i pies mnoziny, které nemaji konecnou
miru. Proto budeme predpokladat, ze Vai,as € R plati a; - as = 0, jestlize alespon jeden
¢initel je 0. Tedy i0-co=0a0-(—0c0) =0

Definice 16.23. Necht (X, A, i) je prostor s mirou.

1. Je-li s: (X, A) — [0,00] jednoducha méfitelna funkce, zapiSeme ji v kanonickém
tvaru s = 25:1 aXE;, tedy a; > 0 a B; = {r € X,s(x) = a;}, a definujeme:

k
[ sdu= [ s duto) = Y asu(E;)
X X =
2. Je-li f: (X, A)— [0, 00| méfitelna funkce, pak definujeme:
/ fdu=sup {/ sdp,0 < s < f, s je jednoducha méritelna funkce} .
X X

3. Je-li f: (X, A) — R*, pak definujeme:

/deu—/xf*du—/xﬁdu—/)(fdu,

mé-li prava strana smysl.
Poznamka. Vyslovme néasledujici:

1. Je-li (X, A, p) prostor s mirou a f, g jsou nezaporné méfitelné funkce na X spliujici

0 < f<gnaX, pak:
OS/fdué/gdu'
X X

2. Je-li (X, A, p) prostor s mirou a £ € A, pak Ap = {AN E, A € A} je o-algebra
na E a (E, Ag, jt) je prostor s mirou, a tedy [, fdu je definovan. Je-li f méfitelna
funkce na X a E € A, pak plati:

Jrwran= [ ran

Lemma. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou a s je jednoduchd, nezaporna a méfitelna
funkce na X. Definujeme-li:

w(A) = / sdu VA € A,
A

pak ¢ je mira na A.
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Dikaz. Je ziejmé, ze ¢ > 0. Necht s = Zle ajxg,; je kanonicky tvar funkce s. Je-li
A e A, pak:

k k
o(A) :/sdu:/ XAsduZ/ ZanEijd#: ZajM(Eij)'
A X X 7j=1 Jj=1

Tedy (@) = 3¢ a;u(E;N@) = 0. Necht 4; € AVi € N, A;NA; = & pro i # j. Necht
A= Ufil Az Pak:

k %) k n
P(A) =) au(BNA) =) a; ) WE;NA)=) ajlim y u(E;NA)
j=1 j=1 =1 j=1 i=1
n k n [e'S)
= lim Zl Zl ap(E; N Ay) = lim Zl p(A;) = Zl P(As).
1= J= 1= 1=
Dokézali jsme, Ze ¢ je mira na A. ]

Véta 16.24 (Leviho véta). Je-li (X, A, u) prostor s mirou a f,, n € N, jsou nezaporné
méritelné funkce na X spliujici f,, 7~ f, pak:

/andM/deu.

lim fodp = / lim f,, du.
X X n—oo

n—oo

Miuzeme také psat:

Diikaz. Protoze f, < fa1, tak [ fodp < [y faprdp, a tedy existuje oo € [0, 00] tak,
ze [ x fndp — a. Funkce f je méfitelnd na X, protoZe limita pro n — oo z méritelnych
funkei je opét méfitelna funkce. Protoze f, < f, tak [, fodu < [y fdp. Z toho plyne,
ze a < f « / dp. DokédZeme nyni opacnou nerovnost. Necht s je libovolna jednoducha
méFitelnéd funkee splimjici 0 < s < f a necht ¢ € (0,1). Vn € N definujeme:

E,={z e X, fu(x) > cs(z)}.

Mnoziny E,, jsou méfitelné, By C Ey C ... a X = J;2, E,. Tuto rovnost dokazeme. Necht
r € X. Jeli f(z) =0, pak s(z) =0, a tedy = € E;. Je-li f(z) >0, pak f(z) > cs(z), a
tedy existuje n € N tak, ze f,(z) > cs(x). Z toho dostavame, ze x € E,,. Déle plati:

/fnduz fnduzc/ sl
X En n

protoze f, > cs v E,. Protoze funkce ¢(A) = fAsdu je mira na A, tak cfEn sdpy —
¢ [y sdu. Déle [, f,dp — «. Tim padem plati:

aZc/sd,u.
X
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Limitni pfechod pro ¢ /1 da o > fX sdpu. Odtud dostaneme:

a > sup/sdu:/fd,u.
0<s<fJXx X

Z toho ihned vidime, 7e a > [, f dp. Nakonec méme [y f, dp — [, fdpu. O

Véta 16.25 (Fatouovo lemma). Je-li (X, .4, i) prostor s mirou a f,, n € N, jsou néjaké
nezaporné méfitelné funkce na X, pak:

/ liminf f,, dp < lim inf/ fndp.
X X

n—o0 n—oo

Diikaz. Necht g,(z) = inf{ fp(z),k > n}, x € X, n € N. Pak g, jsou dle véty o méfitelnych
funkcich podruhé méritelné funkce a plati:

gn /g = lim g, = liminf f,.
Podle Leviho véty plati [, gndp 2 [ gdp. Jelikoz Vn € N je g, < fo, tak [, godp <

[ fndp. Limitnim pfechodem dostéavéme:

liminf | g¢,dp <liminf | f,dpu,
X X

n—0o0 n—0o0

kde také plati:

liminf/gndu: lim/gndu:/gdu:/liminffndu.
Dostavame tedy:

n—o0 n—

/ liminf f, dp < lim inf/ frndpe.
X * Jx
Dtikaz je hotov. O]

Definice 16.26. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou, F € Aax € X. Necht V(z) je néjaka
vlastnost, kterou bod x miize, ale nemusi mit. Rekneme, ze V(z) plati p-skoro vSude na
E, jestlize existuje N € A, N C E a u(N) =0 (jedna se tedy o nulovou mnoZzinu) tak, ze
V(z) plati Vo € E\ N. Je-li E = X, pak misto u-skoro véude na F piSeme pouze p-skoro
vSude. Nehrozi-li nedrozuméni, o jakou miru se jedna, pak misto p-skoro vSude piSeme
pouze skoro vsude.

Lemma 16.27. Necht (X, A, ) je prostor s mirou a f, g jsou méfitelné funkce na X

takové, ze f = g skoro vSude. Pak:
/ fdp = / gdu,
X X

jakmile ma jedna strana rovnosti smysl.
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Diikaz. Predpokladejme, ze f i g jsou nezaporné funkce. Je-li s < f libovolna méritelna
jednoduché funkce, pak s = sx(s=g je rovnéz jednoducha méfitelna funkce spliujici
s <ga [sdu = [ du. Musi tedy byt [ fdu < [gdu. Obracena nerovnost plati
ze symetrie. Pro funkce, které nejsou nezaporné vyuzijeme linearity integralu a faktu

f=1 = =

Definice 16.28. Necht (X, .A, u) je prostor s mirou, D € A, u(D) =0a f: D — R*.
Rekneme, 7e [ je méfitelnd na X, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G' C R plati
f~HG)N D € A. Pro mé&fitelnou funkei f pak definujeme [, fdu = [, fdu, kde f = f

na D a f =0 na D-.
Definice 16.29. Oznacime:

L () = {f: (X, A) — R*, f je mé&Fitelna na X,/ fdu existuje} .
X
26 ={rezw. [ rauer}.
X
Véta 16.30 (Linearita integralu). Necht (X, A, u) je prostor s mirou, f,g € £*(u) a
A € R. Pak:
[ aran=nx/ ran
b X

/Xf+gdu—/deu+/ngu7

Diikaz. Necht f, g jsou nezdporné méritelné jednoduché funkce. MiZzeme tyto funkce za-
psat jako f = Zle QiXE, & g = 25':1 Bixr,. Pak plati:

mé-li prava strana smysl.

k l

f+yg= ZZ(%‘ + Bi)XEinF;-

i=1 j=1

Toto je opét jednoducha méritelné funkce. Tim padem plati:

k l
/X(f+g)duzzz @ + Bj)XEinF;-

i=1 j=1
Z aditivity miry plyne, ze u(E;) = 22:1 pw(EiNE)proj=1,....lau(F;) = Z,’f:l pu(E;N
F;)proi=1,...,k, a proto plati:

k l

/dewr/gdu D i+ B)xmor, —/X(f+g)du

=1 j5=1

Predpokladejme nyni, Ze f a g jsou nezaporné métitelné funkce. Pak existuji jednoduché
funkce s,, t, takové, ze s, 7 f at, / g. Dle Leviho véty plati [, s,du 7 [ fdu a
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Jxtndp 7 [ gdp. Opét z Leviho véty plati [y s, +t,du » [ f + gdp. Dale [, s, +
tadp = [y sndp+ [y tn dp. Limitnim pfechodem bychom dostali pozadovanou rovnost.
Necht f,g € Z*(u) jsou libovolné. Plati nasledujici:

fHro=U+9) = (f+9) == F )+ —g).

Tim padem:
(f+o) + [ +g =(+g9) +f +g"

Vsechny tyto funkce jsou nezaporné, a tedy miizeme psat:

/X(f+g)+du+/xf‘du+/Xg‘du=/X(f+g)‘d#+/xf+du+/xg+du.

Aby mél soucet [, fdu+ [y gdp smysl, musi byt bud [, ffdu < oo a [, g"du < oo,
nebo fX frdp <ooa [ g dp < oo. Uvazujme druhou variantu. Pak z (f+¢)” < f~+g~
plyne [, f~+g~ du < oo. Odectenim viech integrali ze zapornych ¢asti ve vyse uvedené
rovnosti dostaneme pozadovany vztah [, f+gdu = [ fdu+ [, gdp. V pripadé prvni
varianty bychom odecetli integraly z kladnych casti. O]

Poznamka. Ma-li druha rovnost z predchozi véty smysl, pak nemizeme dostat pfipad,
kdy jedna z funkci f, g je rovna +00 a druhd —oo na mnoziné kladné miry. Odtud plyne,
ze soucet f + g je definovan skoro vsude.

Disledek. Necht (X, A, i) je prostor s mirou a f,,, n € N, nezaporné métitelné funkce

na X. Pak: - -

Dikaz. Necht k € N. Pak:

/)(Zi:f"d“:i:/xfnd“-

Zde staci vyjit z predchozi véty. Pro konecné k staci tedy pouze vyuzit linearity. Pouzitim
limitniho pfechodu pro k£ — oo a Leviho véty dostaneme dané tvrzeni. O

Véta 16.31 (Zobecnéni Leviho véty). Necht (X, A, p) je prostor s mirou a f,, n € N,
jsou méfitelné funkece na X spliwjici f,, 7 f a [ + J1 > —oo. Pak:

lim [ f,du= / fdpu.

Diikaz. Je-li [ fidp = oo, tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy [, fidu € R. Protoze 0 <

fo— i/ f — fi, tak podle Leviho véty plati [y f, — fidp 2 [ f — fidp. Z linearity
integralu dostaneme, ze [, f,du 7 [ fdp. O

Disledek. Necht (X, A, p1) je prostor s mirou a f,,, n € N, jsou méfitelné funkce spliujici

fa N\ fa [y fi <oo. Pak:
lim fnd,u:/ fdu.
X X

n—oo
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Diikaz. Aplikace predchozi véty na posloupnost {—f,,}. O

Véta 16.32 (Lebesgueova véta). Je-li (X, A, pt) prostor s mirou a f,,, n € N, jsou méfitelné
funkce takoveé, Ze lim,, .o, f, = f skoro viude na X a existuje g € £ (1) takova, ze | f,| < g
skoro viude Vn € N, pak f € Z'(u) a plati:

lim fodu = / fdu.

Diikaz. Piedefinujeme funkce f,, f na mnoziné

{w, fulz) 7 f@)} U [ {a, [ful@)] > g(2)}

nulové miry tak, aby pfedpoklady platily Vx € X. Je-li:

gn = inf{fn7fn+17 cee }7
hn - Sup{f’m fn+17 cee }7

kde n € N, pak Vn € N plati:

Odtud plyne, Ze g, fn, hn € LY (1) a —g < lim, o0 fn < g, kde lim,, o fn = f, a tedy
i fe LY u). Protoze g, / f, hn \( f pro n — oo, tak podle zobecnéné Leviho véty a
predchoziho dusledku plati fX gndp — fX fdpa fX hy, dp — fX f dp. Protoze

/gndué/fnduéfhndu,
X X X

tak [ fodp — [y fdu. O

Diisledek. Necht (X, A, p1) je prostor s mirou a f,,, n € N, jsou méfitelné funkce na X ta-
<

kové, ze 37 | f, konverguje skoro viude. Jestlize existuje g € £ (u) tak, ze ’ZZ=1 I
g skoro vsude Vk € N, pak > >°  f, € £L*(u) a plati:

g/xfndMZ/ngndu-

Diikaz. Aplikace Lebesgueovy véty na posloupnost ¢asteénych soucti fady » ., f,. O

Véta 16.33 (Dalsi vlastnosti méfitelnych funkei a integralu). Necht (X, A, 1) je prostor
s mirou. Plati:

1. Je-li f nezaporna métitelnd funkce na X a fX fdu =0, pak f = 0 skoro vsude.

2. Je-li f e L) a [, fdu =0 pro kazdou méfitelnou mnozinu E € A, pak f =0
skoro vsude.
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3. Je-li f méfitelnd, pak [, fdu € R prave tehdy, kdyz [ |f|du € R.
4. Je-li f € LM u), pak | [y fdu| < [ |f]dp.
5. Je-li f € £ (p), pak f je konecéna skoro vsude.

Diikaz. Postupné dokdZeme jednotliva tvrzeni:

1. Oznacme A, = {3: € X, f(x) > %} Jisté A, € Aa xa, <nf. Tim padem plati:

u(An)=/xAndu§n/ fdp=0.
X X

Jelikoz {f > 0} = U, A,, tak plati p({f > 0}) <> u(A,) =0.
2. Necht E, = {f > 0}. Pak dle pfedpokladu plati:

/Xf+d,u:[E+fd,u:0.

Dale protoze f* > 0, tak plati f* = 0 skoro vSude podle prvniho bodu véty.
Podobné pro E_ = {f < 0} odvodime f~ = 0 skoro vSude. Pak tedy f = 0 skoro
vsude.

3. Zrejmé |f| = f* + f~. Pokud [, |f|dp € R, pak takeé [, fdu € R, nebot |f| > f*
a|f| > f~. Naopak pokud jsou f* a f~ integrovatelné, pak je integrovatelny i jejich
soucet | f].

fro]-

5. Trivialni.

4. Plati:

/Xf*du—/xfdu‘g/xf+du+/xfdu:/X|f\du.

Tim je dukaz hotov. []

16.3 Lebesguetiv integral v R

Umluva. Restrikei miry A na interval I C R opé&t znadime symbolem A'. Je-li I: (a,b) C
R, a <b,pak [} fd\ = [ fdAL

Véta 16.34 (Vztah Riemannova a Lebesgueova integralu). Je-li —oo < a < b < 400 a
f: |a,b] — R takova, Ze (R) f; f(x) dz existuje, pak f; fdA\! € R a plati:

/abfd/\l — (R) /abf(x) dz.

Véta 16.35 (Vztah Newtonova a Lebesgueova integralu). Necht —oo < a < b < 400 a
f: (a,b) = R je spojita a nezaporna. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
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1. (N) f: f(x) dz existuje.

2. [Pfd\' e R.
Plati-li jedna z podminek, pak:

(N) /abf(x) dr = /abfdAl.

16.4 Integral zavisly na parametru

Véta 16.36 (O limité integralu zavislém na parametru). Necht (X, .A, p) je prostor s
mirou, (7, 0) je metricky prostor, M C T, to € M’ (mnozina hromadnych bodi M) a
f: X xT — R. Necht plati:

1. Pro p-skoro v8echna x € X existuje limy_,; renr f(2, 1) = @(2).
2. Vt € M je funkce f(-,t)* p-méfitelna.
3. Existuje g € L' (u) tak, ze |f(z,t)] < g(x) pro p-skoro vsechna z € X a Vt €
M\ {to}-
Pak:

t_}l(l)gleM/Xf(m,t)du:/Xgo(x)du.

Tedy je mozné zaménit limitu a integral. Navic ¢ € £ (u).

Dikaz. Necht t, € Mmn € N, t, # ty a t, — to. Z Heineho véty staci ovérit, ze
limy, oo [y f(@,t,) dp = [ @(x). Vime, ze f(z,t,) — () pro p-skoro vechna z € X.
Déle |f(z,t,)| < g(x) pro p-skoro v8echna z € X a Vn € N. Rovnost vyse tedy plyne
z aplikace Lebesgueovy véty, jejiz predpoklady jsme ovérili a jsou splnény, na f,(z) =
f(x,t,). Dale plati, 7e ¢ € £1(u), opét z Lebesgueovy véty. O
Véta 16.37 (O spojitosti integralu zévislém na parametru). Necht (X, .A, p) je prostor s
mirou, (7', ) je metricky prostor, M C T a f: X x T — R. Necht plati:

1. Pro p-skoro vSechna x € X jsou funkce f(x,-) spojité na M.

2. YVt € M je funkce f(-,t) p-méfitelna.

3. Existuje g € £ (u) tak, ze |f(z,t)| < g(x) pro u-skoro viechna z € X a Vt € M.
Pak funkce F(t) = [, f(z,t)du, t € M, je spojita na M.

Diikaz. Dle Heineho véty staci dokazat: Je-li tg € M N M’, pak limy, 1 F(t) = F(to),
tedy:

iim [ Se0dn = [ o) du

t—to,teM

coz plyne z predeslé véty. Dle prvniho bodu totiz existuje limy i, renr f(2,t) = f(2,%0)
pro p-skoro vSechna x € X. O]

4Jedna se o zapis, kdy mame funkci proménné z a t je pevné.
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Véta 16.38 (O derivaci integralu zavislém na parametru). Necht (X, A, u) je prostor s
mirou, [ C R je otevieny interval a f: X x I — R. Necht plati:

1. Vt € I je funkce f(-,t) p-mé&titelna.

2. Existuje N € A, u(N) = 0 tak, ze Vo € X \ N a Vt € [ existuje konecna derivace
g{(:c t).

3. Existuje g € ,,2”1( ) tak, 7ze Vo € X \ N a Vt € I plati |2 (:U t)| < g(a).

4. Integral F(t fX x,t)du, t € I konverguje alespon pro jednu hodnotu t € I.

Pak integrél vyse konverguje Vi € I a navic plati:

0 0
0= [ 1= [ T

Diikaz. Necht t,t+h € I. Pak Vo € X'\ N dle Lagrangeovy véty (véta o piirustku funkce)
plati:
f

atoVtel.

[f(z, b+ h) = [z, 1) =

U, t+£h>\ < |hlg(a).

kde ¢ € (0,1). Specialné je-li t € I a ty, onen bod, pro ktery integral vyse konverguje, tak
Ve € X \ N plati:

|f(z, )] < |f(z,t) — flz,to) + f(2, to)| < [f(2,t0)| + | f(z,t) — f(z,t0)]
< |[f(@,to)] + [t — tolg(x).

Odtud plyne, ze integral konverguje V¢ € I, protoze [ « f(x,to) dp je z predpokladu ko-
necny a [, |t —to|g(x) dp také. Dale jestlize ¢,t 4+ h € I, h # 0, tak:

F(t+h /f:r;t+h ft) g
Jelikoz Vo € X \ N a Vt,t+ h € I plati:
o+ h) — flx, 0
Lt )= Je 0] < |0 6| < ot

kde h # 0, tak podle véty o limité integralu zévislém na parametru dostavame:

. f(:L‘,t—f—h)—f(.l’,t) _ . f(.l’,t—i—h)—f(l‘,t) af
i /. h = [ fm h W= J gt
Nakonec: F(t 4 1) F(t) of
F(t) = lim h o de

Tim je diikaz hotov. O]
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16.5 d-systémy

Definice 16.39. Systém D C P(X) nazveme d-systém, popiipadé také fikime Dynkintv
systém, jestlize plati:

1. o eD.
2. Jestlize D € D, pak D¢ € D.
3. Jestlize Vn € N je D,, € D, D, N D,, = &, n# m, pak J,—, D, € D.
Poznamka. Uvedme nékolik poznamek:
1. Kazda o-algebra je d-systém, ale ne naopak.
2. Protoze @ € D, tak d-systém je uzavien na konec¢né sjednoceni disjunktnich mnozin.
3. Je-li A,Be D, AC B, tak B\ A € D, nebot plati:
B\A=X\((X\B)UA) €D,
protoze sjednoceni disjunktnich mnozin patii do D.
4. Jsou-li 1 a v dvé miry na (X, A) spliwjici u(X) = v(X) < 400, pak
D= {A € A u(A) = v(A)}
je d-systém, nebot:
(a) Necht @ € A. Jisté u(@) =0 =v(2), a tedy @ € D.
(b) Jestlize A € D, pak A € Aa pu(A) =v(A). Ziejmé:
XN\ A) = p(X) = p(A) = v(X) —v(4) =v(X \ A) = A° € D.
(¢) Necht Vn € Nje A, € D, A, N A, = &, n # m. Pak plati:
1 <U An> = Z,u(An) = ZV(An) =y <U An> = U A, €D.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Dokézali jsme, ze D je d-systém. Pozdéji ukazeme, Ze tento systém neni o-algebra.

Véta 16.40 (O priniku d-systémi). Necht D, n € I, I je libovolnd mnozina index,
jsou d-systémy na X. Pak (,.; D, je d-systém.
Dausledek. Je-li . C P(X), pak existuje nejmensi d-systém d.¥ obsahujici systém ..
Diikaz. Plati:

A7 =D C P(X),.# CD,D je d-systém}.

< je v kazdém d-systému D, tedy je i v pruniku. Dale prunik je dle predchozi véty také
d-systém. O]
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Poznamka. Je-li . C P(X), pak d.¥ C 0.7.

Definice 16.41. Systém . C P(X) nazveme m-systém, jestlize systém .# je uzavien na
konecné priniky mnozin z ..

Nyni uvedeme dvé pomocné tvrzeni, které pak vyuzijeme k diikazu nasledujici véty.
Tvrzeni. Je-li d-systém D na X zaroven w-systémem, pak D je o-algebra na X.
Diikaz. Je tfeba dokazat nasledujici:

A, eDVneN= UAneD.

n=1
Dikaz rozlozime do nékolika kroku:
1. Dokazeme, ze A, B € D implikuje, ze A\ B € D. Plati:
A\B=A\(ANB) €D,

protoze D je m-systém, a tedy AU B € D. Dale dle tieti ¢asti predminulé pozndmky
je A\ (AN B) e D.

2. Jestlize A, B € D, pak AU B € D, nebot
AUB=(A\B)UBeD,

protoze A\ B € D dle predchoziho a (A\ B) N B = @. Dale d-systém je uzavien na
kone¢né sjednoceni disjunktnich mnozin, a tedy (A\ B) U B € D.

3. 7 ptedchoziho plyne, ze d-systém D je uzavien na kone¢né sjednoceni.

4. Necht Vn € N je A,, € D. Polozime Ay = &. Pak:

00 (G2 (04))-Gaer

n=1
NS

A, eD
Je dulezité, 7e A, jsou disjunktni, tedy A, N A,, = @ pro n # m. Sjednoceni
disjunktnich mnozin patii do d-systému.
Timto jsme dokazali toto pomocné tvrzeni. O]
Tvrzeni. Je-li .¥ C P(X) m-systém, pak d. je m-systém.

Diikaz. Oznacme D = {D € d.¥, DN S € d. VS € /}. Dokdzeme, 7e D je d-systém.
Toto tvrzeni dokdZeme v nékolika krocich:

1. €D, nebot g €d agdNS=3€ds VS €.
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2.DeD,tedy Ded aDNS eds’ VS €. Pak VS € .¥ plati:
DNS=((X\D)NS)=(XnNS)\(DNnS)=S\(DNS)eds.
Jelikoz D € d., tak D¢ € d.. Nakonec mame, ze D¢ € D.

3. Jestlize D, e D,neN, D,ND,, =3, n#m,pak D, €d aD,NS €dS VS e
. Jelikoz D,, € d.7, tak |J,—, D,, € d.”, coz plyne ze t¥eti vlastnosti d-systému.
Dale VS € .7 plati:

(G Dn> ns = G(DnﬂS) €d,

n=1

protoze D, NS € d.#, jelikoz (D, NS)N(D,,NS) = &, m # n. Toto plati, protoze
D,nscbD, D,nS c D, aD,ND, =@, m # n. Nakonec dostaneme, ze
U,—, Dn € D.

Dokéazali jsme, ze D je d-systém. Dale také plati, ze . C D, nebot VD € . mame D € d.¥
a pfitom DNS € ¥ VS € ., protoze . je m-systém. Odtud DN S € d¥ VS € .7,
protoze . C d.#. Tedy D € D. 7Z inkluze . C D plyne, ze d.¥ C dD = D, protoze
D je d-systém. Navic z definice systému D mame D C d.. Celkem tedy D = d.¥, coz
znamena:

VDed:DNSeds VS e.”.

Toto tvrzeni budeme jesté potfebovat, oznaéme jej proto (). Je-li D € d. pevné a
Dp={FeP(X),END e d}, pak Dp je d-systém. Dokazeme v nékolika krocich:

1. 2€Dp,nebot e P(X)a@dND =0 €d.
2. F € Dp implikuje, ze END € d.¥, a tedy:
(X\E)ND=(XND)\(END)=D\(END)eds,

coZ plyne z predminulé poznamky. Ukazali jsme, ze E°N D € d.¥, a tedy E° =
(X \ E) € Dp.

3. NechtVn € Nje E, € Dp a E,NE,, = & pron # m. PakVn € Nplati £,ND € d.%.

Pak plati:
(U En> NnD=|J(E.ND)eds,

a tedy U,, En € Dp.

Dokézali jsme, ze Dp je d-systém. Z (x) plyne, ze . C Dp VD € d.7, protoze d. C
dDp = Dp. Dostavame tedy, ze VD € d. je d. C Dp. To znamena, ze VE € d. plati
ENDed? VD € dY, atedy je d. uzavieny na pruniky dvou mnozin. Z toho snadno
dostaneme, ze d.¥ je uzavieny i na pruniky konecéného poc¢tu mnozin. Dostdvame, ze d.¥
je skutecné m-systém. O]
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Véta 16.42 (O rovnosti d.¥ = 0.). Je-li ¥ C P(X) m-systém, pak d.¥ = 0.7.

Diikaz. Protoze . C P(X) je m-systém, tak dle pfedchoziho tvrzeni je d.¥ také m-systém.
d. je také d-systém a dle predminulého tvrzeni tim padem také o-algebra na X. Proto
0 C d.&, protoze 0. je nejmensi o-algebra obsahujici .. Opacna inkluze plati trividlné
z predchozi poznamky:. O

Priklad. Necht (X, A) = (R', By(R')) a na tomto prostoru uvazujme Lebesgueovu miru
AL Necht B = (—1,1) a Ap = {ANE, A € By(R")}. Pak (E, Ag, \') je prostor s mirou
a M (F) =2 < +oo. Necht jsou miry u a v definovany nasledovné:

w(A) =X ({z € Az >0}) VA € Ag,
v(A)=M{r €A x<0}) VA€ Ag.

Necht D = {A € Ap, u(A }. Jiz vime, Ze se jedné o d-systém (na E). Zvolme

) = v(4)
A:(—%,%)aB ( ,—% U 0%) Pak A, B € Ag a plati:
1 11 1
”( 5’5): ”<A>:”<‘§’§):§
1 1 1
B)=u(-1-3)u(0g) =5 “B) -3
1 1 1

Ovsem u(AUB) =3 av(AUB) =1, atedy AU B ¢ D. Tim padem D neni o-algebra.

Tedy A, B € D. Déle:

Véta 16.43 (O Jednoznacnostl miry). Necht . C P(X) je m-systém a pu, v jsou dvé
miry na ¢.¥ splijici p(S) = v(S) VS € 7. Jestlize existuji mnoziny X,, C .77 tak, ze
Xn /A X apu(X,) <+ooVneN, pak p=vnao?.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze pu(X) < 4o00. Jiz vime, Ze systém
D= (A€o, u(A) = v(A)}

je d-systém. Dle pfedpokladu je . C D. Tedy d.¥ C dD = D. Z piredchozi véty vime,
e d = 0. Tedy 0. = d.¥ C D C 0.7, kde posledni inkluze plyne z definice D.
Dostavame, ze d.% = 0. = D. Tedy pu(A) = v(A) na 0.. Nyni predpokladejme, ze
w(X) = +oo. Pak definujeme:

D,={Acoc  uw(AnX,) =v(ANnX,)} Vn e N.

Lze ovérit, ze D, je skuteéné d-systém, ktery navic obsahuje ., nebot SNX,, € . Vn € N,
protoze . je mw-systém. Déle Vn € N plati:

o =d¥ CcdD, =D, C 0.%.
Dostavame, ze d. = 0. = D,,. Z vlastnosti miry pak VA € 0. dostaneme:
u(A) = lim p(ANX,) = lim v(ANX,) =v(A).
n—oo n—oo

Tim je diikaz hotov. O]
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16.6 Souc¢in mér a Fubiniova véta

Necht (X, A, u), respektive (Y, B,v), je prostor se o-koneénou mirou pu, respektive v.

Definice 16.44. Souc¢in A x B C X xY, kde A € A a B € B nazveme méfitelnym
obdélnikem. Symbolem O oznac¢ime systém vSech métitelnych obdélniki. Dale definujeme
soucinovou o-algebru A ® B predpisem A Q@ B = c0. Pro F e ABazxrxe X, yeY
definujeme tezy E,, EY mnoziny F predpisy:

E, = {y €y, [ZL‘,y] S E}7
EY ={x € X,[z,y] € E}.

Véta 16.45 (O soucinové o-algebie A @ B). Vétu rozdélime do Sesti bodu:
o Jelli F € A® B, pak:

1. Vx € X plati E, € B,
2. Vy e Y plati EYV € A,
3. funkce z — v(E,) je mé&fitelna na (X, .A),

4. funkce y — p(EY) je méfitelna na (Y, B).

o Je-li funkce f: (X x Y, A® B) — R* méfitelna, pak:
1. Vx € X je funkce y ELN f(z,y) métitelna na (Y, B),
2. Yy €Y je funkce z EiN f(z,y) méfitelna na (X, A).

Diikaz. Dokdzeme pouze prvni, tfeti a paté tvrzeni. Zbytek lze dokazat analogicky. Za-
¢neme prvnim tvrzenim:

1. Vo € X je mnozina £ = {F € A® B, £, € B} o-algebra. Dokézeme:

(a) @ €&, protoze @, = & € B.
(b) Jestlize £ € &, pak E, € B, a tedy plati:

(E9% = (X x Y\ E), =Y\ E, € B,

nebot E, € B. Dostavame, ze E° € £.
(¢) E, € € Vn € Nimplikuje (E,), € B Vn € N. Plati tedy:

Méme | J7~, E, € €.
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Overili jsme, ze £ je o-algebra. Dale O C £. Toto také ovérime. Jestlize E € O, tak
EFcA®B Takt E=Ax B, kde Ac AaBeB. Proxe X je B, =(AXxB),.
To se rovna B, pokud x € A, nebo @, pokud = ¢ A. Dostavame, ze E, € B. JelikoZ
tedy O C &, tak plati:

ARB=0c0OCocfE=EC AR B.

Tedy £ = A® B a dikaz prvni ¢asti je hotov.

. Necht Yy € B a v(Yy) < +00. Necht

D={Fe A® B,z — v(E,NY)) je méfitelna na (X, A)}.
Dokazeme-li, ze O C D, D je d-systém a O je m-systém, pak plati:
ARB=0c0=d0 CdD=DC AR B.

Pak D = A® B, a tedy VE € A® B je x — v(E, NYy) méfitelna na (X, .A).
Dokazeme tedy postupné jednotlivé vyroky:

(a) Dokéazeme, 7e O C D. Je-li E C O,pak E=Ax B, kde Ac AaB¢€B.E,
se rovna B, pokud = € A a @, pokud x ¢ A. Dostavame, ze E, NY, je rovno
BNYy, pokud x € A a &, pokud x ¢ A. Tedy plati:

v(E, NYy) =v(BNYy)xal(x).
Funkce z — v(E, NYy) je na (X, A) méFitelna, nebot A € A. Tedy O C D.

(b) Dokazeme, ze D je d-systém.

i. @ € D, nebot ¥ € A® B a funkece x — v(2, NYy) = v(2) =0 Ve € X,
Funkce je tedy métitelné.

ii. £ € D implikuje, 7e F € A® B a funkce x — v(E NY)) je méfitelna.
Protoze plati:

(E):NYy=(XxY\E).NYy=(Y\ E,) NYy = Ype, NYp,
nebot Yy C Y. Takze:
V(). 1Y) = v(Yo) \ v(E. 1 Y0).

Funkce x — v((E°), NY}) je rozdilem dvou méfitelnych funkei x — v(Yp)
ax— v(E,NY)), tedy je méfitelna.

iii. Necht £, e DVn e Na E,NE, =dpron#m.Pak E, € AR B a
funkce z — v((E,), N Yp) jsou méfitelné na (X, A). Plati:

(G En) NYo = <O(En):v) NYy = G((En)myo).

n=1 n=1 n=1
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Dostali jsme sjednoceni disjunktnich mnozin. Tedy plati:

v(U(En)mYo> =Y U((Bn).NYo) = lggoz )= N Yp).

n n

Funkce z — v (U, (E,)2) N Yo je limitou pro k& — oo méfitelnych funkei

x — anl v((En):NY)), a tedy je sama méfitelna. Dostavame, ze | J, E,, €
D.

Dokézali jsme, ze D je d-systém.

(¢) Dokazeme, 7e O je m-systém. Je-li E; € O, i = 1,2, pak E; = A; x B;, kde
A; € Aa B; € B. Tedy:

ElmEQZ (AlmAQ) X (BlﬂBg) € O,
protoze (A1 N Ay) € Aa (ByNBy) € B. O je m-systém.

Dokazali jsme nas pomocny vyrok. Protoze v je o-koneéné mira, tak existuji mnoziny
Y, C Y takové, ze v(Y,,) < 400 a v(Y,) / v(Y). Pak plati:

v(E,) = lim v(E,NY,),

n—oo

a tedy funkce x — v(E,) je méfitelna na (X,.A), nebot je limitni funkei z —
v(E, NY,), které jsou dle pomocného vyroku vyse méfitelné na (X, A).

3. Necht a € R* a E = {[z,y] € X XY, f(z,y) < a}. Protoze je f mé&fitelna funkee,
tak £ € A®B. Déle Vx € X plati {y € Y, f.(y) < a} = E, € B dle prvniho tvrzeni.
Tudiz Vz € X je funkce f, méfitelna na (Y, B).

Diikaz je timto hotov. O

Véta 16.46 (Existence a jednoznacénost sou¢inové miry). Existuje pravé jedna mira p® v
na A ® B, které ikame soucinova mira, splhujici:

(V) (AR B)=uA)r(B) VAec AVB € B.
Pro tuto miru plati:

EeAwB= (non)(E)= [ vE)dut) = [ ulE)auty)
X 1%
Dikaz. Nejprve dokézeme existenci této miry. VE € A ® B definujeme:
(won)(E) = [ v(E)dua)

Pak 1 ® v je mira, nebot:

L (p@v)(9) = [ v(@.)du(z) = [ 0du(z) = 0.
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2. Je-i B, e A®B,neNa FE, NE, = pron # m, pak plati:

A ) )
:/X(Zy((E ) Z/ ()

n

=> (n®v)(E

nebot integraly jsou nezaporné funkce a mira je nezaporna, a tedy muzeme prohodit
sumu a integrél dle Leviho véty.

Z definice ;4 ® v na A ® B dostavame, 7e VA € A a VB € B plati:
enAx B) = [ vAx B ) = [ v(B)ae) dnto)
~u(B) [ duta) = (B In(A)

Zbyva nam dokéazat jednoznac¢nost. Pfedpokladejme, Zze 7 je mira na A ® B spliujici
T(AX B) = u(A)v(B) VA€ AVB € B. Tedy 7 = p®@v na O. O je w-systém. Protoze u
a v jsou o-kone¢né miry, tak existuji mnoziny X, € A, u(X,) < +coVn e N, X,, 1 X
a mnoziny Y, € B, v(Y,) < 400 Vn € N a Y, Y. Pak pro mnoziny X,, x Y, plati
XoxY, €0, (uev)(X,xY,) < +ooVn € Na X, xY, " XxY.Zvéty o jednozna¢nosti
miry pak plyne 7 = ;4 ® v na 0O, tedy na A ® B. ]

Poznamka. Necht (X, A, 1) a (Y, B,v) jsou prostory s uplnymi mirami. Poznemenejme,
Ze pak mira p ® v nemusi byt uplné, jak ukdzeme v nasledujicim ptikladu.

Priklad. Predpokladejme, Ze existuje A € A, A # @ spliaujici u(A) = 0. Necht existuje
BCY, B¢B Pak AxBCAXY,(u®v)(AxY)=u(A)v(Y) =0, protoze u(A4) = 0.
Ovsem A x B ¢ A® B dle prvniho bodu véty o sou¢inové algebie, protoze (A x B), = B,
jestlize x € A, ale B ¢ B. Tedy A x B neni (y ® v)-méfitelna. Pfitom ale je A x B nulova
mnozina, jak jsme ukazali vySe. Tedy p ® v neni Gplné mira.

Véta 16.47 (Fubinova véta). Pro kazdou funkei f € Z*(u ® v) plati:
1. Funkce z — [, f(z,y) dv(y) je méfitelna na X.

2. Funkce y — [, f(z,y)du(z) je méFitelna na Y.

[ tewdwen = [ ([ senam) we
- [ ([ rem ) v

3. Plati:
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Diikaz. Dukaz rozdélime na nékolik ¢asti:

1. Je-li f = xg, kde F € A® B, pak tfeti dokazovana vlastnost plyne z predeslé véty,
nebot:

[ xeti i) = won(E) = [ vE)au)

- [ ([ et ats)) auo),

v(E,) = /Y xe () du(y) = /Y xe(z,y) du(y) Vi € X.

Podobné dostaneme:

/X Xel) A v) = (@ v)(B) - /Y V(EY) du(y)

- [ ([ reenaut) a

Tedy tieti tvrzeni plati pro f = xg, kde £ € A® B.

protoze:

2. Pro jednoduchou méfitelnou funkei s = Zle a;xg, na (X x Y, A® B) plati:
k
| stwdien) - > au @)
XxXY -

—Zaz/ (/ xe (2, y) du(y )) dp(z)
- [ ([ st ) auw

7 uvedeného také plyne, Ze funkce z — [, s(z,y)dv(y) je méfitelnd na X. Pro
jednoduchou funkci jsme dokéazali prvni rovnost ve tfetim tvrzeni této véty. Druha
by se dokazala analogicky.

3. Bud f > 0 méfitelna na (X xY, A® B). Vime, Ze existuje posloupnost jednoduchych
méfitelnych funkei {s,} tak, ze s, / f. Pak podle Leviho véty plati:

/st(x,y) dv(y) f/yf(w,y) dv(y) Vo € X.

JelikozZ jsou integraly na levé strané dle predchoziho métitelné funkce, jsou métitelné
funkce i integraly na pravé strané. Dalsi aplikaci Leviho véty dostaneme:

[ ([ strmavtn) an 2 [ ([ sena)
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Dle jiz dokdzaného plati:

/X (/y (@) dy(y)) du(x) = /XW sn(@,y) d(p @ v).

Tento integral navic dle Leviho véty konverguje k [, f(x,y) d(p®v). Tedy plati:

Xy f@:9) d(“®”>:/x</yf(fr,y) dl/(y)) du(z).

Druhou rovnost bychom dokéazali analogicky.

4. Pro f = ft — f~ € Z*(u ® v) dané tvrzeni plyne z piislusnych tvrzeni pro f* a
f~, coz jsou nezaporné mértitelné funkce, a z linearity integralu.

Dikaz véty je timto dokoncen. O

Priklad. Necht X = (0,00) =Y a pu = v je lebesgueova mira A' na (0, 00). Dale

1, x>0,y >z,
flz,y) =
-1, >0,y € (0,00).

Véta 16.48 (Fubiniova véta pro ziplnénou souc¢inovou miru). Necht (X, A, u) a (Y, B,v)
jsou prostory s uplnymi o-kone¢nymi mirami. Je-li f € £*((u ® v)o), pak:

1. Funkce z 7% f(z,y) je méfitelna na X pro v-skoro vSechna y € Y a funkce y EAN
f(z,y) je méfitelna na Y pro p-skoro vSechna x € X.

2. Funkce z — [, f(z,y)dv(y) je méfitelna na X a funkce y — [, f(x,y)du(z) je
méritelnd na Y.

3. Plati:

Fd(uer) /(/frcydu ) /(/fxydu )dy@).

Diikaz. Dukaz vynechame. K dikazu bychom vyuzili Fubiniovu vétu a nasledujici dvé
lemmata. O]

Lemma. Necht (Z,C, g) je prostor s mirou a (Z,Cy, 09) jeho zuplnéni. Je-li f: (Z,Cy) —
R* go-méfitelna funkce, pak existuje g-méfitelna funkce g: (Z,C) — R* tak, ze f = g
o-skoro vSude na Z.

Lemma. Necht (X, A, u) a (Y, B, v) jsou prostory s tplnymi o-kone¢nymi mirami. Necht
h: (X xY,(A® B)y) — R* je (1 ® v)o-méfitelna funkce a h(z,y) = 0 ((1 ® v)g)-skoro
viude na X x Y. Pak pro u-skoro vSechna x € X plati h(z,y) = 0 pro v-skoro vSechna
y € Y. Tedy pro p-skoro vSechna x € X je funkce y X h(z,y) rovna 0 pro v-skoro
v8echna y € Y. Specialné, funkce h, je méfitelna na (Y, B, v) pro p-skoro vSechna z € X.
Obdobné tvrzeni plati pro hY.
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Véta 16.49 (O mife X’ ® A7). Necht p,q € N. Pak:
1. B(RP*?) = B(RP) ® B(R?).
2. NPT = (N @ ).

Diikaz. Postupné dokézeme:

1. Nejprve si uvédomme, Ze kazdy otevieny (p+q)-kvadr (to je kartézsky soucin otevie-
nych intervali) je kartézskym souc¢inem otevieného p-kvadru a otevieného g-kvadru.
Necht QF znadi systém vsech otevienych k-kvadri. Pak:

Br+i — B(RP) = o{U x V,U € Q",V € Q1) C o{A x B,A € B, B € B}
_ B(R?) @ B(RY) = B B
Pro druhou inkluzi stac¢i ukazat, ze A x B € B kdykoliv A € B? a B € B4,

Oznacme:

A ={A e B, AxV e B’ kdykoliv V € Q7}.
Zrejmé QP C A, alze ukéazat, Ze A, je o-algebra. Plati tedy A; = BP. Déale ozna¢me:

Ay = {B € B", A x B € B"** kdykoliv A € B’}

Plati Q7 C A,, protoze A; = BP a A, je opét o-algebra, a tedy Ay = B?. g-algebra
BPT4 tedy obsahuje viechny méritelné obdélniky v R? x R?, a musi tedy obsahovat

iBP® B9

2. Miry M*7 a (AP ® A1), se shoduji na otevienych kvadrech z QP*4. Systéem QFFY
je uzavien na kone¢né pruniky, generuje BPT? a existuje posloupnost otevienych
kvadri @; ,* RPT? konefné miry, tedy A7 a (AP @ \7)g se shoduji na B podle
véty o jednoznacnosti miry.

Tim je véta dokazana. O]

Pfipomenme, Ze lebesgueovu miru v R™ znacime A" a plati A\ = (A\%)o, kde A, je bore-
lovska mira v R".

Véta 16.50 (Fubiniova véta pro APT9). Necht f € £*(A\PT9), p,q € N. Pak:

| rave= [ ( [ 1w qu<y>) i = [ ( [t d)\p(x)) ().

Diikaz. Véta je dusledkem piredchozi véty a Fubiniovy véty pro ziplnénou soucinovou
miru. ]

Definice 16.51. Je-li p,g € N, z € R? a y € RY pak definujeme projekce predpisem
m(z,y) =z am(z,y) = y.

Disledek. Necht p,q € N, A € B5*9 = (B(RPH9)). Jestlize f € £*(APT?) a mnoziny 7 A
a my A jsou métitelné, pak plati:

[rava= [ (f fa) i) ) avo) = | ) ([ reawve) avo
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Poznamka. Je-li p,q € N, pak misto dA\P(z) obvykle piseme dz, misto d\?(y) pak dy a
misto dA\PT9(z,y) pisSeme dx dy.

Lemma 16.52. Lebesgueova mira A" je translané invariantni, to znamena, ze \"(B +
z) = \N"(B) VB € B} Vz € R".

Diikaz. Dané tvrzeni plyne z véty o jednoznacnosti miry, nebot miry A" a u, kde u je dana
predpisem p(B) = \"(B + z) VB € B a libovolné pevné z € R™, se shoduji na systému
S, ktery tvori & a oteviené intervaly v R™ (je to m-systém). O]

Véta 16.53 (O obrazu miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou, (Y, B) je méfitelny
prostor a ¢: (X, A) — (Y, B) méfitelné zobrazeni. Pak mnozinova funkce dana predpisem
(e(u)(B) = u(e=Y(B)) VB € B je mira na (Y,B). Tomuto ¥ikdme obraz miry u pti
zobrazeni . Pro kazdou méfitelnou funkci f na Y plati:

/dew(ﬂ)z/x(foso)du,

pokud ma alespon jedna strana smysl.

Diikaz. Snadno se da ovéfit, ze mnozinova funkce ¢(u) dand predpisem vyse spliuje
vSechny vlastnosti miry. Rovnost integrala se také dokaze snadno. Nejprve pro piipad
f =xg, kde B € B. V tomto piipadé mame:

/X (vs o) dji = /X Yoty A = o™ (B)) = (p(y))(B) = /X v dio(n).

Dale bychom postupovali diitkaz této rovnosti pro jednoduché a nezaporné funkce. Nakonec
bychom dokéazali pro obecnou funkci pomoci f = f* — f~. O

Véta 16.54. Necht L: R" — R” je invertibilni linearni zobrazeni.
1. Je-li v(A) = N"(L(A)) VA € B = B(R"), pak v je mira a plati v = | det L|\".
2. Je-li p(A) =|det LIN}(A) YA € B™, pak L(u) = N a pro f € Z*(\}) plati:

Fdan :/ (f o L)| det L| dA™.
Rn n

Diikaz. Kazdé linearni zobrazeni z prostoru R™ do prostoru R” je spojité. Protoze L je
invertibilni, existuje L™!, které je opét linearni a spojité. Odtud dostédvame, Ze zobrazeni
L7 (R™, B") — (R", B") je mé&fitelné. Dale plati:

(LY (A")(A) = A"(L(A)) = v(A) VA € B".

Tedy v = L7Y(\"), coZ je mira na B" dle predchozi véty. Nyni musime ovéiit, ze v =
| det L|A\". Z linearni algebry vime, ze zobrazeni L lze vyjadrit jako slozeni kone¢né mnoha
elementéarnich linearnich zobrazeni jednoho z nésledujicich typi:

1. Li(z1, ..., 20) = (axy, 29, ..., 2y) Vo = (21, ..., 2,) ER" kde a € R, a # 0.
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2. Lo(1, .o @iy ooy Ty ) = (X1, oo Ty oo Ty oo, Ty) Vo € R™
3. La(xy,w0,...,2,) = (x1 + X2, Ta, ..., T,) Vo € R™,

Protoze determinant slozeného linearntho zobrazeni L je roven sou¢inu determinanti jed-
notlivych slozek, coz jsou elementarni linearni zobrazeni, tak staci dané tvrzeni dokazat
pro zobrazeni uvedené vyse.

1. Necht v(A) = N"(L1(A)), A € B". v se shoduje s mirou |det L;|A\" na otevie-
nych intervalech v R™. Dle véty o jednozna¢nosti miry dostavame \"(Li(A)) =
| det Li|A™(A). A" totiz intervalim v R™ pfifazuje jejich objem. Determinant v abso-
lutni hodnoté v R™ je objem n-rozmérného rovnobéznosténu. Zobrazeni zachovava
v8echny slozky vektoru az na prvni, kterou prodluzuje, nebo zkracuje. \*(L;(A)) se
tedy jisté shoduje s | det L;|A"(A) na otevienych intervalech.

2. Necht v(A) = A"(La2(A)), A € B". Jako v minulém bodé snadno nahlédneme, ze mira
v se s mirou | det Ly |A"™ shoduje na otevienych intervalech. Dle véty o jednoznacnosti
miry se tyto miry rovnaji.

3. Necht v(A) = \"(L3(A)), A € B". Definujme projekci 7, _; prostoru R” do R"!
predpisem m,_1(x1,...,2,) = (2g,...,2,) Vo = (21,...,2,) € R™. Pak podle Fubi-
niovy veéty mame:

A" (Ls(A)) = / A ((L3(A)) wgrny) AN (2, 7).

mn—1(L3(A))

-----

Dale m,_1(L3(A)) = m,_1(A). Tedy VA € B" plati:

A"(Ly(A)) = / A (Amyony) AN (0, 2) = A™(A) = | det Ls| A (A).

mn—1(A) Y

Tim jsme prvni ¢ast véty dokéazali. Nyni prejdeme ke druhému. Necht p = | det L|\,. Pak
VA € B" plati:

(L())(A) = p(LH(A)) = | det LINB(L(A)) = | det L] det L™ |X(A) = A

Tedy L(u) = . Podle predchozi véty plati:

[ rawey = [ ronan

Nakonec:

Fdar :/ (f o L)| det L| dAL.
R n

Tim jsme vétu dokazali. O]
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Lemma. Necht T: R” — R" zobrazeni spliujici Lipschitzovu podminku, to znamené, Ze
existuje C' € [0,400) tak, ze Vx,y € R” plati [|T(z) — T'(y)|| < C|lx —y||. Je-li A C R”
lebesgueovsky méfitelnd mnozina, pak také T'(A) je lebesgueovsky méritelnd mnozina.

Pouzitim tohoto lemmatu a metody diikazu predchozi véty lze dokazat nasledujici:

Véta 16.55. Je-li L: R™ — R” invertibilni lineadrni zobrazeni, pak plati:

Fdam :/ (f o L)| det L| d\",
R n

mé-li alespon jedna strana smysl.

Je-li G C R™ oteviend mnozina a T: G — R je zobrazeni tiidy C! na G, pak zobrazeni

T(x) — T(xo) lze lokdlné aproximovat linedrnim zobrazenim, jehoz matice je T'(zy) =
n
gf (arg)> a jejiz determinant je jakobian Jp(xg).
j ij=1

Véta 16.56 (O substituci) Necht G C R”™ je oteviend mnozina a ¢: G — R" je difeo-
morfismus. Jestlize f: ¢(G) — R je lebesgueovsky méfitelna funkce, pak:

/f NEAC |dx/ Fv) du,

ma-li alespon jedna strana smysl.

Disledek. Je-li navic M C ¢(G) lebesgueovsky méfitelna mnozina, pak:

x))|J,(z)|de = d
[ @Dz = [ )y

Lemma. Plati \"(R"™!) = 0.

Diikaz. Mnozina R™ ! je \"-méfitelna, nebot je uzaviena v R™. Dale také plati R* ! C
U, Ie, kde € > 0 a Vk € N definujeme [, . nasledovné:

B 1 — 1 € 1
fie = (=)™ ((%)n—l?’ (2k)n—@)'

Pak plati:
= = 2¢ 1 -
n— 1 n—1 — —
"R < Z (Ihe) = Z(Qk) (2k)n—1 ok Z ok—1 Ze.
k=1 k=1 k=1
ProtoZe € > 0 je libovolné, tak \"(R"!) = 0. O

Polarni soufadnice v R?: Zobrazeni g: [0, +00) x [0, 27r] — R? dané predpisem g(r, o) =
[z, y], kde x = r cos(a) a y = rsin(a) zobrazuje mnozinu g: [0, +00) x [0, 27] — R? na R2.
Toto zobrazeni je difeomorfismus na mnoziné G' = (0, +00) x (0,27) a plati J,(r,a) =r,
g(G) =R?\ N, kde N = {[z,0] € R?,z > 0}, coz je uzaviené polopiimka a A\*(N) = 0.
Sférické souradnice v R*: Zobrazeni g: [0, +00) x[0, 27]x [-Z, Z] — R? dané predpisem
g(rya, 0) = [rcos(a) cos(8), rsin(a) cos(d), r sin(6)] zobrazuje mnozinu [0, +00) X [0, 27] X
E—%, % na R3. Toto zobrazeni je difeomorfismus na mnoziné G = (0, +00) x (0,27) X

2,2) a plati Jy(r,«,0) = r?cos(d), g(G) = R*\ N, kde N = {[z,0,2] € R*,z €
[0,4+00)}, coz je uzaviena polorovina, a tedy A*(N) = 0.
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16.7 Radon-Nikodymova véta, Lebesguetv rozklad miry

Lemma (O mife s hustotou f). Necht (X, A, 1) je prostor s mirou a f je nezédporna
meéfitelnd funkce na X. Definujeme-li VA € A:

o) = [ fan

pak v je mira na A a pro méfitelnou funkei g: (X, .A) — [0, oo] plati:

/ngv:/ngdu-

Plati-li prvni rovnost, pak fikdme, Ze mira v ma hustotu f vzhledem k mite p.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Zze v je mira. Jisté v > 0. Dale:

V(@)Z/fduz/fx@dMZO.
o X
Je-li A=J;2, Aj, kde Aj € Aa AjNA; = pro i # j, pak:

V(A)=/Afdu=/XfXAdu=/Xf(;xAj) du:;/xmjdu
- Fap=S"u(4,).

v je skutené mira na A. Nyni prejdeme k dokazovani druhé ¢asti véty. Necht nejprve
g = XE, kde E € A. Pak:

/ngVZ/XXEdVZV(E)Z/EfdMZ/XXEfduz/ngdu-

7 linearity integralu a predchoziho dostavame, ze tato rovnost plati i v pripadé, kdy je ¢
jednodcuhd, nezaporné, méritelné funkce na X. Je-li g: (X, .A) — [0, oo] métitelna funkee,
pak existuji nezdporné, jednoduché, méritelné funkce g, splhujici g, * g. Z predchoziho
a Leviho véty bychom snadno dostali dokazovanou rovnost. O]

Poznamka. Je-li ¢ méritelna funkce na X, pak z rovnosti ¢ = ¢ — ¢~ a z predchoziho
lemmatu plyne, Ze rovnost f vgdv = f + 9f dp plati, jakmila ma jedna strana smysl.

Definice 16.57. Necht p, v jsou miry na (X, .A). Rekneme, 7e mira v je absolutng spojita
vzhledem k mi¥e p, jestlize VA € A plati, Ze pokud u(A) =0, pak i v(A) = 0. Tento fakt
zapisujeme v < [.

Poznamka. Pro miru v z pfedchoziho lemmatu plati v < u. Toto si dokdzeme. Necht
AeAapu(A)=0.Jeli f = xg, kde E € A, pak:

V(A)I/Afduz/AxEduz/XXAXEdu:/XXAnEdu:u(AﬂE)Su(A)IO-
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Je-li f jednoducha, nezaporna, méfitelnd funkce na X, pak z linarity integralu a pred-
choziho dostavame v(A) = 0. Je-li f nezaporna, méfitelna funkce na X, pak existuje
posloupnost { f,,} jednoduchych, nezapornych, méfitelnych funkei, pro které je f, * f. Z

Leviho véty dostaneme:
W= [ fodn 2 [ Fdu=via
A A

Véta 16.58 (Charakterizace faktu v < u pro koneéné miry). Necht v, u jsou kone¢né
miry na (X, A). Pak v < p prave tehdy, kdyz plati:

a tedy v(A) =0.

Ve>030>0VAe A: pn(A) <d=v(A) <e.

Diikaz. Postupné dokdzeme jednotlivé implikace:

1. Levé implikace: Necht A € A a pu(A) = 0. Volbou ¢ = ¢, k € N dostaneme:

1
szeNﬂék>OVA€A:M(A)<5k:>u(A)<%.

Protoze p(A) = 0 < 0 Vk € N, tak v(A4) < 1+ Vk € N, a tedy v(A) = 0.

2. Prava implikace: Necht v < p a predpokladejme, Ze vyrok ve vété neplati. Tedy:

Je>0Vo>03A€ A: p(A) <IAv(A) >e.

Volme § = 27” n € N. Pak plati, ze existuje A,, € A tak, ze Vn € N plati u(A4,) < 2%
a v(A,) > €. Polozme By = |J,_ ;.1 An, k € N. Pak By D By, D ..., u(B;) <
wX) < 400 arv(B;) <v(X) < +oo, protoZe jsou u a v koneéné miry. Plati tedy:

7 (U Bk> = lim yi(By),

k=1
v (U Bk> = khﬁnolo v(By).
k=1
Dale také:
w(Be) = U An | = Z ) < Z 2n 2k+11 ~ ok
n=k+1 n=k+1

Z toho dostavame, ze limy_, p1(Bg) = 0. Nyni Vk € N mame:

Bk_V<UA>>VAk+1) E.

n=k+1

Dostavame, Ze limy_, v(A,) > . Nakonec pro B = (|~ By mame u(B) = 0 a
v(B) > ¢, coz je spor s tim, Ze v < p.
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Véta je timto dokazana. O

Lemma. Jestlize p, v jsou koneéné miry na (X, .A) takové, ze v(A) < pu(A) VA € A, pak
existuje méFitelna funkce f na X spliwjici 0 < f < 1 p-skoro véude av(A) = [, fduVA €
A.

Diikaz. Necht Vg € L(u) je:

Jg:/g2du—2/gdy.
b's b's

Funkcional je skutecné dobfe definovan. Necht ¢ = infyc;2(,) Jg. Nebot v < p, tak plati:

ng/Xdeu—2/X!9!du=/X(\g\—1)2du—u(X)Z—M(X)>—OO-

Tedy ¢ > —pu(X) > —oo. Nasim cilem je dokézat, Ze existuje f € L*(u) tak, ze J(f) = c.

1. Pro A € A pevné a t € R polozme ¢(t) = J(f + txa). Funkce g ma minimum v
bodé t = 0, a tedy ¢'(0) = 0, pokud existuje ¢'(0). Protoze:

10 =ty VI iy (2 (ot vaau—2 [ (14 o))

([ a2 [ rar)) = ([ eros a2 [ )
:2(/Afdp,—y(A)),

tak 0 = ¢/(0) =2 ([, fdp — v(A)). Dostavame, ze v(A) = [, fdu VA € A.

2. Dale:

0< [ (=1 du= /{f>1}(f— 1) dp = /{f>1}fdu—u({f > 1))
—u({f > 1}) - ul{f > 1)) <0,

protoze v < p. Z toho dostavame, ze (f — 1)* = 0 p-skoro vsude, a tedy f < 1
p-skoro vsude. Analogicky dostaneme:

o< [ = /{ D= s <op <o

a tedy f~ = 0 p-skoro vsude. Z toho plyne, ze f > 0 p skoro vSude. Nakonec
dostéavame, ze 0 < f < 1.

3. Zbyva dokazat, Ze existuje f € L*(u) tak, ze J(f) = c. Vg, h € L?(u) plati:

Jg+Jh:/(92+h2)du—2/(g+h)du.
X X



221 16.7 Radon-Nikodymova véta, Lebesguetv rozklad miry

Daéle:

_2J(9+h> Q/X(ngh) du +4/g+h
/X du+2/(g+h)du.

Tyto dvé rovnice se¢teme a dostaneme:

h h)? — h)2
Jg+ Jh— 2J(g—|— ):/(g2+h2)du_/ (9+h) duz/ (9=,
2 X X 2 X

1
= 5”9 - hHQLQ(,u)'

Z toho, ze ¢ = infyep2(,) Jg dostavame, Ze existuje {f,} C L*(u) tak, ze Jf, — ¢
pro n — oo. Zvolme g = f,, a h = f,. Pak:

Hfm - fn”%z(u) =2 (me + Jf, —2J (fm ;‘ In

))§20Um+Jh—2@,

coz jde k 0 pro m,n — oco. {f,} je tedy cauchyovska posloupnost v prostoru L?(p).
ProtoZe je prostor L?(u) tplny, tak existuje f € L?(u) tak, ze f, — f € L*(n). Z
toho snadno dostaneme, ze || fu|lr2¢u) — || fll22(s), Protoze ||||12(, je spojita funkce
na L*(p). Déle:

dy—/xfdy

kde posledni nerovnost plyne z Holderovy nerovnosti. Nyni Jf, — Jf, coz dava
Jfn —c

< / o= F1d0 < () o — flligy 2= 0,
X

Dtikaz je timto hotov. O

Véta 16.59 (Radon-Nikodymova véta). Jsou-li p, v o-koneéné miry na (X, .A) spliwjici
v < u, pak existuje nezaporna métitelnd funkce f na X tak, ze VA € A plati:

- [ rau

Funkce f se nazyva hustota a zapisuje se nékdy ve tvaru f = u

Diikaz. Na zacatek predpokladejme, Ze miry jsou kone¢né. Dle predchoziho lemmatu,
aplikovaného na miry v, p + v, spliujici v < u + v, existuje méfitelna funkce h na X,
0 < h <1 p-skoro vsude, tak, ze plati:

y(A):/hd(,quu):/hd,u+/hduVA€.A.
A A A

Dale:
v({h=1) = [ hdw+ ) = u({h = 1)) + v({h = 1)),
{h=1}
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a tedy p({h = 1}) = 0. Protoze v < pu, tak i v({h = 1}) = 0. Proto h < 1 ( + v)-skoro

vSude. Muzeme psat:
[ xadr= [ xahdus [ xahan
b X X

protoze [, xadv = v(A). Tedy:

/ xa(l—h)dv :/ xahdg.
X X

Odtud a z linearity integralu pak plyne, ze plati:

/g(l—h)dV—/ghdm
X X

a to pro v8echny jednodcuhé, nezaporné, p-méfitelné funkce g na X. Pomoci Leviho véty
lze ukazat, Ze tato rovnost plati pro vSechny nezaporné u-méritelné funkce g na X. Volbou
g= ﬁXAa A € A, pak dostaneme:

h
dv = dp.
/XXAV /Xl_hXAM

Z toho pak snadno dostavéme, ze v(a) = [, fdu VA € A, kde f = & je hledana
hustota g—;. Jsou-li p, v o-konetné miry, pak nalezneme posloupnosti {E;},{F;} C A
po dvou disjunktnich mnozin tak, aby pu(E;) < +oo Vi € N, v(F;) < 400 Vj € N,
U'?il El =X = U;il F] Polozime-li D'LJ = E1Z N F], Z,_] S N, pak X = Uoo D” a pro

ij=1
kone¢né miry v|p,;, p|p,;, coz oznacuje restrikce danych mér na D, splinjici v|p,, < p
dl/|D. .

urc¢ime dle piedeslé ¢asti prislusnou hustotu f;; = T Hledana hustota f = S—Z je pak
ij

definovana tak, ze je-li x € X, pak existuje pravé jedno ¢ € N a pravé jedno j € N tak, ze

x € D;j, a polozime f(x) = fi;(x). O

D;j»

Definice 16.60. Rekneme, Ze miry v, na méFitelném prostoru (X,.A) jsou navzajem
singularni, piSeme p L v, jestlize existuje S € A tak, ze u(S) =0av(X \S)=0.

Poznamka. Jestlize v L pra S je mnozina spliujici u(S) = 0av(X\S) =0, pak VA € A
plati v(A) =v(ANS) a p(A) = p(AN (X \ S)). Prvni rovnost mizeme snadno ovéfit:

v(A) =v((ANS)U(A\S)) =v(ANS)+r(A\S)=v(ANYS),
kde v(A\ S) =0, protoze A\ S C X \ S. Druha rovnost se dokéaze analogicky.

Priklad. Necht (X, A) = (R,B}), u = A, v = &. Pak o L §y, nebot pro S = {0} mame
4(8) = X1(S) = 02 w(X \ §) = #{(—00,0) U (0, 00)) = .

Véta 16.61 (Lebesgetv rozklad miry). Necht p je mira na (X, .A) a v je o-konecna mira
na (X, .A). Pak existuje rozklad v = v, + v, na o-kone¢né miry v,, vs takovy, ze v, < pu,
vs L p, pricemz miry v, a vg jsou urceny jednoznacné.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze v je kone¢na mira.
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1. Budeme se nejdiive zabyvat existenci rozkladu. Necht A4, = {B € A, u(B) = 0}.

Pak ¢ = sup{v(B),B € A4,} < v(X) < 4+o00. Necht {B;} C .4}, je takova posloup-
nost, ze lim; o, v(B;) = ¢. Oznacime-li N = {J;2, By, pak u(N) < >°72, u(B;) =0,
a tedy u(N) =0, z ¢ehoz dostavame, ze N € 4. Dale Vi € N plati:

CZV(N)ZV( Bj> zy(BZ-)H—OO>c,

a tedy v(N) = c. Definujme v4(A) = v(AN N) VA € A. Pak:
vs(X\N)=v(X\N)NN)=v(2)=0.

Déle vime, Ze u(N) = 0. Dostavame, ze vs L p. Definujeme v, = v —v,. Pak VA € A
plati:

Vo(A) =v(A) —vs(A) =v(A) —v(ANN) =v(A\ N) =v(AN N°).

Dokéazeme, ze v, < p. Necht p(A) = 0. Pak NU(ANN¢) € 4. Kdyby v(ANN¢) >
0, pak by muselo platit:

V(N U(ANN) = v(N) + (AN N°) > ¢,

coz je spor s definici ¢éisla c. Dostavame, ze v(A N N¢) = 0, a tedy v(A) = 0. Pak
skutecné v, < p.

. Nyni dokadZeme jednoznacnost rozkladu. Necht v = v, + v, a v = U, + U, kde

ve Lop, v L op, v, < parv, < p Z tohoto plyne, ze existuje N € A tak, ze
w(N) = 0 a vy (N°) = 0. Déle existuje N € A tak, ze u(N) = 0 a ,(N°¢) = 0.
Necht Ny = N U N. Pak ;1(Ny) < u(N) + pu(N) = 0, a tedy p(No) = 0. Tim padem
vo(No) = 0 a ,(Np) = 0. Dale plati:

V(N) = (X \ No) < (V) =0,
protoze X \ Ny C X \ N = N°. Analogicky:
7u(NE) = (X \ No) < (%) =0,
protoze X \ Ny € X \ N = N¢. Tedy VA € A plati:
vs(A) = vs(AN No) = (AN Np) — v,(AN Ny) =v(AN Ny).

Analogicky:
Us(A) = Us(AN Ny) — 7,(AN No) = v(AN Ny).

Odtud dostavame, ze v, = v, coz také dava, ze v, = ,.

Predpokladejme nyni, Ze v je o-kone¢na mira. Pak existuje posloupnost {D,} C A po
dvou disjunktnich mnozin tak, ze X = |J;—, Dy. Ozna¢me A, = {AN Dy, A € A} a
aplikujeme postup z prvni ¢asti na méfitelné prostory (Dy, Ay) a restrikce mér u, v na Ay,
k € N. Necht Ny, Ns, ... jsou p-nulové mnoziny zkonstruované jako mnozina N v predeslé
¢asti a necht N = J;—, Ni. Pak miry v, v, definované predpisem v3(A4) = v(ANN) a
vo(A) =v(AN N°) VA € A tvori Lebesgetv rozklad miry. DokaZzeme:
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1. Jisteé: . .
v(N) = p (U Nk’) = Z,U(Nk:) = 0.
Déle:
vs(X\N) =v((X\N)NN) = v(2) =0,
a tedy v, L pu.

2. Je-li p(A) = 0 a ozna¢ime-li Ay, = AN Dy, k € N, pak pu(Ax) = 0, a tedy

(V|p,)a(Ax) = 0 Vk € N, protoze (v|p,)a < p|p,. Dale plati:

va(A) = V(AN N) =Y (AN DN N°).

Jelikoz:

j=1

C DN (X \ Ni) = Dy \ Ny,

tak:

NE

ve(A) <

k k

Il
MR
I
—_

[
NE
K

(V’Dk)(Akm(Dk\Nk» = (V’Dk)a(Ak) = 0.

B
Il

1

B
Il

1
Tedy v, < .

Jednoznaé¢nost rozkladu v = v, 4+ v, plyne z faktu, ze VA € A plati:

o0

v(A) = vlp (AN Dy),
vs(A) = (vlp,)s(AN Dy),
vo(A) = > (V[p)a(AN Dy \ Ny),

k

Il
—

a lokalni rozklady v|p, = (v|p,)s + (|p,)a, k € N, jsou urceny jednoznacné.

V(AN DL N Dk \ Ni)) =D v(Ap 0 (Dy \ M)

O

Definice 16.62. Necht u je kone¢na borelovskd mira na R. Pak F,(z) = p((—o0,z]),

x € R, nazyvame distribuc¢ni funkei miry p.

Lemma (O distribu¢ni funkei). Distribuéni funkce F), spliuje:
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1. F}, je neklesajici.
2. F(—o00) =lim, o F,(z) =0, F,(00) = lim,_, Fj,(x) < o0.
3. I, je zprava spojita.

Diikaz. Dokézeme jednotlivé body:

1. Jelliz,y e R, z < gy, pak:
Fu(x) = p((=o0, z]) < p((—o0,y]) = Fu(y).

2. Obé limity existuji, nebot je funkce dle pfedchoziho bodu neklesajici. Vn € N plati:

F,(—o0) = lim F,(—n) = lim p((—o0,—n]) =pn (ﬂ(—oo, —n])

n=1
Analogicky:

n—oo n—oo

F,(00) = lim F),(n) = lim p((—oo,n]) = p (U(—oo,n]) = pu(R) < oo,

n=1
protoze je mira konecna.

3. Je-li z € R, pak (—o0, 2] =2 (—oo,x + %], a tedy:

n=1

F,(z%) = JLIEOF“ (x—i— %) = nh—{{olo'u ((—oo,x+ H) =p <7Q (—oo,:v—l— %])
~ l(=00,a]) = Fy(a).
Timto jsme lemma dokézali. O
Véta 16.63 (O Lebesgue-Stieltjesové mife). Necht F': R — R je funkce splijici:
1. F'je neklesajici.
2. F(—o0) =lim,, o F(z) =0, F(00) = lim, o F(z) < 0.
3. F' je zprava spojita.

Pak existuje prave jedna konec¢na borelovska mira na R, které fikdme Lebesgue-Stieltjesova
mira pifslusna k funkci F', takova, ze F,, = F.

Diikaz. Dikaz bude v teorii miry a integréalu 2. O]
Poznamka. Pro Lebesgue-Stieltjesovu miru pfislusnou k funkci F' plati:

L p((a, b)) = F(b) — F(a).
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2. p((a.b))
3. u(a,b))
4. p(la,b) = F(b) ~ F(a").

F(b~) — F(a).

F(bm) — F(a").

kde —o00 < a < b < o0. Toto je diisledkem nésledujicich rovnosti:
1. (a,b] = (—00,b] \ (—00,al.
2. (a,0) =2, (a,b—1].
3. faub) = (V2 (a - 3,0).
4. [a,b) = Moy (a— L, 0].

Definice 16.64. Je-li F' distribu¢ni funkce kone¢né borelovské miry p a A C R je bore-

lovska mnozina, pak definujeme:
[rar=[ san
A A

mé-li prava strana smysl. Tomuto fikame Lebesgue-Stieltjesiv integral.

Véta 16.65 (Per partes pro Lebesgue-Stieltjestuv integral). Jestlize F, G jsou distribuéni
funkce a —00 < a < b < o0, pak:

F(0)G(b) — F(a)G(a) = /( b] F(z)dG(z) + /( ) G(z7) dF(z).

Diikaz. Necht Q = {[z,y] € R* a < z < y < b}. Pouzitim Fubiniovy véty k vypoctu
(ur @ 1) (Q) obdrzime (k tomu nam pomize obréazek):

(1 © 1) () = /

(a,b]

( /W,] dG(y)) dF(z) = / (G(b) — G(z™)) dF(z)
= G(0)(F(b) — F(a)) —/ G(z™) dF(z).

(a,b]

Dale:
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Odectenim téchto dvou rovnic dostaneme:
0=Gb)F(b)—Gb)F(a)— G(z7)dF(z) —/ F(y)dG(y) + F(a)G(b) — F(a)G(a),
(a,b] (a,b]

7 ¢ehoZ ihned dostavame dokazovanou rovnost. O

Lemma (O p < A!). Necht p je koneéné borelovska mira na R. Jestlize F}, € C'(R), pak
p< A a S = F/ Tedy p(A) = [, Fi(A)d\! VA € B(R).

Diikaz. Necht . je systém, ktery se sklada z @ a v8ech intervali (a,b], kde —0co < a <
b < 00. Pak .7 je m-systém. Necht v je mira dana piedpisem v(A) = [, F/,d\' VA € B(R).
Pak y = v na ., nebot u(@) =0 =v(9) a

p(a.b) = Fu(8) = Fula) = [ Filo)do = /( FAx! = v((a )

Déle plati X,, = (—n,n] € ¥/ a X,, X = R. Vn € N je u(X,) < oo. Podle véty o
jednoznac¢nosti miry plati 4 = v na 0. = B(R). Tedy VA € B(R) plati:

u(A) =v(A) = /AFL dA',

« P du /
coz znamena, ze 7 = I}, O]

Poznamka. Predpoklad F, € C}(R) z predchoziho lemmatu je piilis silny. Lze ho na-
hradit predpokladem, Ze F), je absolutné spojitéd funkce. Tento pojem budeme definovat
pozdéji.

16.8 Konvergence podle miry

Definice 16.66. Necht (X, A, u) je prostor s mirou a f, f,, n € N, jsou méfitelné funkce
na X. Rekneme, ze funkce f,, konverguji k funkci f podle miry p, znacime f, 2 f, jestlize
plati:

Ve > 0 lim (e € X, |fule) - f(@)] 2 <)) = 0.

Poznamka. Obecné neplati tato implikace:
fos f= f,— f pu—skoro viude.

Neplati ani:
fo — f 1 — skoro véude = f, & f.
Tato tvrzeni budou dokazéna v nasledujicich ptikladech.
Piiklad. Necht (X, A, 1) = (R, B(R),A") a f,, = X(n,00) V1 € N. Pak f,(z) — 0 Vz € R,

a tedy f, — 0 Al-skoro vsude, ale neplati f, LN 0, nebot Ve € (0,1) mame \'({z €
X, |fu(z) = 0] > €}) = A((n,00)) = +00 Vn € N.
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Priklad. Necht (X, A, 1) = (R, B(R), A!). Definujme f; = X[o,1)s f2 = X[o.1): fz = X[11):

_ — — — 3 — o — 9k ;
fa= Xo,3) fs = X[11) Jo = X[3.3) fr= X[21) @ obecné f, = X[, 21) kde n = 2% + 7,
j€40,1,...,2k—1}. Pak f, 250, ale neplati f, — 0 A-skoro viude, protoze Vr € [0,1)
posloupnost f,(z) obsahuje nekoneéné mnoho nul a jednicek.

Lemma (CebySevova nerovnost). Je-li 1 < p < 400, f € LP() a ¢ € (0, 00), pak:

e e Xl = ) < (]2

Diikaz. Ziejmé:

p(\{xeX,lifr(x)lEc}L)z/Mldug/M<@)pdu§/X(@)pdu: (Hf(\:rm){

M

Véta 16.67 (Vztah mezi konvergenci v LP(u) a konvergenci podle miry). Je-li 1 < p <
+oo a f, fn € LP(u) Vn € N, pak:

fo—r [V L) = fo ™ .

Diikaz. Je-li 1 < p < 400, pak tvrzeni plyne z predchoziho lemmatu. Je-li p = +oo,
fo— f v LP(u) ae >0, tak existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati || f, — fllz~ < . Tim
padem pu({z € X, |fu(x) — f(z)| > €}) = 0 Vn > ng. Z toho dostavame, ze f, = f. O

Véta 16.68 (Prvni vztah mezi konvergenci podle miry a konvergenci skoro vsude).
Jestlize (X, A, ) je prostor s mirou a f, £ f, pak existuje vybrana podposloupnost
{fn }ren tak, ze f,, — f p-skoro vsude.

Diikaz. Ve > 0 plati:
lim p(fe € X,1u(e) = )] 2 ) =0

Tim padem muizeme konstruovat posloupnost ¢isel {ng fren tak, ze plati:

p{w € X, | fuy(x) = f(2)| > 1}) < %

a zbyvajici slozky posloupnosti {ny}ren urcit induktivné tak, aby ny > ng_; a:

u({xeX,\fnk(x)—f(x) 2%}) S%,

kde k € {2,3,...}. Definujme mnoziny A, k € N, predpisem

A, = {x € X, | fur () = ()] = %}
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a A = (N2, Ups, Ar. Jestlize z ¢ A, pak existuje j € N tak, ze v ¢ |J,-; As. Pak
Vk = 4,7+ 1,... je |fu(x) — f(x)] < ¢, & tedy {fn,}x konverguje k f Vo ¢ A. Déle
V7 € N plati:

i <n(Ua) sSua =Y G- gty -5

Tim padem pu(A) = 0. O

Disledek. Necht 1 <p < 4oo a f, = f v LP(u), pak existuje {f,, tren tak, ze f,, — f
p-skoro vsude.

Diikaz. f, — f v LP(u) implikuje, Ze f, % f. Z toho dle predeslé véty mame dokazované
tvrzeni. O

Véta 16.69 (Druhy vztah mezi konvergenci podle miry a konvergenci u-skoro vsude).
Jestlize (X, A, i) je prostor s kone¢nou mirou a f,, — f p-skoro vsude, pak f, NS

Diikaz. Chceme dokazat, ze Ve > 0 plati:
Tim p({e € X,|fa(2) - f(2)] = }) = 0.

Necht € > 0. Definujeme mnoziny A,,, B,, n € N, predpisem
A, ={zr e X,|fulz) — f(x)| > €}, B, = U A,.
k=n

Pak By D By D ... a plati:

M B. C {z € X, [ulx) £ J(@)}.

neN

Tedy 1 (N,yen Bn) = 0, coz dava lim,, o p1(Bn) = 0. Nebot A,, C B, tak lim, o u(A,) =
0, ¢imz jsme vétu dokazali. O]

Véta 16.70 (Jegorova véta). Necht (X, A, i) je prostor s mirou, ¢ > 0 a f, f,, n € N,
jsou méfitelné funkce splaujici f, — f p-skoro vSude. Pak existuje B € A, u(B°) < ¢ tak,
ze f, = f na B.

Diikaz. Necht € > 0. Polozme g, = sup;»,, |f; — f| Vn € N. Pak g, — 0 p-skoro vude, a
tedy dle predchozi véty g, = 0. Proto Vk € N existuje ny € N tak, ze plati:

u({xEX,gnk( ) = ;}) <

Definujme mnoziny By, By, ... predpisem

wlm

1
B, = {a: € X, gy (2) < E}
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a necht B = [,y Bk Pak:

~—

(B

:M<UB,§> SZM(B,;)<Z§=5.

keN keN keN

Necht 0 > 0 a k£ € N takové ¢islo, ze § > % Pak

1
Vo € X Vn e Non 2 [fu(@) = f(2)] < gu(2) < o <4,

a tedy f, = f na B. O
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17 Obycejné diferencidlni rovnice

V této kapitole se budeme vice vénovat diferencialnim rovnicim. Mé&jme € C R ote-
vienou mnozinu, I C R interval, f: 2 — R" spojitou funkci a budeme se zabyvat rovnici
z' = f(x,t), kterou budeme znacit (DR), s po¢atecni podminkou x(ty) = xo.

17.1 Zakladni definice a existence FeSeni
Definice 17.1. Funkce z: I — R™ je fesenim (DR), jestlize:
1. Vt € I plati (z(t),t) € Q.
2. Vt € I existuje vlastni derivace 2'(t).
3. Vt € I plati 2/(t) = f(x(t),t).

Typicky ma (DR) nekone¢né mnoho feseni. Pfidame pocatecni podminku: ¢y € I, (2, t9) €
Q, l’(to) = Xop.

Ptipomenme néasledujici véty, které zobecnime:

Véta 17.2 (O prevodu na integralni tvar). Necht Q C R™*! je oteviena, I C R je otevieny
interval, f: Q — R" je spojita, (xo,tg) € Q, tg € I a z: I — R" je spojita tak, ze graf x
lezi v €. Pak z je feSeni (DR) na I s poc¢atetni podminkou x(ty) = o pravé tehdy, kdyz
x(t) = xo + fti f(z(s),s)ds Vt € I.

Diikaz. Za¢neme pravou implikaci. x € C1(I), a tedy mtZeme psat:

/; 2'(s)ds = 2(t) — xo.

Dale: t t
[ weas= [ fate). ) ds = ate) -

Snadnou upravou dostavame pozadovanou rovnost. Nyni se zaméfme na opa¢nou impli-
kaci. JelikoZ je prava strana rovnosti z(t) = z + fti f(z(s), s)ds diferencovatelna, musi
byt diferencovatelna i leva strana. IThned dostavame /() = f(z(t),t). Je velmi snadné
oveérit, ze x(ty) = xo. O

Véta 17.3 (Arzela-Ascoli). Necht A C C(K,R"), kde K je kompaktni. Pak A je kom-
paktni pravé tehdy, kdyz jsou funkce z A stejné omezené a stejné spojité.

Diikaz. Dikaz byl proveden v jednodussi verzi v deséaté kapitole. Bylo by mozné jej ana-
logicky zobecnit s vyuzitim diagonalni metody. O

Nyni zformulujeme a dokdZeme Peanovu vétu o existenci:

Véta 17.4 (Peanova véta o existenci). Necht Q C R"™! je oteviena, f:  — R” je spojita
a (zg,1tp) € €. Potom existuje § > 0 a funkce z: (to — d,to + 0) — R™, ktera je feSenim
(DR) a spliiuje pocate¢ni podminku z(ty) = xo.
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Diikaz. Krok 1. Rozmysleme si, Ze feSeni staci hledat na intervalu [to, tp + €]. Mé&jme totiz
vyfeSenou tuto tlohu. Pak lze uvazovat tlohu 2’ = —f(x, —t), x(—ty) = zo. Je-li ¢(¢t)
feSenim takové tulohy na intervalu [—ty, —tg + €2] a ¢(t) TeSenim tlohy 2’ = f(x,t) na
[to, to + £1] s pocateéni podminkou ¥ (tg) = o, pak:

¢<—t), t e [t() — 82,t0],
w(t), t e [to,to + 81],

x(t) =

je TeSenim 2’ = f(x,t) spliwjici z(ty) = zo.
Krok 2. Necht a,b > 0 tak, ze:

K = [to,to + a] X E(Z‘(),b) C Q.

K je kompaktni, a tedy zobrazeni f je na K stejnomérné spojité a omezené. Tedy existuje
L > 0 tak, Ze ||f(y,t)|| < L, kde t € [tg,to + a] a y € B(zo,b). Polozme ¢ = min {a, 2},
I = [to,t0+C] a

={y: I = R": (y(to) = xo) A ([ly(t) —y(s)I| < LIt —s]), 2,5 € I}.

Krok 3. Vsimneme si, ze .% se sklada z L-lipschitzovskych zobrazeni, a tedy se jedna o
stejné spojitou mnozinu. Dale Vy € % a Vt € I plati:

ly(t) — xoll = lly(t) — y(to)ll < Lt —to] < Le <b.

Tedy .# je omezenéa v C(I,R"). Snadno bychom ukazali, Ze je tato mnoZzina i uzaviena.

Tim padem je kompaktni.
t
=== [ st 90as
to

Krok 4. Definujme F': % — [0, 00) jako:
Toto zobrazeni je dobre deﬁnovane nebot s+ f(y(s),s) je spojité na I, a tedy je spojité

t
F(y) = max ||y(t) — xo — / fy(s),s)ds
to
i zobrazeni t — y(t) — zg — ft s)ds. Dale norma je spojité zobrazeni, a tedy i

tel

t— Hy — g — ft H je spojiteé.
Krok 5. Ukazeme, ze F je spopte na .%. Necht € > 0. f je stejnomérné spojita na K, a
tedy existuje d € (0,¢) tak, ze V[t, 2], [t/, 2] € K plati:

(It =l <dnllz =2l <8) = [If(z,t) = f(Z, )] <e.

Necht y1,92 € .F a |ly1 — y2|o < 0. Pak méame supsc;||ya(s) — y2(s)]| < 9, a tim padem:

/fm m—@@—ﬂﬂwmmﬁ

< 1) = o0 510 [ 1701 (5),9) = Flns) o) s

F() = P =0

[e.e]

to+c
§5+/ eds =¢(1+¢).

to
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Ukézali jsme, ze F je spojita.

Krok 6. F je spojita na kompaktni mnoziné, coz znamena, ze zde nabyva svého minima
v néjakém x € .#. Budeme ovétovat, ze F'(z) = 0.

Krok 7. Zkonstruujeme funkce {z; }22, v .# spliwjici F'(z5) — 0. K tomuto tcelu vezméme
k € N pevné. Induktivné sestrojime zobrazeni zj: I — B(zg,b) takové, Ze z, € F a
F(zy) < % Polozme nejprve xy(t) = o, t € [to, to + g] Déle definujme:

x(t) = xg +/t:+,§ f (s — %,xk (s — %)) ds,

kdet € (to + £, to + %‘3] . Predpokladejme nyni, Ze pro néjaké j € {2, ..., k—1} je zobrazeni
x;, definované na [to, to + Jf] a spliuje:

¢ (& C

xk(t)=x0+/ f(S_Eaxk (S_E>> d87
to+%

kde t € (to + £, %]. Pak méme:

ko k
t
/t+;f<s—z7xk<s—;>>ds

0

[0 — 2 (8] =

t
<[ oo )0

kde t € (to + 7 ,]ﬂ Tedy je zobrazeni s — f (s — 5Tk (5 — %)) dobfe definované na
(to + Lt + (JH } a miizeme polozit:

xp(t) = zy, (tO—I—%) +ﬁjf<s—%,xk (s—%)) ds,

kde t € (jc UH)C]. Pak zfejmé:

xk(t):x(ﬁ—/tt Cf(s—%,xk (s—%)) ds,

O+E

kde t € ( i U J;l)C). Tim je konstrukce zobrazeni dokonc¢ena na celém intervalu [tg, to + ¢].

Z konstrukce vyplyva rovnost:

o, t € [to,to + ¢

wi(t) =
70+ i £ (5= fomn (s =) ds, t€ (fo+ fito+e].

Po substituci s — % = u obdrZime:

(t) o, t € [to, to+ £]
I’k — .
:Uo—i—ftto_?f(u’xk(u)) ds, te (to—i-%,to—l—c] )
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Krok 8. Ukazeme, ze xp € .%. K tomu je tfeba ovérit L-lipschitzovskost x;. Méjme t, s €
[to, to+] spliwjici ¢ < s. Pokud t, s € [to, to + £|, pak nerovnost ||z (s) —z(t)|| < L(s—t)
je zfejmd. Pokud fo + £ < ¢, pak mame odhad:

M@—MWS[

Pokud ¢t < tg+ % < s, pak:

f(u—%,xk (u—%))H du < L(s —t).

s

lze(s) — zr(t)|| < /

to+g

f(u—%,xk<u—%)>H duﬁL(s—tO—%> < L(s —1t).

Tedy skutecné x € .%.
Krok 9. Ovérime, ze F(xy) < 2. Necht t € [to, to+ ] je dano. Pokud ¢ € [to, to + <], pak:

t L
< [ e < 3

x(t) — xo — /t f(s,xp(s))ds

Pokud t € (to + 7t + c}, pak:

=0

<

xp(t) —xo — /t f(s,zx(s))ds

f(s,xk(s))ds—/t f(s,zx(s))ds

t_
/.
Lc

< [ Iaenlas < 5

Tedy:

F(zy) = max

x(t) — xg —/t f(s,x(s))ds

Funkce z tedy spliwje x(t) = zo + ft’; f(s,x(s))ds, ¢imz padem na intervalu I Fesi nasi
rovnici s po¢ateéni podminkou z(ty) = . O

Uvedeme jesté jeden dikaz této véty:

Diikaz. Krok 1. Nejprve uvedeme nésledujici pomocné tvrzeni: Pokud © = R"* a f
je spojita a omezena na (2, pak VI' > 0 existuje feSeni (DR) z: [ty — T,to + 1] — R”
spliiujici po¢ateéni podminku z(ty) = xg. K dokdzani tohoto pomocného tvrzeni definujme
pro A > 0:

Zo, t e [to — )\,to],

I)\(t) = .
xo+ [, flaa(s = A),s)ds,  t € (to,00).

Takova funkce existuje. Kdyz je totiz x, definovana na [ty — A, to], pak je dana hodnotou
xg. Pro t € (to,to + A je s € (to,to + A], a tedy s — A € (to — A, to]. Analogicky, na
(to+ kXN to+(k+1)A je s— A € (to+ (k— 1)\, to+kA], které jsme definovali v pfedchozim
kroku. Vezméme \ = %, n € N. Nyni definujme:

M:{xi,nGN}.
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Ovérime, ze M spliuje predpoklady Arzela-Ascoliho véty. Jisteé:

t
[zx (@] < [lzoll +/ [f(za(z = A), s)llds < [lzoll + ([ fllos |t = tol < [lzoll + [[flloc|T — tol-
to

Timto jsme ovérili stejnou omezenost. Déle Ve > 0 existuje § = i T| tak, ze Vt,7 €
[to,to + T] a Vn € N plati, ze pokud |t — 7| < §, pak:

/fos— s)ds

Dostavame stejnou spojitost. M je tim padem relativné kompaktni. Muzeme tedy z z1

vybrat konvergentni podposloupnost. x L konverguje stejnomérné k nejaké funkei z na

[to, to+T]. Ukdzeme, Ze x Fesi rovnici z(t) = xg—i—j; ,s)ds. Vime, ze x 1+ konverguje
"k

[2A(t) = 2a(7 < fllolt =7l =&

k z, dale xq jisté konverguje k zy. Musime ukazat, ze fto (:ci (5 — n—1k> ,s) ds konverguje

T
k ft s)ds. Zrejmé:

/ Flax(s = M) s)ds = / F(a(s), 5) ds

< /t [ (2 (s = Ae), s) = [l (s), )l + 11 (2, (5), ) = f((s), )] ds.

Jisté Ve > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pokud ||z — y| < 6, pak ||f(x,s) — f(y,s)] < ¢,
protoze f je na kompaktu stejnomérné spojita. Existuje totiz néjaka kompaktni mnozina
K C R"! takové, ze (x), (s — M), s) € K, (z5,(5),8) € K a (x(s),s) € K, atoVs €
[to, to + T, protoze x) je stejné omezena. Dale V§ > 0 existuje kg € N tak, ze Vk >
ko plati ||z, (s — M) — 2(s — \p)|| < 0 Vs € [to,to + T, coz mame ze stejnomérné
konvergence. Ze stejné spojitosti pak mame, ze Vo > 0 existuje k1 € N tak, ze Vk > k;
plati ||zx, (s — A\x) — 2, (8)|| < 6 Vs € [to, to + 1. Nyni VE > ko, ky plati:

/t 1f (2 (s = Ae), s) = flan(s), )| + ([ f (2, (), ) — f(a(s), 8)]| ds

< ety — t| < 2Te.

Ukazali jsme, Ze x je FeSeni integralni rovnice na [tg,to + T]. Analogicky bychom nasli
FeSeni na [to — T, to]. ReSeni bychom slepili a dostali fedeni na [ty — T, to + T.

Krok 2. Necht Q C R oteviena, f:  — R™ spojita a (zg,tg) € Q. Vezmeme Ky, K, C )
oteviené a omezené tak, aby K1 C Ko C Q a zg € K. Definujme:

1, (,I,t) € Kl,
(I)(l‘,t) - 0, (mat) € Q\E,

spojita mezi.
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Definujme dale:
r @(x,t)f(l’,t), (I’,t) € Qa
flz.t) =
0, (z,t) € R"1\ Q.

Je zlejmé, 7Ze f je omezend, protoze je nulova na 2\ K,. Déle f je omezena na Ko,
protoze K, je kompaktni a f je spojita funkce. Dle prvniho kroku existuje feseni Z(t),
t € [to — T,to + T] (DR). Protoze Z je spojita, tak existuje 6 > 0 tak, ze graf 7 na
(to — 6,to + 96) lezi v K. Tedy Vt € (to — d,to + 0) plati '(t) = f(i’(t), t) = f(z(t),t). To
znamend, ze T fesi (DR) na (to — 0,%p + 0). Tim jsme dikaz dokondili. O

17.2 Jednoznacnost reSeni
Definice 17.5. Rekneme, 7e (DR) ma vlastnost:

e lokilni jednoznacnosti, jestlize plati: Mame-li feseni (x,1), (y,J), to € INJ a
x(to) = y(ty), pak existuje 6 > 0 tak, ze Vt € (to — 0,19 + 0) plati z(t) = y(¢).

e globélni jednoznacnosti, jestlize plati: Mame-li feseni (z, 1), (y,J), to € INJ a
x(to) = y(to), pak Vt € I N J plati z(t) = y(t).

Véta 17.6. (DR) ma v  vlastnost globélni jednozna¢nosti pravé tehdy, kdyz zde ma
vlastnost lokalni jednoznac¢nosti.

Diikaz. Prava implikace je zfejmé. Levou implikaci nyni dokazeme. Mé&jme dveé feseni (x, [)
a (y,J), z(to) = y(to). Chceme dokazat, ze x(t) = y(t) na I NJ = (a,b). Necht:

M ={ceR:c>tyz(t) =y(t) na [ty,c|}.

Z lokalni jednoznacnosti vime, ze M je neprazdna. Ozna¢me s = sup M. Chceme, aby
s = b. Pro spor predpokladejme, ze s < b. Jisté existuje posloupnost t, tak, ze t, — s
a x(t,) = y(t,). * a y jsou Teleni, a tedy jsou spojité, z ¢ehoz plyne, ze x(s) = y(s). Z
lokalni jednoznacnosti dostavame, ze x(t) = y(t) na (s — 9, s + §), coz je spor s tim, Ze s
je supremum. ]

Véta 17.7. Necht f je lipschitzovskd vzhledem k z. Pak (DR) ma v € vlastnost lokalni
jednoznacnosti.

Diikaz. Méjme dvé teseni (x, 1), (y,J), to € INJ a x(tg) = y(to). Checeme ukazat, ze se
rovnaji na néjakém deltovém okoli. Vezmémeé ¢ > 0 a L > 0 tak, ze f je L-lispchitzovska
na U = B(xg,¢) X (tg—¢,to+¢). Vezmeme 6 > 0 tak malé, aby grafy « a y na (to—0d,t9+0)
lezely v U, (tg — 0,to+06) C INJ ad < 57. Oznaéme v = supc s, 51010 112(t) — y(t)[}.
Vezméme t € (ty — 0, to + 6) libovolné:

t
1
< / Ll|z(s) —y(s)||ds| < Lyd < 37

to

la(t) = y(o)] = ]

/t F(x(s), 8) — F(y(s), ) ds

Dostali jsme, ze v < 1v, a tedy v = 0, coz dava z(t) = y(t) V¢ € (to — 8,10 + 9). O
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Disledek (Lokalni Picardova véta). Je-li f lokalné lipschitzovska v € vzhledem k x a
(zo,t0) € €, pak existuje § > 0 a pravé jedno z: (tg — 9,t9 + 9) — R", které fesi (DR) s
pocatecni podminkou z () = .

Diikaz. Existence plyne z Peanovy véty. Jednoznacnost pak z predchozi véty. ]

Véta 17.8. Pokud jsou % spojité v Q, i =1,...,n, pak f je lokdlné lipschitzovska v {2
vzhledem k z.

Diikaz. Volme (zg,t5) € Q. Necht § > 0 takové, zZe M = B(z¢,6) X [to — §,t0 + 6] C Q.
Tato mnozina je kompaktni, a tedy % jsou na této mnoziné omezené konstantou K. Pro
(x,t), (y,t) € M mame:

I£.8) = F@ D] = (£ +0- (= 2).6) — fa+ 1 (y — 2).0)]
= 1+ sty = ). 00l = || [ 5o + sty = by

Nyni dle fetizkového pravidla mame:

0 "L of
5o+ sly—2).1) = ; 5o, @+ 8y = 2), )y — )
Dale:
1 a 1 n n
\[ et sty=aroad | < [ > Kol ds < 3K ma,
=nK max [y; — z;| < nKlly — z|.
Dostali jsme lokélni lipschitzovskost s konstantou nk. O]

17.3 Maximalni FeSeni
Definice 17.9. Regeni (i,f ) je prodlouzenim feseni (z, 1), jestlize I C I aVt e I plati
x(t) = Z(t). ReSeni je maximalni, pokud neexistuje netrivialni prodlouzeni.

K dikazu nésledujici véty budeme potifebovat Zornovo lemma:

Zornovo lemma. Necht M je libovolna neprazdnd mnozina ¢asteéné usporadani relaci
<. Necht kazdy tetézec v M je shora omezeny. Pak v M existuje maximalni prvek.

Véta 17.10. Necht (z,I) je feseni (DR). Pak (x,I) mé alespon jedno maximalni pro-
dlouzeni.

Diikaz. Necht M je mnozina viech prodlouzeni (z, ). Rekneme, ze (z1,1)) < (z2, 1),
jestlize (w2, I3) je prodlouzenim (z1, ;). Pak < je zfejmé Casteéné usporadani. Necht N
je Tetézec v M. Vezméme Iy = {J; jjcn J- Definujme zo(t) = Z(1), ¢ € lo, a tedy existuje

J tak, ze (z, j) € N at e J. Ovéfime, 7e je tato definice korektni, tedy Ze xy nezavisi na
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volbé J a 7. Méjme t a x1, To definované v t. Protoze 71,79 € N a N je Tetézec, tak jedno
z ¥1, ¥ je prodlouzenim toho druhého. Tedy pro t € J; N J, plati Z1(t) = Zo(t). Definice
je korektni. Dale (g, Iy) > (%, J) ¥(Z,J) € N. x4 je navic feseni, nebot z¢ = & na okoli ¢
a T je FeSeni. Tedy muzeme psat, ze (xg, [y) € M. N je tim padem shora omezena prvkem
(20, Iy) a dle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek v M. Maximélni prvek M je
pravé maximalnim feSenim (DR). O

Lemma. Necht (x,1) je feSeni (DR) a I = (a,b). Pak FeSeni x lze prodlouzit za bod b
pravé tehdy, kdyz plati:

1. b< oo,
2. existuje lim; ;- (t) = o,
3. (l‘o, b) e Q.

Diikaz. Prava implikace je ziejma. Dokazeme levou. Vezméme bod (zg,b) jako novou
pocate¢ni podminku. Dle Peanovy véty existuje Z: (b — d,b+ 0) — R™, které fesi (DR).
Definujme:

x(t), te(a,b),

I (t =
z(t), telbb+9).
Ukéazeme, ze 1 je FeSeni, tedy prodlouzeni z. x; jisté spliuje (DR) V¢ € (a,b), nebot x
je Teseni, a Vt € (b,b+ 0), protoze T je feSeni. Zbyva ovérit, ze x](b) = f(z1(D),b). x1 je
spojita v b, protoze lim; ,,- x(t) = xo a lim;_p+ x1(t) = lim;_p+ Z(t) = Z(b) = xy. Pak
existuji nasledujici limity:
hm 2y (t) = lim f(z(t),t) = f(xo,b).
—b— t—b—
hm 2y (t) = lim f(Z(t),t) = f(2(b),b) = f(o,b).
t—bt t—bt
Ukézali jsme, ze z; je feSenim (DR) a je prodlouzenim x. O

Véta 17.11 (O opusténi kompaktu). Necht (x, I') je maximalni feseni (DR). Necht K C Q
je kompaktni a existuje tg € I tak, ze (z(ty),to) € K. Pak existuje t; > to, t; € I, takové,
ze x(t1),t1) ¢ K. Analogicky existuje to < to, to € I, takové, ze (xo(t2),ts) ¢ K.

Diikaz. Oznacme I = (a,b). Dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze takové t; neexistuje,
tedy Vi, € (a,b) plati, Ze (z(t1),t1) € K. Jisté b < oo, protoze kompaktni mnozina K
je omezena. Dale spojita funkce f je na K omezena néjakou konstantou C. UkiZeme,
ze limy_;- 2(t) existuje pomoci BC podminky. Necht ¢ > 0. Volme § = &. Pak Vs,t €
(b—0,b),s >t plati:

lz(s) — 2@ = lz"(O)lls — t] = [/ (&), Ollls —t] < Cls — 1] <&,

kde jsme vyuzili Lagrangeovu vétu pro & € (s,t). Tedy existuje lim; ,,- (t) = 2. Na-
konec potfebujeme ukazat, ze (xg,b) € . Plati, ze (x(t),t) — (z0,b0) a (z(t),t) € K.
Jelikoz nemitizeme vykonvergovat z kompaktu, tak dostavame, ze (z¢,b) € K C Q. Timto
jsme ovéfili vechny podminky predchoziho lemmatu, a tedy (x, 1) lze prodlouzit, ¢imz
dostéavame spor s maximalitou FeSeni (x, I). O
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17.4 Zavislost feSeni na pocatecni podmince a parametrech

Definice 17.12. Necht f je v Q lokalné lipschitzovské vzhledem k z. Resici funcki (DR)
nazveme funkci p: G C R"2 — R™ definovanou piedpisem o(t,tg, z¢) = x(t), kde z je
maximalni feSeni (DR) spliwjici z(ty) = xo.

Lemma (Gronwallova nerovnost). Necht g, w jsou spojité nezaporné funkce na I, ty € [
a K > 0. Necht Vt € I plati:

w(t) < K +

[t

to

Potom Vt € I plati:
S 9(s) ds|
w(t) < K e‘ to .
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti t > t3. Volme ¢ > 0 a definujme:

O(t) =K+ /tw(s)g(s) ds +e.

to

Pak w(s) < ®(s) a Vs > to plati ®'(s) = w(s)g(s). Tedy:

D'(s)  w(s)g(s)
3(s) ~ a(s) =9

[[3630s fo

m@wwM@%»s/a$m

to

Navic In(®(t)) — In(P(¢p)) = In ( (1) ) =1In (q)(t > Tedy Ve > 0 mame:

‘P(to) K4e

Integraci dostaneme:

Pak:

t
wlt) < O(t) < (K + )l 745).
Jelikoz toto plati Ve > 0, tak dostdvame pozadovanou nerovnost. n

Disledek. Necht f je globélné lipschitzovska vzhledem k x a s konstantou L. Necht x a
y jsou dvé teseni (DR) na I s pocate¢ni podminkou z(ty) = xg, y(to) = yo, to € I. Pak
Vt € I plati:

() = (Il < [lzo — yolle" "I,

Diikaz. Definujme w(t) = ||z(t) — y(t)||. Z¥ejme:

xo—i—/f ds—yo—/f

< o — wol| +
N——

w =
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Pouzitim Gronwallovy nerovnosti dostaneme:

‘ftto Lds Lit—to|

w(t) < Jlzo — yolle ol = o — yolle

Tim je diikaz hotov. O]

Véta 17.13. Necht G je mnozina z definice fesici funkce a f je lokalné lipschitzovska.
Pak G je oteviena a ¢ je spojita na G.

Diikaz. Vezméme (t,tg, o) € G a necht x je maximalni feSeni s pocatecni podminkou
z(ty) = xy. Pak D, D [to, t]. Bez tjmy na obecnosti piedpokladejme, Ze ¢ > ty. Definujme:

K5 ={[s,y] €R"", 5 € [to — 0,1 + 0], [ly(s) — (s)]| < o}

Pro 4 dost malé je K5 C ). Navic K je kompaktni. Protoze f je lokalné lipschitzovska na
Q, je f globalné lipschitzovskd na K s néjakou konstantou L. Volme € < 2(1+Co)ei(t_t0+25) ,

kde Cj je maximum || f|| na Ks. Necht |lyo — zo|| < ¢, |So — to] < € a necht y je maximalni
feSeni (DR) s pocéateéni podminkou y(sg) = yo. Chceme ukézat, Ze y je definované na
celém intervalu [so, t 4 0]. Pak Vs € (t —e,t +¢) je y(s) definované, a tedy (s, so,%0) € G.
Maximalni feSeni y musi opustit kompakt Ks. Ukazeme, Ze ho nemtze opustit shora, ani
zdola, a tedy zbyvéa pouze moznost opusténi bokem, coz bude znamenat, ze y je definované
az do t + §. Pomoci odhadu a Lagrangeovy véty pro £ € (tg, o) dostaneme:

ly(s0) — z(s0) [l < [[y(s0) — 2(to)[| +]z(to) — z(so)[| < e+ [[2(E)] [to — 50| < (14 Co)e.
T — =lf(=(©).£)l

Necht s > tg, s € [ty — 0,t + ¢]. Pak:

lz(s) =y ()| < llz(s0) = y(s0)lle"*=!,

coz plati z predchoziho disledku. Dale:

z(s) — y(s)|| < (14 Cp)eekt—tot20) <

N >

Timto jsme dokézali, Zze G je oteviena, nebot existuje koule, kterou G obsahuje. Zbyva
dokézat spojitost funkce ¢. Necht (¢, to, z0), (s, S0, %0) € Ks. Jisté:

[o(t, to, m0) — (s, 50, y0)|| < [lp(E, to, wo) — (s, to, o) || + [l (s, to, T0) — @ (s, 50, 40) |
= [[z(t) = z(s)l[ + l|l=(s) — y(s)]l
< Cols — t] + [|z(s0) — y(so)[|e" >
< Cyls — t| + (1 + Co)e" |20 — yol|-
Z tohoto jiz hned plyne spojitost. O

Véta 17.14. Necht f je t¥idy C? vzhledem k x a necht ¢ je fesici funkce (DR). Potom
Y(t, to, xg) € G aVw € R™ existuje derivace ¢ podle xy ve sméru w v bodé (¢, to, z¢), tedy:

1
Dyp(t, to, xo) = }lli% E(@(t, to, To + hw) — o(t, to, o))
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Oznacime-li pro pevné (tg, o) € G x(t) = @(t, to, o) a u(t) = Dy,p(t,ty, x0), pak plati:
u'(t) = (Vo f(t,z(t)))u(t), u(t)) = w.

Tuto rovnici oznacime (V) a fikdme, Ze u splituje rovnici ve variacich.

Diikaz. Necht (xg,tg) € €. Definujme z(t) = ¢(t, %y, x9) na maximalnim mozném inter-
valu. Necht w € R™ a definujme u jako feSeni (V). (V) je linearni rovnice tvaru u'(t) =
A(t)n(t) a jak uvidime pozdéji, existuje pravé jedno maximalni feseni, které je navic defi-
nované na celém intervalu, kde je definovano A(t). Zbyva dokazat, ze u(t) = D,(t,to, o).
Necht ¢ je pevné a h dostatecné malé. Pak ¢(t,ty, 2o + hw) je definovano, nebot G je ote-
viena. Oznacme vy, feSeni s pocateéni podminkou y(ty) = xo + hw. Ziejmé:

1 1
() = (0. .0 + huw) — (0. t0.20)]  u(t) = +(1(8) — (1) — u(t)

Chceme ukazat, ze limy,_,on,(t) = 0. Ziejmé:

m(t) = %(yé(t) — (1)) —u'(t) = %(f(yh(t), t) = fx(t),1)) = (Vo f (2(2), 1)) ult).

Déle uzitim Taylora pro vhodné & lezici na tsec¢ce xy dostaneme:

1) = f(a,) + Vaf (0, 0)(y — 0) + ~(y — 0)"V2F(E D)y — ).

2
Dosadime:
) = 3 | (Taf ), 0)om(e) — 2(0) + 5 unlt) — ()" V2FE D wilt) — (2))
(1)
= Vo f(z(t), t)u(?).
Tedy:

(1) = T f 0) Dn(6) + 3 20(1)

Tuto rovnici ozna¢me (x). Dale:

llyn(t) — =(t)|| max||VIf|| < Ch?.

VvV VvV
<M= hw2 =M

N | —

lzn (D] <

Integrovanim rovnice () dostaneme:
¢
zn(s)
() = mlto) = [ Vara(s) () + 2 ds
to
Z definice 7, a poc¢ate¢nich podminek x, yp, u plyne, ze n,(ty) = 0. Nyni:

I(0)] < / Chds + / IVaf (@ (), $)lllmn(s) | ds.

to

Vyuzitim Gronwallovy nerovnosti ziskdme:
t
() < Ch(T — to)eftollvxf(:v(S),s)llds < Kh.
Pro h — 0 vidime, ze n,(t) — 0. O
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17.5 Linearni ODR

Budeme se nyni zabyvat rovnici /(t) = A(t)x(t) + b(t), kde A: (o, 8) — M(n x n) a
b: (a, ) — R™ jsou spojité (A je matice). Tuto rovnici budeme znacit (LR). Jedna se o
specialni piipad (DR), kde f(z,t) = A(t)x(t) + b(t).

Véta 17.15. Necht ¢y € (a,f) a xo € R™. Pak existuje pravé jedno maximéalni feSeni
(LR) s poc¢ate¢ni podminkou x(ty) = . Toto feSeni je definovano na celém (o, 3).

Diikaz. 7 Peanovy véty vime, ze TfeSeni existuje na néjakém malém okoli. Plati:

1f(z,t) = f(y, )l = [[AE)(z =)l < [[AD [z —yll < max  [JAQ®)]|[|z —yl].
te(to—o,to+o)
Funkce je tedy lokalné lipschitzovské, ¢imz padem existuje pravé jedno maximalni feSeni
z lokélni Picardovy véty. Ukazeme, Ze toto feseni je definovano na celém («, 3). Dikaz
budeme vést sporem. Necht je maximalni feSeni definovano jen na néjakém podintervalu
(7,9), d < B. Vime, Ze b a A jsou definované na [ty, d] a jsou zde spojité. Uzavieny interval

je kompaktni, a tedy jsou tyto zobrazeni omezené, znamenaje [|b(t)|| < K, ||A(t)]| < K
Vt € [to, d], kde K > 0. Déle:

xo + / A(s)x(s) + b(s)ds

to

t
< ool + K5 — o) + / K |l2(s)ll ds.
to

lz@)] <

< Jlaoll + / Ib(s)]] s + / JAE)[12(5)] ds

Pouzitim Gronwallova lemmatu dostaneme:
()| < (|lzol| + K (5 — to))e 1ol := g(t).

Oznacme M = {(y,1): t € [to, 4], |y|| < g(t)}. ReSeni z musi opustit kompaktni mnozinu
M, coz znamena, Ze existuje t; > to tak, ze (x(t1),t1) ¢ M. Dostavame spor s tim, ze

d < p. m

V piipadé, ze b(t) = 0 Vt dostaneme rovnici 2’(t) = A(t)x(t). Tuto rovnici budeme nazyvat
homogenni a oznac¢ime ji (HR).

Véta 17.16. Mnozina v8ech maximalnich feSeni (HR) je vektorovy prostor dimenze n.

Diikaz. Je snadné ovérit, ze se jednd o vektorovy prostor. Ovérime, Zze ma dimenzi n.
Mgjme FeSeni ¢!, ..., " spliujici (HR) s poéatecnimi podminkami ¢/ (tg) = e/, j €
{1,...,n}, kde € je j-ty vektor kanonické baze. UkdZeme, Ze ¢, ..., ©" tvo¥i bazi pro-
storu viech feSeni. Nejprve musime ovéfit linearni nezavislost. Pokud Y 7" | A" = 0, pak
jiste S Nip'(to) = 0. Z tohoto plyne, ze Y Ne' = 0, a tedy \; = 0 Vi. Dokazali
jsme linearni nezavislost. Ukazeme, Ze tyto TFeSeni generuji vektorovy prostor. Vezméme
libovolné Feseni z rovnice (HR). z(ty) = Y., zi(to)e’. Polozme ¢(t) = Y i, zi(to)¢'(t).
Pak ¢ je feSeni (HR), protoZe je linearni kombinaci funkei ¢, které jsou regenimi. Déle
©(tg) = z(ty). ¢ a z obé esi (HR) s pocateéni podminkou z(ty), a tedy ¢(t) = z(t) Vt.
Tedy z je linearni kombinaci ', i = 1,...,n. Jedna se tim padem o bazi. O
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Definice 17.17. Fundamentalnim systémem rovnice (HR) nazveme libovolnou bézi pro-
storu viech Fefeni rovnice (HR). Je-li !,..., ©" fundamentalni systém, pak maticovou
funkci ®(¢): (o, 8) — M(n x n), ®(t) = (¢*(t),...,¢"(t)), t € (a,B), nazveme funda-
mentalni matici.

Definice 17.18. Wronského determinant (wronskian) rovnice (HR) je w(t) = det(®(¢)),
kde ®(t) je fundamentalni matice (HR).

Véta 17.19 (Liouville). Plati w(t) = w(to)e(fto trace(A(s))ds), kde trace(A) = > 1, Ay je
stopa matice A.

Diikaz. Dokazovana rovnost je ekvivalentni w’(t) = trace(A(t))w(t), kterou nyni budeme
dokazovat. Necht ®(t) = (p'(t),...,¢"(t)) a w(t) = det(P(t)). Ziejms:

W@Z@M@®W=<2X4wmbhﬁ%~ﬁw®>ZEF%@ND

™

kde Dg(t) = ®(t) s k-tym fadkem zderivovanym. Tedy:

@1 (t) @7 ()
D) =1 (o)1) - (#})(1)
en(t) o PR(t)

Vime, 7e @7 fesi (HR). Jisté (¢1)'(t) = Sr, Api(t)¢l(t). Tim padem muzeme napsat
() = >0 Agi(t)pi(t), coz je linearni kombinace Ffadki matice ®. Podle pravidel pro
pocitani determinantu je mozné dostat nasledujici:

pilt) et
det Dy, = det | Apu()ot(t) ... Awe()(t) | = Awn(t) det(D(2)).
ent) o ()

Kdyz totiz od radkového vektoru ¢} (t) ode¢teme piislusné nasobky prvniho, druhého,...,
(k—1)-ho, (k+1)-ho,...,n-tého fadku, tak se determinant nezméni. Dostavame, ze w'(t) =
det(@(t)) > or_, Apr(t) = w(t) trace(A(t)). O
Véta 17.20 (Variace konstant). ReSeni rovnice (LR) s poatetni podminkou z(to) = ¢
je dano predpisem:

2() = () (tg)z0 + (1) / O (s)b(s) ds,

to

kde @ je libovolna fundamentélni matice (HR).
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Diikaz. Vime, ze ®'(t) = A(t)®(t). Nyni:

2(t) = ®' (1) D (o) + (1) / O1(s)b(s) ds + B(t)D 1 (£)b(t)

to

— A(t) <<I>(t)<I>‘1(t0)xo +D(1) / o1(s)b(s) ds) +b(t) = A(H)a(t) + b(t).

to
Navic zfejmé plati, ze x(ty) = x¢. Tim je dikaz hotov. O

Poznamka. Pokud je ® fundamentalni matice, tak ®C', kde C' je libovolna regularni ma-
tice n x n, je také fundamentalni matice. To muzeme relativné snadno nahlédnout. Méjme
O(t) = (1(t), ..., n(t)). Prvni sloupec matice ®(¢)C' je linearni kombinaci sloupci ma-
tice ®(t) s koeficienty reprezentovanymi prvnim sloupcem matice C":

c11p1(t) + co1a(t) + -+ + cnron(t).

Analogicky pro ostatni sloupce.

17.6 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty
Budeme zkoumat rovnici 2/(t) = Az(t) + b(t), pfevazné pak rovnici 2/(t) = Ax(t), kterou
si ozna¢ime (HRK).
Definice 17.21. Pro matici A € R™" definujmeme || A|| = sup, < {[|Az[|: z € R"}.
Véta 17.22. Necht A, B € R™". Potom plati:

1. ||A]| >0, ||A]| = 0 pravé tehdy, kdyz A = 0.

2. |IAA] = [A[IA] YA € R.

3. [[A+ B[ <[l Al + [I1B][.

4. [[AB|| < [lA[l[|B]-

5. | Ay[l < 1Ayl vy € R™.

6. ||Ayll > |A7Y 7yl Yy € R™, je-li A regularni.

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou ziejmé. Treti tvrzeni dokdzeme snadno:

14+ Bl = sup {[[(A+ B)zll} < sup {[|Az]| + [ Bz|[} < sup [|Az]| + sup || Bz

Jall< Jall< Jall < Jall<1
= [lAl+ 1Bl

Nym’ se podivame na pate trvezni. Pro y = 0 je toto tvrzeni zfejmé. Pro y # 0 definujme
” 7- Pak |z|| = 1. Tedy:

[Ay[l = Ay IDIF = Nyl Azl < llylllAll-

Této vlastnosti vyuzijeme pro diikaz ¢tvrtého tvrzeni. Zirejmeé:
[ABz|| < [[AllllBx|| < [|AIIBI =]l

Aplikujeme supremum na obé strany a dostaneme pozadovanou nerovnost. K dikazu
Sestého tvrzeni polozme v = Ay. Jisté || A~ || < |[A7Y|||v]], a tedy |ly|| < [[A7H|JAy||. O
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Poznamka. Plati, ze pokud >~ || Bi|| konverguje, pak konverguje i >~ , By.

Véta 17.23. Funkee U(t) = > 0, 5t A" t € R, A" = I, " = 1, je fundamentalni matice
problému (HRK) a plati U(0) = I.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze fada konverguje. Jisté:

1
it < Al

Nenf tézké ukézat, ze Y, 5 (|t][|All)* konverguje, napriklad dle podilového kritéria. Tim
padem i > 7, %tkAk konverguje z pfedchozi poznamky. Oznac¢me:

— 1
U) = E[Ak]z'j t*,
k=0 " —
ag
coZ je mocninné fada s polomérem konvergence R = oo. Muzeme ji derivovat ¢len po
¢lenu:
Q[U(t)y _ i l[Ak]”ktkfl - i #{Ak]..tk%
ot Y k! Y (k—1)! Y '
k=1 k=1
Déle tedy plati:

d _ - 1 kik—1 __ - 1 kik __
8tU(t)_kZ::(k:—1)!At _A;k!At — AU(1),

1

kde prohozeni matice a limity je mozné, protoze nasobeni matici A je spojita funkce. Dale
ihned vidime, ze U(0) = I. O

Poznamka. Funkci U(t) budeme znacit e, Brzy ukazeme, ze e~ = (e?)~! a dalsi
vlastnosti této funkce. Specialné této vlastnosti vyuzijeme v nésledujicim dusledku.

Diisledek. Resent tlohy /() = Ax(t) 4 b(t), z(te) = ¢, lze napsat ve tvaru:

z(t) = e <e—f0%o + / t e *4b(s) ds) .

to
Diikaz. Plyne z pfedchozi véty a z véty o variaci konstant. O
Véta 17.24. Pro A € R™" definujeme e = 377 | L A*. Plati:
1. M =¢eMl.
2. Pokud AB = BA, pak e4*8 = ¢4eB,
3. Pro kazdou regularni matici C plati ¢ '4¢ = C—1eAC.

4. e~ = ()71, specialné plati, Ze e? je vidy regularni.
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Diikaz. Prvni tvrzeni plyne snadno z definice. K ditkazu druhého nejrpve dokazeme, Ze
plati Be!4 = 4 B. Jisté:

tA kpk kpk kEpgk kk _ 4A
Be —BE —k!At = E B_k!At = E _k!A Bt —(E —k!At>B—e B.
k=0 k=0 k=0 k=0

Definujme nyni U(t) = ee!P. Plati:
U/(t) — (etA)/etB + etA(etB)/ _ AetAetB + etABetB — (A + B)U(t)

U(t) tesi rovnici U'(t) = (A + B)U(t), U(0) = I, ale U(t) = "5 feii tu samou
rovnici se stejnou pocateéni podminkou. Z jednoznacnosti feSeni plyne, ze U(t) = U(t),
¢imz dostdvame, co jsme chtéli. K dikazu tietiho tvrzeni polozme B = C~'AC. Pak
B¥ = C71AFC. Tedy:

. oo 1 [o@) 1
C-1AC _ Y A | k _ -1A
e = E_O—k!C' A C =C (go—k!A>C—C’ e C.

Pro dukaz posledniho tvrzeni vyuzijeme faktu, ze pro B = —A dle druhého tvrzeni plati,

7e I =44 = ede™, ¢im7 je ditkaz hotov. O

Nyni si ukdZeme, jak poéitat e’ prakticky. Kazdou matici miizeme zapsat ve tvaru A =
C~1JC, kde C je regularni matice a J je matice v Jordanové kanonickém tvaru:

Ji
Jo

Ji

kde J;, i € {1,...,k} jsou Jordanovy buiiky. Miizeme psat, ze et = C~1e’!C, kde:

eJ1t
eJQt
ot —
ot
Sta¢i uvazovat e’ kde J; = A\ + L a:
0 1
0 1
L =
1
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Dale e/tt = eMtelt = eMJelt, Snadno z linearni algebry bychom dostali:

0 ... 1
0 1
Lk: : :
1
0O ... ... ... ... 0

kde je prvnich £ sloupct nulovych. Je-li rozmér matice m, pak L™ = 0. Mlzeme psat:

t2 tmfl
1 ¢ 2 (m—1)!
1 t
Lt 2, et 1
— L+ ]2+ ... gm-l_ | : = P(t).
e L+ 5L +(m_1)! o1 L : (1)
1
Zavérem dostaneme:
e/\lt
e)\gt
et = P(t)
e)\kt

TODO

Disledek. Dusledkem naseho povidani vyse je nasledujici: Necht @ = max{ReA: A €
0(A)}, kde 0(A) je spektrum matice A. Necht dale m je velikost nejvétsi Jordanovy buiiky
piislusné vlastnimu ¢islu A s Re A = a. Pak existuje M > 0 tak, ze [[e'|| < Mt 'e'* vt >
0. Specialné Va > a existuje M > 0 tak, Ze ||| < Me'@ V¥t > 0. Podobné pro t < 0
mame, Ze existuje M > 0 tak, ze |[e'|| < M[t|™ Le®, kde @ = min{ReA\: A € 0(A)} am
je velikost nejvétsi Jordanovy bunky prislusné k Re A = a.
Definice 17.25.
ot (A)={xe€a(A): Re) >0},
o (A)={ e d(A): ReX <0},
c(A) ={r€d(A): ReX =0},
VT =LO{v € R": v je zobecnény vlastni vektor pifsluina néjakému \ € o™ (A)},
(Nestabilni prostor)
V™ =LO{v € R": v je zobecnény vlastni vektor piislusny néjakému A € o~ (A)},
(Stabilni prostor)
V¢ =LO{v € R": v je zobecnény vlastni vektor prislusny néjakému A € o¢(A)}.
(Centralni podprostor)
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Véta 17.26. Plati:

1. (stabilni sméry): existuje ¢ > 0, a > 0 tak, ze Vo € X~ plati |e!dzo| < ce™|xg| VE >
0.

2. (nestabilni sméry): existuje ¢ > 0, 8 > 0 tak, Zze Vzo € XT plati |e'tzy| >
cePt|zo| WVt < 0.

3. (centralni sméry): Ve > 0 existuje ¢ > 0 tak, Ze Yoy € X° plati [e"zo| < cefl!l V¢ € R.

Diikaz. Zde bude dukaz ]

18 Stabilita feSeni

Jednoduse Teceno stabilita znamena, Ze mala porucha pocateéni podminky se pfilis ne-
zvétsi, nebo dokonce zmizi, pro t — oo.

Poznamka. M&me Z(t) feSeni rovnice 2'(t) = f(x(t),t) a necht y(t) je jiné feSeni této
rovnice. Definujme u(t) = y(t) — Z(t). Pak v'(¢t) = ¢'(t) — T(t) = f(u(t) + z(¢t),t) —
f(@(t),t) = g(u(t),t). To znamena, ze hledani stability T je ekvivalentni hledani stability
u = 0. Bez jmy na obecnosti tedy vzdy studujeme stabilitu nulového feseni.
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19 Teoretické priklady
Priklad. Dokazte, ze plati:
lla| = [b]] < |a —b].
Reseni. Z trojuhlenikové nerovnosti snadno dostaneme:
o = 0] = |a] = [b] A [b—al = |b] —la].
Tedy mame:
—la—bl <la| = [b] < la—b],
coz je ekvivalentni dokazovanému tvrzeni.

Piiklad. Necht M je nepréazdna mnozinaa f: M — Rag: M — R jsou funkce. Dokazte,
ze:
sup(f + g)(M) < sup(f(M)) + sup(g(M)).
ReSeni. Ziejmé plati:
Vo e M: f(z) < sup(f(M)),
Vo € M : g(z) < sup(g(M)).

Tedy:
Vo € M : f(x) + g(x) < sup(f(M)) + sup(g(M)).

Jelikoz je supremum nejmensi horni zévora, tak mizeme psat:

sup(f(M) + g(M)) < sup(f(M)) + sup(g(M)).

Podobné plati nasledujici nerovnost i pro infimum.

Priklad. Dokazte ekvivalenci nasledujicich vyrokii:

Ve >03dno e NVn >ng:|a, — A| <e,
Ve >03dny e NVn >ng:|a, — Al < Ke,

kde K > 0.

Reseni. Zatneme pravou implikaci. Necht lim,,_,, a,, = A. Pak druh& nerovnost plati pro
K =1 z definice limity. Nyni pfejdéme k levé implikaci. Necht K € R a K > 0 spliwuje
druhou podminku piikladu. Necht ¢’ = . Dle druhé podminky piikladu k tomuto &’
najdeme ng € N tak, ze Vn > ng plati |a, — A] < K&’ = e. Tim je ditkaz hotov.

Priklad. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzent:

3 lim a, = 3 lim |a,|,
3 lim |a,| = 3 lim a,.
n—oo n—o0
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ReSeni. Prvni implikace plati. DokéZeme rovnou z definice limity. Necht ¢ > 0. Pak
existuje ng € N tak, ze Vn > ng je |a, — A| < e. Vyuzijeme nerovnosti z prvniho piikladu
a dostaneme:

|lan| = |A]] < |an, — A] <e.

Implikace tedy plati. Druh& implikace ale neplati. Mizeme snadno nalézt protiptiklad.
lim,, o |[(—1)"| existuje, ale lim,, o (—1)" nikoliv.

Priiklad. Dokazte nasledujici tvrzenti:

lim a, = A= lim \/@:\/Z,

n—oo n—oo

kde A je nezaporné.
Reseni. Snadno spocitame:

. T WA VAVE VA a4
nh—>nolo@ \/Z_nl—mo \/@4_& —”I_WO\/a_n—l—\/Z_

protoze jmenovatel je nezaporny a a, — A =0 pro n — oco. Tedy:

lim v/a, — VA=0= lim \/a, = VA.

n—oo n—oo

Priklad. Dokazte, ze plati:

0,

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,.

n—oo n—oo n—oo
Reseni. Vyuzijeme definice a napiSeme:

Ay = sup{a,,n > k} = lim Ay = limsup a,,
n—oo

n—o0

By, = sup{b,,n > k} = lim By = limsupb,.

n—00 n—o0

Dale zvolme C}, nasledovné:

Cr = sup{(a, + b,),n > k} = lim Cy = limsup(a, + by).

n—oo n—o00

Ziejmé Vn > k plati:

Tedy mtzeme psat:
Cr = sup{(a, +b,),n >k} < Ay + By.

Ze druhého prikladu vime, zZe toto plati. Tim je tedy dikaz hotov.

Priklad (Stolzova véta). Dokazte: Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pticemz {b,} je
ostTe rostouci nade vSechny meze. Necht déle existuje limita:

l. Ap+1 — Ap _ A

Potom také existuje lim,, o, 3> = A.
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Reseni. Polozme ay = by = 0. Piedpokladejme, 7e A > —co. Zvolme a < A, € R. K
nému nalezneme ky € N takové, ze Vk > ko, k € N plati:

Qr — k-1

—bk T > Q.
Necht n > ko, n € N. Poté plati:
Qp al A — Qg1 . Qg — g1
by - ; bn ! k%}—l bo

Pro sc¢itanec na pravé strané rovnosti mizeme pouzit nasledujici odhad:

n n

A — k-1 by — bp—1 ar, — ap—1 b, — bko
E > .
2. 7 2. by br—bii = by

k=ko+1 n k=ko+1

Toto plati, protoze kdyz si sumu rozepiseme, ztistanou nam pouze ¢leny b,, a —by,. Podle
véty o aritmetice limit a z pfedpokladu, ze lim,,_, b,, = 0o dostaneme:

ko a a
. k — Wk—-1
hm E —_— = 0
n—00 b,
k=1

Navic také plati:
. bn - bko
L
Tedy muzeme psat:
Qn
liminf — > a > A.

n—oo n

Tato rovnost plati pro vSechna A € R* protoze pro A = —oo je trivialni. Anologicky
bychom ukézali, ze:
a
limsup — < A.

n—o0 n
Tedy plati:
an .. o0Qn . Qp,
limsup — = liminf — = lim — = A.
nooo bn n—oo b, n—oo b,

Tim je diikaz hotov.
Priklad. Dokazte, ze plati:

lim f(z) =A< lim f(x)=AA lim f(z)=A.

r—a z—at T—a—
Reseni. Postupné dokdzeme pravou a levou implikaci:

1. Prava implikace: Predpokladejme, ze lim, ., f(z) = A € R*. Necht ¢ > 0. Pak
nalezneme § > 0 tak, ze Vo € P(a,d) plati:

f(z) € B(A,¢).
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Pak ale také Vx € P, (a,0) plati:
f(x) € B(A;e),

protoze je ziejmé, ze:

P, (a,0) C P(a,9).
Obdobné dokazeme pro P_(a,d). Prava implikace tedy plati.

2. Leva implikace: Pfedpokladejme, ze lim, .+ f(z) = lim, ,,- f(z) = A € R*. Necht
e > 0. Pak nalezneme 6, > 0 takové, ze Vx € Py (a,d;) plati:

f(x) € B(A,¢).
Obdobné nalezneme d; > 0 takové, ze Vo € P_(a,d2) plati:
f(z) € B(A,e).
Zvolme 6 = min{dy, d2}. Poté plati:
P(a,d) C Pi(a,d1) U P_(a,ds).

Tedy Vz € P(a,0) plati:
f(z) € B(Ae).

Leva implikace tedy plati.

Tim je tvrzeni dokazéano.

Piiklad. Dokazte, Ze plati nasledujici: Necht mame posloupnosti {a,}, {b,}, pricemz Vn
plati, ze b, > 0. Dale pro A € R*, A > 0 mame lim,,_,o, a, = A a lim,_,, b, = 0. Navic
existuje ng € N takové, ze Vn > ng méame b,, > 0. Pak plati:

Reseni. Predpokladejme nejprve, ze A € R, A > 0. Zvolme K € R. Polozme ¢ = é. K
tomuto € najdeme n; € N takové, ze Vn > ny plati:

A
A—ec=—.
a, > e=3

Polozme L = max{1, K}. Pak existuje ny € N takové, ze Vn > ns plati:

Poté Vn > max{ng, ny, ns} plati:

coz jsme chtéli dokazat.
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Definice 19.1. Limes superior pro funkce je definovan nasledovné:

limsup f(z) = (lsii% sup f(P(a,?)).

Tr—a

Analogicky limes inferior pro funkce je:

liminf f(z) = Clsi_r)r(l)inff(P(a,cS)).

Tr—ra

Piiklad. Dokazte, ze plati:

limsup(f(z) + g(z)) < limsup f(z) + limsup g(z).

T—ra Tr—a r—a

ReSeni. Ozna¢me by = limsup, ., f(z) a by = limsup,_,, g(z). Necht &' € R je libovolné
¢islo vétsi nez by + by. Nalezneme ¢isla b) a b, takova, ze by < b, by < b, a by + b5 < b'. Z
definice nalezneme 61,9, > 0 tak, ze:

sup f(P(a,d1)) < by

sup g(Pla,52)) < b

Polozme 6 = min{dy, d2}. Pak z piikladu 2 mizeme psat:

sup(f +g)(P(a,0)) < sup f(P(a,0)) +sup g(F(a,0))
< sup f(P(a,d1)) + sup g(P(a,d,))
<V +0by, <b.
Tedy jisté plati:

lim sup( () + g(x)) = lim sup(f + 9)(P(a, 5)) < V.

r—a

Nakonec muzeme psat:
limsup(f(z) + g(z)) < by + bo.

rT—ra

Tvrzeni tedy plati.
Priklad. Dokazte, ze plati:

lim f(z) = A < limsup f(z) = AAliminf f(z) = A.

r—a r—a r—a

Reseni. Dokazeme nejprve pravou implikaci. Necht lim,_,, f (x) = A. Oznacime-li si
limsup,_,, f(z) = C a liminf, ,, f(z) = D, pak pro a < b a § > 0 plati:

inf f(P(a,0)) < C < D <sup f(P(a,0)).

Necht C', D" € Ra C < C'" < D' < D. Dale necht ¢ > 0 tak, ze mnozina B(A,¢)
neprotind alespoii jeden z intervali (—oo, C') a (D', 00). Z definice limity najdeme ¢ > 0
tak, ze f(P(a,d)) C B(A,¢). Jenze pro toto § dostaneme:

F(P(a,8)) N (—00,C") N (D', 00) © B(A,€) N (=00, ") A (D', 00) = B.
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Z tohoto sporu dostavame, ze C' = D. Pro opacnou implikaci uvazujeme jednak rovnost
limsup,_,, f(z) = liminf, ,, f(z) = A a také budeme muset zvazit nékolik pfipadi. Pro
A = +o0. Pak pro € > 0 najdeme § > 0 tak, ze inf f(P(a,d)) > % Tedy:

f(P(a,d)) C B(A,¢).

Tim padem lim, ,, f(z) = A. Ditkaz by byl analogicky pro A = —co. Pro A € R zvolme
£ >0 a k nému 4y, o > 0 tak, ze plati:

A —¢e <inf f(P(a,d)),
A+¢e>sup f(P(a,ds)).
Polozme 6 = min{dy, d2}. Pak:
A —¢e <inf f(P(a,d)) <sup f(P(a,d)) < A+e.
Tedy:
f(P(a,0)) C B(A,e) = glﬂl_rg f(z) = A.
Tim je ditkaz hotov.
Piiklad. Necht f: R — R je monoténni funkce. Dokazte, zZe mnozina:
D = {z € R| f neni spojita v bodé x}.
je spocetna.

Reseni. Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze je f neklesajici. Vime, Ze mo-
notonni funkce ma v kazdém bodé = € R limitu zleva a zprava. Ziejmé Vx € R plati:

lim f(y) < /() < lim f(y).
y—x y—x
Tedy mtuzeme psat:

D:{xeR lim f(y) < lim f(y)}

Y=z~ y—xt

Nyni Vo € D oznac¢ime a, = lim,_,,- f(y) a b, = lim,_,,+ f(y). Necht z,y € D a z < y.
Pak plati:
ay < by < ay <b,.

Tim padem je systém otevienych intervala
{(ag,b,), = € D}
disjunktni, a tedy spocetny. Tedy je i mnozina D spocetné a diikaz je hotov.

Definice 19.2. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé z odstranitelnou nespojitost, jestlize
existuje vlastni limita funkce f v bodé x. Pokud takova limita neexistuje, pak fikame, Ze
f mé v bodé x neodstranitelnou nespojitost. Existuji-li vlastni jednostranné limity v bodé
x, pak ma f v x neodstranitelnou nespojitost prvniho druhu. Pokud je jedna nebo obé z
limit nevlastni, nebo jedna z nich, popiipadé obé neexistuji, jedné se o neodstranitelnou
nespojitost druhého druhu.
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Piiklad. Dokazte, Ze mnozina {r € R | f ma v x odstranitelnou nespojitost} je spo-
cetna.

Reseni. Stac¢i dokazat, Ze mnoziny

M= {xeR lim /(y) <f(a:)},

N = {x R | lim f(y) > f<:c>}

jsou spocetné. DokédZeme pouze pro mnozinu M, pro mnozinu N je dikaz analogicky.
Nyni Vx € M najdeme r, € Q tak, ze plati:

lim f(y) <r, < f(z).

Yy—T
Pak mnozina M = {J,cq M, kde M, = {z € M, r, = r}, je sjednocenim spocetné
mnoha mnozin, a tedy stac¢i dokézat, ze M, je spucetnd mnozina. Necht tedy r € Q je
pevné a Vx € M, zvolme 0, > 0 tak, ze Vy € P(y,0,) plati f(y) < r. Systém intervala
J = {(m — %&E,x + 151) , T € Mr} je disjunktni. Vezmeme-li totiz =,y € M.,z # y a
(x — %(wa + %555) N fy — %5y,y + %531) # &, kde 6, < d,, tak pak plati:

1 1
lz —y| < §6x+ §6y < dy.

Tedy f(z) < r diky d, a f(x) > r, =r, coz je spor. Systém intervala J je tedy spocetny,
a proto i mnozina M, je spocetna.

Priklad (Zlomkové kritérium). Necht > a, a >~ b, jsou fady s kladnymi ¢leny a
necht od jistého ng € N pro n > ng plati:

An41 bn+1
an ~ by

Pak pokud >~ | b, konverguje, tak 1 > | a,, konverguje. Naopak pokud Y > | a, diver-

n=1

guje, tak i >~ | b, diverguje. Dokazte.

ReSeni. Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme, Ze pro Vn > 1 plati rovnost nahofe.

Potom:

Qp Ap—1 a2 by bn_1 by a1
< ...—by=b,—.

Ap—1 Ap—2 aq b1 bp_2 by by

Ay —

Z toho dostavame, ze a, < Cb,, kde C je kladné realné ¢islo. Pouzijeme srovnévaci
kritérium pro konvergenci rfad a dikaz bude hotov.

Priklad (Raabeho kritérium). Dokazte: Necht Y "> | a,, ma kladné ¢leny. Pak plati:

1. Jestlize limsup,,_,., n (“—” — 1) > 1, pak je fada ), a,, konvergentni.

An+41
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2. Jesltlize existuje ng € N takové, ze Vn € N,n > ng plati n (aZL — 1) < 1, pak je

fada Y 7 | a, divergentni.

3. Jestlize limsup,,_, . n < 2n_ 1) < 1, pak je fada ) ° | a, divergentni.

An+1
Reseni. Dokazeme postupné jednotliva tvrzeni:

1. Nalezneme g € (0,00) a ng € N tak, aby Vn > ng plati:
n( n_ _ 1> >
Apy1

na, — (n+ apy > (¢ — 1)ans.

Tedy:

Pak Vn > ny plati:

n—1
NGy > NGy — Ny, = Z (kar, — (kK + Dags1) > (¢ —1) Z TR
k=ng k=mno

Dostavame:

noano
)OI I

k=no+1 k=no

Posloupnost ¢asteénych soucti je tedy omezena, a tedy rada konverguje.

2. Existuje ng € N tak, ze Vn > ng plati:

an, §1_'_l:n—l—l
(n+1 n n
Tedy:
> n S n—1 n—1 S S Mo
G —ay > Qp_1 = Apq = -+ > Ay -
=t n+1l n R n+1 "

Rada 372° ng } T3 an, Je divergentni, a tim pédem ze srovnévactho kritéria dostavame,

ze 1 fada ) o not1 @k+1 j€ divergentni. Diverguje tedy i fada D pe Gk

3. Tvrzeni plyne z dokdzaného druhého tvrzeni.
Tim je diikaz hotov.

Definice 19.3. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. [[ 2, a,, nazyvame nekoneénym
soufinem. Pokud existuje lim,, o [ an, pak [[ 2, oznacuje také jeji hodnotu. Je-li
tato hodnota realné nenulové ¢islo, pak fikdme, Ze nekone¢ny soucin konverguje.

Priklad. Dokazte, Ze dostacujici, nikoliv vSak nutna, podminka konvergence nekone¢ného
soucinu je lim,, .o, a, = 1.
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ResSeni. Oznacme:
m
lim H an = S.
m—00
n=1

Necht s, = ajas ... a,, a tedy lim,_, s, = s. Pak a,, = P—
o

Tvrzeni je timto dokazano.
Priklad. Dokazte, ze [] ", a, konveruje pravé tehdy, kdyz Y, In(a,) koverguje.

Reseni. Nejprve predpokladejme, ze nekoneény soucin konverguje. Oznac¢me:

m
lim H Ay = S
m—00
n=1
Déle necht s, = ajas...a, alim, .o s, = s. Oznacme S,, jako ¢asteény soucet fady. Pak:

lim S, = hm (ln(al) +In(ag) + -+ - +1In(a,)) = lim In(ayay...a,) = lim In(s,) = In(s).

n—+00 n—00 n—00
Rada tedy konverguje. Opacna implikace je zcela analogicka.

Priklad. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Pak » > a, konverguje prave
tehdy, kdyz [[.—,(1 + a,,) konverguje.

Reseni. Zacneme levou implikaci. Posloupnost {HZ:1 an ¥, je rostouci a Vk € N plati:

00 k
H + ay,) H1+an >1+Zan>2an
n=1 n=1

Rada tedy jisté konverguje. Pro opac¢nou implikaci si opét uvédomme, Ze posloupnost
{Hﬁzl a, }52, je rostouci, a proto ma limitu. Vyuzijeme nerovnosti In(1 + z) < z, a tedy
Vz € (0,00) plati:

k k 00
ln<H 1—|—an> Zln1+an §Z nSZan.
n=1 n=1 n=1

7 toho pak dostaneme:

H(l + a,) < eXn=19n,

n=1

kde fada konverguje, a tedy i soucin konverguje.

Definice 19.4. Necht f: R — R. Oscilaci funkce f na mnoziné M C R rozumime:
osc(f, M) =sup f(M) —inf f(M).

Oscilaci funkce f v bodé xy € R rozumime:

osc(f,xg) = 61_i>%1+ osc(f, B(xg,9)).
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Priklad. Zformulujte a dokazte ekvivalentni tvrzeni na zakladé pojmu oscilace pro BC
podminku pro posloupnosti.

Reseni. Ekvivalentni tvrzeni BC podmince je:
Ve >0 dng € N: osc({an},—,,) <c.

Dokazeme nejprve, ze z BC podminky plyne tvrzeni vyse. Ozna¢me lim, _,,, a, = A € R.
Necht € > 0 a necht exsituje ng € N tak, ze Vn > ng plati:

la, — Al < e.
Pak jisté takeé plati:
A—e<A<A+e=mf({an};2,,) > A—<c A sup({antie,,) < A+e.

Tim padem:

0s¢({an}nZn,) = sup({an}il,,) — inf({an};l,,) < 2e.
Nyni zbyva dokazat opac¢nou implikaci. Nyni predpokladédme, ze Ve > 0 existuje ng € N
tak, Ze osc({an}p2,,) < &. Necht € > 0. Pak Vm,n > ng plati:

inf({an}zo:no) S Am S Sup({an}zo:m))?
inf({an}zo:no) <a, < SuP({an}ZO:no>'

Pak:
|am — an| < sup({ant,,) —inf({a.}52,,) <e.

BC podminka tedy plati. Dikaz je timto hotov.

Piiklad. Dokazte: Predpokladejme, ze f: [a,b] — R je omezené a na [a, ] Riemannovsky
integrovatelna pro a < r < b. Pak f € R]a,b] a plati:

b r
/ f(z)de = lim [ f(z)dx.
a r—=b" J,
Reseni. Ziejmé existuje takové M > 0, ze f < |M| na [a,b]. Pro e = 0 zvolme r = b— Ve
f € Rla,r], a tedy jsme schopni najit déleni D tak, Ze plati:
£
S(va) _S(f7D> < 5
Ozna¢me Dy = D U {b}, coz je déleni [a, b], kde posledni interval je [r,b]. f je omezen4, a
tedy jisté:
sup f —inf f < |2M].
[r,b] [r,0]
Pak plati:

S(f.D1) = (. D) = S/, D) = (£, D) + Gp £ = b =7) < 5 +2M (0 —7) ==

Funkce f je tedy na [a,b] Riemannovsky integrovatelna. Dusledkem tohoto tvrzeni a li-
nearity integralu je, ze omezené funkce na [a,b] s konetné mnoha nespojitostmi je Rie-
mannovsky integrovatelna.
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Priklad. Dokazte: Méjme f spojitou a nezédpornou na (a, 00). Necht lim, ,, f(z) = A >
0. Pak [ f(z)dz = +oo0.

ReSeni. Najdeme € (a,00) tak, 7e Vo > x¢ plati, 7e 0 < 4 < f(z). Pak:

/f(x)de/ édxz%—oo.

Tim jsme toto tvrzeni dokazali.
Priklad. Necht f € N/(0,1) a f je nezdporna. Pak Vk € N plati, ze i 2*f € N'(a,b).
Reseni. Snadno dostaneme, ze Vz € (0,1) plati:
2" f ()] < 1]f(2)]-
Ze srovnavaciho kritéria tedy mame, ze z*f € N(a, b).

Piiklad. Necht f je spojita funkce na otevieném intervalu (a,b). Ukazte, Ze f je stejno-
mérné spojita pravé tehdy, kdyz existuji vlastni limity v krajnich bodech intervalu (a, b).

Reseni. Pokud mé f vlastni limity v krajnich bodech intervalu (a,b), tak definujme

F: [a,b] — R nasledovné:

hmy—)a“’ f(y)a T = a,
F(z) = f(x), x € (a,b),
lim, - f(y), «=0.

F je na [a, b] jisté stejnomérné spojité, takze i f je stejnomérné spojita na (a,b). Naopak,
pokud f je stejnomérné spojita na (a, b), tak v obou krajnich bodech spliiuje BC podminku
pro funkce. Ze stejnomérné spojitosti pak pro e > 0 existuje § > 0 tak, ze plati:

Ve,yel:|lz—y|l<d=|f(z)— fly)| <e.

Pro z,y € Py(a,0) mame |f(x) — f(y)| < € a BC podminka je splnéna. Limity jsou tedy
vlastni.

Priiklad. Definujme o na R x R predpisem:

Q(x7y) - |.T - y|7
kde z,y € R. Dokazte, Ze dvojice (R, p) tvoii metricky prostor.

ReSeni. Prvni dvé podminky vidime okamzits. TFeti také snadno ovéfime. Necht z,y, z €
R. Pak:

o(z,2) = |z —z[ <[z —y| + |y — 2 = o(z,y) + o(y, 2).
Dvojice (R, o) tedy tvoii metricky prostor.
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Priklad. Necht K; a K, jsou kompaktni prostory. Dokazte, ze K1 N Ky a KicupKs jsou
kompaktni prostory.

Reseni. K, N K, je uzaviené, nebot K; i K5 jsou uzaviené, protoze jsou kopaktni. Déle
K; N K, je uzaviena v K;. Uzaviena podmnozina kompaktu je opét kompakt. Najdeme
posloupnost z,, v K; U Kj. Jsme schopni najit podposloupnost z,, budto v K; nebo Kj.
Tedy K; U K5 je kompaktni.

Piiklad. Vyfteste nasledujici priklady:

1. Sestrojte funkci f: R? — R, ktera je parcialné spojitd, ale neni spojité. Parcialni
spojitost znamené, ze Vzy € R je g(y) = f(xo,y) spojitéd a Vyy € Rje h(z) = f(x, o)
spojita.

2. Sestrojte funkci f: R?* — R, ktera ma v [0,0] derivaci ve vSech smérech, ale nenf v
[0, 0] spojita.

3. Sestrojte spojitou funkci f: R*? — R, kterda ma v [0, 0] derivaci ve viech smérech,
ale neexistuje D f([0,0]).

ResSeni. Reseni miize vypadat takto:
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20 Pocetni priklady

Priklad. Spoctéte:
y = a%y.

Reseni. Vsimneme si, ze y = 0 je feseni na R. Dale:

1 3
ln|y|:/§dy:/x2dx:%+c.

y(x) = te¥ el = Ges,

Z toho dostavame:

kde ¢ € R\ {0}. Toto FeSeni nelze slepit s y = 0, ale miZeme FeSeni napsat takto:

y(a:):K% K eR.

Priklad. Spoctéte:
Vsimnéme si, ze y = £1 Tesi rovnici na R. Dale:

arcsiny = doz =z +c,

=
1—y?

kde z € (—2,%) ay € (—1,1). Tedy:

y(x) = sin(z + ¢)

je TeSeni na (—%, g) Resenti lze splepit, a to nasledovné:

-1, xE( 00, —%—c},
y() =4 sin(z +c), €(-53)
L, €[5 —c).

Priklad. Spoctéte:



262

22
Nyni hledame partikularni ¥esen{ tvaru y,(r) = K(x)e= . Vime, ze K'(x) = e~ 4@p(z).

Tedy:
K(gj) = /xeé = —¢2 .

Partikularni feseni tedy vypada takto:

Obecné feseni na R pak vypada takto:

22
y(r)=—-1+Kez ,K € R.



