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• Podepǐste všechny paṕıry, které chcete odevzdat. Nemuśıte odevzdávat paṕıry s pomocnými výpočty.

• M̊užete psát i na paṕır se zadáńım. Paṕır se zadáńım je nutno podepsat a odevzdat, i když jste na něj nic nenapsali.

• Během ṕısemné části zkoušky nem̊užete odcházet ze zkouškové mı́stnosti. M̊užete ovšem ṕısemnou část ukončit před
časovým limitem.

• Nejsou povoleny kalkulačky, hodinky či jiná elektronika, ani přinesené ṕısemné materiály.

• Své odpovědi muśıte zd̊uvodnit.

• Je-li výsledkem aritmetický výraz, jako třeba (x− 5)2 + 10x +
(
6
2

)
− 3, nemuśıte ho zjednodušovat.

• Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukaz̊u, pokud neńı uvedeno jinak. Muśıte však uvést, které tvrzeńı použ́ıváte.

1. Uvažujme funkci f : R→ R definovanou následuj́ıćım předpisem:

f(x) =

exp(x) pro x ≥ 0
1−exp(−x)

x pro x < 0.

(a) [3 b.] Je f spojitá v bodě x = 0?

(b) [3 b.] Spoč́ıtejte limity funkce f pro x → +∞ a pro x → −∞.

(c) [4 b.] Určete, zda má f v bodě x = 0 derivaci, př́ıpadně zda tam má jednostranné derivace.
Rozhodněte dále, zda má f v tomto bodě lokálńı extrém.

2. (a) [3 b.] Definujte formálně, co to znamená, že posloupnost reálných č́ısel (an)∞n=1 je omezená.

(b) [4 b.] Rozhodněte, zda je pravdivé následuj́ıćı tvrzeńı:

Jestlǐze (an)∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel, jej́ı̌z jediné dva hromadné body jsou +∞ a −∞,
pak žádná podposloupnost posloupnosti (an) neńı omezená.

Pokud je tvrzeńı pravdivé, dokažte ho, a pokud neńı, tak najděte protipř́ıklad.

(c) [3 b.] Spoč́ıtejte limitu posloupnosti (an)∞n=1 definované vztahem

an =
ln(n2 + 1)
2n + (−1)n

.

3. (a) [3 b.] Napǐste, jak je definována derivace funkce f v bodě A ∈ R.

(b) [3 b.] Zformulujte Lagrangeovu větu o středńı hodnotě. Nemuśıte ji dokazovat.

(c) [4 b.] Necht’ f a g jsou dvě funkce spojité na intervalu I = [0, 1], které jsou obě diferencovatelné
v každém vnitřńım bodě I. Předpokládejme, že f(0) = g(0) a f(1) = g(1). Dokažte, že existuje
bod A ∈ (0, 1) splňuj́ıćı f ′(A) = g′(A).

4. (a) [3 b.] Napǐste, jak je definována horńı a dolńı Riemannova suma a jak je definován horńı a dolńı
Riemann̊uv integrál.

(b) [3 b.] Zformulujte tvrzeńı popisuj́ıćı metodu poč́ıtáńı primitivńı funkce pomoćı substituce. Znáte-li
v́ıce verźı tohoto tvrzeńı, zformulujte kteroukoliv z nich. Nemuśıte to tvrzeńı dokazovat.

(c) [4 b.] Uvažujme rotačńı těleso, které vznikne otáčeńım oblasti pod grafem funkce f(x) = exp(1/x)
x

na intervalu [1, 3] kolem osy x. Spoč́ıtejte objem tohoto tělesa.


