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1. Je dana funkce
2
fx)= (log(l —x + log(l +x))) 1+ x4+ 1.

Naleznéte Tayloriv polynom 4. fadu funkce f v bodé¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu
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2. Vysetiete konvergenci nasledujici fady
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Jn+1 sinn
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3. Necht o, B € R. Uvazujte Newtontv integral
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(a) V zavislosti na parametrech «, B vysetiete konvergenci I(, f).
(b) Vypoctéte I(1,0).
(15 bodu)

4. Necht f: R — R. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Existuje polynom P nejvyse druhého stupné takovy, ze f(x) = P(x) + o(x?),x — 0.
(2) Funkce f ma v bodé 0 vlastni prvni derivaci.
(3) Funkce f ma v bodé¢ 0 vlastni druhou derivaci.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protiptiklad. MuzZete pouzivat véty z prednasek.
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Reseni uloh
Uloha &islo 1. Je dana funkce
2
fx) = (Iog(l —x +log(1 +x))) — V14 x4 +1.

Naleznéte Taylortiv polynom 4. fadu funkce f vbod¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu

i L)
1m .

x—>0 x4

Reseni. Oznaéme g(x) = —x + log(1 + x) a h(x) = (log(1 + g(x)))>.

1. Rozvoj jednotlivyjch funkei v bodé 0.
Plati

g(x) = —x +log(1 + x) = —x + (x — 3x* + 0(x?))
= —%xz + o(x?).
Plati limy_,¢ % = —1, a proto podle Véty 6.6(iii) plati
log(1 4 g(x)) = g(x) + 0(g(x)) = —3x% + 0(x?).
Odtud s pomoci Véty 6.6 dostaneme
(log(1 + g(x)))2 = (—3x*+ 0()62))2 = 1x* +o(x*).

Pro zbyvajici ¢len funkce f pouzijeme standardni rozvoj:

/ _ 1.4 5
1+ x4=1+3x" +o(x”).

Pro funkci f pak plati

f(x) = —%x“ +o(x*).

2. Ureeni T}, Taylortiv polynom 4. fadu funkce f v bod¢ 0 je tedy podle Véty 6.2:

Tsf’o(x) = —%x“.

Vypocet limity Pomoci ziskaného rozvoje spocteme limitu:

lim L&) _ jjy T3 00D
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Uloha¢islo2.  Vysetiete konvergenci nasledujici fady

i log(%) . arctg(Si;1 " )
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Reseni: Oznac¢me

Jn 41 sinn
an = 10g(m> . arctg(T).

Vysetiime absolutni konvergenci fady pomoci asymptotického srovnani s vhodnou radou typu
1
n_p.

Nejprve upravime argument logaritmu

i+l n42-1 1
N Jn+2 o . n+2 0 n+2

Pak dostavame

log(1 — -2
lim —g( ﬁ+2) =

n—>00 —n-1/2

Pro kazdé n € N plati |22 < 1 Polozme

Jn+1

by = ‘log(ﬁ+ 2)‘ -arctg(L).
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Potom plati
bn

lim ——— = 1.
n—oo p—1/2 . p—1

Rada 3%, n73/2 je konvergentni, a proto je podle limitniho srovnavactho kritéria konvergentn{
s qifada ) > by. Ponévadz prokazdén € N plati |a,| < b,, dostavame podle srovnavaciho kritéria,
Ze Y p2, an konverguje absolutné, a tedy i konverguje.



Uloha¢&islo 3. Necht «, B € R. Uvazujte Newtondv integral

® x(+/x — x'3
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(@) V zavislosti na parametrech «, B vysettete konvergenci /(c, B).

(b) Vypoctéte I(1,0).

Reseni: Vysetrent konvergence. Integrand ozna¢me jako f. Funkce f je na otevieném intervalu (0, co)
spojita a nezaporna.

Chovani u bodu 0. Integrand je v bodé¢ nula zprava spojity, a proto je integral fol f konvergentni.
pro véechna o, B € R.

Chovdni'v co. Nejprve upravime rozdil odmocnin v ¢itateli rozsifenim:
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Newtontv integral [, 1°° x~? dx konverguje pravé tehdy, kdyz p > 1. V nasem pripadé pozadujeme
13 + %ﬂ — 1> 1. Integral konverguje pravé tehdy, kdyz 6a + 38 > 4

Vipocet integralu 1(1,0). Dosadime parametry « = 1 a = 0. Integral ma tvar
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Pro integraci racionalni lomené funkce pouzijeme rozklad na parcialni zlomky:

X _Ax+B+ C
2+ Dx+2)  x2+1  x+42




Vynasobenim spole¢nym jmenovatelem dostaneme rovnost:
x=Ax+B)(x+2)+Cx>+1)=(A+C)x>2+(2A+ B)x+ (2B +C)
Porovnanim koeficientt u jednotlivych mocnin x ziskame soustavu linearnich rovnic:

x2: A+C=0 = C=-4
2 x': 24+B=1
x°: 2B+C=0 = C =-2B

Z toho plyne —A = —2B = A = 2B. Dosazenim do druhé rovnice: 2(2B)+ B =1 = 5B =
1l = B= é Niasledné A = % aC = —%. Rozklad ma tvar:

X _1(2x+1 2 )
G2+ Dx+2) 5\x241 x+42

Nyni integraci jednotlivych ¢lent nalezneme primitivni funkci F

1 2x 1 1
- d dx —2 d)
lb 5</x2+1 x+/x2+1 o /x—i-z .

£ %(log(x2 + 1) + arctg x — 2log(x + 2)).

Upravime

1 X241y 1
F(x) = 3 log(m)+§ arctg x

Urcity integral spocitame pomoci limitnich prechodi v mezich 0 a oo:

1 1 « b4 T
lim F(x) = = — T = T 10
th dim F@x) = glog(+ 25 =0+ 15 =15
1 1
F(0) = glog(%) + g .0 = g(—210g2) = ——log2

Odectenim dolni meze od horni ziskime kone¢nou hodnotu integralu:

7w+ 4log2

1(1,0) = lim F(x) = F(0) = % ~(~3log2) =



Uloha&islo4.  Necht f: R — R. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Existuje polynom P nejvyse druhého stupné takovy, ze f(x) = P(x) 4+ o(x?),x — 0.
(2) Funkce f ma v bodé 0 vlastni prvni derivaci.
(3) Funkce f ma v bodé 0 vlastni druhou derivaci.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protiptiklad. MuzZete pouzivat véty z prednasek.
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Reseni:
(@) Implikace neplati. Uvazujme funkei f definovanou predpisem

I prox =0,

fto = 0 prox eR\{0}.

Potom f splnuje (1), nebot za P lze zvolit nulovy polynom. Funkce f ale nema v 0 derivaci.

s {(b) Implikace neplati. Lze volit stejnou funkci jako v bod¢ (a).

sb {(c) Implikace plati. Tvrzeni plyne z Véty 6.2, pricemz za P volime Tzf’a.



