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3. Nechť ˛; ˇ 2 R. Uvažujte Newtonův integrál
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(a) V závislosti na parametrech ˛; ˇ vyšetřete konvergenci I.˛; ˇ/.

(b) Vypočtěte I.1; 0/.

(15 bodů)

4. Nechť f W R ! R. Uvažujte následující tvrzení.

(1) Existuje polynom P nejvýše druhého stupně takový, že f .x/ D P.x/ C o.x2/; x ! 0.

(2) Funkce f má v bodě 0 vlastní první derivaci.

(3) Funkce f má v bodě 0 vlastní druhou derivaci.

Rozhodněte, které z následujících implikací platí a které neplatí. Uveďte vždy důkaz platnosti
implikace nebo protipříklad. Můžete používat věty z přednášek.

(a) (1) ) (2)

(b) (1) ) (3)

(c) (3) ) (1)

(15 bodů)



Řešení úloh

Úloha číslo 1. Je dána funkce
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Úloha číslo 2. Vyšetřete konvergenci následující řady

1X
nD1

log
�p

n C 1
p

n C 2

�
� arctg

� sinn

n

�
:

Řešení: Označme

an D log
�p

n C 1
p

n C 2

�
� arctg

� sinn

n

�
:

Vyšetříme absolutní konvergenci řady pomocí asymptotického srovnání s vhodnou řadou typuP
1

np .

5b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

Nejprve upravíme argument logaritmu
p

n C 1
p

n C 2
D

p
n C 2 � 1
p

n C 2
D 1 �

1
p

n C 2
:

Pak dostáváme

lim
n!1

log
�
1 �

1p
nC2

�
�n�1=2

D 1:

5b

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

Pro každé n 2 N platí j
sinn

n
j �

1
n
. Položme

bn D

ˇ̌̌
log

�p
n C 1

p
n C 2

�ˇ̌̌
� arctg

�
1
n

�
:

Potom platí

lim
n!1

bn

n�1=2 � n�1
D 1:

5b

8<:Řada
P1

nD1 n�3=2 je konvergentní, a proto je podle limitního srovnávacího kritéria konvergentní
i řada

P1

nD1 bn. Poněvadž pro každé n 2 N platí janj � bn, dostáváme podle srovnávacího kritéria,
že

P1

nD1 an konverguje absolutně, a tedy i konverguje.

3



Úloha číslo 3. Nechť ˛; ˇ 2 R. Uvažujte Newtonův integrál
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(b) Vypočtěte I.1; 0/.
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Úloha číslo 4. Nechť f W R ! R. Uvažujte následující tvrzení.

(1) Existuje polynom P nejvýše druhého stupně takový, že f .x/ D P.x/ C o.x2/; x ! 0.

(2) Funkce f má v bodě 0 vlastní první derivaci.

(3) Funkce f má v bodě 0 vlastní druhou derivaci.

Rozhodněte, které z následujících implikací platí a které neplatí. Uveďte vždy důkaz platnosti
implikace nebo protipříklad. Můžete používat věty z přednášek.
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