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Zakony zachovani

Izolovana soustava téles — neni vystavena silovému pusobeni z vnéjSku
Volny hmotny bod - specialni pfipad izolované soustavy téles

Definice inercialni vztazné soustavy
* nezbytna je ,hladkost” prostoru a Casu

= tyto atributy prostoru a Casu maji za nasledek zachovani nékterych
charakteristik pohybu (zakony zachovani) v ramci izolovanych soustav téles

Které zakony zachovani to jsou?
= absolutni prostor

= homogenni (stejnorody)— ZZ hybnosti

= jzotropni (stejny ve vSech smérech) —» ZZ momentu hybnosti
= absolutni Cas

= homogenni — ZZ energie



Impuls sily (pro konstantni silu)

Sledujme &asovy Uginek sily:  2.NZ —» F :%p’ — Fdt=dp

Co to znamena?

Predpokladejme pusobeni konstantni sily F po dobu At.
Na pocCatku p, =mv, a na konci p, =mv,.

. . - . . V,—V
Konstantni sila znamena rovnomérné zrychleny pohyb a = 4+—1

—

Z 2.NZ musi platit F = mVZA—_tvl, coz |ze prepsat do tvaru FAt = mv, —-mv, = p, — p,
neboli FAt=Ap.

N N
Pro posloupnost &asovych intervald — > FAt, =Y Ap, = pg, — Pin
i=1

i=1




Urcity integral Y (e

Mé&jme funkci f(x) definovanou na =B e
intervalu <a,b >. // \\ 00

Rozdélme interval na n usekl mezi body
A=Xy <X <o <Xy <X <-: X, <X =D. /
Kazdy usek reprezentuje jedna z funkcCnich
hodnot f (&), kde & e<x ,, X >. |

X
=1
iR
O
)

Utvofme tzv. integraini soucet S =>" f(&)(x —X_y).
= T

Limitu sou€tu S pro n —» «© nazveme urc¢itym (Riemannovym) integralem

b
funkce f(Xx) vintervalu <a,b>. Oznacdime jf(x) dx.

Z definice vidime, Ze urdcity integral predstavuje plochu ,pod“ integrovanou
kfivkou v intervalu <a,b > .




Urcity integral Bt

Definice obsahuje popis vypoctu
integralu i pro funkce se slozitym

algoritmu pro strojovy vypocet.

Postup Ize aplikovat na experimentalni
zavislosti. \
Jak se pocita urcity integral bézné funkce? \
Pomulze Newtonova-Leibnizova formule:
Mam funkci f(Xx) spojitou na intervalu <a,b >

a F(x) je jeji primitivni funkce, pak plati

prubéhem (nespojité). Je zakladem ‘\

b
j f(x)dx= [F (X)] : =F(b)-F(a). Toto je tzv. Newtonuv integral, ktery pro

spojité funkce dava stejné vysledky jako Riemannuv.

PFiklad: de =[x] =b-a




Impuls sily

Uvazujme &asové proménnou silu F = F(t) pasobici na hmotny bod v asovém
intervalu (t,,t,).

Analogicky (k souctu pres koneéné Casoveé intervaly) plati
p(t,)

jF(t)dt— [dp=p,-p,.

p(ty)

t
Integral J = jF(t)dt se nazyva impuls sily F .

tl
Plati J = P, — P, = AP, tj. zména hybnosti h.b. se rovna impulsu sily pasobici na
h.b.

Dulezité pro stanoveni ucinku sily, kdyz neni pfesné znam jeji €asovy prubéh.




Stredni (prumeérna) sila

1 |

Stfedni sila (F) plsobici v intervalu (t, t,)

zavedena tak, aby ji vyvolany impuls byl
roven impulsu skute¢né pusobici sily

(F)t, —tl)ztflf(t)dt

Tento zpUsob se pouziva pro vypocet (¢asové) stfedni hodnoty (X)
t
j X (t)dt

2 4"t

libovolné velic¢iny X: (X)=

1




Impuls momentu sily

UvaZzujme &asové proménny moment sily M = M (t) vzhledem k bodu O puisobici
na hmotny bod v asovém intervalu (t,,t,).

Analogicky plati
b t, B t, d t, dr d5
[M(dt=[FxFdt=[Fx"Pdt=[1 “xp +7x-" ldt=
! : Loodt )|t dt
Vvxmv =0

t t o b(t,)

2d . . db ) .
:ja(rxp)ﬂt:jd—dtz [db =b, b,

t
Integral L :IM (t)dt se nazyva impuls momentu sily M .

b
Plati L =b,—b, = Ab, tj. zmé&na momentu hybnosti h.b. se rovna impulsu momentu
sily pusobici na h.b. vzhledem ke stejnému bodu O.




Zakon zachovani hybnosti

Uvazujme dva hmotné body, které vzajemné interaguiji.
3.NZ > F,; = —F,, (téleso A pusobi na B silou F,g; téleso B piisobi na A silou Fy,)

Doba interakce je dana spole¢nym €asovym intervalem (t,,t,).

_[ If|3A(t)dt - pA(tZ) - pA(tl) - ApA

j IfAE; (t)dt = Pg (tz) — Ps (t1) - ApB

— AP, =—APg
— AP, +Apg =0
— EB (t1)+ ﬁA(tl) = ﬁA(t2)+ pB(tz)

zakon zachovani hybnosti v uzaviené soustavée

10



Zakon zachovani momentu hybnosti

Uvazujme dva hmotné body, které vzajemné interaguiji.

— —

3.NZ > IEAB = —IfBA (téleso A pusobi na B silou F,;; téleso B pusobi na A silou F;,)
Doba interakce je dana spole¢nym asovym intervalem (t,,t,).

Analogicky z porovnani momenta sily vadi libovolnému bodu
t

t, t t
Ab, =b, (t,)—b,(t,) = j M . (t)dt =ij x Fy,dt = jﬁ| F, |sin | Fy, | dt :jﬁd | Fy, | dt
7] ty t d t

ty t; t, t
Abg = by (t,) = by () = [ M 5 (1)t = [ T x Fpgdt =—[ | T, | sin | Fpg [ dt =—[id | Fg [dt
t t t d t ,’ )

" [Ty lsin gd
[T, |sina

—Ab, +Ab, =0

zakon zachovani momentu hybnosti A
V uzaviené soustavé
11



Zakony zachovani ZZH, ZZMH

Zakony je mozno zobecnit na libovolny pocet hmotnych bodu v izolované

soustave.

Experimentalné bylo prokazano, ze smér implikace je opacny:

e uvedené ZZ plati i mimo ramec klasické mechaniky

e pokud plati predpoklady pro pouziti klasické mechaniky (tj. pokud Sifeni
interakce mezi télesy mizeme povazovat za nekonecné rychlé), je
dusledkem téchto ZZ také 3.NZ

12




Prace (pro konstantni silu)

sledujme drahovy uginek sily: F-§

—

F a
Co to znamena? =

Predpokladame pusobeni konstantni sily F po pfimé draze délky s, jejiz smér je
urcen jednotkovym vektorem 7 .

Vektor F svira s vektorem 7 Uhel « .

Soudin |F|scosa se oznaduje jako prace W =| F | s cosc .
Oznadime-li vektor s7 jako vektor posunuti §=s7, Ize zapsat W = F -5.

N N
Pro posloupnost Usekl drahy — > F -AS = > AW, =W
i=1 i=1

13



Prace — obecna formulace

Uvazujme asové proménnou silu F = F(F) pUsobici na
hmotny bod po orientované krivce L mezi body M, a M,. =

Elementarni prace dW =F -df , kde dif =7 ds.

Krivkovy integral
L(M,)
W, = [F()-dr

L(M,)

vyjadfuje vykonanou praci.

14



Prace — vlastnosti

Elementarni praci Ize zaroven zapsat

dW =/ F|-|dF|cosa = F |ds cosa = (| F | cosa)ds
f
|F |

Praci kona pouze teéna slozka | F, || F |cosa

Znaménkova konvence
e W >0... sila urychluje pohyb (cosa >0)
e W <0... sila zpomaluje pohyb (cosa <0) O
e W =0... teCna slozka sily nulova, tj. pusobici sila kolma k vektoru posunuti (cosa =0)

Vlastnosti integralu W
e zavisi na pocatecnim a koncovém bodu a tvaru drahy

e nezavisi na rychlosti nebo dobé trvani
L(M,) L(My)
e znaménko se méni se smérem prochazeni W, = jlf -dF = jlf -dF = -W,,
(M) L(M,)
15



Okamzity vykon

Casovou derivaci prace W nazyvame okamzity vykon.

OznacCujeme P =——.
dt

dt

Plati W,, = jdw jdw jdt_jpdt.

Znamenko vykonu je stejné jako znameénko vykonavaneé prace.

16



Pocitani s krivkovym integralem

Rovnice kfivky L parametrizovana r =r(q).
Hodnoty parametru g, a q, odpovidaji bodum L(M,) a L(M,).
Provedme v integralu substituci ¥ — 7(q). Pak F(F)=F(F(q)) = F(q) .

, 0 e e g C Lo dr
Diferencial dr vyjadfime pomoci derivace dr :ddq a dostaneme

dq
L(M2)
W,= [F()- dr_ILF(q) dr(q)jdq jF q+jF dx dq+jF %% 4
L(My) 0 q q 0 q q

coz je soucet béznych Riemannovych integrald.

Situace bude nazornéjsi, pokud je parametrem Cas
L(M,)

W, = [F(F)- dr_j(F(t) dr(t)jdt—](F(t) 7(t) ot

L(M,;) t

dw

Porovnanim s definici okamzitého vykonu W,, = j Pdt je zrejme, ze P=——=

dt

Y

F-v

17



Tocivy moment a vykon motoru

e motory se charakterizuji vykonem a toCivym (neékdy téz krouticim) momentem

e toCivy moment je z fyzikalniho hlediska moment sily

uvazujme kolo polomeru r pfipojené na vystupni hridel motoru
hfidel se otoCi f -krat za sekundu

na obvodu kola pusobi sila F po dobu At

moment sily vici ose otaceni M =Fr

za tuto dobu kolo vykona f At otacCek

sila pusobi po draze s=2xzrfAt
vykonana prace AW =F2zr fAt=27zf FrAt
—_—
o M
vykon motoru P= AW _ wM

At

18



Kineticka energie

Vypocet prace vykonané silovym pusobenim po zadané draze

dw=F-df E=P_m® gr-9 gty at
) t dt dt )
dW=md—V-\7dt=mE E(\7-\7) dtzlmd(V-V)zd 1m\72j
dt 2 dt 2 2
%/_J
dv . _ dv
dt dt

Definujme kinetickou energii vztahem E, = ;mvz. Pak plati dW =dE, .

Plati tedy
L(M3) L(M3) 1 L(M;) 1 1

W,= [dw= | d(zmvzj = [dE, =[E, ]\ =E,(M,)—E,(M,) = 2m\722 —2m\712 = AE,
L(M,) L(M,) L(M;)

Prirtstek kinetické energie je roven praci vykonané vnéjsimi silami na h.b. pfi
pfechodu z vychoziho do koncového bodu po konkrétni zadané draze. 19



Kineticka energie

K.E. predstavuje miru schopnosti téles konat praci
zména K.E. rovna praci vnéjsich sil
zavisi na volbé soustavy souradnic
znameénkova konvence: pokud vngjsSi sily konaji kladnou praci, K.E. roste
e pfi brzdéni pusobi vnéjsi sila proti pohybu — sila kona zapornou praci
(kladnou praci kona téleso a pfi tom se snizuje jeho K.E.)
e pfi urychlovani sila pomaha pohybu — kona kladnou praci a zvySuje
K.E.
e meni-li rychlost jen smér pfi stejné velikosti, K.E. se zachovava (sila pusobi
kolmo ke smeéru rychlosti) — prikladem je pohyb po kruznici

e zména K.E. umoznuje zjistit praci sil bez znalosti jejich detailniho pribéhu

Historicka poznamka

Podobné jako Descartes a hlavné Newton pokladal za miru pohybu hybnost,
povazoval Newtonuv soucasnik Leibniz za miru pohybu kinetickou energii (resp.

veliGinu mv*, kterou nazyval vis viva neboli ,Ziva sila“).
20




Silové pole

e vektorove pole
e urcuje silu pusobici v kazdém bodé
e gravitacni pole, elmg. pole

Casové nezavislé pole
e testovaci bod se pohybuje mezi body M, a M,

e hodnota prace W, vykonané silami pole pri pohybu h.b. mezi body M, a
M, zavisi jen na draze L
e pfi pruchodu po stejné draze opacnym smeéerem je prace W,, =-W,,

Konzervativni silové pole
e pole, kde pro libovolnou uzavienou kfivku L plati §If -dr =0, se nazyva
L

konzervativni nebo téz potencialové

e superpozici dilCich konzervativnich poli vznikne opét konzervativni pole

21



Konzervativni silové pole

Ekvivalentni tvrzeni. Pole je konzervativni pravé tehdy, kdyz prace vykonana polem
pfi pohybu h.b. z polohy M; do M, nezavisi na tvaru drahy mezi obéma body.
Uzaviena draha Li+L3:

fF- dr_jF dr+J.F .dF =0 = [F.df =—[F.dr
L+l L Ly
Uzaviena draha L,+L3:

fF- dr_jF dr+jF .dF =0 = [F.dr =—[F-dr
Ly+Lg L, Ls
Z porovnani plyne nezavislost na draze:

:jﬁ-df:jﬁ-dr

Ekvivalentni tvrzeni: Pole F je konzervativni pravé tehdy, kdyz v celé vySetfované
oblasti plati rot F =0 (dusledek Stokesovy véty).




Vektorovy diferencialni operator nabla

Pripomenme:
e nejobvyklejSim (diferencialnim) operatorem je derivace ;
X

e derivaci funkce vice proménnych se fika parcialni a namisto d se uziva symbol 0
e uzijeme scCitaci konvenci, pokud se ve vyrazu vyskytuje stejny index pravé dvakrat

Operator nabla definovan symbolicky V =¢. ai

Je to vektor.

23



Gradient

Nabla se aplikuje na skalarni funkci f takto Vf =g, 8f:é’ o g g0

——+6, —+6 —.
OX; OX, OX, OXq

Tento operator se také nazyva gradient grad f =Vf .

Po slozkach grad f =(af o a ]

OX, OX, OX,

Nazorny vyznam:
e Cim prikiejsi zmé&na hodnoty funkce v zavislosti na urgité soufadnici, tim
vétSi hodnota prislusné slozky gradientu.

e Smér gradientu urCuje smér nejvétsiho vzrustu funkce.

24



Nazorny vyznam gradientu

Diferencial funkce f(x,X,,X;) 1ze v okoli zvoleného bodu 1 =(x;, X,, X;)

zapsat ve tvaru df = afdx1 +afdx2 +8de3 neboli df = afdxi, coz lze
OX, OX, OX3 OX;

zapsat vektoroveé df =dr-grad f (1)

Plocha konstantni hodnoty (,vrstevnice®) funkce f je v okoli bodu r dana
podminkou df =dr-grad f () =0, tedy gradient je kolmy k ploSe konstantni
hodnoty

vgrad f ”s



Rotace

Operator nabla je mozno aplikovat na vektorovou funkci A .

- 0 _ o _ :
OX;

VXA:él %_% +§2 %_% +é3 %_%
OX, OX, OXy  OX oX,  OX,

Tento operator se také nazyva rotace rot A=V x A, pfipadné se znadi curl A.

Po slozkach rotA=| s OA OA O COA )
OX, X, OX, OX X X,

. oo o o oo oo oo o o) -
Plati rotgrad f = - : - , - =
OX, OX; OXy OX, OX; OX, OX, OX; OX OX, OX, OX

26



Nazorny vyznam rotace

ov
Zkoumejme vektor rychlosti proudéni tekutiny. VeliCina ayurc":uje rust y-ové
X

slozky rychlosti podél x-ové osy, obdobné %VX urcuje ruast x-ové slozky rychlosti
y

podel y-ove osy. Predpokladejme v, =kx a v, =—ky (tekutina rotuje), pak

oV
prislusna slozka vektoru rotace bude rovna axy_ Oy = 2k . Naopak pokud

v, =kxa v, =ky(,hvezdicovy” pohyb), slozka vektoru rotace bude nulova.

N N\
INE. AN

A
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Divergence

Jiny zpUsob aplikace na vektorovou funkci A

- OA, OA,
vA=g O 8 =55 "0=5"3-N
OX; OX; oX  OX

Tento operator se také nazyva divergence div A=V-A.

Po slozkach div A= 2 L %, A
OX, OX, OX,

Nazorny vyznam operatoru divergence:
Vyskytuje se ve vyrazech popisujicich intenzitu vytékani tekutiny, naboje apod.

(lat. divergens = rozbihajici se).

28



Nazorny vyznam divergence

Zkoumame vektor rychlosti proudéeni tekutiny.

Jak pro rotacni proudéni v, =kx a v, =—ky
tak pro ,hveézdicove” proudeni v, =kx a v, =ky vyjde

ov
Ny _on ™Y —0=divi=0.
OX

Naopak ,zfidlove” proudéeni v, =kx a v, =ky vede na

oV
nenulovou divergenci Z(X =kA—L=k=divV=2k.

Podobné proudeni v, =—kx a v, =0 vede na nenulovou

oV
divergenci é;vx =—kn—L=0=divV=-K.
X

7P [N

~ T

RN

—> > — —

—> > — —
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Potencialni energie

V konzervativnim silovém poli zavisi prace jen na

e poloze pocatecniho bodu M, =1, a

e poloze koncového bodu M, =T,
— mozno zavest veliCinu E (r) zavislou na poloze —
potencialni (polohovou) energii — vyhovuijici vztahu

~W,, =E, (1)~ E, (F) = AE,

Rozdil potencialni energie dvou bodu v konzervativnim poli je
S opacnym znaménkem roven praci vykonané polem na h.b.

V konzervativnim poli Ize potencialni energii E (F) zavest

jednoznacne vztahem E (r)=—|F(r')-dr' + E,

a‘l'—'ﬂl

(konstanta E , je hodnota potencialni energie v bodé ;)




Zakon zachovani mechanické energie

Prace vykonana konzervativnim silovym polem na hmotném bodu pfi pfechodu
mezi dvéma polohami je rovna
e zmeneé kineticke energie W, =E,, — E,, = AE,
e zmeéne potencialni energie se zapornym znameénkem
W12 = _(Epz o Epl) = _AEp

Porovnanim ziskame zakon zachovani mechanické energie (ZZME)
AE, =—-AE

pripadné
E,+E,=E,+E,,=Kkonst.

p

Pohybuje-li se hmotny bod silami konzervativniho pole, souCet jeho kinetickeé a
potencialni energie (celkova mechanicka energie) je konstantni, tj. E, + E  =konst.

31




Nekonzervativni pole

Pro pole nekonzervativnich sil plati obecné {If -dr #0.
L

To znamena, ze na zaCatku a na konci uzaviené drahy se hodnota K.E. [iSi.
Neplati ZZME.

Pro pole disipativnich sil plati iflf -dr <0, to znamena, ze v celkové bilanci sila
pusobi proti pohybu. L

Prikladem jsou treci sily.

Dochazi k disipaci (rozptylu) energie — k piemene mechanické energie na jinou
formu energie, nejCastéji teplo.

32




Zmeny energie v nekonzervativnim poli

Pfedpokladejme, Ze vedle konzervativnich sil F pasobi také sily nekonzervativni

—

F™ asily vnéjsi F, .

Prace konzervativnich sil W, = F-dF.
}.1
I_’:2
Prace nekonzervativnich sil W, =|F -dr
n
r
7 Vv s . ext = —
Prace vngjSich sil W3 = I F,. -dr.
2
Celkova prace sil bude rovna zméné K.E. W, +W,, +W,S* = AE,
Prace konzervativnich sil se rovha zméne P.E. W, =-AE

Celkova zména mechanické energie je rovna souctu prace vnejsich sil a

prace vykonané nekonzervativnimi silami AE = AE, + AE =W, +W 5" .
33



Potencialni energie — rovnovaha

rovnovaha stabilni

dE, _, d’E, 0
—=0 A >
dx dx?
rovnovaha vratka
dE d2E
—P2 =0 A P <0
dx dx?

rovnovaha indiferentni
dE d’E
—P-0 A 2p 0
dx dx

DAl
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Silové pusobeni na atomarni urovni

potencialni energie silového plusobeni mezi ¢asticemi

e sily vétSinou konzervativni

e rlizné mocniny vzajemné vzdalenosti

e pusobeni jednotlivych sil se sklada (princip superpozice)

e diky linearité integralu resp. derivace se
sCitaji potencialni energie pfislusejici
jednotlivym  konzervativnim  silovym '
polim

ulr) n
Br = odpudiva
slozka u

interakce vétsiho podtu objektu 0

e potencialni energie celé soustavy
(konfigura€ni energie) = prace vSech

: A=pFitazliva
interak&nich sil E_ = Z =

slozka u

2r - T
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Gradient potencialni energie

F

Hledame ke vztahu F(F) — E,(F) vyjadfenému rovnici E (T) = —j'lf(F’)-dF’+ Eo

vztah inverzni E_(F) — F(F).

PE po slozkach E, =— [ Fdx — [Fdx, - [Fydx; +E,, =— [ Fdx +E

X10 X20 X30 Xio

Diferencial libovolné funkce E_ (X, X,,X%;) muzeme (gfi splnéni predpokladu
spojitosti a existence jednotlivych parcialnich derivaci) zapsat ve tvaru

ok ok ok ok
dE, = ——"dx,+_"dx, + _—"dx, =" dx . Pio integrél dostaneme vztah
0%, OX, )8 OX;
[X1,%; %3] X OE Xa OE Xi OE
E = dE = Pdx; + Pax, + | -~ PdxX +E =1 _Pdx +E
i [Xlo:X!o,Xso]p X10 axl X'Eo X!o aXé 3 ” )::0 ax', | .

oE - -
Porovnanim ziskame hledané F, = —ap neboli F=—gradE  resp. F =-VE,
X.
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Intenzita pole. Potencial.

Intenzita pole — sila psobici na h.b.jednotkové hmotnosti | =

Potencial — potencialni energie h.b. o jednotkové hmotnosti o = —
m

3 Tu

E

p

—

_VE
Plati: | = 0p

p —

= =—Vptedy | =—Vo neboli |. = -7
m @ y @ i ox

3| T

Popis pole pomoci potencialu je vyhodny, protoze jde o skalarni veliCinu.

V oblasti, kde je konstantni potencial, je intenzita pole a tedy i sila nulova.
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Ekvipotencialni plochy. Silocary.

Gradient urCuje smér nejvétsiho rustu potencialni energie, sméruje proti vektoru
silového pole (F =—grad E ).

e Ekvipotencialni plochy jsou kolmeé k vektoru gradientu, protoze ekvipotencialni
plocha je v okoli bodu r dana podminkou dE  =dr-grad E (r)=0.

e SiloCary maji smér normaly
k ekvipotencialnim plocham, jejich
smér v daném bodé je shodny se
grad E ()

smérem gradientu v = —.
|grad E () |

e Hustotou silo¢ar se Casto
znazornuje velikost intenzity pole.
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