LINEARNI ALGEBRA II (PRO FYZIKY)
PozZDNI SBER

Dalibor Smid

MFF UK



Tato pfednaska obsahuje nékolik uziteénych a zajimavych
tvrzeni, kterd bychom byvali zvladli formulovat a dokazat uz
difve, ale zavedlo by nés to stranou od hlavniho vykladu. Miize
poslouzit i jako forma opakovani, pokud si v ramci
predpiednéaskové pifpravy pfipomenete potfebné pojmy. Na
programu jsou:

1. Cayley-Hamiltonova véta
Vzorec pro determinant exponencialy
Pozitivné (semi)definitni matice a Choleského rozklad
Soucasna diagonalizovatelnost komutujicich operatora
Gersgorinovy kruhy
QR-algoritmus

N o s

Gaussovské integraly



Dosazenim 2 x 2 matice do jejiho charakteristického polynomu
ziskdme pozoruhodnou rovnost é:

(¢ g>2_<a+d>(g Nt (3 0)= (5 0)

VETA (CAYLEY-HAMILTON)
Necht A € C"™"™ a py jeji char. polynom. Pak pa(A) = 0.

DUKAZ.

Necht o(A) = {1, ..., A}, pa(A) = T (A = M)k,

J = R7YAR = diag(Jy,, . . ., Jx,,) Jordantiv tvar A, kde J, je
k; x k; blok obsahujici buiiky s vlastnim ¢islem A;. Plati &
pa(A) =py(A) = Rps(J)R™L. Protoze (Jx, — MiE)¥ =0 &,

ps(J) =+]J(J - NE)N = <(Jk:1 - AolE)’“K 2) o,
=1

protoze i bloky uvniti matice L obsahuji nulovy ¢initel.

O]



Z Cayley-Hamiltonovy véty plyne, ze A™ je LK matic
E,A,...,A" ! napi. pro 2 x 2 matice

A? = (Tr A)A — (det A)E

Lze odtud napt. spoéitat rekurentné libovolnou mocninu matice,
aniz bychom potfebovali znat jeji spektrum. Pro A regularni lze
takto vyjadFit i inverzni matici, napf. pro 2 x 2

11
det A

(TrA)E — A)
Dalsi pékny vzorec, plynouci z pfevodu na Jordaniv tvar & je
detexp A = ™4

Specialné Tr A = 0 = detexp A = 1, neboli exp A zachovéava
orientovany objem.



Pozitivné (semi)definitni matice potkavame jako matice
skalarntho soucinu, Gramovy matice posloupnosti vektort,
matice normalnich soustav R” Rx = RTb v metodé nejmengich
¢tverctli, coby soucast polarniho rozkladu, jako souradnice
urc¢itych typi tenzori (setrva¢nosti, malych deformaci) i jinde.
Co o nich vime nebo snadno vypozorujeme (A realna
symetricka):

» A je pozitivné (semi)definitni < Vx : xT' Ax > 0 (> 0)

» Aje P(S)D « V vlastni ¢isla A jsou kladna (nezaporna)

» Jeli A P(S)D, pak diagonélni elementy a; = el Ae; jsou

kladné (nezaporné). Opa¢na implikace neplati .

» Je-li A pozitivné definitni, pak z blokové symetrické apravy

1 ol a aT 1 —iaT [« ol
—ia E a A o E ~\o fl—éaaT

plyne, 7e @« > 0 a A— éaaT je pozitivné definitni &. Opadna
implikace plati, semidefinitni verze tvrzeni neplati .



VETA (CHOLESKEHO ROZKLAD)

Je-li A pozitivné definitni matice, pak existuje prdvé jedna dolni
trojihelnikovd matice L s kladnou diagondlou, pro niz LLT = A.

Ditkaz indukei &: z IP 3L dolni trojahelnikova s kladnou

T
- . a o
diagonalou, ze A — éaaT = LLT. Pak L := ({; i )
Ja

Podobné jako u LU-rozkladu je mozné jej vyuzit k feSen{
soustav rovnic dvoufazovym dosazenim Ly = b, LTx =y.

Hlavnim minorem matice A € R™*" je determinant podmatice
vzniklé vynechanim néjaké mnoziny fadkid a stejné mnoziny
sloupcti. Vedouci hlavni minor je takovy, kdy vynechané
mnozina je posledni k-tice, k € {0,...,n — 1}. Z Jacobi-
Sylvesterovy véty plyne, Ze symetrickd matice A je pozitivné
definitni, pravé kdyz mé v8echny vedouci hlavni minory kladné.
Sylvesterovo kritérium zobecnime i na semidefinitni matice:



VETA
Symetrickd matice A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz jsou
vsechny jeji hlavni minory nezdporné.

DUKAZ.

Je-li A PSD, pak je PSD i kazd4 hlavni podmatice &.
Ptredpokladejme, ze opacna implikace je dokdzana pro matice
stupné mensiho nez n. Necht A € R™"™ PSD neni, A < 0 je jeji
vlastni ¢islo a x pFislusny vlastni vektor, ||x|| = 1. Je-li hlavni
minor det A < 0, pak jsme skondili, pfedpokladejme tedy opak.
Musi pak existovat jesté dalsi vlastni ¢islo p < 0 s vlastnim
vektorem y, ||y|| = 1, y L x. Zvolme « tak, aby néjaka (i-t4)
slozka z := x 4+ ay byla nulova. Pak

2T Az = 27 (Ax 4 aAy) = Xx x4+ ouyly < 0

To by znamenalo, ze hlavni podmatice A vznikla vynechanim
i-tého fadku a sloupce neni PSD. Z indukénfho pfedpokladu pak
musi byt n&jaky hlavni minor této podmatice (a tedy i A)
Zaporny. [



Necht A,B € End(V), AB =BA, XA € o(A), W <V vlastni
podprostor A pfislusny A. Pak W je invariantni podprostor A a
proveW

ABv) =B(Av) =B(A\v) =ABv = BveW

Zuzeny operator B|y ma vlastni ¢islo p a jemu p¥islusny vlastni
vektor w € W je spoletny vlastni vektor komutujicich operatori
A, B. Kdybychom takovych vektort nasli dim V', méli bychom
bézi, vzhledem k niZ% jsou oba operédtory reprezentovany
diagonlni matici. Rikime pak, Ze mnozina A = {A, B} je
soucasn€ diagonalizovatelnd. Obecné plati

VETA

Necht A C EndV je mnozZina diagonalizovatelngch operdtori.
Pak A je soucasné diagonalizovatelnd, pravé kdyz kaZdé dva
operdtory v ni komutugi.

Diikaz indukei & podle dim V. Véta ma vyznam v kvantové
mechanice a kdekoli, kde jsou dillezité symetrie.



VETA (GERSCGORINOVY KRUHY)
Kazdé vlastni ¢islo A € C™*" lezi pro néjaké i € {1,...,n} v
kruhu o stfedu a;; a polomeru )., |aij|.

DUKAZ.
Pro A\ € 0(A) zvolme x € V) a i tak, 7ze z; = 1 a Vj # 1,
1> |z;|. Pak ((A— AE)x); = 0 dava

N —aul = D> aiga| <Y laggllag] < lai]

J# J#i J#i

Matice je diagondlné dominanini, pokud |az| > >, |aijl.
Gersgorinovy kruhy pak neobsahuji pocatek, tedy A musi byt
regularni. Dalsi aplikaci je odhad chyby a test ukonceni
iterativnich algoritmt pro vypocet vlastnich ¢isel.



Piikladem takového algoritmu je QR-algoritmus. Je-li A =: Ay
redlna ¢tvercova matice s QR-rozkladem Ay = QR, definujme

Ai = RQ=Q"QRQ = QT 4Q = Q7' 4Q

Protoze Ag a A; jsou podobné, maji stejné spektrum. Pokud je
A symetricka, da se iteraci tohoto postupu ziskat posloupnost,
ktera konverguje k diagonaln{ matici, jejiz diagonalni prvky jsou
vlastni ¢isla A. Pro vétSinu ostatnich matic konverguje
algoritmus k matici blokové diagonalni s bloky velikosti 1 a 2 (ty
odpovidaji dvojici komplexné sdruzenych kofent1). Piiklad:

3 1 =1\ /59940 0.0284 —0.1323
A= 1 3 —1|°%d 50284 2.0002 —0.0009
-1 -1 5 —0.1323 —0.0009  3.0058

Tj. o(A) = {5.9940 = 0.1607, 2.0002 & 0.0293, 3.0058 + 0.1332}



O Gaussove integrdlu ffooo e dx je znamo, 7e je roven /7.
Odtud snadno pro Aq,..., A, >0

N2 — g2 T
e~ MNP A"””ndacl...dgcn: _

Pokud A € R™™ je pozitivné definitni symetrickd matice a U
ortogonélni matice, pro kterou UTAU = D = diag(A1, ..., A\n),
pak

_ T _ T T
/ eXAxdxl...d:rn—/ e X UPU X e . day
n n

Protoze |det U| = 1, substituce x’ = UTx zachovéava objem,
tedy dz) ...dz), = dxy ... dx, =: dx. Protoze det A = det D,
dostavame

_xT T Py’ n
e X Ade _ e X Dx dX/ _
Rn n det A




