
Lineární algebra II (pro fyziky)
Pozdní sb¥r

Dalibor �míd

MFF UK



Tato p°edná²ka obsahuje n¥kolik uºite£ných a zajímavých
tvrzení, která bychom bývali zvládli formulovat a dokázat uº
d°íve, ale zavedlo by nás to stranou od hlavního výkladu. M·ºe
poslouºit i jako forma opakování, pokud si v rámci
p°edp°edná²kové p°ípravy p°ipomenete pot°ebné pojmy. Na
programu jsou:

1. Cayley-Hamiltonova v¥ta

2. Vzorec pro determinant exponenciály

3. Pozitivn¥ (semi)de�nitní matice a Choleského rozklad

4. Sou£asná diagonalizovatelnost komutujících operátor·

5. Ger²gorinovy kruhy

6. QR-algoritmus

7. Gaussovské integrály



Dosazením 2× 2 matice do jejího charakteristického polynomu
získáme pozoruhodnou rovnost ♣:(
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V¥ta (Cayley-Hamilton)

Nech´ A ∈ Cn×n a pA její char. polynom. Pak pA(A) = 0.

D·kaz.
Nech´ σ(A) = {λ1, . . . , λm}, pA(λ) = ±

∏m
i=1(λ− λi)ki ,

J = R−1AR = diag(Jk1 , . . . , Jkm) Jordan·v tvar A, kde Jki je
ki × ki blok obsahující bu¬ky s vlastním £íslem λi. Platí ♣
pA(A) = pJ(A) = RpJ(J)R

−1. Protoºe (Jki − λiE)ki = 0 ♣,

pJ(J) = ±
m∏
i=1

(J − λiE)ki =

(
(Jk1 − λ1E)k1K 0

0 L

)
= 0,

protoºe i bloky uvnit° matice L obsahují nulový £initel.



Z Cayley-Hamiltonovy v¥ty plyne, ºe An je LK matic
E,A, . . . , An−1, nap°. pro 2× 2 matice

A2 = (TrA)A− (detA)E

Lze odtud nap°. spo£ítat rekurentn¥ libovolnou mocninu matice,
aniº bychom pot°ebovali znát její spektrum. Pro A regulární lze
takto vyjád°it i inverzní matici, nap°. pro 2× 2

A−1 =
1

detA
((TrA)E −A)

Dal²í p¥kný vzorec, plynoucí z p°evodu na Jordan·v tvar ♣ je

det expA = eTrA

Speciáln¥ TrA = 0⇒ det expA = 1, neboli expA zachovává
orientovaný objem.



Pozitivn¥ (semi)de�nitní matice potkáváme jako matice
skalárního sou£inu, Gramovy matice posloupností vektor·,
matice normálních soustav RTRx = RTb v metod¥ nejmen²ích
£tverc·, coby sou£ást polárního rozkladu, jako sou°adnice
ur£itých typ· tenzor· (setrva£nosti, malých deformací) i jinde.
Co o nich víme nebo snadno vypozorujeme (A reálná
symetrická):

I A je pozitivn¥ (semi)de�nitní ⇔ ∀x : xTAx > 0 (≥ 0)
I A je P(S)D ⇔ ∀ vlastní £ísla A jsou kladná (nezáporná)
I Je-li A P(S)D, pak diagonální elementy aii ≡ eTi Aei jsou

kladné (nezáporné). Opa£ná implikace neplatí ♣.
I Je-li A pozitivn¥ de�nitní, pak z blokové symetrické úpravy(

1 oT

− 1
αa E

)(
α aT

a Ã
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plyne, ºe α > 0 a Ã− 1

αaa
T je pozitivn¥ de�nitní ♣. Opa£ná

implikace platí, semide�nitní verze tvrzení neplatí ♣.



V¥ta (Choleského rozklad)

Je-li A pozitivn¥ de�nitní matice, pak existuje práv¥ jedna dolní

trojúhelníková matice L s kladnou diagonálou, pro niº LLT = A.

D·kaz indukcí ♣: z IP ∃L̃ dolní trojúhelníková s kladnou

diagonálou, ºe Ã− 1
αaa

T = L̃L̃T . Pak L :=

(√
α oT

1√
α
a L̃

)
.

Podobn¥ jako u LU-rozkladu je moºné jej vyuºít k °e²ení
soustav rovnic dvoufázovým dosazením Ly = b, LTx = y.

Hlavním minorem matice A ∈ Rn×n je determinant podmatice
vzniklé vynecháním n¥jaké mnoºiny °ádk· a stejné mnoºiny
sloupc·. Vedoucí hlavní minor je takový, kdy vynechaná
mnoºina je poslední k-tice, k ∈ {0, . . . , n− 1}. Z Jacobi-
Sylvesterovy v¥ty plyne, ºe symetrická matice A je pozitivn¥
de�nitní, práv¥ kdyº má v²echny vedoucí hlavní minory kladné.
Sylvesterovo kritérium zobecníme i na semide�nitní matice:



V¥ta
Symetrická matice A je pozitivn¥ semide�nitní, práv¥ kdyº jsou

v²echny její hlavní minory nezáporné.

D·kaz.
Je-li A PSD, pak je PSD i kaºdá hlavní podmatice ♣.
P°edpokládejme, ºe opa£ná implikace je dokázána pro matice
stupn¥ men²ího neº n. Nech´ A ∈ Rn×n PSD není, λ < 0 je její
vlastní £íslo a x p°íslu²ný vlastní vektor, ‖x‖ = 1. Je-li hlavní
minor detA < 0, pak jsme skon£ili, p°edpokládejme tedy opak.
Musí pak existovat je²t¥ dal²í vlastní £íslo µ ≤ 0 s vlastním
vektorem y, ‖y‖ = 1, y ⊥ x. Zvolme α tak, aby n¥jaká (i-tá)
sloºka z := x+ αy byla nulová. Pak

zTAz = zT (Ax+ αAy) = λxTx+ α2µyTy < 0

To by znamenalo, ºe hlavní podmatice A vzniklá vynecháním
i-tého °ádku a sloupce není PSD. Z induk£ního p°edpokladu pak
musí být n¥jaký hlavní minor této podmatice (a tedy i A)
záporný.



Nech´ A,B ∈ End(V ), AB = BA, λ ∈ σ(A), W ≤ V vlastní
podprostor A p°íslu²ný λ. Pak W je invariantní podprostor A a
pro v ∈W

A(Bv) = B(Av) = B(λv) = λBv ⇒ Bv ∈W

Zúºený operátor B|W má vlastní £íslo µ a jemu p°íslu²ný vlastní
vektor w ∈W je spole£ný vlastní vektor komutujících operátor·
A,B. Kdybychom takových vektor· na²li dimV , m¥li bychom
bázi, vzhledem k níº jsou oba operátory reprezentovány
diagonální maticí. �íkáme pak, ºe mnoºina A = {A,B} je
sou£asn¥ diagonalizovatelná. Obecn¥ platí

V¥ta
Nech´ A ⊂ EndV je mnoºina diagonalizovatelných operátor·.

Pak A je sou£asn¥ diagonalizovatelná, práv¥ kdyº kaºdé dva

operátory v ní komutují.

D·kaz indukcí ♣ podle dimV . V¥ta má význam v kvantové
mechanice a kdekoli, kde jsou d·leºité symetrie.



V¥ta (Ger²gorinovy kruhy)

Kaºdé vlastní £íslo A ∈ Cn×n leºí pro n¥jaké i ∈ {1, . . . , n} v
kruhu o st°edu aii a polom¥ru

∑
j 6=i |aij |.

D·kaz.
Pro λ ∈ σ(A) zvolme x ∈ Vλ a i tak, ºe xi = 1 a ∀j 6= i,
1 ≥ |xj |. Pak ((A− λE)x)i = 0 dává

|λ− aii| =

∣∣∣∣∣∣
∑
j 6=i

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
j 6=i
|aij ||xj | ≤

∑
j 6=i
|aij |

Matice je diagonáln¥ dominantní, pokud |aii| >
∑

j 6=i |aij |.
Ger²gorinovy kruhy pak neobsahují po£átek, tedy A musí být
regulární. Dal²í aplikací je odhad chyby a test ukon£ení
iterativních algoritm· pro výpo£et vlastních £ísel.



P°íkladem takového algoritmu je QR-algoritmus. Je-li A =: A0

reálná £tvercová matice s QR-rozkladem A0 = QR, de�nujme

A1 := RQ = QTQRQ = QTA0Q = Q−1A0Q

Protoºe A0 a A1 jsou podobné, mají stejné spektrum. Pokud je
A symetrická, dá se iterací tohoto postupu získat posloupnost,
která konverguje k diagonální matici, jejíº diagonální prvky jsou
vlastní £ísla A. Pro v¥t²inu ostatních matic konverguje
algoritmus k matici blokov¥ diagonální s bloky velikosti 1 a 2 (ty
odpovídají dvojici komplexn¥ sdruºených ko°en·). P°íklad:

A =

 3 1 −1
1 3 −1
−1 −1 5

 5 iterací−→

 5.9940 0.0284 −0.1323
0.0284 2.0002 −0.0009
−0.1323 −0.0009 3.0058


Tj. σ(A) = {5.9940± 0.1607, 2.0002± 0.0293, 3.0058± 0.1332}



O Gaussov¥ integrálu
∫∞
−∞ e

−x2dx je známo, ºe je roven
√
π.

Odtud snadno pro λ1, . . . , λn > 0∫
Rn

e−λ1x
2
1−...−λnx2ndx1 . . . dxn =

√
πn

λ1 . . . λn

Pokud A ∈ Rn×n je pozitivn¥ de�nitní symetrická matice a U
ortogonální matice, pro kterou UTAU = D = diag(λ1, . . . , λn),
pak ∫

Rn

e−x
TAxdx1 . . . dxn =

∫
Rn

e−x
TUDUTxdx1 . . . dxn

Protoºe | detU | = 1, substituce x′ = UTx zachovává objem,
tedy dx′1 . . . dx

′
n = dx1 . . . dxn =: dx. Protoºe detA = detD,

dostáváme∫
Rn

e−x
TAxdx =

∫
Rn

e−x
′TDx′

dx′ =

√
πn

detA


