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1. Je dana funkce

f(x) = i/cos(\/gx) - i/cos(\/gx).

Naleznéte Tayloriv polynom 4. fadu funkce f v bodé¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu
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2.V zavislosti na parametru x € R vysetfete konvergenci nasledujici rady
o0 xn
= 2n + (=Drn’
(15 bodt)
3. Spoctéte Newtondv integral
1
/ x+1 dx.
1 X + 2
(15 bodw)

4. Necht {a, };2, je nerostouci posloupnost s nezapornymi ¢leny. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Rada Y22, a, konverguje.
(2) Plati lim,— o na, = 0.
(3) Rada 322 | j—”ﬁ konverguje.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protipiiklad. MuzZete pouzivat véty z prednasek.
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Reseni uloh
Uloha &islo1.  Je dana funkce
f(x) = i/cos(x@x) - i/cos(x/gx).
Naleznéte Taylortiv polynom 4. fadu funkce f vbod¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu

7
m .

x—>0 x4

Resend. Vipocet Taylorova polynomu. Vyuzijeme znamé rozvoje

cost =1— %12 + it“ +o(t%), t — 0,

ale—1) ,

T+y)*=14ay+ 5 y2 +0(»?), y = 0.

Vsechny dalsi rozvoje budeme uvazovat v bod¢ 0.

Nejprve funkei cos slozime s funkei x = +/3x. Jsou zfejmé splnény ptedpoklady Véty 6.7. Dosta-
neme
COS(\/gx) =1- %xz + %x“ + o((v/3x)%)
Vaa SO 3x% + %x4 + o(x*).
Nyni slozime funkei y + (1 4 )!/3 s funkei x + cos(+/3x) — 1. Opét jsou splnény predpoklady
Véty 6.7., tj. limy—g(cos(+/3x) — 1) = 0 a pro kazdé x € P(0, 575) plati cos(v/3x) — 1 # 0.
Dostaneme

Veos(v3x) =1+ 122+ 2x* +o(x) — S(-32x% + 0()c2))2 + 0((cos(v/3x) — 1)?)

Véta 6.6(ii)
= 1—%x2—%x4+0(x4).

P1i aplikaci Véty 6.6(iii) jsme pouzili fakt

lim cos(+/3x) — 1 c

x—0 x2

Vcos(v/5x) = 1— 1x% = Lxt 4 o(x?).

Odectenim obou rozvoji ziskame Taylorv polynom funkce f(x):

R.

Podobné obdrzime

f(x) = (1 — %xz - %x“ + 0(x4)) — (1 — %xz — %x“ + 0(x4))
= éx“ + o(x*).
Taylortv polynom 4. fadu v bodé 0 je tedy

T4f’0 (x) = éx“.

Vipocet limaty.
. fx) . axtt+oxh) 1
Im — =lm&——~ = _.
x—>0 X x—0 x4 6



Uloha¢islo2.  V zéavislosti na parametru x € R vySetiete konvergenci nasledujfci fady
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Reseni:
Polozme pron € N

x" -
anzm, snzjglaj.
Plati i i
s §§|an|57 ()
Rada Do Lix| konverguje pro |x| < 1apro |x| > 1 neplati lim ‘x‘ = 0 podle Cauchyova kritéria.

Diky (%) a srovnavacimu kritériu mame

o pokud [x| < I, pak }_ |a,| konverguje, a tedy )" a, konverguje,

o pokud |x| > 1, pak }_ a, nesplnuje nutnou podminku konvergence, a tedy ) a, diverguje.

Piipad x = 1. Plati a, > 5. Podle srovnavaciho kritéria fada )_;2, a, diverguje, nebot Y 2| &

» diverguje.

Pripad x = —1. Je tfeba vysetfit konvergenci fady
i (=D
—2n+ (="

Pro k € N plati

5b
b + -1 n 1 —4k —1
=a _ a = -—-—---- _———

ke ke Ok T g T ok + 1 6k (2k — 1)6k
Rada Y32 | by diverguje (fadu Y 32, (—by) srovname s fadou Y 3o | %) Odtud plyne, ze fada
> re i (asg—1 +az) diverguje, a tedy lim s,x neexistuje vlastni. Potom také lim s, neexistuje vlastni

ay 2, ay diverguje.

Zdvér: Rada Z 1 an konverguje pravé tehdy, kdyz [x| < 1.
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Uloha é&islo 3. Spoctéte Newtontv integral

1
1
/ ‘/x+ dx.
—1 .X+2

Integral ma dva kritické body: u 0 a v co. Ozna¢me integrovanou funkci jako f(x).

Reseni:
Reseni tlohy c¢islo 3

Substituce. Pouzijeme substituci

x+1
= e (—1,1).
o) =[5 xeLD
Oznacme ¢(x) = z. Potom pro x € (-1, 1) plati:
»  x+1
x+2°

2x+2)=x+1,
x(22-1)=1-2z%.

Ponévadz z # +1, mame
1—2z2

(p—l(z) = X = ZZ—

1 z € H(p).

Dile plati:

(_1),(2):—41(12—1)—(1—2z2)-2z: 22 _ 1
vk @2 1) @-12 ¢

Pro z € J(¢) méme (9~ (2) > 0, # () = (0, \/g). Odtud plyne:

/1 AT, /Vi 2 4 /v% 22>,
X = -————dz = ———dz.
o N ERNCE R SEN

Vzhledem k Gpravé jmenovatele mizeme psat:

2
3 272

/0 Z— 12z + 1)? dz.
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Rozklad na parcidlni zlomky. Provedeme rozklad na parcialni zlomky:

272 A B C D

G2t -1 G- tzri T @rip

222 =Az-DGE+ 1?4+ Bz+1)?>+Ciz+1D)z-1)*+D(z—-1)?

z=1: 2=4B = B =

z=—-1: 2=4D — D =

| = N —

2% 0=—A+B+C+D

2?2 0=44+4C = C=-4

272 1 ( 1 1 1 1
(z-D2(z+1)?* 2

Dopocet integralu. Potom plati

/f

2
3 M T _ L e
gz)dz = [z(logk =g —logle 1=~ 1)]0

N =

Ji-1
1 “/__\/5 2\/g _ 1
=ils i s ) T s
:—10g(«/§+ «/§)+\/g

+ - +
z—1 (@—-1D? z+1 (z+1)?

1
3

1

) =:g(2)

(log(1 — /2) - —=— ~log(y/Z + 1) - ﬁ) -

-y

1

2

2
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Uloha &islo 4. Necht {a,}%; je nerostouci posloupnost s nezapornymi ¢leny. Uvazujte nasle-
dujici tvrzeni.
(1) Rada Y22, a, konverguje.
(2) Plati lim,_,oona, = 0.
n=1

(3) Rada Y% f’/—”; konverguje.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protipiiklad. Mizete pouzivat véty z prednasek.
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Reseni:

(a) Implikace plati. Zvolme & > 0. Protoze Y .2, an konverguje, spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Nalezneme tedy ng takové, ze pro kazdé m > n > ng plati Y, ak < e. Diky nutné
podmince konvergence fady mame lima, = 0. S pomoci tohoto pozorovani nalezneme n, > ng
takové, ze pro kazdé n > n; plati nopa, < ¢. Zvolme n > n;. Protoze je {a;} nerostouci, dostavame

n n
&> E ayg = E dy = nay —Nody > na, — €.
k=ngo+1 k=no+1

Tedy na, < 2¢. Odtud plyne lim, o na, = 0.

(b) Implikace neplati. Zvolme posloupnost

1

=(n+1)log(n+l)’ neN.

An

Tato posloupnost je nezaporna a nerostouci. Plati: lim, o na, = lim, WU{;W =0, ¢imz

je splnéno tvrzeni (2). Aviak fada Y2, m podle integralniho kritéria diverguje

o0 1 - B
/1 Gt Dlogl + D" = [log(log(x + 1)];” = oce.

) Implikace plati. Rada 3°°°_, —L— je konvergentn{ a plati
p V4 ~ ) g P

n=1 pn./n
an_
. n .

lim Tf = lim na, =0.

n—>00 —— n—oo
n\/n

. . 7 7 e L v, [o.¢] an .
Podle limitniho srovnavactho kritéria tedy fada ).~ , N konverguje.



