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ZADÁNÍ PÍSEMNÉ ČÁSTI ZKOUŠKY - VARIANTA D

LUBOŠ PICK

Příklad D1. Uvažujte funkci f : R2 → R danou předpisem

f(x, y) =

{
2
√
ye−x, y ≥ 0,

1
2 sin(2y), y < 0.

(a) Nalezněte všechna maximální řešení diferenciální rovnice y′ = f(x, y), určete jejich defi-
niční obory a načrtněte jejich grafy.

(b) Nalezněte všechna maximální řešení y splňující podmínku y(0) = − 3π
4 .

(10 bodů)

Příklad D2. Uvažujte soustavu diferenciálních rovnic

5y′ − 2x′ + 4y − x = e−t

y′ + 8y − 3x = 5e−t

pro diferencovatelné funkce x, y proměnné t.
(a) Nalezněte všechna maximální řešení soustavy.
(b) Nalezněte všechna maximální řešení soustavy splňující podmínku x(0) = 2, y(0) = 1.
(c) Určete množinu všech [x0, y0] ∈ R2, pro která platí: tvoří-li dvojice funkcí x, y maximální

řešení uvedené soustavy vyhovující podmínce x(0) = x0, y(0) = y0, potom jsou funkce x(t) a y(t)
omezené na intervalu [0,∞). (10 bodů)

Příklad D3. Dokažte, že vztahy

cos(x+ y) + cos(u+ v)− u = 0

sin(xy) + arctg(uv) + v = 0

definují na jistém okolí bodu [u, v, x, y] = [0, 0, 0, π] diferencovatelné funkce u, v proměnných x, y
takové, že u(0, π) = 0 a v(0, π) = 0. Nechť h = [− 1

2 , 7e]. Rozhodněte, zda existuje Dhv(0, π) a
pokud ano, spočtěte ji. (10 bodů)

Příklad D4. Uvažujte funkci f : R3 → R danou předpisem

f(x, y, z) = x− y + 2z

a množinu
M =

{
[x, y, z] ∈ R3, z ≤ 1, x2 + y2 + z2 < 4

}
.

Určete supM f a infM f a rozhodněte, zda funkce f těchto hodnot na množině M nabývá. (10
bodů)

Příklad D5. Označme ℓ1 množinu všech posloupností reálných čísel {an} takových, že řada∑∞
n=1 an je absolutně konvergentní. Rozhodněte o platnosti následujících tvrzení a buď je dokažte,

nebo sestrojte protipříklad.
(a) ℓ1 ⊂ c0,
(b) ℓ1 je separabilní v c0,
(c) ℓ1 je kompaktní v c0,
(d) ℓ1 je křivkově souvislá v c0. (10 bodů)
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