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1 Mechanika hmotnych bodu

1.1 Zakladni kinematické veliciny, Newtonovy pohybové za-
kony.

Zakladni kinematické veliciny

Hmotny bod (HB)

e matematickd abstrakce, modeluje pouze 3 transla¢ni stupné volnosti tézisté télesa bez uvazovani
jakychkoliv dalsich.

e popis pohybu dén ¢asovou zavislosti trojice katézskych souradnic sdruzenych do polohového vek-

toru
7=7(t) ... Tato spojitd funkce ¢asu je nazyvina trajektorie

Prameérna rychlost télesa

e Pramérnd rychlost télesa mezi ¢asy t1,ts je ddna nasledovné:

7 (t1) — 7 (t2)

U =
ty —to

Okamzita rychlost

e Okamzita rychlost v ¢; je ddna ¢asovou derivaci 7 v bodé t;.

Zrychleni

¢ definovano jako casova derivace rychlosti. Zrychleni lze rozlozit na norméalovou @, a tecnou a; slozku:

2
N - - - o 5 o vT
dy = (d-éy)éy|, ap =4 — 0y = — €y

R

Kde R je polomér kiivosti trajektorie a €, vektor smérujici ke stfedu oskulaéni kruznice.

Pro a;=0 ... rovnomérny pohyb
Pro a,=0 ... pifimocary pohyb
Hybnost HB
P =mu

Moment hybnosti vzhledem k néjakému bodu:




Newtonovy pohybové zakony

1. Newtonuv zdkon (zdkon setrvacnosti, pocet sil = 0)

Teleso setrvavd v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu, dokud neni
nuceno vnéjsimi vlivy (pisobenim jiného télesa) tento svij stav zménit.

2. Newtoniiv zakon (zdkon sily, pocet sil = 1)

Sila F plisobict pisobici na téleso o hmotnosti m mu udéluje zrychleni a.

F = =m-da

i

3. Newtonuv zdkon (zikon akce a reakce, pocet sil = 2)

Kazdd akce vyvoldvd reakci stejné wvelikosti a opacného sméru, aneb vzdjemnd
silovd pusobeni dvou téles jsou stejné velikd a opacné orientovand.

Takto formulované NPZ plat{ pouze v inercidlni souradné soustavé (IS).

Pojmy:

o inercialni souradny systém (IS)
isolovana ¢éastice v IS zustavd v klidu/rovnomérném piimocarém pohybu

e« hmotnost
mira odporu télesa ke zrychleni (zméné sméru nebo velikosti rychlosti)

o sila
zpusobena pusobenim druhého télesa (pfimym, polnim)

— moment sily vici néjakému bodu

M=F x

kde I je vektor relativni vzdalenosti ptisobeni sily od bodu.

Primym vypoctem lze ukazat, ze z druhého Newtonova zdkona plyne:

— impuls sily

e diferencial prace dW
AW = F - dF

kde dr je néjaky element drahy podél které sila F ptisobi.

e kineticka energie F}
prace, kterd by musela byt vykonana pro urychleni télesa z nulové rychlosti:

- d7 d /1 1
Ek:/F'dF:/ma‘rdt:m/<'l)2)dt:m1]}2"
, , dt L \2 2




» potencialni energie E, () jako funkce polohy
Pokud na hmotny bod pusobi sila, jiz vykonand prace nezavisi na draze.

E, je pak definovdna jako drahovy integrdl silového pole z libovolného pevné zvoleného bodu
v prostoru do 7. Takové pole je nazyvano konzervativni.

=

Ekvivalentnti podminka pro nezavislost drahového integralu je nevirovost silového pole v dané (jed-
noduse souvislé) oblasti:
VxF=0

Sila je pak vyjadritelnd jako —VE,.

Lze ukdzat, Ze soucet potencidlni a kinetické energie nazvang celkovd mechanickd energie se neméni, pokud
jsou vsechna silovd pole v systému konzervationi.

E=FE,+ E
Konservativni pole Nekonservativni pole
N - % \ t2 0t ¢ # 7 ~
N - . ) ' ' ¢ . - -
- - - = 3} 1l f 7 ~ - -
~ - . ~ 5 7 e - - -
e e e e W\ /w I
S .
- - - & ! X e . - -
v - e ¢ 1_1“ } i \ ~ -
v - I i { 4 % B - ~
- - ¢ : 21+ 3 4 " “




1.2 Inercialni a neinercialni soustavy.

Inercialni soustavy
=> plati zde Newtonovy zakony
=> vyskytuji se zde pouze pravé sily (vystihuji fyzikdlni interakei), sily definované NPZ

=> existuje alespon jedna IS, pak dle Galileova principu relativity jich existuje nekone¢né mnoho

Newtoniiv inercidlni systém predpoklada:
e absolutni eukleidovsky 3D prostor
vici némuz uréujeme, zda je téleso v klidu ¢i nikoliv
o absolutni linearni cas

e prostor a cas jsou oddéleny

Symbolicky:

a i
E =0 < EZG ... F;, pravé sily
i=1

!

Souradné systémy spjaté se Zemi jsou inercidlni jen priblizné, protoze Zemé se otaci s relativné malou, ale
nenulovou thlovou rychlosti.

Neinercialni soustavy

Pokud je ale zaveden do rovnic pohybu ¢len zpusobujici zrychleni pohybu vaéi neinercidlnimu sys-
tému, ale ne vudi IS, mluvime o siladch zdanlivych (nepravych).

N
L, dv - _
Fg + Z F,=0 < & =0| ... Fg, setrvacnd, neprava sila
i=1

Specidlné pro soustavu otacejici se vuci IS s rovnomérnou thlovou rychlosti w vici ose z lze z transfor-
macnich vztahii odvodit dvé zdanlivé sily:

e Coriolisovu silu F¢

Fo= —2m@d x i = (2mwvg, —2mwuy, 0)

¢ Odstredivou silu ﬁo
F, = (2mwz1, 2mwzs, 0)

kde 1,22, v1,v2 jsou z-ové a y-ové souradnice a rychlosti viuci korotujici bazi.

V pripadé Zemé se soucet odstiedivé a gravitacni sily nazyva sila tthova.




1.3 Prvni a druha impulzova véta.

Pokud uvazujeme soustavu hmotnych bodi, ¢asto mezi nimi uvazujeme také sily a vazby.

’Pokud mdme N hmotngch bodi a k vazeb, md systém 3N — k stuprii volnosti.

=> Specidlné pokud pozadujeme konstantni vzdalenosti mezi kazdymi dvéma body jedna se o tuhou
soustavu =  pouze 6 stupnu volnosti ... 3 transla¢ni a 3 rotacni.

=> Spojitd obdoba tuhé soustavy je tuhé téleso.

=> Tuha soustava a tuhé téleso zanedbava zmény rozlozeni hmoty ¢i deformaci pii libovolné velikych
pusobicich silach.

v

Pro soustavu HB definujeme tézisté nebo téz hmotny stfed, jehoz polohovy vektor je dan:

_ Ziv m;T;

> mi

3L

S

Prvni impulsova véta

Casovd zména celkové hybnosti soustavy P je rovna vyslednici Fp wnéjsich sil piisobicich na sou-
stavu. Tedy:

dP -
- _F
a ~ F

Vyplyva z 3. Newtonova zakona, protoze kazda vnitini sila ma sviij opacny ekvivalent a tudiz se pti
s¢itani do vyslednice celkové zmény hybnosti vynuluji.

Integralni tvar:

Vv

strané rovnice.

Tyto véty ospravedlnuji pouziti abstrakce hmotného bodu i pro vétsi télesa.

Druha impulsova véta

—

Pokud predpokladame, ze vzajemné sily F,; dvou bodi a a b jsou ve sméru jejich relativniho po-
lohového vektoru 7, pak plati i druha véta impulsova.

Casovd derivace celkového momentu hybnosti soustavy hmotnych bodu L. je rovna vyslednému mo-
mentu vnéjsich sil Mg pusobicich na soustavu (vzhledem k témuz bodu). Tedy:

dL,

— M
dt B

Dasledek: Zakon zachovani momentu hybnosti

Mp=0 = L. = konst.




1.4 Keplerovy zakony.

1. Keplerav zakon

2. Kepleruv zakon

3. Kepleruv zakon

(tvar obéhu)

Planety se pohybuji po elipsich mdlo odlisngch od kruznic, v jejichZ spolec-
ném ohnisku je Slunce.

Reseni Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro pohyb v centralnim poli:

r(p) = H%;S(QD) ... rovnice kuzelosecky

(pravodic)

Pruvodic planety opisuje za stejné casové intervaly stejné plochy. Element
plochy opsané za cas privodicem ovsem odpovidd aZ na konstanty momentu
hybnosti L a konstantni opsand plocha tedy odpovidd zachovani L.

Zakon zachovani momentu hybnosti.

(pomér)

Pomeér druhych mocnin obéznych dob libovolnych 2 planet je roven pomeéru
tretich mocnin jejich velkych poloos. Tuto skutecnost lze alternativné vyjadrit:

T2
— = K = konst.
a

Kde T je doba obéhu a a je velkd poloosa dané elipsy.

Zékon lze odvodit pomoci druhého Keplerova zakona:

T
S:/dS:/ idt:iT,S:ﬂ'ab
0 2m 2m

Parametry a a b ovsem lze vyjadrit pomoci excentricity ez rovnice kuzelosecky a
Binetova vzorce. Ziskdvame tedy:

472

GM

K

planeta

f1

Slunce




1.5 Harmonicky oscilator (netlumeny, tlumeny, vynucené kmity).

90-95% fysiky

For those of you who may not have heard of it, a classical harmonic oscillator
describes the motion of a spring.

P ANN /l }‘ ;‘ \ " f\ﬂl\f\f\f\f\f\iﬂ

we can see in the un.'verse because n!s math is afmosr Jdennca! to the math of the
prevamng theory of rea!rty Quantum Field Theory.

Stays constant

energy  total energy

/“\




Netlumeny harmonicky oscilator
=> nejsou uvazovany disipativni sily

Uvazujeme jednorozmeérny pohyb pusobeny silou F' = —kx kde k miize byt napfiklad tuhost pru-
ziny a x vychylka z rovnovazné polohy. Rovnice pohybu pak jsou:

mi = —kx
Energie harmonického oscilatoru:
.”/_- - h
1 1 P _
L =—-mi®— Zka? P
2 2 / ///// o~ \
) ) . ) | / //"' TS b \ \ \
tedy ¢ = = a kanonicka hybnost je p = % = ma. { I i,f Is if' { Ir i{//(_\- \\\} | } \l \I \I }
L L \\\m:_i" ') a
Trajektorie vyvoje jsou kiivky \\\\\ \\i \\\\ &\:‘h::’);/a/}//.// // ,,f
— T -
q(t) = Acos(wt +9), \\ I ——— ////
e~ —
p(t) = —mwAsin(wt + 6), S~

kde A a § jsou integra¢ni konstanty a w = \/k/m.

Pro rtzné pocateéni podminky dané A,d§ vypadaji trajektorie vyvoje tvotici fizovy portrét takto:
Vidime, ze se jednd o soustifedné uzaviené krivky, a snadno dokazeme, Ze to jsou elipsy, nebot plati

2 2
q(t) N Pt \"_y
A mwA '
Cim vétsi amplituda oscilaci A, tim vétsf je elipsa.

Elipsy jsou soucasné energetickymi nadplochami F = konst, protoze v dusledku zdkona zachovani
mechanické energie je

1 1 1 1 1
E=T+V = §m5c2 + §km2 = %pQ + §I<:q2 = §kA2 = konst.

Vsimnéme si také, ze kazdym bodem fazového prostoru prochdzi pravé jedna trajektorie vy-
voje: krivky se nikde neprotinaji, nebot vyvoj systému je jednoznacny.

Specidlnim bodem je samotny pocatek fazového prostoru (¢,p) = (0,0), ktery zjevné odpovidd
stojicimu oscildtoru s nulovou amplitudou A = 0 a tedy s nulovou energii £ = 0.

evvs

rovnovazny stav systému.




Tlumeny harmonicky oscilator

=> disipativni sily doplnény

—

F =mie, = (—kx — bi)é, b>0

Znaceni: wj = vlastni frekvence

20 =

k
m
b .. . .
— soucinitel treni
m

= &+ 260 +wde =0

o nadkriticky atlum (aperiodicky pohyb)
0 > wy, velké tlumeni, obecné feseni:
z(t) = Cre®'! + coe®?!
o kriticky dtlum (mezni aperiodicky pohyb)
& = wop, konverguje rychleji, nez v pripadé aperiodického tlumeni, obecné reseni:
x(t) = (A4 Bt)e w°!
e slabé tlumeni
0 < wg, tlumené harmonické kmitani, obecné reseni:
x(t) = Cre ottt
Pro tlumeny oscilator kvili disipaci jiz neplati zachovani mechanické energie. Soustredné elipsy fa-
zového portrétu se proto zméni na neprotinajici se spiraly, které se postupné blizi stabilnimu singuldrnimu
bodu v poéatku fazového portrétu (¢q,p) = (0,0).

Protoze tlumeni je exponenciadlni funkce casu, trajektorie by do tohoto singuldrniho bodu dospély
az v nekonecném case t — 00.




Vynucené kmity

=> doplnéni budici sily do pohybové rovnice

mi = —kx — bi + Fy cos(Qt)

Znaceni: ) ... tuhlova frekvence budici sily
ok ,
wy = — vlastni frekvence
m
b U
20 = — soucinitel tieni
m
Pohybova rovnice: i+ 200 + wiz = Set*
Reélna cast obecného Teseni: z(t) = Ae O sin(wt + o) + | Ag| cos(Q)t + )

10




1.6 Pohyb s vazbami, d’Alembertav princip.

Pohrb s Vasbami (AI preklad)

e vazba = podminka omezujici volny pohyb hmotného bodu

e Newtonova pohybova rovnice s vazbou

mé=F+R F = ftisténa sila, R = vazbova sila

Klasifikace vazeb podle tfi ruznych kritérii:

oboustrannd: ¢ =10 omezeni na podprostor ,
vazba ‘ ; . )
jednostrannd : ¢ > 0 omezeni na poloprostor.
b skleronomni :  ¢(a7) nezavisla na case,
vazba _
rheonomnyi : o(x?,t) zavisla na Case.
b holonomni : b(x? 1) nezavisla na rychlosti,
vazba o o i
neholonomni: ¢(x?,37,t)  zavisla na rychlosti.

Piiklady jednoduchych vazeb:

e naklonénd primka:
p=y—uxtana=0.

Bod o soutadnicich (z,y) se miize pohybovat jen po primce,

tihel jejiho sklonu je o, nebof tana = y/x
(ptedpokladame z = 0; pro z libovolné jde o naklonénou rovinu).

o matematicke kyvadlo:
=22 +y? —12=0.
Bod o soufadnicich (x,y) se miize pohybovat jen po kruznici,
jejiz stfed je v pocatku a polomér ma /
(predpokladame z = 0).

o sfericke kyvadlo (pohyb po povrchu koule):

Y
p=2+y2 +22-12=0. :
Bod o souradnicich (x,y, z) se mize pohybovat jen po sféfe,
jejiz stfed je v pocatku a polomér ma [. o

o pohyb po zvétsujici se kouli:
p=+y*+ 22 - 1) =0.

Bod o soufadnicich (x,y, z) se mtize pohybovat jen po sfére,
jejl polomeér se meni jako zadana funkce asu [(t).

11




D’Alemberttv princip

Soustava N hmotnych bodu se vyviji takovym zptusobem, zZe

3N
Y (midi — F)éz' =0 (2.31)
=1

pro kazdé virtualni posunuti 0x*, které je v souladu s vazbami.

Virtualni posunuti

Co presné je ale minéno ,nekonecné malym posunutim“? Odpovéd dava az moderni geometrickad
definice: virtudlni posunuti dx* jsou kartézske slozky libovolného vektoru t, jenz leZi v tecné roving
k vazbdm v daném bodé a v daném case, jak ukazuje nasledujici obrazek:

/N

Geometricka podoba

D’Alembertiv princip mechaniky muZeme pieformulovat do ryze geometrické podoby (kdy oproti
(2.31) se jiz neodvolavdme na pouzité souradnice a slozky vektori), totiz

(mX—F)-t=0 pro viechna t € TpQ

kde symbol - znaci skalarni soucin vektoru.

Ekvivalentnost

D’Alemberttv princip mechaniky je ekvivalentni Lagrangeovym rovnicim I. druhu

a tedy Newtonovym pohybovym rovnicim s holonomnimi vazbami.

Princip virtualni prace

=> SPEKCIALNI piipad d’Alembertova principu, neodehrava se p¥i ni zadnyg pohyb

3N
> Fisz' =0
1=1

Rikdme mu princip virtualni prace, protoze vyraz nalevo mizeme fyzikalné chapat jako skalarni soucin
pusobicich sil a vektoru virtualniho posunuti z daného bodu.

Prace vykonana pri virtudlni vychylce systému z rovnovazné polohy je nulova.

12




1.7 Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

=> Pohybové rovnice soustavy, jejiz konfigurace jsou vyjadreny vhodnymi zobecnénymi souradnicemi.

1D tvar

afor_or_,
dt \ ¢ 0Oq

kde @ jest zobecnéna sila, tedy primeét obvyklé sily F' do tecného sméru k zobecnéné souradnici g a T jest
kineticka energie
oT
= =
0q @

Zobecnény tvar

dfor_or_
dt \o¢gi  9¢7 7’

Pro pole, v némz pusobi pouze konservativn{ sily (potencidl V nezévisi na zobecnénych rychlostech)

a(oL oL
dt \og7  d¢7

kde (lagrangian),

V(e) ... potencidlni energie

Prakticka ,,Lagrangeova kuchafka* pro sestaveni pohybovych rovnic tedy zni takto:

1. Uréime pocet stupiiil volnosti n a zavedeme vhodné zobecnéné souiadnice ¢/, j = 1,...,n
(neboli n parametrii ¢/ jednozna¢né popisujicich pohyb soustavy v souladu s vazbami).
2. Vyjadiime kartézské souradnice 2' pomoci zobecnénjch souradnic ¢/,
t.j. uréime vztahy z'(¢’,t), kdei =1,...,3N, j=1,....n.
de* — d

3. Vypoéteme kartézské rychlosti 45 = L [a'(¢/(t),1)].

, e, . 3N o fc g i i
4. Dosazenim do definice kinetické energie T = 1 377 m; (‘ffﬁ ) ziskame T'(¢’, ¢/, ).
5. Dosazenim x'(¢”,t) do potencidlni energie V (') vypocéteme V(¢7,t).
6. Stanovime Lagrangeovu funkci L =T — V.

s Y sl ey 1 PR T , : d{aLy _ dL _
7. Jejim derivovinim ziskime Lagrangeovy pohybové rovnice J; ( Uc.':-"') 5 = 0.

13




1.8 Hamiltonovy kanonické rovnice a Poissonovy zavorky.

Hamiltonovy kanonické rovnice

. OH ; OH
J — — = ——

OL

pj = a—qj ... kanonicka hybnost
n
H (qj, Dj, t) = Z;loiqz — L ... Hamiltonova funkce
i=1

H=T+V| ... hamiltonian

/N

Z pohledu exaktni formulace mechaniky v jazyce diferencidlni geometrie lze tedy shrnout, ze
Lagrangeova mechanika se odehrava na tecném bandly TQ konfiguraéniho prostoru (variety) Q,
zatimeo Hamiltonova mechanika se odehrava na kotecném bandiu T*Q téhos vychoziho prostoru Q.
Pouzivaji tudiz navzajem dudlni popisy (., 1-formy jsou dudlni k vektortim, a naopak®). Dynamika
(Gasovy vivoj) daného systému jsou pak uréeny Lagrangeovou resp. Hamiltonovou funkei, coz jsou
skalarni funkce na riznych prostorech:

Lagrange: L je funkce na TQ, coz je rychlostni fazovy prostor

Hamilton: H je funkce na T*Q, coZ je (hybnostni) fiazovy prostor

14



Poissonovy zavorky

T Z(af %9 _ 01 0a)

dq’ Op;  Op; O

Vlastnosti Poissonovych zavorek

1. {f.g}=—19,f} antisymetrie
2. {afit+eafe, 9} =ca{fi,g} +c2{fa 9} (bi)linearita
3. {{f.9h h}+{{g,h}, f}+{{h.f}, 9} =0 Jacobiho identita

4. {f,.f}=0 dtisledek antisymetrie
5 A{fg,h}y={f,h}g+ f{g,h} Leibnizovo pravidlo
6. %{f g} = {%f gt + 1/, %g} derivace dle parametru t

Fundamentilni PZ o
{qlaa]}zoa{pj7pi}20 vz7]€{177n}

{d'.p;} =6

Integrdl pohybu je vyraz tvaru f(g¢’,¢”), ktery v kazdém ¢ase ¢ nabyva konstantni hodnoty,
kdy# ho vyéislime padél libovolné trajektorie i (t) fedici pohybové rovnice daného systému.

o PZ a integraly pohybu (IP)

af _ of
dt _{f7H}+$

— F(qj,p;) jeIP < {f,H}=0.
— H (gj, p;) nezéavisld na case je IP.
— Jsou-li f a g IP, pak {f, g} je IP.

15




1.9 Hamiltoniv variac¢ni princip.

Formulace Hamiltonova variac¢niho principu

08 =0}

S

f )
t1

L(¢(t),d (t),t) dt

Pohyb soustavy se v ¢asovém intervalu ¢ € [tq,t2] déje tak, ze

Funkcional S se nazyva akce a je definovan pomoci integralu

Lo
Ldtzf
t1

kde L je prislusna Lagrangeova funkce systému.

Skute¢nd trajektorie ¢ (t) je takova, ze akce S pro ni nabyvé staciondrni hodnotu.

Jednotka akce [S] = J - s, stejnou jednotku mé planckova konstanta 7

¢ (t)
| spojité
gt (t) = q(x, )

®(x,y,2.1)

B(xt)

Az,
Maxwell

| vice dimenzi prostoru

| relativisticky
|l slozitéjsi pole

yrr.u(m“ ] i
Einstein

JjEN
prostiFedi

zeR

atd.

V teorii kontinua a teorii pole nas samozfejmé zajima protorocasovy vyvoj prislusnych fyzikal-
nich veli¢in. Ty jsou uréeny pohybovymi rovnicemi resp. evoluénimi rovnicemi pole. Je opravdu
pozoruhodné, ze tyto rovnice pole lze odvodit z variacni principu 45 = 0.

16




2 Mechanika tuhého télesa

2.1 Eulerovy uhly a Eulerovy kinematické rovnice.

Ortogonilni matice A jednoznaéné urénjici vztah mezi dvéma libovolné natoéenymi biazemi je
uréena pouhymi 3 nezévislymi parametry (matice 3 x 3 obsahuje obecné 9 prvki, relace orto-
gonality v8ak ptedstavuji 6 vazeb). Libovolnou rotaci kolem pocatku miizeme pfitom realizovat
tFfemi po sobé jdoucimi jednoduchymi rotacemi kolem vhodné pevné osy. Za thlové parametry
zminénych tii jednoduchyeh rotaci zvolil Euler (1738) T4

@ ... precesnd thel
¥ ... nutad
... rotacnd thel

whel

Jejich vyznam plyne z nasledujici konstrukee matice A:

1. Vyjdeme z baze e; pevné v prostoru a provedeme otoc¢eni kolem osy xg o 1ihel ¢, Otoceni je
déno matici (6.8)
cosip sing 0
D= | —sing cosg 0
0 0 1

2. Nasledné provedeme otaceni kolem osy o} o tthel ¥ dané matici

1 0 0
=10 cost! sind
0 —sint cosd

3. Nakonec provedeme otoceni kolem osy x4 o iihel ¢ dané matici
costy singy 0

B=| —siny cosy 0
0 0 1

Eulerovy kinematické rovnice

Q, = psindsiny + J cos Y,
Q, = ¢sind cos1p — Jdsint) |

Q. = pcost+ 1,

kde jsme oznacili osy vysledného systému korotujiciho s télesem jako (x,y, 2).
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2.2 Tenzor setrvacnosti.

= Tensor setrvacnosti popisuje setrvacné vlastnosti tuhého télesa
viici rotacnimu pohybu.

ZA
Tx. ' Lo Ly Iz | dox |
Ty|=|Ix Iy Iyz || doy|  desgm]oroor
12| | I Izy Iz doz, .a":k':'_’:. W~ ¥
| ' T -
1~ 1 | Inx Ixy Ixz o - Iz
Tx Olx i, ’CX
Tvil= | Iyx Iyy I a
y yy 1yz y T=1a I=mR?2
Tz lax: Yy Tau | V0%
7o | dzx dzy 1z F = ma

Odvozeni

e Vyjdeme z momentu hybnosti L tuhého télesa
L:Zr“xp“:Zm“r“x(er“),
a a

kde sumace probiha pres vSsech N bodu télesa, a = 1,2,---, , N, majicich hmotnosti m® v mistech
r?. Ve vzorci jsme pouzili vztah v* = (dr®/dt)[  op0r = 2 X 1T¢

e Libovolny vektor &, promitneme L na &,

L-&=> mir"x (Qxr%)-£=> m*(£xr%)- (2 xr%),

Definujeme tensor setrvacnosti

I(&,)=> m*(Exr")- (2xr*)=L-¢

o Funkce I(&, Q) definovand timto vztahem piitazuje dvojici vektort (&, ) redlné ¢islo rovné L - £

o Evidentné je linearni v obou argumentech a symetricka.
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* momenty vici soufadnicovym osam x,y,z « deviaéni momenty

: 2
Loz = Z mi(y; + 27) Dyy = Z M Yi

2 2
L= Z m;(x; + y; ) s = Z M Ti%

* tenzor momentu setrvaénosti
I.r-:rr _Dr.y _DJ‘:
I= _Dyﬂ' Iyy _Dy:
_Dz:r _D:y Iz:

» pokud zvolime jako soufadnicové osy hlavni osy télesa jsou deviaéni momenty nulové

= tenzor momentu setrvacnosti
I O 0

I = () I vy 0

() () I

Definujeme kinetickou energii otacejiciho se télesa

e Dosadime za vektor £ vektor €

[(Q,9) =Y m (2 x1)- (@ x1%) =Y mv" v =2,
a a

kde T je kinetické energie otacejiciho se télesa.

Slozky I;; tenzoru I jsou definovany jako obrazy vektort béaze e; a e;,

Ii;=1(eej) = Zma (e; xr?) - (ej xr?)
a

Polohové vektory jednotlivych bodi télesa lze ovSem také vyjadiit v bazi {e;},r® = z%e; pro spojité
prostredi

Iij = /(5ijxkxk — fﬂil’j) pdV,

L; = I;;Q; ... slozky momentu hybnosti
1
T = §Iij Q;Q; ... kinetickd energie

Zjednoduseny vztah

In = Iijninj7

kde I, je obvykly moment setrvacnosti télesa pti otac¢eni kolem osy vedouci zvolenym pocatkem soustavy.
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Transformacni vlastnosti tensoru setrvacnosti

e Vidi rotacim se chova jako tensor

Il = AigAjili

o Vudi translacim (posuv pocatku o konstantni vektor a bez otoceni os) lze odvodit Steinerovu vétu

Lij = I

ij

+ (0;jarar — aza;)m

Elipsoid setrvacnosti

Oznadime-li §; = n;/v/I, pak v béazi hlavnich os mé podminka tvar

L66 = L&+ & + 13¢5 =1

o . v s . . .1 1 1 ,
V prostoru parametrtt (£1,&2,&3) tato podminka uréuje povrch elipsoidu s osami NI kterému

rikame elipsoid setrvacénosti.

&3

Vlastnosti
e Zvolime-li libovolny smér osy otaceni n, je tim urcen téz smér vektoru £ ~ n.
o Jeho délka |€| je jednoznaéné uréena prusecikem daného sméru s elipsoidem setrvaénosti.

e Odtud Ize tedy jiz urc¢it hodnotu momentu setrvac¢nosti I, pri otdc¢eni podél dané osy pomoci
vztahu |€] = |n|/v/In, neboli I, = 1/|&|%.

e Pokud m4 téleso jistou symetrii, pak se tenzor setrvacnosti dale zjednodusuje.

e Pro I} = I, = I3 se elipsoid setrvacnosti zdegeneruje na sféru.
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2.3 Eulerovy dynamické rovnice, pohyb jednoduchych setr-
vacéniki.

Eulerovy dynamické rovnice
=>Pohybové rovnice urcujici ota¢ivy pohyb tuhého télesa.

=>Pri odvozovani vychazime z 2. impulsové véty

NAPovEpa
DO HRY

HALO, TADY
JIMPULSOVI

' Roeoms ||
Raddddio
1L 1L |
: == +axL.

d_f. prostor o a:té]cso
Odtud okamszité dostavame
M, = LQ, + (9L, — Q.L,),

My = LQy + (Q.L: — Q. L.),
My = LS+ (VL — QL) 5

neboli

L — (I — I3) 9,8 = My,
‘JQQU - {13 - I]_)&);Q, = "1"1(1 5
Y, — (I, — 1) 9,0, = M,

Pohyb jednoduchych setrvacniki

Setrvacénik
o zafizeni vyuzivajici zachovani momentu hybnosti

e jest rotacné symetrické

Whkan, wiban ok 1ol
[ e L U i rlr;-\.':llrh'\-':_
rabnt g '|r\.'FIw\|.e'|
chwknnewlick noe,

bl ne, ik At
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* volny setrvacnik (gyroskop) G yroscope S p | n ax IS
* nulovy moment vngjsich sil frame

* 0sa rotace je stala

*2.impulsova véta: _— — F¥ = 7 x Mg

i
=
|

L& l

X

iy

—

P x Mg=QxL

Mrggsin 3 = QL sin o

B=m—a—sinf =sina

reMg

= precesni rychlost Q=
Lo

- Volur setrracuik (bezsiovr’): M = ﬁ - I = Iy a osa z arialutwr sumetricoon oson risa EDR: Iy LQI =
(I — I3) x Q,AQ, IA<s'y = (I3 — 1), < 2z 300R 1. Fida

I R=0

z brik dvt ree  Q, = 111_112 W20, = wy < Qo

Jo— 1T
AQ, =2 7 LoorEe = —wol Qs

) ) ) Oy = Asin (wot + 9) . .
D) ra HO 7, +w0? < u, = 0 rissuc”: A, wo, § liberolwr int. Kenst.
Q, = Acos (wot + 9)
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3 Mechanika kontinua
3.1 Tenzor napéti a deformace, Hooktv zakon.

Tensor napéti

Py
* tenzor napéti

_ Trey = Tyx
Tz 'y Tr= o
Tyr  Oyy Tyz Texz = Tza T G,
= - P
T o -, fo
o= e = Tesi = Tsi
2y yz Ty
Tax
. Tn
« ¢isté tahove slozky (tlakové) slozky: I Oy
T |T
0,.+0,,,0,. il e y
Lo o G“
o /
» smykove slozky: X
T Eapn Ty
* tenzor napéti
_ oy = Ty;
Orx Ty lrz
Tyz Oyy Tyz Tez = Tzax
(TZ

T;_y T= Yy

18]
=
=
Il
-

fTJ_ (T;L'.i T.I'y TJ_" ':‘.l
O= 10y | =|Tyr Oyy Ty= Vy x/
g, Tzx Tzy Ozz v, !71 = |
g =0V
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* tenzor napéti

‘:‘1
R
q
=
=
3
. |
H
L8]

= |
1
w2

= hlavni roviny

o 0 0
0 T2 0
0 0 os

* g}, 0>, 0, - hlavni napéti

= jednoosa napjatost « dvojosa napjatost = trojosa napjatost
J_I
s 4
_-o.xi I_th
O‘}_}_ = O-,v,\- / O-_w = 0-3',!' / r G_\'_v
/ 513 8 x|
)
-0,
0 0 0 o, 0 0 o, 0 0
tenzor napéti © 0 o, 0 0 o, 0 0 o, O
0 0 0 0 0 0 0 0 o
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Tensor deformace

» deformace smykovymi napétimi

* &, a —&,, dohromady
« rotace, ale zadna deformace

£, ==&

Ky »

LT T

T
rt»-,\_IH T+
i+ -1
;315333
H H i;

.;_

L]

-i£1;f;,~_'{1“j

I~ o

_,
JJJ Ly, “r:r

ol
I Va

* deformace smykovymi nap&timi

» deformace ve sméru osy x: &, =— = ga

y

« deformace ve sméru osy y: g, = 2= tga
B X

4 |
T I

* tenzor malych deformaci

&
&= ‘5‘.\-_1 3_\',;- 8}: T
P £ =,

£, & .

x Iy

pivodné rovnobéznymi s osou x a y
rovnob&Zznymi s osou x a z

rovnobéznymi s osou y a g

&y A &, dohromady

* prosty smyk

* malé deformace

tea=a
u
cy

W

& T —ax =

£, =0, =— +
o o 2ley ox

1( ou,  Cu,
&, el O S
To2lox;  ox

&, — relativni zména délky elementu, ktery byl pied deformaci rovnobézny s osou x

—relativni zména délky elementu, ktery byl pied deformaci rovnobézny s osou y

£_—relativni zména délky elementu, ktery byl pfed deformaci rovnob&zny s osou z
Jje rovna poloviné thlu o ktery se deformaci zmeni pravy thel mezi elementy
— je rovna poloving uhlu o ktery se deformaci zmeéni pravy thel mezi elementy pivodné

je rovna poloving Ghlu o ktery se deformaci zméni pravy uhel mezi elementy ptivodné
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Hookuv zadkon

= Cisty tah y . F
s guma: £ =0.01-0.1 GPa

_g /‘ & « ocel: E = 200-220 GPa
’ « m&d: E= 117 GPa
* beton: E =30 GPa

l -
L .
» prodlouzeni X
I —1 Hookiv zikon Younguv modul pruznosti
— D
* deformace <., =
l — = —
0 g, =ko,, E .
{
ly
» Cisty tah . F’ F
X

i —
— a

A

*napéti o =§ [Nm™ = Pa]

]
%

X

* piiéné zkraceni

Hookiv ziakon Poissoniiv pomér
+ deformace k k
= :—L_Ru gyy=kIO'H=—ng=VgH V=—I=krE
uy R[] k{ kf

26




k
* Poisson@iv pomér v =-L

1
« v izotropnich materidlech —1<v <0.5
cguma: y=(.5 E=0.01-0.1 GPa

socel: v=0.3 E=200-220GPa
eméd: v=0.37 E=117 GPa
sbeton: V=0.2 E=30GPa
skorek: v 0.0 E=0.032 GPa

= auxeticke materialy — materialy s negativnim Poissonovym pomerem

r, g i

¥ <
! 31;,%({: 4

S . 1!1M Ty :
*11{44*‘ Lt 2@y y l

- Gisty tah
Ao ) ,
* Hookitv zédkon o = Eg skuteéné napéti
F
. i 7 i Wl
* E — modul pruznosti S(e) -
mez pevnosti—s> o, | e iall
RT,O.Z —> T oo 2 ~
mezkluzu — g | # / !
mez tmérnosti — T |-, smluvni napéti .’!
, F /
/ o=— ¢
’ Su :
&=0.002 & &
c=Cs¢
tenzor napcd oy, tenzor defomace &,

elasticke koeficienty C,; ,
= izotropni prostiedi — 2 nezavislé elastické koeficienty

- Youngiiv modul pruznosti £ (modul pruznosti v tahu)

- Poissontiv pomér v
zobecnény Hookiiv zdkon pro izotropni prostiedi

~—[1+v)e-vTr(o)e]

i

stopa malice Tr(6)= ZO“..

E jednotkovi matice
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3.2 Rovnice struny a jeji reseni.

Rovnice struny

Uvazujme strunu, jejiz konce jsou upevnény v bodech 0 a [ na ose x. Predpokladejme, Ze struna je
napjatd vnitfnim napétim o a jeji hmotnost je ve sméru x rozlozena s konstantni linedrni hustotou p.

L) ot(z+dz)
u(x,t) 5
0\_/ T
- r+dw

4

Necht struna kond jen pti¢né kmity. Jeji vychylku z rovnovazné polohy popiSeme funkei u(z, t). P¥i kmitech
se sice méni délka struny a podle Hookova zédkona i napéti v ni. Budeme vsSak predpokladat, ze tato zména
napéti o je zanedbatelnd, coz bude splnéno napriklad tehdy, kdyz struna ma& velké zakladni predpéti.
Protoze struna kmitd jen kolmo na osu x, je jeji zrychleni v pficném sméru dano veli¢inou g—;u (,t).
Newtonova pohybova rovnice useku struny délky dx o hmotnosti pdx proto je

8%u

pde 5

= Fy
Nyni musime odvodit velikost kolmé sily F, puisobici na dany tsek struny v dusledku napéti o. Uvazme

tedy obecnou vychylku struny popsanou v daném okamziku funkei y(x)=u(x,t). To je rovinnd kiivka x=x,
y=y(x) s jednotkovym te¢nym vektrorem t(x):k(l, %), kde k je normalizac¢ni faktor. Predpokladdme-li,
Ze Uhly, jez struna svird s osou x, jsou malé, pak na tseku struny mezi x a x+dx ptisob{ sila F=ot(x+dx)-
ot(x). Pomoci Taylorova rozvoje upravime y-ovou slozku sily do tvaru F, = O’%

rovnici struny jako

(z)dz. Pak dostavame

Pu 1 0% 0
ox? ¢ Ot?
coz je jednorozmérnd vlnovd rovnice pro funkei u(x, t), pfiemz ¢ = \/% je, jak uvidime, rychlost siteni

viny.
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Reseni rovnice struny
Metoda d “Alembertova

Zavedeme transformaci
E=xz—ct (1)
n=x+ct (2)
pomoci téchto relaci dostavame libovolné feseni ve tvaru
u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct)

pricemz F reprezentuje profil viny sitici se rychlosti ¢ smérem doprava, zatimco G profil viny putujici doleva.
Konkrétni tvar feseni urcuji pocateéni podminky, které klademe na feseni. VSimneme si, jak dostaneme
funkce F a G z pocatecénich podminek v pfipadé nekonecné struny. Predpokladejme, ze v ¢ase t = 0 je
zaddna funkce u i jeji ¢asova derivace
u(z,0) = ug(x)
u(x,0) = vo(z)

1
Gla) ~ F(x) = V(o)
kde Vo(x) = [vo(x)dz. Dosazenim dostavame Feeni vyhovujici uvedenym pocatenim podminkdm
1 1 1
u(x,t) = 3 |uo (x —ct) — EVO (x —ct) +uo (x + ct) + EVO (z+ct)

Konstrukce feSeni je jednozna¢né (primitivni funkee Vj je uréena az na aditivni konstantu, kterd z vysled-
ného feSen{ vypadne). Plat{ véta o jednoznacnosti, podle které je feSeni vlnové rovnice jednoznaéné uréeno
zaddnim pocatecnich podminek. Uvedené feseni se nazyva d’Alembertovo.
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Metoda Bernoulliova—Fourierova

V principu lze vysSe uvedeného d’Alembertovo postupu uzit i pro hledani feSeni konecné struny,
naptiklad s pevnymi konci, ale vyhodnéjsi je uzit postupu Bernoulliova. Pfi ném se hleda feseni rovnice
(3.2) v separovaném tvaru u (x,t) = X (z)T'(t). Dosazenim do rovnice struny dostdvame problém ve tvaru

2X($) T(t) _ 2

X(z) T(t)

Vztah vyjadifuje rovnost mezi dvéma funkcemi rtznych proménnych, kterd ma byt splnéna pro vSechny
hodnoty x a t. To nastava jen tehdy, rovnaji-li se obé strany téZze separaéni konstanté -w?, kde w je redlné.
Tento problém predstavije dvé diferencidlni rovnice pro X(x) a T(t). Rovnice pro X mé obecné Fesen{

X(z) = Cy cos (%x) + Cysin (%x)

kde C7 a Cs jsou konstanty. Z okrajovych podminek plyne, ze C; = 0 a sin (%Z) = 0, coz je mozno splnit
pro tihlové frekvence w, = nm§. Obdobné feseni dostavame pro T(t). Tedy

Up(z,t) = sin (%x) [an, cos(wyt) + by, sin(wyt)]

je partikularnim fesenim rovnice struny. Jelikoz rovnice struny je linedrni, bude i libvolnd superpozice
funkei u,, feSenim. Bude ji fesit i nekonecna rada

u(z,t) = Z up(z,t) = Z sin (%mr) {an cos(%tmr) + by, sin(CTtmr)
n=1 n=1

pokud ji 1ze derivovat Clen po Clenu a stejnomérné konverguje. To samoziejmé zavisi na hodnotéach koefi-
cientu a,, by, které uréime z pocatecnich podminek

u(z,0) = g ayn sin (mr%) = ug(x)
u(z,0) = ni; bmwr% sin (mr%) = vg(x)

ug(x) je spojitéd funkce, kterd vymizi v koncovych bodech a vg(x) je po astech spojitd funkce. Z teorie
Fourierovych tad plyne, ze koeficienty jsou urceny vztahy

2 [ . T
an = /0 ug(x) sin (mrj) dx (3)
by, = L lv (z) sin (n f) dx (4)
" nme Jo 0 ™
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3.3 Pohybova rovnice idealni tekutiny, rovnice kontinuity, Ber-
noulliova rovnice.

Definice pojmu

Tekutiny

e kapaliny & plyny

Idealni tekutina
e V idedlni tekutiné neexistuje smykové napéti.

o Napéti lze tedy vyjadrit jako
045 = (5ijp, kde P < 0.

e Na idedlni tekutinu pusobi tedy pouze cisty tlak stejné velikosti ve vsech smérech.

Dokonala tekutina
e navic pozadujeme jeji nestlacitelnost, tedy musi spliiovat podminku
p = konst.

Dokonaly plyn

e Dokonaly plyn je stlacitelny.

Barotropni plyn

e hustotu plynu lze vyjadrit jako funkei tlaku

p=pp)=pW)),
Hydrodynamika

= ustalené proudéni

* rychlost tekutiny se v zadném misté neméni —— 7 je statické vektorové pole

» proudnice — ¢ary k nimz je rychlost neustale tecnou

» pii ustaleném proudéni jsou proudnice skuteéné trajektorie ¢astic tekutiny

* Pritok d(Q = 7dS
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Pohybova rovnice idealni tekutiny

Analogicky Newtonové pohybové rovnici ziskavame také pohybovou rovnici kontinua

kde o;; je tenzor napéti a G; vektor objemovych sil.

Eulerova hydrodynamicka rovnice

Ovi  Ovi . 10p
o Yoy, " pdyi

V rovnici ma pomeér I=G /p vyznam intenzity silového pole.

Rovnici mazeme prepsat do reci vektoru

—

@Jr(f)’-grad)@':ff

2 gradp

=

Rovnice kontinuity

* hmotnost kapaliny, ktera protece za &as At

Am = pSv,At = pS,v,At

= zakon zachovani hmotnosti

Sy =87,

rovnice kontinuity

Q = konst

Diferencialni podoba rovnice kontinuity

d
% + odiv(d) = 0

kde 04 je hustota veli¢iny A, ¢ je rychlost toku veli¢iny

V piipadé, ze uvazujeme nestlaéitelnou veli¢inu A (plati g4 = konst., z rovnice kontinuity plyne:

div(?¥) =0
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Bernoulliova rovnice

« idealni (nestlacitelna) kapalina

* kdyby kapalina stala
p1 — p2 = —eglha — hy) = pgh
/ [ hy 2 2
potencialni energie ﬂ ! l
na jednotku objemu: v

préce, kterou vykond tlakova sila W
pii premisténi jednotkového objemu do vizky i 3 dW =pdv

l
+ pokud voda teCe rychlosti v je kineticka energie najednotku objemu: Tx = E'OV

3

o By By
= zikon zachovani energie: 7”+ 7"+ p = konst.

i e |
* Bernoulliova rovnice: 5 pvz + p+ pgh = konst
* pokud se neméni vyska (W, = 0) lpvz + p = konst
g
* Vodni vyvéva » stiikaci pistole

= vzduch \:..
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* pokud se nemeni vyska (W, =0)

— pv + p = konst
* Venturiho efekt / \
dynamicky tlak staticky tlak

Ay, = Ay, (rovnice kontinuity)

1 L
S EP =PV P, JL

2 2
(Bernoulliova rovnice) h+ 4ah

* pokud se neméni vyska (W, = 0)

—pv + p = konst
dynamicky tlak statlcky tlak
.
e >
e £ —
= 00 O O O (= =
vznik bublin zvétsovani bublin kolaps bublin
iy
o
= i
2 B e tlak syté pary
=] —
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3.4 Viskdzni tekutiny, Navierovy-Stokesovy rovnice, laminarni
a turbulentni proudéni.

Viskosni tekutiny a Navier-Stokesova rovnice
Je-li newtonovska tekutina vazka, jsou koeficienty A a p nenulové.
Nestlacitelna kapalina

div(?¥) =0

Navierova—Stokesova rovnice pro nestlacitelnou vazkou tekutinu.

1
% + (v-grad)v=G — —gradp + vAv
P

kde v = p1/p je tzv. kinematickd viskozita.

Okrajovda podminka pro vazkou tekutinu se klade v = 0 na hranici. V jejim dtsledku je proudéni
kromeé trivialnich pripada virivé a nelze proto zavést rychlostni potencial.
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Laminarni a turbulentni proudéni

Laminarni proudéni

e Proudéni pti kterém nedochazi k miseni tekutiny a sice se jeho proudnice neprotinaji

+ tlakova sila: F = ' Ap

el

* sila vnitiniho tieni: F, = 2zvAl7

P

« laminérni proudéni: 77y°Ap = 2myAlT

dv — dv=- ydy V(R):O
P R I 2Aln !
= y
T — e =g c=2 g
; 4Aln 4Aln
—— e Ap (RZ_},Z)
4Aln
x parabolicky rychlostni
profil

Turbulentni proudéni

e Vifivé proudéni, pii némz dochézi k protinani jednotlivych proudnic

Reynoldsovo éislo

K jakému typu proudéni dochézi mizeme urcit exaktnim resenim Naviérr-Stokesovy rovnice.

Pro hruby odhad vsak postaci uziti tzv. Reynoldsova ¢isla

vR

v

Re =

kde v je stfedni rychlost proudéni, R charakteristicky rozmér systému a kde v = % je dynamickd viskozita.

« Jest-li Reynoldsovo ¢islo daleko mensi nez urcita kritickd hodnota, dochdzi k lamindrnimu proudéni.

e Je-li toto ¢islo mnohem vétsi, nez jeho kritickd hodnota, je proudéni turbulentni.

e V pripadé, ze Reynoldsovo ¢islo odpovidéa jeho kritického hodnoté, dochazi k tzv. prechodovému

proudéni.

o Kiritickd hodnota Reynoldsova ¢isla se udava v rozmezi (1000, 20000).
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4 Specialni teorie relativity

4.1 Otazka éteru a Michelsontiv-Morleytv experiment.

Newtonova fyzika:
e Na zakladé znalosti silového ptisobeni Ize uréit pohyb daného télesa.
o Urcit pohyb = ¥ici, kde se téleso v kterém okamziku nachdzi (v éase a v prostoru)

V1éi éemu ovsem polohu a ¢as vztahovat?

Absolutni prostor a absolutni cas

e jevistém fyzikalniho déni je nepohyblivy ,absolutni prostor”, ktery je geometricky tfirozmérnym
eukleidovskym prostorem.

e existence ,absolutnimu ¢asu”, ktery ,plyne sdm od sebe a diky své povaze rovnomeérné”

Oba tyto pojmy jsou ,absolutni” < jsou nezavislé na hmoté, tedy na fyzikdlnim déni

Newtonovy zakony
e 1. Newtonuv zdkon tvrdi

— Existuje alespon jeden inercidlni systém, a z jeho definice je ihned jasné, Ze takovych systému
existuje nekonecné mnoho; navzijem se pohybuji rovnomérné piimocare, tedy jsou svazany
Galileiho transformaci.

¢ 2. Newtonuv zdkon tvrdi

— Newtonuv druhy zakon a nésledné celd jeho teorie plati ve stejném tvaru ve vSech inercidlnich
systémech — je invariantni vaéi Galileiho transformaci. (P¥i této transformaci zustéva ¢as stejny,
tedy je ,absolutni” i v tom smyslu, ze nezavisi na tom, zda a jak se pozorovatel 3 pohybuje vici
absolutnimu prostoru.)

Galileiovska invariance

e Inercidlni vztazné soustavy vici sobé nejdou rozlisit, tedy specialné mezi nimi nelze najit systém,
ktery je v klidu vuéi absolutnimu prostoru. (Pak by musely byt viéi absolutnimu prostoru v klidu
vSechny soustavy.)

Ather
o S tvahami o svétle se v8ak na scéné objevil éter (sether).

=> Eter ... nosi¢ svételnych signli.
=> Fresnel ... svétlo jako pri¢né vinéni éteru.
=> PROBLEMY! Eter musel mit velmi zvlagtni vlastnosti

& Piedstava svételného vInéni byla mechanisticka (éterem se ifily viny ,elastického napéti”)
& Naproti tomu éter musel v§im prostupovat bez mechanické interakce (napf. tieni)
£ Byl povazovan za nehmotny

Klidova soustava éteru by kazdopadné méla byt privilegovana; bylo prirozené predpoklddat, ze je inercialni
a ze je dokonce v klidu vic¢i Newtonovu absolutnimu prostoru.
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Maxwellovy rovnice a theorie

Vv,

o Svétlo je elektromagnetické vinéni sirici se kone¢nou rychlosti ¢

e Nejsou invariantni vici Galileiové transformaci, davaji rtizné vysledky v riznych inercidlnich sousta-
vach

Hledani setheru, Michelson-Morleyho experiment

e Hledéani klidové soustavy setheru

Siti-li se svétlo vaci éteru rychlosti ¢, pak jeho rychlost vic¢i laboratoii bude déna slozenim
s rychlosti laboratotre. Klidovou soustavou éteru bude zfejmé ta, vici niz se svétlo sifi vSemi sméry
stejné rychle.

e Princip Michelson-Morleyho experimentu

Monochromaticky paprsek (napf. laser) ze zdroje se rozdéli ve dva, ty se nechaji v raznych
(nejlépe kolmych) smérech trochu cestovat a pak se zase svedou a nechaji interferovat.

Obrazec, ktery vznikne, je dan rozdilem mezi dobami, za které paprsky urazily své drahy.
Nyn{ se ,ramena interferometru”, podél nichz paprsky cestovaly, pootodi (avSak celé usporddani se
nijak nedeformuje — ramena zustavaji stejné dlouhd a navzijem kolm4d).

V dasledku sklddani rychlosti svétla s rychlosti laboratofe (obé rychlosti vztahujeme k éteru)
se tim obecné zméni doby, za které paprsky projdou své drahy, tedy zméni se také interferenc¢ni
obrazec. Ustfednim prvkem experimentii tak bylo polopropustné zrcatko:

——7

U 3
[
LASER 2

!
!
| —
|

lh

Predpokladejme pro jednoduchost usporadani podle obrazku: laborator se vii¢i éteru pohybuje rych-
losti ¥ v kladném sméru ramena 1. Pro vysledek interference je podstatny rozdil mezi dobami ¢; a to,
po které rozdélené paprsky cestuji oddélené, tedy za které projdou v laboratori vzdéalenosti I; a [s.
Prvni z cast spocitdme v soustavé spojené s laboratori. Tam se svétlo pohybuje , doprava” rychlosti
¢ — v a zpatky rychlosti ¢ + v, takze celkové mu to trva

ll ll - 2611 o & 1

= =.
2_,02 6171)72
c

tlz + =
c—v c+v c

Cas letu ,kolmého” paprsku se lépe poéitd v soustavé éteru: z nacrtu jeho cesty (obr. vpravo) a

Pythagorovy véty mame
2 2
cta 2 vty 215 1
( 2 ) )"+ ( 2 ) ’ ¢ 122

Rozdil dob prichodt je tedy

2
AtEtQ_t:[:* — 3
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Nyni laborator oto¢ime o 90°. Paprsky si jednoduse vymeéni role, takze vzorecek prvniho tvaru se ted” bude
tykat druhého paprsku a naopak. Rozdil prichoda je tedy tentokrat

2 la I

> —
_ v v2
2 v

o2

O zméné interferencniho obrazce béhem otoceni rozhoduje to, o kolik se zmeénil rozdil prichodi paprski,
tedy ,rozdil téch rozdilt”,

&57?27{1:

ll—l—lg) 1 1 ;ll-i-lgﬁ

P - .
c - v2 c c2
C - sz

P1i upravé jsme vyuzili toho, Zze oCekavana rychlost pohybu Zemé vuci éteru bude fadové zhruba rovna
rychlosti jejtho obéhu kolem Slunce, a ta je 30 km/s = 10~ %¢, takZe v?/c®> = 10~8; kdyZ ¢leny ve velké
zavorce rozvedeme v této malé veli¢iné do linearniho radu, dostaneme

At A= 2

2 1 1 2
1+v7 = il+v

1 .

- c?’ [ v 1- 2 22
Méli bychom jesté odhadnout, zda by posun dany vysledkem (1.3) vibec byl prakticky pozorovatelny.
Spocitejme, za jakych parametri by se interferencéni vzor pri otoCeni experimentu posunul pravé o jeden

prouzek. Posun o jeden prouzek znamena vzajemny posun skladajicich se vlnéni o jednu vlnovou délku,
tedy zménu casového rozdilu prichodu paprska o

— by 2
At—-At=2 — (Lh+1) = =\
C C

Dosazenim Z—j =10"% a A = 500 nm = 50 - 107% m (zelené svétlo) vychdzi podminka na délku ramen:
l1 + lo = 50 m. To ovSsem neni zadny problém, ramena mohou byt zhruba takto dlouha,
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4.2 Vychozi principy teorie relativity, Lorentzova transformace.

Principy jsou tii. Jedné se o pfedpoklady jednoduchosti (symetrie) svéta.

e Newtonuv zakon vychazi z Galileiho principu setrvac¢nosti: existuje kartézsky systém, vuci némuz
se vSechny volné hmotné body pohybuji rovnomérné piimocafe a nazyvdme ho inercidlni (IS).
Pak jich ale existuje nekone¢né mnoho (staci, aby se vadi puvodnimu pohybovaly rovnomérné
pfimocare).

— Aby byl bod volny, nesmi na néj pusobit pravé sily - proto v STR neuvazujeme gravitaci (Slo
by vzit homogenni pole, ale nedéla se to).

Volny: . Dostanes flakanec"

— Inercialni soustavy predstavuji idedlni tuhé tyce a idealni hodiny v kazdém bodé prostoru,
které jsou v klidu, jsou volné a svételné synchronizované.

e Princip specialni relativity rika, Ze vSechny fyzikalni zdkony lze formulovat ve tvaru, ktery je ve
vSech IS stejny. Zakony jsou nezavislé na misté, sméru a case.

ROVNOST FYSIKALNICH ZAKONU V IS!

e Princip invariance a konecéné rychlosti svétla iika, ze ve vakuu se svétlo vici vSem IS pohybuje
rovnomeérné primocare konecnou rychlosti c. Vyplyva z principu relativity, protoze kdyby c nebyla
ve vSech IS stejnd, nebyly by tyto systémy rovnocenné.

C

Lorentzova transformace

e je nutnd vzhledem k pozadované konecnosti ¢, Galileiho transformace by totiz bez problému davala
nekonecné rychlosti.

e Specialni Lorentzova transformace:

Uvazujme shodné orientované IS(z,y,z) a IS(xo, yo, 20), jejichz pocatky jsou v Case t = 0 = tg
totozné a IS’ se vuci IS pohybuje rychlosti v v kladném sméru osy x.

’ o
Y - Y kde v = —— . . Lorentztv faktor
E v € [1,00)
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Spacetime paths are invariant under
coordinate transformations.

DUSLEDKY LORENTZOVY TRANSFORMACE:
¢« Relativita soumistnosti

— obdrzime, pokud se 2 udédlosti stanou v IS’ na stejném misté =, = x/. Pak je prostorovd odlehlost
Ax' = b — 2} = 0v IS’ ale v IS mame diky Lorentzové transformaci

0= Az = vy(Az — vAt) = Az = vAL.

Pokud by se udalosti staly ve stejném case, bude At = 0 a budou soumistné vzdy.

— Megjme naopak 2 udalosti, jez se stanou v IS soucasné: At = t; —t; = 0. Diky transformaci ¢asu
jer
v v
At =~ (At — —QAx) = -5 Az
c c

¢ Relativita soucasnosti

— Relativita soucasnosti je néco nového - dle Galileiho a Newtona byl ¢as absolutni. Ty¢ klidnd
v IS’ mitici ve sméru 2’ mé klidovou délku ly = Az’ = v(Az — vAt). Méfeni délky v IS je
ekvivalentni registraci souc¢asné polohy koncii tyce vzhledem k IS. Zapis polohy musi probéhnout
ve stejném necarkovaném cCase, potom At =0

o Kontrakce délek

Idedlni tuh4 tyd, v IS’ je v klidu ’ lo = Az = yAzx = 4l (> ‘

« Dilatace casu

. , . 5 . . v .
Ideélni hodiny, v IS’ jsou v klidu At =~ (At' + 0—2A;1:/> =vAt = yAT (> A7)

e Skladani rychlosti

Pokud se téleso pohybuje vaéi IS 3-rychlosti @ = <4Z, uréfme jeho transformovanou rychlost

“de»
v IS’ z Lorentzovy transformace:

v (t c2 ‘L)] dt c? dz c2 dt 1 2z Wa
w1 1w,
e R Tt A TR TS
w/z: dz :l % :l W= R

Th(- 5] 71-5% 7i-suw
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4.3 Minkowského prostorocas, svételny kuzel.

Hyperbolicka geometrie

Minkovského metricky tensor:
kart.

g = diag(—1,1,1,1) = nu,

Formalismus
« Caso-prostorové slozky: 0,1,2,3
e Index nahore vektor, dole kovektor.

o FEinsteinova sumacni konvence

Souradnice
oH = (wo,xl, xQ,x?’) , specialné kartézské: = (et,z,y, 2)

Transformace souradnic
Vektory a kovektory se ovSem poznaji teprve podle toho, jak se transformuji. Vektory, resp. kovek-

tory maji ¢tyfi slozky, které se pii prechodu mezi soufadnymi soustavami z¥ — z'# (z¥) transformuji
stejné jako diferencidly souradnic, resp. stejné jako gradient:

da'* = de” — stejné viechny vektory : V'* (2') = Ou’ Y(x)
- 8%” .] Yy y: - axu 9
d oz 0 Oz
w = am%w — Stejné Véechny kOVektOI‘y : C(; (.I‘/) = axi/acﬁ (1’)

Transformace obecného tensoru typu (r, s),
o s r indexy nahofe a s indexy dole (tj. tensor r-krat kontravariantni a s-krat kovariantni)
o veli¢ina o 4"7* slozkach

o které se transformuji pres r primych a s inverznich Jacobiho matic,

. ox'™  0xP
T/I . (.T/) = axV axilaTU’@(x)
Specidlnim piipadem — ,tenzorem bez indexi” (r = 0,s = 0) — je invariant.

Veli¢ina stejnd ve VIS. @' (2') = ®(x)

Operace na tensorech
o kontrakce tenzoru (kontrahovany tenzor vznika vyséitdnim pfes 2 indexy)

o vnitfni (skaldrni) souéin, jehoz invariance se ukéze jako

ox'* 0z

/ wo__
VW =V

W = 11,6465V OW®

coz je ekvivalentni relacim ortogonality (sta¢i z rovnice "vynechat* vektory). Takovyto skaldrni soucin je
indefinitni.

Metricky tenzor tedy definuje skaldrni soucin, a také umozinuje zvySovat a snizovat indexy, nebot k nému
existuje inverze n*. Ta ma v STR tplné stejny tvar jako ptivodni 7,, a plati n*n,, = §%. Zména indexu
se prosté provede:
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Specialni Lorentzova transformace

Pri transformaci mezi IS budou samozrejmé carkované a necarkované souradnice spojeny matici
Lorentzovy transformace A", coZ je specidlni pfipad obecné Jacobiho matice a potom

da’" = A", dz”

7Z linearity transformaci plyne nezavislost matic na soufadnicich a obdobny vztah tedy musi platit i pro

samotné souradnice:
$//L — A/L,jl‘y

. Pokud si uvédomime, ze

(:L,O7:L,1’ x2,x3) = (Cta T, Y, Z)

dostaneme srovnanim s predpisy specialni Lorentzovy transformace slozky matice:

v e
4 772
(A/ V)spec = 0 ¢ 8/
0 0

Relace ortogonality jsou potom

U#VA”pAVa = TNpo-

o= OO

= o o O

Svételny kuzZel a ¢asoprostorové diagramy

Hyperbola
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f(x) = tgh(x)

Large angles are fast. ‘/I 0
______ __1 S S N

ngerbolice
tion

That's called a hyperbolic rotation
because the coordinates on each axis

7100%

the speed of light

- Every single one of these angles gives us
exactly the speed of light.

Space
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4.4 Relativistickd pohybova rovnice, ekvivalence hmotnosti
a energie.

Rozpor v transformacich mezi IS v elektrodynamice a klasické mechanice = STR
Pojmy
o svétoclara |z" = z¥(7) | parametrizovand vlastnim ¢asem, ktery je invariantni, coz je dobre,
protoze pouze derivaci dle invariantu vznikaji z tenzoru zase tenzory.

e Uvazujeme pohyb hmotnych ¢astic - tedy po casupodobnych svétocarach.

dat
o 4-rychlost je tecny vektor ke svétocare | ut = di .
T

Je jisté 4-vektorem, protoze diferencidl polohy je 4-vektorem a derivujeme dle invariantu.
Transformuje se tedy pomoci ptimé Jacobiho (Lorentzovy) matice.

Skalarni soucin je diky 4-vektorovosti invariantni

dzt dzv  ds? 9

=g dr T ae

v
Nt u

Vztah ke klasické rychlosti dostaneme z

_dxt dat dt d(ct, ) .

= Y= V(va)'

I3 - = =
T T Tt ar at

Vztah 9L = v je piepis dilatace ¢asu. Vidime, Ze prostorové &ast 4-rychlosti je yv'.

7 invariance 4-rychlosti plyne, Ze se nesmi ménit jeji velikost, pouze smér.

e 4-zrychleni

1%
ot = dw
dr

je tedy vzdy kolmé na 4 -rychlost.

¢ invariant klidové hmotnosti

Pomér m/+v je tedy invariant a mé vyznam klidové hmotnosti, nebot v =1 pro v = 0.

[m = mo]

e 4-hybnost potom muzeme zavést

P = mou” = moy(e,8) = m(c,0) = (me,p) |

Zobecnéni Newtonova 2. zdkona

e A _dprdt _

ar  dt dr a7 @ !

dt’

dpt — d(me,p) _7( dm —»)

kde f je klasicka sila.

Uvédomme si, ze v ,klasické” hybnosti je zahrnuta hmotnost, kterd zavisi na rychlosti!

45



Uvédomme si, Ze v ,klasické” hybnosti je zahrnuta hmotnost, kterd zavisi na rychlosti! Potom ale

dp’  dmgyv’ dv? dy Y dmg yi
dt —dt - d - a’ e T
‘ dm o, U-d  dmg ;
=g dﬂ”—m‘”(mwc*dt)””’

coZ se miize rovnat klasickému ma’ jen tehdy je-li celd zavorka vyse nulova. To plati napiiklad pii pohybu
nabité ¢astice v magnetickém poli, kdy ¥+ @ = 0. Proved’me

e 4-rozmérna obdoba vykonu sily §;; fiv’ jako

— dp* dmou# dmo dut
U g T g =g U B0 =
dmo QdmO
= —c? F —&-nu,,moa u’ = —c F

kde posledni rovnost plati diky kolmosti 4-zrychleni na 4-rychlost. Vysledkem je invariantni vztah
fikajici, Ze klidovd hmotnost se méni, pokud neni 4-sila kolma (prostoroéasové) na 4-
rychlost.

Pro odvozeni Einsteinova vztahu pro energii potfebujeme néco jako relativisticky zakon zacho-
vani energie. Do rovnice vyse dosadime slozky 4 -vektoru nalevo:

o d d d 7
_'YCFO—I—’)/Q(SZ'jfz’Uj:_CQ Z:_O FO( ~e m> :cﬂ+1f.ﬁ.

Rovnici vynasobime %dt. Potom

1 -
A dm==c®dmo+ f-dF
Y

coz je podobné jako 1. véta termodynamiky - ¢leny nalevo maji roli dodané tepelné energie (kterd souvisi
se zménou klidové hmotnosti) a vykondnim préce.

Pokud bude nyni ptisobici sila f jenom konat préci, bude zména kinetické energie
dT = f - dF = dmc>.

Kineticka energie se méni s rychlosti, integrujme tedy ,,ptfes rychlost*.

T v
T—Tm:/ dT:/ dme® = mc? — my, 2.

Tin in

Pti urychlovani z klidu hraje m;, roli klidové hmotnosti a T3, = 0. A hle!

’m02:m002+T:>E:E0+T

To znamena: celkova energie télesa je souctem jeho klidové a kinetické energie, hmotnost a energie jsou
ekvivalentni (imérné pies c¢?). Klidové energie je jedinym invariantem ve vztahu - téleso mé energii uz jen
diky své existenci (a nemusi ani s ni¢im interagovat).
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4.5 Maxwellovy rovnice ve ¢ctyrrozmérném formalismu.

Elektrodynamika je dle STR spravné, jen ji pfepiseme do tenzorové podoby.

Zacneme u zdroju, jimiz jsou ndboje a proudy s hustotami p respektive
J = pv

( ¥ je rychlost pohybu nosi¢i ndboje).

Pojmy

o C¢tyfrozmérna hustotu proudu (étyfproud)

=

T = (pe, J) = ple, @) = Lry(e, 5) = Lur = pou
Y Y

e hustota naboje

pokud se nosi¢e naboje pohybuji vi¢i objemovému elementu, vejde se jich do objemu ~y-krat
vice oproti klidu, pg je tedy nejmensi mozna.

Klidovy objem a velikost elektrického néboje jsou invariantni, je tedy invariantni i py. Pak je
zavedeny proud 4-vektorem a jeho prostorocasova norma je také invariantni

—Epr T J= N JHJY = —c?pi

e 4-potencial

Ize také ze skalarniho a vektorového potencidlu zkombinovat jen jednim zptsobem A* = (%, E), ale

o jeho transformaci nemuzeme zatim nic fict; navic potencialy nejsou ani méritelné.

Pro magnetické pole narazime na problém v rovnici

—

B =r1ot A
coz ptimocate do 4-prostoru nerozsirime.
Tenzorovy tvar je Bj, = Ay ; — Aj, ktery souvisi s axidlnim vektorem B jako
BizlijkB, B.. = €., B!
26 ik <= Djk €D .
Budeme rozsitovat tenzorovy tvar jako
Fo.=4,,-—4,,.
Jeho Fy; = Fjo slozky urc¢ime ze znalosti A, = (—%, /T) a B =—¢; — Aj, jako

104, 100 __E,

Fop = Ao =Aos = 050 + 05 = 0
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A uz zname celou matici, protoze nediagonalni prostorové slozky jsou Bj, = ejlel a diagonalni prostorové
slozky jsou nulové diky antisymetrii rozsirovaného tenzoru.

F, =

Dostali jsme tenzor elektromagnetického pole, E uz tedy rozsirovat nebudeme. Tenzorovost zavisi pouze na
tom, zda je A, 4-vektor, protoze gradient ma povahu kovektoru. Kontravariantni £ af dostaneme zvednutim
indexu - to prohodi znaménka u slozek E a snizi/zvysi indexy.

o B B B
E® c c c
g _ |~ 0 B. By
-£ -B. 0 B
%
_ET By —B. 0

Maxwellovy rovnice v klasickém tvaru maji nalevo derivace polnich veli¢in EaB.Ved4d-D pripadé je tedy
rozumné pozadovat prvni derivace F'?. V prvni serii je napravo vektor proudové hustoty, takze vezmeme
divergenci F*% (ta je totiz taky vektor).

1) Maxwellovy rovnice se zdroji:

Faﬁwg :uJa

kde p je permeabilita vakua.

2) Maxwellovy rovnice bez zdroju:

V 2. sérii, kde zdroje nevystupuji, chceme pouzit opét prvni derivaci F*? a na to ndm zbyvéa gra-
dient.

Overime

0= Fli2,3)cyx1 = F12,3 + F312 + Fo31 = €12iB" 3+ €31,B" 5 + €93,B" 1 =
=B*;+B4+B',=divB

pro ziskani posledni Maxwellovy rovnice napiseme nejprve
1 1 1 .
0 = Flojxjeyrt = Fojk + Froj + Firo = ik + EEk,j + Eejle s

vynésobime ce”’* a pouzijeme —e*E; ;. = €M E; . = ¢k E) ; spolu s € ey = 261 -

oB

0= €ijk (Ek,j — Ej,k) + €ijk6jlel,t = 26ijkEk7j + QBiﬂg = I"OtE = — at

e Divergenci prvni sady snadno dostaneme rovnici kontinuity

, 9 .
Jh =T+ T =0 a—f—i—divJ:O
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Divergence je skalarni soucin gradientu s vektorem, takze je to invariant. Pokud by nebyl invariantni
naboj, nebyla by invariantni ani rovnice kontinuity a naboj by mohl vznikat/zanikat.

Tenzor elektromagnetického pole (a tedy i pole samotnd) se nezméni, pokud provedeme kalibraéni
transformaci 4-potencialu A, = A, + X, tedy pfictemeli gradient skaldrni funkce. Casto se voli
Lorenzova kalibracni podminka

, 1 96 .
0 7 .
AB5:A70+A71:0 = cja‘FdIVA:O

Pokud ma transformovany potencial spliovat Lorenzovu podminku (AB 5= 0), dosazenim vypadne

Ctverecek znaéi d’Alembertiiv operator. Potencial lze samoziejmé ménit o gradienty y spliujicich Oy = 0.

Dosadime-li druhou sadu Maxwellovych rovnic do sady prvni, obdrzime

APy — AP = g

Prvni ¢len lze napsat A%%5 = AP 5@ = (AB, @)a, coz se vynuluje pouzitim Lorenzovy kalibracni podminky.
Druhy ¢len obsahuje d’Alemberttiv operator. Dostaneme vinovou rovnici

0A™ = —pJ®

Jelikoz je 4-proud 4-vektorem a d’Alembert invariantem (je to skaldrni soucin dvou gradientt, které jsou
invariantni), musi byt i 4-potenciél 4 -vektorem a vybudovand teorie je spravné.
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5 Termodynamika a statisticka fyzika

’ .
5.1 Teplo, teplota, tepelna kapacita, tlak.
Teplo
e Forma prenosu energie mezi systémem a okolim. Jedna se o energii neusporadaného pohybu vsech
castic systému. Nelze jej bezprostredné mérit.
o Déjova veli¢ina @, nemd totdlni diferencidl, zavisi tedy na integracni cesté
e Spolecné s vykonanou praci se podili na prirastku vnitini energie AU

AUZUB—UAZQ(A%B,F)—W(A%B,F)

e Odpar a dést v analogii s rybnikem

| | |
VODA - DEST | | |
| ATEped | A0 N | |
HA. | | |
{ | |
i - o e | o e g e
e 5 S 4ol - gk
~PRACE ] R i i | |
| W/ A | ~5vsTeEm :
:r ol s S L ||
- WITRA/ | '
EVERGIE
{A 1

Teplota

o Intensivni stavova veli¢ina T’

Tlak

e Intensivni stavova veli¢ina P

Intensivni velicina

Parametr systému, ktery se pii propojeni dvou shodnych termodynamickych sys- témd v rovnovéaze
nezméni. Naptiklad teplota 7', tlak P , chemicky potencidl u. Taktéz podil dvou extensivnich veli¢in je
veli¢inou intensivni.

Extensivni veli¢ina

Parametr, ktery se pfi propojeni dvou shodnych termodynamickych systému zdvojnésobi. Napiiklad
objem V' | pocet ¢astic N , vnitini energie U.
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Tepelna kapacita

Teplo potiebné k zvyseni teploty systému CV =T (%)V Tepelnd kapacita pfi
o jeden stupen Kelvina za stdlého objemu . konstantnim objemu
Teplo potiebné k zvyseni teploty systému CP =T (g—f;) , Tepelna kapacita pfi
o jeden stupen Kelvina za stalého tlaku ! konstantnim tlaku

V prvém sloupci je heslovity popis experimentu. V druhém sloupci je definice modifikovanych termody-
namickych koeficientti, které kvantitativné popisuji pislusné experimenty z prvniho sloupce. Ve tfetim
sloupci je nézev veli¢in definovanych v druhém sloupci.
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5.2 Vnitrni energie, termodynamické potencialy.

Thermodynamické potencialy Mistrovska funkce a jeji formulace

U vnitini energie U(S,V) ... U-formulace, pfirozené proménné S,V
F volni energie F(T,V) ... F-formulace, pfirozené proménné T,V
G Gibbstv potenciél

H entalpie G(T,p) ... G-formulace, prirozené proménné T’ p
1 chemicky potencial H(S,p) ... H-formulace, pfirozené proménné S, p

Mistrovska funkce

Existuje pravé jedna stavova funkce umoznujici odvozeni vsSech ostatnich. Touto privilegovanou
(charakteristickou) funkei je funkce U(S,V). Jinak feceno, znalost funkciondlni zavislosti vnitini energie
na proménnych S a V pro dany termodynamicky systém predstavuje tiplnou termodynamickou informaci
pro tento systém.

Kazdy termodynamicky potencidl se spontdnné minimalisuje, jsou-li drzeny konstantni jeho priro-
zené proménné a pocet Castic.

Vnitini energie

e U, energie potrebnd k vytvoreni termodynamického systému, shora ohranicujici praci konanou pfti
adiabatickém déji.

o ADIABATICKY POTENCIAL

e Jejimi prirozenymi proménnymi jsou S, V.

Helmholtzova volna energie

e energie potiebna k vytvoreni systému, ktery bude ve stalém kontaktu s tepelnym reservoarem, do-

davajicim mu teplo T'S
F=U-TS

o Shora ohranicuje praci konanou pii isotermickém déji. Jejimi prirozenymi proménnymi jsou 7', V.

Enthalpie

e energie potrebnd k vytvoreni systému a mista pro tento systém v prostfedi o stalém tlaku P

H=U+PV

e Jejimi prirozenymi proménnymi jsou S, P

Gibbsova volna energie

e kombinace dvou vysSe uvedenych. Vytvafime systém ve stdlém kontaktu s tepelnym reservoirem a
vymezujeme mu misto v prostiedi o konstantnim tlaku.

G=U-TS+PV

e Pfirozenymi proménnymi jsou tedy T, P .

52



Vztahy thermodynamickych potenciala

a) vnitfni energie U(S,V, N) b) volna energie F(T,V,N)
o zakladni formulace e nahrazeno S — T
o diferencial e vztah s vnitini energii F =U — TS
dU =T dS —p dV L diferenciél
dF = dU — SdT —TdS
ou ou Ny
dU = — ds + | — dVv TdS —pdV
08 ), ov)g
dF = -SdT —pdV
o 1. derivace (mezikrok)
o 1. derivace (mezikrok)
1o} 7. o] —
((Tg)v =T (87)5 =P
oFy  _ _g. OF\ _ _
- ’ - p
e Ze zaménnosti 2. parcialni derivaci (aT)V (8V)T
92U 92U o Ze zaménnosti 2. parcidlni derivaci
asav ~ avas 02F  O°F
oTovV — oV orT
oT 0 aS 0
e« = Maxwelliv vztah (3V>S =— <8§>v e = Maxwelliv vztah | — (3V>T =— ((951)‘/
c) entalpie H(S,p,N) d) Gibbsiv potencial G(T,p, N)

e nahrazeno V — p
e vztah s vnitini energii H =U + Vp

o diferenciél

dH = dU + pdV +V dp

TdS —pdV
dH =TdS +Vdp

e 1. derivace (mezikrok)
8H\ _ p. (o8H) _
(55), =T (Tp)s—v

e Ze zaménnosti 2. parcidlni derivaci

0*H  9°H
aSaop ~ apos

¢ = Maxwelluv vztah

().~ (39),
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nahrazeno S — 1T,V — p
vztah s vnitini energii G =U — ST 4+ Vp

diferencial

dG = dU —-SdT —TdS +pdV +Vdp

TdS —pdV

dG = —SdT +V dp

1. derivace (mezikrok)
(5%),=-s (%),=V

Ze zaménnosti 2. parcialni derivaci

’G  9*G
T op  OpdT

().~ (@),

= Maxwelluv vztah




5.3 Hlavni zakony termodynamiky, entropie.

Thermodynamické zakony

0. thermodynamicky zdkon (zdkon thermodynamické teploty)
(Jsou-li dvé a vice téles v termodynamické rovnovaze s dalsim télesem, jsou vSechna tato télesa v
rovnovaze.)

1. thermodynamicky zdkon (zdkon zachovani energie)
dU = 6Q + W
e prirtastek vnitfni energie mezi body A a B:
AU =Up—-Us=Q,+W, ... kdeQiW pocitame pies kiivku

Pozndmka:  Teplo Q ani prace W nemaji totalni diferencidl, proto pro jejich diferencidly vy-
uZivame symbolu §.

2. thermodynamicky zdkon (zdkon neklesani entropie)

oS

ou

5Q = (‘3[]) S = Tds
1%

oW

3. thermodynamicky zékon (zdkon absolutni nuly)

lim S =0
T—0

Entropie
o neklesajici extensivni stavova veli¢ina, ktera pri vratném déji splnuje
0Q
ds = —,
T

e 7 mikroskopického hlediska je provazana s multiplicitou makrostavu €2 skrze znamou Boltzmannovu

definici
S(U,V,N) = kyIn (U, V,N))

e Princip maximalisace entropie pak odpovidd hledani stavu s nejvyssi multiplicitou. Systém je v
rovnovaze, pokud se nachazi v nejpravdépodobnéjsim usporadani.

e AS=Sp—54

Clausiova rovnost a nerovnost

B

0

SB—SAz/ —Q ...TOVNOVAZNE
a Tr

Z5Q A
Sg —Sa > —  ...nerovnovazné
a Tr
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5.4 Idedalni plyn, stavova rovnice, Carnotav cyklus.

Idealni plyn

Definice idealniho plynu:

o Idedlni plyn je dokonale stlacitelny a postradd vnitini tfeni (dokonale tekuty)

o Rozmeéry ¢astic idedlniho plynu jsou zanedbatelné oproti vzdalenostem mezi nimi

e Vsechny srazky castic v idedlnim plynu jsou dokonale pruzné

Thermicka rovnice (idealni plyn) Kaloricka rovnice (idedlni plyn)

p(T,V,N) =

NEkgT

U(T,V,N) = gNkBT

14

pV = NkpT ... (reformulace)

Stavové veliciny

U vnitini energie
S entropie

\%4 objem

T teplota

P tlak

Stavova rovnice

Ve stavu termodynamické rovnovahy jsou pouze 2 stavové veli-
¢iny nezavislé

Stavova rovnice je potom jakdkoliv funkce typu A = A(B,C),
kde B a C jsou zvolené stavové proménné a A je nékterd ze tii zbyvajicich
stavovych veli¢in

Zmalost explicitniho tvaru téchto triceti funkci dvou proménnych pro
dany termodynamicky systém predstavuje tiplnou termodynamickou
informaci o tomto systému

Stavovové diagramy

Rovnovazny proces (dé&j)

e Je idealizaci déje, u néhoz je poruseni rovnovihy ve vsech intermedidlnich stavech ,malé“. Prochéazi
mnozinou stavii TR, v libovolném intermedidlnim stavu tedy plati stavové rovnice. Lze jej repre-
zentovat spojitou ¢arou v prostoru stavi TR. Cara je urcena stavovymi rovnicemi a dodate¢nymi

podminkami na déj.

Stavové rovnice umoznuji zobrazit dany rovnovazny proces v libovolném z deseti diagramu

Top 3 nejcastéjsi diagramy:

e P-V diagram - pracovni diagram, plocha pod kfivkou odpovida praci

e T-S diagram - tepelny diagram, plocha pod kfivkou odpovida teplu

o P-T diagram - vyuziva se pro zkoumani fazovych prechodt
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Procesy
e isotermicky

o adiabaticky

o isobaricky ... probihajici pfi stdlém tlaku (cihla na pistu)

... probihajici v tepelném reservoiru o teploté Tr

... probihajici bez tepelné vymeény s okolim (termoska) 6Q) = 0

. ... probihajici pfi stdlém objemu (zavafeny pist), nekond se prace éW = 0

Carnotiv cyklus

,Kdekoliv a kdykoliv existuje rozdil teplot, lze jej vyuzit ke kondni prace (Sadi Carnot)

Carnotav cyklus se sklada:

e ze 2 rovnovaznych isotermickych vratnych procest

 a ze 2 rovnovaznych adiabatickych (isentropickych) vratnych procest.

Cyklus Stlaceni Zahrivani Expanse Ochlazeni
A—B B—-C C—-D D— A
“*= Carnotav “*= | isothermicky | adiabaticky | isothermicky | adiabaticky
P-V diagram: T-S diagram:
Plk le
C > D
C
D A W Y
<
B B A
A
Vv S

Tepelny stroj

Zafizeni prevadéjici teplo na praci (¢i naopak).
latka je pritom periodicky zahfivina
a ochlazovana kontaktem se dvéma tepelnymi

Pracovni

reservoary o riznych teplotach.

Poznamka:

Uéinnost tepelného stroje:

Carnot: No heat engine can be more

efficient than a Carnot Engine

Nezahrnuje zadné tieni ani tepelnou vymeénu s okolim, pouze s reservoary

w — an - Qout
Qin

o Qout

=1
Qin
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c D
S
Wrc—a) Qr(c—Db)
prace vykonana dodané teplo
strojem na okoli (Qin)
Py
¢ Vo < Va
B A BA—Q—.A
f } .
Ve Vi Vv S
Wra-ce) Qr(a—B)
préce’ Jei jsme odevzdané teplo
vykonali na stroji (Qout)
P T
c D
c >
D 1 [
B B ) A
A
Vv S
Celkova prace:

W = [Wricsa)| — [Wrasol

Celkova prace:
W:/(WV:/—pdV
r r

W = |Qin| - |Q0ut|

W = [Qrc-p)| — |Qra-n)]

Oba diagramy vyobrazuji stejné plochy, d4 se mezi nimi prejit Legendreovou transformaci, jejiz Jakobian
Pozndmka:

je roven jedné. Representuji ty samé fyzikalni procesy jen z pohledu riznych stavovych rovnic.

Pro adiabatické déje dQ
aprotoze T > 0

0 a téz plati z 2. véty thermodynamiky 6Q = T dS
= dS =0

Ucéinnost Carnotova cyklu zavisi pouze na teplotiach reservoaru T a Ty
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5.5 Fazovy prostor, rozdélovaci funkce, Liouvilleova rovnice.

Makrostav

Zobrazeni maximélni zjistitelné informace o termodynamickém systému urcené vsemi makroskopic-
kymi experimenty. (Soudet tecek na dvou kostkéch, zadani teploty a objemu.)

Mikrostav

Zobrazen{ nejpodrobnéjsi principidln{ informace o termodynamickém systému. (Uvedeni poctu te-
¢ek na kazdé kostce, zaddni soufadnic a hybnosti vSech ¢éstic.)

Fazovy prostor

Soubor N castic, z nichz kazdad je popsdna tfemi slozkami vektori polohy a hybnosti, 1ze zpodob-
nit bodem v 6 N-rozmérném fazovém prostoru.

Jelikoz vSak hovorime o ¢asticich mikroskopickych, vstupuje do hry princip neurcitosti, rozmaza-
vaje viechny body do oblasti o objemu h* , kde k znaci polovinu dimense prostoru (pro ¢stici na tisecce

je k=1).

Soubor ¢astic muze ve fazovém prostoru zaujimat vsechny stavy povolené jeho fyzikdlnimi vlast-
nostmi.

Témto stavim prirazujeme pravdépodobnosti, nejpravdépodobnéjsi stav pak odpovida systému
vV rovnovaze.

V dalsim vykladu mé slovo "soubor'vyznam mnoziny vsech povolenych mikrostavi.

Liouvilleova rovnice

VsSechny povolené mikrostavy systému cCastic lze znézornit jako mnozinu bodt ve fazovém prostoru.
Pocet bodu ptipadajici na jednotkovy objem fazového prostoru popisujeme rozdélovaci funkcip(p, ¢, t).
Liouvilleova véta rika, ze ,fazova kapalina” je nestlacitelna a rozdélovaci funkce zustava konstantni podél
kazdé trajektorie (podél kazdého vyvoje systému).

dp  9p ~~{0p adp
dt ot Zy: 8q2— @ 8pi pi
Pokud napriklad systém v redlném svété stlac¢ime, pak se jeho zndzornéni ve fazovém prostoru zuzi pro

souradnice ¢;, avsak rozsifi pro p; a fazovy objem ztstane nezménén. Podrobnéjsi povidani s obrazky lze
nalézt v [6].
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5.6 Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni.

Boltzmanovo rozdéleni

Viite Wfelaloo Pl ble]) "

Nt 04 279 5 o Fi-
A S_?LURTW\U

Méjme N neinteragujicich rozlisitelnych castic:

E; ... Energie i-té energetické hladiny

N, =N - M .. pocet Castic na i-té energetické hladiné

Ey ... Energie zakladniho stavu

No=N M .. pocet Castic na zakladni energetické hladiné

i

Boltzmaniuv faktor: exp (—j3(E; — Ey)) = A
0

N
Boltzmanovo rozdéleni: — = exp(—f(E; —pu))
9i

Udéva pravdépodobnost p;, Ze se soubor rozlisitelnych identickych kvantovych ¢astic nachazi ve
stavu o energii ¢;. _
_N; _ gie BT
PiTN T T Z()
kde Z(T) = Zgief"'B%T
i

Zde g¢; znadi degeneraci stavu, N; je polet ¢astic na pozadované energetické hladiné a Z(T) nazy-
vame stavovou sumou.
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Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni

e Rozdéleni rychlosti v atomu nebo molekul plynu, jejichz jedinou pfijatelnou interakei jsou pruzné
srazky. Vychéazeni z rozdéleni Boltzmannova

_ \/inm% 9
(wkT)3

2
—SRT dv

n(v)dv

e popisuje ve statistické fyzice systémy slozené z klasickych rozlisitelnych ¢astic, tedy systémy, u kte-
rych neni nutno uvazovat kvantovani fazového prostoru a spinovou z&avislost statistiky. Maxwello-
vym—Boltzmannovym rozdélenim se ridi napriklad molekuly.

e Rozdéleni je nazvano podle fyziki J. C. Maxwella a L. Boltzmanna, kteti zavedli statisticky popis
plyntu jako systémi mnoha molekul a vypocetli rozdéleni jejich rychlosti a energii.

0.0035 1

fv)[shm] g T=100K

T=800K

o 200 400 600 800 1000 v [m/s] 1200

Rozdélovaci funkce fyp(E) urcuje stfedni pocet ¢astic ve stavu s energii E :

1
exp [(E = p)/ (kpT)]

kde: E je energie kp je Boltzmannova konstanta T je termodynamickd teplota p je chemicky potencial

fup(E) =

Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni plati pro energie £ — u > kg7, kde se neprojevuji kvantové
efekty. Pro nizké energie je potreba pouzit Boseho-Einsteinovo rozdéleni pro bosony a Fermiho-Diracovo
rozdéleni pro fermiony.
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5.7 Zakladni statisticka rozdéleni, statisticka entropie.

Fermi-Diracovo rozdéleni Bose-Einsteinovo rozdéleni
NiFD T7 )= gi NZBE Ta n) = Ji
T = BB - +1 Tl = BB - ) -1

Fermi-Diracovo rozdéleni

ot €5 s h
%“WG 9 6“' (E 5“) -E]jm 1'&";‘
ki

Bose-Einsteinovo rozdéleni ! Nﬂ’ 0
°

r ' -
JA{PDQM NIIL (f\ %e-gl pbjpant  EVELEC

/9/4?#9(7 aémaa&,ma -ffﬁdyy v WV é

/)7 S e e ! —  Bou - Eroksn
( ¢ %"% | + Ferms Dirac
i I,i ( ’
O i X Ngyweid — Beoilfemar
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Methoda mikrokanonického souboru

’ Mikrokanonicky soubor: ‘ adiabaticky isolovany systém s konstantnim U, V, N;

Priklad: termoska

Cil Odvodit mistrovskou funkei ve tvaru S(U,V, N)

Postup:

1) Uréim mikrostavy a jejich energie

Kvantové uréeni = Schriédingerova rovnice: H S )1/Jn = E,

2) Vypocitam multiplicitu Q(U, V, N)

— prechodem k thermodynamické limité: N — o0 N Konst
— = konst.
V - \%
Pozndmka: Multiplicita Q(U, V, N) = pocet mikrostav realisujici makrostav se zadanym U, V, N

Pozndmka 2:  Boltzmantv vztah: ’S(U, V,N)=kp.In(QU,V,N)) ‘

1
3) Vypocet stavovych rovnic: T = (g[i)v,zv; % = (gi)U)N;

Graf E(71)

Graf S(U) 5(U)
kpIn(6) 1

2kpIn(2) 1

5 Systém zdegenerovany, E kB ln(2) T
vice stén o dané energii => .
Q>1 = §>0 : 0
.
Entropie se maximalisuje! Pozor: S ... aditivni, zatimco Q ... multiplikativni.

N! (Celkovy pocet stavi)!
= [s=kzm(@)]; |Q= - ]
5 (@) Nyl (N — Ny)! (Pocet v 1. stavu)! (Pocet ve 2. stavu)!

Tato definice umoznuje odvodit mistrovskou funkci v S-representaci.

Q=uw"
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Kanonicky formalismus

Motivace: Mikrokanonicky formalismus jest jednoduchy, ale hodné idealisovany
— 3-hladinovy systém uz nelze takto spocitat
Rozsireni: Zrusime limitaci daného mnozstvi energie (zrusime adiabatickou isolaci)

— Systém dame do kontaktu s teplotnim reservoirem o teploté T’

Zavedeni: Systém definujeme makrostavem s parametry

— NEPLATI, Ze m4 kazdy stav stejnou pravdépodonost
— distribuci pravdépodobnosti se snazime spocitat
— predpoklad: systém + reservoir jsou uzavieny systém

= tam plati stejnd pravdépodobnost obsazeni ruznych stavi

Qres (Biot —
Pravdépodobnost, Ze se systém nachdzi v konkrétnim stavu j: | P; = res(t—m])
Qtot (Etot)
kde: Qyes (Eyot — Ej) ... polet stavii ponechanych reservoirem, Qo (Eiot) - - - celkovy podet stav,

Ej ... energie zkoumaného stavu j, FEio ... celkova energie pro systém + reservoir, (o ...
celkovy pocet stavii s uvedenou energii

— Q si vyjadiime jako entropii S = kpInf) = Vyjde |P; = ePE e PE;S

kde: B= T sinversni termaln{ energie” (rozmér: [J]), F...volnd energie

ePF nezdvisi na konkrétnim stavu — normalisaéni faktor

7 = Z e PEi|= P || stavovA suma = P; =
J

Stredni energie systému:

d OF
U_;Ejpj_—%lnz ~ dF =—pdV —SdT = S=--%

< toto ale neni mistrovska funkce

Pokud kazdy z N atomt znacenych indexem i obsadi néjakou energetickou hladinu j

Z=21"22"23... . . . . L y
plati pro jakykoliv systém, kde energie jednotlivych castic se sc¢itd

J— —Beij
%= Z € ’ a kazda castice mlize obsadit jakykoliv orbitdlni stav,
J

BF=1nZ =1 Ll N nezavisle na orbitalnim stavu ostatnich
— =InZ=Inz +Inzy+...

kde g;; energie i-tého atomu na hladiné j
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Methoda kanonického souboru

’ Kanonicky soubor: ‘ uzavieny systém s konst. V, N v kontaktu s reservoirem o teploté 7'

Priklad: uzaviend ldhev na dné morském

Cil:  Odvodit mistrovskou funkeci ve tvaru F(T,V, N)

Postup:

1) Fixujeme T,V, N (zaddnim makrostavu)

2) Plati T
F(T,V,N) = —kgTIn(Z(T,V,N))

3) Sestavime stavovou sumu

Erakrostay
Z(Ta ‘/a N) = Z €xXp (kl;j—‘t> = Z exp (7ﬂEmakrostav)

makrostav makrostav

1
4) Zavedeme znacen{ i-ty makrostav =i, £ def. —
B

5) Pravdépodobnost, Ze se systém nalézd v makrostavu i:
e PE:

6) Vnitini energie U(T,V, N) = (E) stfedni hodnota enegie

UT.V.N) = (B) = 3 B PATVN) =~ Z(TV.N)] o p= o

7) Entropie

Informacni entropie

s

Pozndmka: E je ndhodnd proménnd (hodnota energie - pravdépodobnost), reservoir energie fixuje pouze

jeji stfedni hodnotu (E)

Boltzmanovo rozdéleni = rozdéleni pro identické, neinteragujici ¢astice v TD rovnovaze

Metoda Lagrangeovych multiplikdtori slouzi k nalezeni vazanych extrému funkce, tedy jejich mi-

nim nebo maxim pri platnosti omezujicich podminek.
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Methoda grandkanonického souboru

|Grandkanonicky soubor:| systém s konstantnim V, v kontaktu s reservoirem o teploté T,
dochézi k vymeéné cCastic

Priklad: dérava lahev na dné morském

Cil: Odvodit grandkanonicky potencidl ve tvaru (T, V, )

Laplaceova trans. Q Laplaceova trans. Z

MIKROkanonicky sou. — Kanonicky sou. — GRANDkanonicky sou.

Priklad na adsorpci
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6 Elektrostatika, stacionarni elektrické a magne-
tické pole

6.1 Elektrostatické pole ve vakuu (Gausstav a Coulombuv za-
kon, elektrostaticky potencial).

o Definice elektrické intensity, elektricka sila:

F = qE(?)
q ... testovaci nadboj
e Vztah potencialu a elektrické intensity:
E=-Vo
e Coulombuv zakon ve vakuu:
o F ' F-F
E(@)=—= qi_.i_./:
q dmeg | — 2|3
q ... testovaci ndboj, ¢’ ... redlny naboj
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6.2 Elektrostatické pole v pritomnosti vodicid a v dielektri-
kach (polarizace, multipdlovy rozvoj, susceptibilita a per-
mitivita).
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6.3 Stacionarni elektrické pole a elektricky proud.

[
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6.4 Stacionarni magnetické pole (Biottv-Savartiv a Ampéruv
zakon).

« Biot-Savartuv zakon

=dJ
— !
= g dJ(F') X (F—7")
B=— 3
47 |7 — 7|

e Ampérav zakon

b Bodl =g [ ]
% P

—_—
Ix
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6.5 Magnetické pole v latkovém prostiredi (magnetizace, typy

magnetickych latek, susceptibilita a permeabilita).
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7 Elektrodynamika
7.1 Elektromagneticka indukce.
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7.2 Kvazistacionarni elektrické a magnetické pole.
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7.3 Elektrické obvody (stacionarni, stridavé, neustaleny stav,
metody FesSeni linearnich obvodi, Kirchhoffova pravidla).
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7.4 Maxwellovy rovnice.

Uplny tvar Maxwellovych rovnic: VxH-08D= ;
G50

VxE+ 8t§ =0

V-B=0

Castéjsi znaceni:

v.p=2%

€0
V-B=0
ﬁxE:—atB?
ﬁxE:uo (]‘—ksoatE_:)
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7.5 Elektromagnetické potencialy a jejich vlastnosti.

Polni rovnice pro elektromagnetické potencialy:

N

+

o010\ ==
<—AA + CQattA> +V <V .

Coulombova kalibrace (ﬁ A= 0)

Lorenzova kalibrace (ﬁ A+ L0,® = O), (Lorentzovsky invariantni :)

OA = —pj
1

AP =——p
3

(0]



7.6 Zakony zachovani v teorii elektromagnetického pole.

Z7ZN

e Rovnice kontinuity pro elektricky naboj, souvislost s Lorenzovou kalibraci.

muzeme postupovat dvéma sméry v odvozovani:

DA = —poj
1 |
€0 C
Vej+oo=
- o1
V-A+ 580 =0
C
04 = —uoj = V-j+80=0
1
0 = ——
€0

Souvisi s tim, jestli vychdzime ze zdkona zachovani ndboje (1. ptipad), nebo jestli jej vyvodime jako
dusledek kalibrace (2. pripad)

Z7ZE

o Rovnice elektrodynamiky museji spliiovat termodynamické postulaty (energie nevznikd/nezanikd).

Vykon mechanickych sil = vykon potrebny ke zméné el. a mag. poli + vykon
odchéazejici povrchem

=> vyjadfeno mathematicky

/Q_;-.gdv :/Q(E.atﬁ+ﬁ-at§) av %ﬂ (B i) ad
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8 Elektromagnetické viny

8.1 VInova rovnice, rovinna elektromagneticka vlna.

1
O=A-— —28“ ... d’Alemberttav operator
c

e Homogenni vinova rovnice

1 R "
(A - 626“) u(Z,t) =0 & Ou(Z,t) =0

e Nehomogenni vlnova rovnice — Lorentzova kalibrace ve vakuu 4 Maxwellky — 2 Maxwellky:

<A a 102) ®(r,t) = _o(rt)

c? Ot2? o

<A 1o ) A(r,t) = —poj(r,t)

2o

e Rovinna vlna jest urcena nasledujicimi potencialy:

AFt)=a(it-7—ct)
(7 t) =0

Automaticky spliiuji vlnovou rovnici pro jednotkovy vinovy vektor (|| = 1):

o1 o
AA— S0 A =li)’a"” —
C
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8.2 Polarizacni vlastnosti elektromagnetické viny.

Smér vektoru E charakterisuje polarisaci viny!
=> nemeénny smer E = linedrni polarisace
=> harmonicky pribéh E = kruhov4 & elipticka polarisace

Pravidlo 1/2

o f 1

Polarization

We call that direction the wave’s polarization.

Polarization Axis

We call that perpendicular direction the polarizer’s
axis.

light is polarized parallel to the surface.

Unpolarized

Polarization
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8.3 SiFeni elektromagnetické viny v latkovém prostiedi (kon-
stanta Sifeni, itlum, komplexni index lomu, disperze).
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8.4 Odraz a lom elektromagnetickych vln na rozhrani dvou
prostiedi (Fresnelovy vzorce).

3.2.3 Odraz a lom na opticky hustsim prostiedi (n; < n,)

Zavislosti amplitudovych koeficientii odrazu a transmise na thlu dopadu pro piipad odrazu a
lomu na opticky hustS$im prostfedi n; < n, jsou zobrazeny pro obé polarizace na obr. 3.7.
V pfipadé odrazu na opticky hust$im prostiedi ze zakona lomu (3.13) plyne, Ze pro 8; > 0,
dochizi klomu ke kolmici v roving rozhrani. Uhly dopadu, odrazu a lomu uvaZujeme
z intervalu (0, g}, kdy je funkce sinus rostouci a funkce kosinus klesajici. Proto plati, ze

cos 0; < cos O, tedy i ny cos 6; < n, cos ;. Citatel vztahu (3.21) je pro viechny (thly dopadu
zaporny, jmenovatel je vzdy kladny. Proto je ry < 0 v celém rozsahu uhli dopadu ;.

1.0 T T T T T T 18 T T T T T
o
!
08 o "P
n=1
08 - =15 . o ]
04— —
v ',
02 - ' ) - 086 - :
00} : ]
i !
.02 ! — 04+ n,= 1,5 > ~
|
0,4 ;
06 - L - 02
i
08 |- )
g
10 | | 1 | il | | 0.0 | | | | 1 | l
0 10 20 30 40 S0 60 7O 80 90 0 10 20 30 40 S0 €0 70 80 90
= ) - o
& 7] o 7]

Obr. 3.8 Odraz a lom pii dopadu pod Brewsterovym thlem. Odrazena vina je lincarné
polarizovana kolmo k roviné dopadu.
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3.2.4 Odraz a lom na opticky ridSim prostredi (n; > n,)

V piipadé odrazu na opticky fidsim prostiedi ze zdkona lomu (3.13) plyne, Ze @; < 0, a dochazi
k lomu od kolmice k roviné rozhrani. Se zvétSujicim se thlem dopadu nastane situace, kdy thel
lomu dosahne 90°, Uhel dopadu pro tento piipad 6 nazyvame kriticky nebo mezni. Ze zakona
lomu plyne

nysin @ = n, sinf=n2, sin @, =E. (3.31)

2 ny
Prubéhy amplitudovych Fresnelovych koeficientd odrazu a lomu pro @; < @, jsou zobrazeny
na obr. 3.9. V piipadé odrazu na opticky fid$im prosifedi nabyvaji Fresnelovy koeficienty
realnych hodnot pouze pro tihly dopadu mensi nez kriticky tthel ®@,. Pro 8; = @, nastava totalni
odraz spojeny s obecnym fizovym posuvem mezi dopadajici a odraZzenou vinou popsatelny
komplexnimi amplitudovymi koeficienty odrazu, jejichz absolutni hodnoty jsou
[l = %= 1.

" 107 T T T 1 T T T T
o
'p
08 -
| ' =15 n=15

n=1

1
80 ™ 80 80

é[°] &)

Obr. 3.9 Zavislosti amplitudovych Fresnelovych koeficienti odrazu a transmise na thlu
dopadu pro pfipad rozhrani sklo (index lomu n; =ny; = 1.5) a vaduch (index lomu
n=n; =1)
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8.5 Elektromagnetické viny ve vlnovodech.

Totalni odraz

Je-li thel dopadu z opticky huststho (déle prostfedi 1) do opticky fidstho prostfedi (dale prostiedi
2 ) vétsi nez kriticky thel (©; > ©¢), dochdz{ k tiplnému odrazu svétla od rozhrani. Ndzev iplny (totalni)
odraz vystihuje skuteCnost, ze vykon neseny odrazenou vlnou je ve staciondrnim pripadé roven vykonu
nesenému dopadajici vlnou.

Odrazena vlna ma nékteré zajimavé vlastnosti, které jsou i prakticky vyuzivany:

o vyuziti jako zrcatek; oproti kovovym zrcadlovym plochdm ma& vétsi odrazivost a je odolnéjsi vuci
pusobeni vnéjsiho prostredi;

e totdlni odraz od stén je zdkladnim principem svétlovodi, které hraji v dnesni technické praxi obrov-
skou tlohu;

e meéfeni kritického ihlu O¢ je zdkladem nékolika prakticky uzivanych typu refraktometru - pristroju
na méreni indexu lomu;

e totalné odrazend vlna ziskava pri odrazu fazovy posuv, ktery zavisi na polarizaci, ihlu dopadu a
indexech lomu. Pravé rozdil faizového posuvu mezi vinami polarizace s a polarizace p lze vyuzit ke
zméné polarizacniho stavu dopadajici viny, napt. z dopadajici linearné polarizované viny lze odrazem
ziskat vlnu polarizovanou elipticky, pfi dvojndsobném odrazu i vlnu polarizovanou kruhové (prvek
zvany Fresneltv hranol).

e

1N - 1y

Totalni odraz

A

Obr. 3.10 Pravothly hranol fungujici jako zrcatko

n= m
m
n,~ n

Obr. 3.11 Paprskovy model vinovodu
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8.6 Dipdlové elektromagnetické zareni.

Reyletgh Scattering
Cvhite Light Abserbed) (Blue Light Bmitied)

It's emitted in every direction except the wiggle axis.
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9 Optika

9.1 Interference svétla, optické interferometry.

Interference svétla
Pojmy
e Huyghensiv princip Sifeni svétla:

Vsechny body na vlnoplose slouzi jako bodové zdroje sekundarnich kulovych vinoploch. Po néjakém
case At bude novou polohou vlnoplochy tecna plocha k témto sekundarnim vinoplochdm.

A _ dopadajici vina

1 \vl vzduch

sklo

o
!

(a)

cAt

s ] \_\
vinoplocha nova poloha )

véase r =0 vinoplochy
viase 1 = At

A E

Obr.36.1 Konstrukee $ifeni rovinné viny ve vakuu na zdkladé
Huygensova principu.

lomena vina 22 \! v

(c)

¢ Index lomu:

= Fazovy rozdil mezi dvéma svételngmi vinami se muze zmenit, jestlize se vlny siri ruzngmi
latkami, které maji rizné indexy lomu.

¢ Snellav zakon lomu:

sin «v U1 . .
- = —& myisina=mosinpf
sinf8 s
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Interference = skladdni 2 vin stejné frekvence f, fdzové rychlosti v (a sméru)
=> nejpresvédCivéjsi diukaz, ze svétlo je vinéni.

. T
Y1 = 71 8in [w <t — —)}
v

m)} = y=y1+y2:Rsin[w<t—E)}

y2:rgsin[w<t—— v
v

A

. amplituda vysledného vinéni

2md
kde R = \/r% + 72 + 27179 COS (ﬂ->

d =|zg — x1]... drdhovy rozdil

T+ . R
! 5 2. aritmeticky priameér

x t @«
Vinové rovaieer |y = yle,t) = rsin (1~ )] = rein [on (L -
nova rovnice y=y(x,t) =rsin |w » rsin |27 | 7 = 5

kde x ... vzdalenost od zdroje vinéni

= Jestlize se dve viny siri drdhami o ruznych délkdch, jejich fdazovy rozdil se muze zmeénit.
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Interference v Youngové dvojstérbinovém experimentu

Drahovy rozdil:

|AL=dsing (drahovy rozdil) |

Konstruktivni interference:

Pro svétly prouzek musi byt AL nula nebo ce-
lo¢iselny nasobek vinové délky.

AL = dsinf = ( celé ¢islo )(N)

neboli

dsinf =mA, kdem=20,1,2,...

(maxima - svétlé prouzky).

Destruktivni interference:

Pro tmavé prouzky musi byt AL lichym nésob-
kem poloviny vlnové délky.

AL = dsinf = ( liché ¢islo ) <;/\)

neboli

1
dsin0—<m+2>)\, kde m=0,1,2,...

(minima - tmavé prouzky).

-
bl
o
=
)
=
-
£
[

dopadajici
vina

ar_ai‘r_m\-')’f rozdil AL
(b)

Obr. 36.8 (a) Viny ze Stérbin S; a S; (nad a pod nikresnou)
se sklddaji v libovolném bodé P na stinitku C ve vzddlenosti v
od stfedové osy. Uhel 8 je vhodnou veli¢inou ke stanoveni po-
lohy P. (b) Pro h 3 d miZeme ry a r2 povaZovat pfiblizné za
rovnobézné paprsky, §ifici se pod thlem # vzhledem ke stfedové

0se o,

Angle

(from denter}
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Optické interferometry

Interferometr jsou zafizeni, u nichZz mizeme definovanym zplisobem ménit fazové posuvy mezi
vinovymi komponentami, na které se rozdéli vstupujici zareni.

Kritéria déleni:
e Dle poctu svazka

— dvousvazkové (Michelsontv, Jamintv, Machiv—Zehnderuv)

— vicesvazkové (Fabrytv-Pérotuv interferometr a Lummerova— Gehrckova deska)
e Dle zptisobu ziskavani interferujicich vin

— délenim vlnoplochy (Michelsoniiv)

— délenim amplitudy (Jamintv)

fixed mirror

<+
translating < i
source ; S A
mirror <
beamsplitter

detector

(a) Schéma Michelsonova interferometru  (b) Schéma Fabry-Perotova interferometru

¢ Michelsonuv interferometr

=> Dvousvazkovy interferometr
= Vyuzit k vyvraceni existence setheru. Stejna rychlost svétla nezavisle na sméru siteni zdroje.

=> Princip fungovani:

Svétlo ze zdroje se déli na dva svazky, ty jdou kazdy k jinému zrcadlu, pak opét zpét a
na stinitku interferuji. Jedno zrcadlo je posuvné, ¢imz je mozné ménit optickou drahu jednoho
z paprski a tim fazové zpozdéni.

e Fabry-Perotuv interferometr

= Vicesvazkovy interferometr
=> Je tvoren dvojici planparalelnich zrcadel.

=> Princip fungovani:

Svétlo dopadd mezi dvé zrcadla, vznikd mmnohosvazkova interference, na stinitku dosta-
neme interferenéni kruhy odpovidajici Airyho funkei (obr. 12.3). Pro svétlo obsahujici dvé
vlnové délky dostavame dvé soustavy interferencnich kruht, které se pri priblizovani vinovych
délek sliji dohromady. Rozliseni je dano tim, pro jak blizké vinové délky je jesté mozné rozlisit
dvé soustavy interferenc¢nich kruht.
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9.2 Koherence svétla.

Nutnou podminkou, aby se interferencni obrazec objevil na stinitku C je, aby se fazovy rozdil svételnych
viln, dopadajicich do libovolného bodu P stinitka, neménil s ¢asem.

Protoze fazovy rozdil zustava konstantni, je svétlo ze Stérbin S1 a S2 dokonale koherentni.

Primé slunecéni svétlo je castecné koherentni; vlny slunecniho svétla dopadajictho do dvou bodu
maji konstantni fazovy rozdil pouze tehdy, jestlize jsou tyto body blizko u sebe. Jestlize se podivate
zblizka na svij nehet v jasném sluneénim svétle, muzete vidét interferenéni obrazec, nazyvany anglicky
speckle: nehet je jakoby pokryt barevnymi skvrnkami (speckle = skvrnka). Tento jev pozorujete proto, Ze
svételné vilny, vzniklé rozptylem ve velmi blizkych bodech nehtu, jsou dostatecné koherentni k tomu, aby
ve vasem oku spolu interferovaly.

‘ag_ You Don't Kn

Obecné lze Tici, ze svétlo je koherentni, pokud dobre interferuje. Predstavme si napriklad sinusovou vinu,
pri které vzdy po néjakém ¢ase (pramérné po koherencéni dobé 7y ) dojde k ndhodné velkému skoku ve fazi.
Jednotlivé ¢asti sinusovky budou mit zhruba délku:

; _c
c=CTy =~ Ba

kde Av je spektralni sitka. Tato délka je dulezitda napiiklad v holografii - chceme-li vytvorit hologram
predmétu velikého 1 cm, pak potfebujeme svétlo s koherenéni délkou alespon 1 cm, spis vétsi. Proto se
k hologramtm c¢asto pouzivaji lasery, které maji dobré koherencni vlastnosti a koherenc¢ni délku treba az
stovky metru.

Predpokladejme dva svazky vychazejici z jednoho bodu letici po rtiznych drahach do druhého bobu, kde

interferuji. Vysledna intenzita je tam
Et)=FEi(t—71)+ Ex(t — 1) = E1(t) + E2(t + 7).
kde 71,2 jsou Casova zpozdéni, kterd vzniknou p¥i priletu drahami (E4(t) je pole v pocateénim bodé,
Eq (t —71) je v koncovém). Nés bude zajimat ale jen rozdil, tedy 7. Analogicky jako v pfedchozi kapitole
(rovnice (12.6)) dostaneme intenzitu
I=1+1+2Re(E1(t)E5(t+7)).
Spicata zavorka znaéi stiedovani pres ¢as. Pomoci posledniho ¢lenu se definuje ¢asova korelaéni funkce T
Lia(7) = (E1(t) E5(t 4 7)) -
Déle se definuje také komplexni stupeni koherence

. Flz(T)
712(T) = m7
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| Coherence:

| In Phase +

| Same Direction
‘
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9.3 Ohyb svétla (Fraunhoferova a Fresnelova aproximace, op-
ticka ohybova miizka, Braggova rovnice).

Difrakce

e ,ohyb svétla na prekéazce”

o vychézi z Huygenstiva principu, Fresnel (19. stol.) dodavd, ze sekundarn{ vinky interferuji a skladaji
se tedy s prislusnym fazovym rozdilem.

Obr. 37.1 Difrakéni obrazec, ktery se objevi na pozorovacim sti-
nitku, na néZ dopada svétlo proglé dzkou vodorovnou Stérbinou,
Difrakce zpisobuje, Ze se svétlo rozsifi kolmo k dlouhym stra-
ndm Stérbiny. Vznika tak interferenéni obrazec tvofeny Sirokym
centrdlnim maximem a méné intenzivnimi a uziimi sekundar-
nimi (neboli vedlej$imi) maximy, kterd jsou oddélena minimy.

Obr. 37.2 Difrakce monochromatického svétla na Ziletce. Viim-
néte si maxim a minim intenzity.

Rayleighovo ,,rozlisovaci kritérium?”

1,22\
br=—"7"

Frauenhoferova difrakce

e popisuje jev, kdyz na aperturu dopadne rovinné vlna a my pak sledujeme difrak¢ni obrazec v neko-
nec¢né vzdalenosti (lze priblizit ¢ockou).

o Interferencni obrazec vitbec nepfipomind tvar prekazky.

Na stinitku musime pocitat pifispévky od vsech paprski, které ze stérbiny vychézi. Suma tedy pre-
jde v integral. Musime taky uvazit rozdilny pokles amplitudy od ruznych zdroji. Pro nézornost,
dostaneme néco na zpusob:

a/2
Ep :/ Eo e ilwt=k(ro+AG)) g
—a/2 To + A(S)

kde Ey je amplituda, 7o vzdalenost k danému bodu na stinitku, A(s) vzdalenost pro ruzné zdroje.
Analogicky difrakce na obdélnikovém, kruhovém otvoru, na rfadé Stérbin. Pro difrakci na fadé stérbin

dostaneme
asin® = \m/| ...mri{Zkova rovnice

kde © je uhel mezi kolmici na stinitko a tiseckou spojujici stfed apertury s danym bodem na stinitku, a
je perioda $térbin. Rovnice tedy urcuje sméry, ve kterych dostdvame m-té maximum (nulté trividlné pro

0=0)
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Fresnelova difrakce
e interferencéni obrazec pozorujeme v malé vzdalenosti za prekazkou
» uvazujeme dopad kulové vinoplochy, namisto rovinné viny (timto se vypocet znacné ztizi)

e rozlozeni svétla tedy pripomind tvar prekazky, ma vsak dodate¢né prouzky a modulované rozlozeni
intenzity.

Opét pro nazornost

1 . '
EP — / _Ieik(r+r )dS,
apertura rr

kde r je vektor jdouci z né&jakého bodu (plosky) apertury do koncového bodu na stinitku a r’ je vektor
jdouci ze zdroje do bodu v aperture.

Ohybova mrizka

V porovnani s dvojstérbinou ma toto zafizeni mnohem vétsi pocet N Stérbin, jimz se cCasto Fika
vrypy; nékdy je jich dokonce nékolik tisic na milimetru.

=]

| A C
Obr. 37.17 Idealizovand difrakéni mfizka tvofend pouze pét
$térbinami. Na vzdileném stinitku C vznikd interferenéni obra-
zec.

Jemné vrypy o Sifce 0,5 pm na kompaktnim disku délaji z disku
difrakéni mitzku. Sviti-li na disk maly zdroj bilého svéta, tvoii
difraktované svétlo barevné pruhy, které jsou smésici difrakénich
obrazet od vrypl.

Rozlisovaci schopnost mrizky:
R=Nm
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Braggova rovnice

. 4

d ‘r,-"f:“/
\\‘p d sin o

Obrazek 12.4: Braggova difrakéni
podminka (12.17)

kde smér difrak¢nich maxim je dan jednotkovym vektorem (cosa,cos 3, cos7y)
pro obecny smér dopadu (cos o, cos By, cos o). Cisla my, ms a ms jsou Fady
maxim pro rizné smeéry. Oproti rovnici (12.14) je v (12.16) kosinus pouze diky
jiné definici thlu. Lze ukazat, Ze tyto podminky odpovidaji prestaveé, ze maxima
difrakce vznikaji ve smérech danych zrcadlovym odrazem dopadajiciho vinéni od
krystalickych rovin. Tato podminka se nazyva Braggova podminka (obr. 12.4):

2d e 8in @ = M, (12.17)

kde je vSe v obrazku 12.4 a h, k, [ je oznaceni krystalické roviny, m je fad maxima.
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9.4 Sifeni svétla v anizotropnich latkich (pouziti dvojlomnych
latek).

Vlastnosti neizotropnich materiali zavisi na sméru Sifeni svétla i na jeho polari- zaci. Takovou vlastnosti
mize byt tfeba rtuzny index lomu - ldtka pak vykazuje 89dvojlom (vdpenec). Piimka, kterd odpovidd
sméru Siteni svétla, v némz nezavisi index lomu na polarizaci se nazyva optickd osa. Latky mohou byt
napt. opticky jednoosé (jedna opticka osa), dvouosé (dvé optické osy) a izotropni (index lomu nezavisi na
polarizaci v libovolném sméru).

Tensor permitivity

Tenzor permitivity (3x3) je symetricky, dd se zndzornit jako elipsoid, ve vhodné bazi se diagonali-
zuje a k popisu pak staci pouze 3 slozky e,,€, a €,. Pro izotropni latky plati e, = ¢, = €. (tedy stejné
vlastnosti pro vSechny sméry).

Reseni Maxwellovych rovnic s riiznou permitivitou vede k Fresnelové rovnici 2, ktera spojuje index lomu n
s nimz se Sif{ rovinnd vlna, jejiz vlnovy vektor ma smér s. Reseni této rovnice vede k zavedeni ordinarniho
(fadného) (¥idi se Snellovym zdkonem) a extraordindrniho (mimofadného) indexu lomu. Ordindrn{ index
lomu je nezdvisly na sméru sifeni, extraordindrni ano. Vlna se tedy rozdéli na fddnou a mimotdadnou (které
maji navzajem kolmé sméry linedrni polarizace). K uréeni indextu lomu a polariza¢nich sméru je uziteéné
si zavést optickou indikatrix. Je to elipsoid (rota¢ni pro jednoosy krystal, kde e, = ¢, # €., koule pro
izotropni materidl) dany rovnic{

Nakresleme si elipsoid a smér $ifen{ viny s. Déle sestrojme rovinu kolmou ke sméru s (prochézejici pocatkem,
stfedem elipsoidu). To bude obecné elipsa (pro izotropn{ materidl vzdy kruznice). Velikosti jejich poloos
jsou indexy lomu pro dany smér $ifen{ (v izotropnim materdlu pro vSechny sméry stejné).

Tedy, v anizotropni latce se svétlo Sifi tak, ze v kazdém sméru mohou postupovat dvé viny s riznymi
fazovymi rychlostmi (rtizné indexy lomu), které jsou linedrné polarizované v navzajem kolmych rovindch.
Dvojlom nastava, dopada-li vlna na povrch anizotropniho materidlu a dale se siri jako fadna a mimoradna.
Plati samozfejmé zdkon lomu

n; sin ©; = n; sin O;.

Pricemz index lomu anizotropniho materidlu n; je pro fadnou vlnu nezavisly na sméru siteni, pro mimorad-
nou zavisly. Budeme-li si tedy prohlizet obrazek pod krystalem, uvidime jej dvakrat. Pii spravném otaceni
krystalu bude jeden z obrazi stdle na misté (odpovidajici §ifen{ raddné vlny), druhy se bude pohybovat.
Anizotropn{ latky maji hodné velké vyuziti - napiiklad v fadé optickych elementu (polarizatory, ptlvinné
a ¢étvrtvinné desticky, rotatory, kompenzatory). 4
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Fermattv princip:

e Svétlo se v prostoru $if{ z jednoho bodu do druhého po takové draze, aby doba potrebné k probéhnuti
této drahy nabyvala minima.

Quarier—Wave Plale

Combining tt
This calcite crystal is one example. ligh
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9.5 Geometricka optika (eikonalova rovnice, geometricka op-
tika sférickych ploch, zobrazovaci rovnice).

Geometricka optika
e zaloZena na pojmu paprsek

o paprskova optika popisuje zjednodusenym zpusobem interakci zérivého pole s predméty Fadové vét-
$imi nez je vlnova délka zareni

e Pracuje s pojmy, které jsou znadmy z ,,matematické geometrie”

— svitici bod je chdpan jako matematicky bod
— svételny paprsek v homogennim prostiedi (ve vSech mistech stejny index lomu) jako matema-
tickd primka

— v nehomogennim prostfedi jako (nekoneéné tenkd) k¥ivka v trojrozmérném prostoru.

Snelluv zakon lomu:

sina v . .
- =— & mpsina=mssing
sinf v
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9.6 Optické zobrazovaci pristroje.

Parametry optickych soustav

Za velmi vyznamné praktické parametry zobrazujicich soustav muzeme povazovat:

1. zorné pole definované pro konjugované plochy (roviny) v pfedmétovém a v obrazovém prostoru; v
soustavé je zorné pole definované clonou zorného pole;

2. rozliseni pii zobrazeni blizkych bodu v roviné kolmé na optickou osu, a to nejen bodi na optické
ose, ale i bodu na okraji zobrazované scénys;

3. hloubka ostrosti, tj. jak se zméni ostrost obrazu (rozliSenf) pfi posunu predmétové plochy ve sméru
podél optické osy; jeji urceni je spojeno s tim, jak velkym obrazem sviticiho bodu (svétlou skvrnou)
se spokojime (tolerance neostrosti, pfijatelné rozostfeni);

4. svételnost, tj. kolik zarivého vykonu emitovaného predmétem je soustava schopna vyuzit a soustiedit
do vykresleného obrazu.

Dioptricka vs. katoptricka soustava

Dioptricka soustava
e paprsky od predmétu vstupuji do soustavy a vystupuji na opacné strané soustavy

e realizovana lomnymi plochami nebo sudym poc¢tem odrazovych ploch, pripadné jejich vhodnou kom-
binaci.

Katoptricka (zrcadlova) soustava
e paprsky vstupuji i vystupuji na stejné strané soustavy

e realizovana napf. lichym poctem odraznych ploch.

dioptricka dioptricks
soustava

soustava

realny obraz

P]'

PF

virtualni obraz

katoptricka katoptricka
soustava soustava

redlny obraz

Obr. 8.11 Schématické znizornéni redlného a virtudlniho obrazu P’ pfedmétového bodu P
pii zobrazeni dioptrickou a katoptrickou soustavou s vyzna¢enim homocentrickych svazki
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9.7 Spektralni pristroje a zakladni metody optické spektrosko-
pie.

Spektroskopie znamend studium optickych prechodu v latkach. Zavislost intenzity svétla na vinové délce
se méri spektrometry. Spektrometr je pristroj, do néhoz dopada svétlo vstupni Stérbinou a ktery mé na
vystupu obraz vstupni stérbiny, jehoz poloha je zavisld na vlnové délce svétla. Ve spektrometru musi byt
néjaky disperzni prvek, coz muze byt napiiklad opticky hranol, v soucasné dobé ale snad uz jen miizka.
Rozlozené spektrum svétla je detekovano CCD detektory. Mezi dilezité vlastnosti spektrometri patii své-
telnost, spektralni propustnost, spektralni rozliseni. Spektralni rozliSeni je opét definovano tim, jak blizké
spektralni ¢ary lze jesté rozlisit. Presnych definic je nékolik a ruzné se od sebe lisi. Nejjednodussim disperz-
nim prvkem je zpravidla ze skla nebo taveného kife- mene vyrobeny disperzni hranol. Vzhledem k tomu,
ze index lomu zavisi na vlnové délce svétla, pak spravné usporadani hranolu rozkladd dopadajici svétlo na
jed- notlivé slozky. Dulezitym parametrem je u néj celkova odchylka paprsku (deviace) pii pruchodu. Dal-
$im, lepsim, disperznim prvkem je opticka ohybovd miizka. Mize se jednat o mfizku reflexni (detekujeme
odraZené svétlo) ¢ transmisni (ta byla jako prvni vyrobena z natazenych lidskych vlast). U modernich
mifzek byvaji az tisice vrypti na milimetr (¢im vice vrypt, tim vétsi disperze — leps{ rozliSeni). Miizky
je mozné vyrabét at uz rytim diamantovym perem do podlozky (metoda je ndchylnd na dodrzeni presné
geometrie mrizky - musi se zamezit veskerym otfestum), nebo holograficky (chemické leptani a napafovani
materidlu). U mrizek je také mozné dosdhnout toho, abychom dostali nejvétsi intenzitu svétla pro rtzna
difrakéni maxima. Toho se dosdhne pomoci blejzované miizky, kterd ma pilovity profil.
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9.8 Zaklady holografie.

Pfi zaznamendani scény na film se ztraci vnimani hloubky a perspektivy - dosta- vame pouze 2D obrézek. Pri
pozorovani hologramu je vsak puvodni vlna rekon- struovana a pozorovatel pii pohledu na hologram vidi
totéz, co by vidél, kdyby pozoroval scénu oknem hologramu. Nakldnénim hlavy muzeme napriklad nahléd-
nout na roh pfedmétu. V holografii se vyuziva interference koherentniho svétla. Svételna vlna ne- souci
informaci o scéné se necha interferovat s koherentni referencni vlnou a in- terferenc¢ni obrazec nese informaci
o relativni fazi zaznamendvané viny viuci viné referencéni. Zkratka nosnd vlna je modulovana vlnou signalni.
To, jaké svétlo potiebujeme k rekonstrukei hologramu zavisi na typu jeho vyroby. K rekonstrukei reflexniho
hologramu, ktery vznikne tak, Ze reflexni a signdlni vlna jdou z rtiznych stran hologramu (zjednoduSené),
lze pouzit i obycené bilé svétlo (napfiklad kreditky).
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9.9 Princip laseru.

LASER = Light Amplification by Stimulated Emission of Ratidation

Zakladem je pochopeni spontanni a stimulované emise a charakteru vyzareného svétla.
e spontanni emise ... foton je vyzaren do libovolného sméru s nadhodnou fazi

e stimulovana emise ... emitovana vina ma stejny smér i stejnou fazi, jako vlna dopadajici a gene-
rované svetlo je tudiz koherentni se svétlem, které stimulovanou emisi vyvolava

Vlastnosti laseru
e« monochromaticnost ... velice zky pés frekvenci v vyzarovaného svétla
e koherentnost ... shodna polarizace svételné viny a stejna faze vlnéni

e vykon ... moznost koncentrovat vysoké mnozstvi svételné energie do malého prostoru

Lasery se déli podle typu aktivniho prostredi
e plynové
e kapalinové

e pevnolatkové

Intenzita zavisla na Sifeni v latce

hv

I(2) = 1(0)ePn N2 N)255 =

kde z je délka, kterou svétlo urazilo v ldtce, v je frekvence, Av je frekvenéni §itka pulsu, By Einsteiniv
koeficient stimulované emise, Ny » pocet atomi v zdkladnim a excitovaném stavu. Klasicky je No < Ny
a svétlo je tedy v ldtce zeslabovdno. Pokud vsak materidl (aktivni prostfedi) dostateéné excitujeme
(dodavdme mu energii, latku cerpame) a tedy pro No > N; bude intenzita svétla exponencidlné rist.
Létku lze Cerpat opticky (jiny laser, vybojka), elektricky, chemicky. Aby svétlo mohlo dostateéné zesilit,
pouziva se k tomu opticky rezonator tvoreny dvojici planparalelnich zrcadel mezi kterymi je aktivni
prostiedi. Jedno ze zrcadel byvd polopropustné a ¢ast svétla tudy z rezondtoru odchézi. Aby laser
generoval svétlo, musi zesileni svétla za jeden obéh prevysit ztraty. Pokud jsou ztraty presné vyrovnany,
mluvime zde o prahové podmince laseru.

Nejznameéjsi je helium-neonovy laser.

V ném dochizi k stimulované emisi mezi atomarnimi hladinami Ne. Cerpéani je zajisténo elektric-
kym vybojem v plynové smési. Tento laser mé koheren¢i délku 300 m a Av, = 10% Hz pii A = 633 nm.
Diky mnohonésobnym odrazim svétla v rezonatoru je svétlo dobfe fokusovano a napiiklad na Meésici je
mozné udélat stopu o pruméru = 10 m. Diky stavbé rezonatoru mize laser generovat jen svétlo vyhovujici
okrajovym podminkdm. Pro ten nejjednodussi s planparalelnimi zrcadly (Fabry-Perot — Airyho funkce
(obr. 12.3)) musi byt splnéna rezonanéni podminka pro vinovou délku svétla
An
n 5 = L,

kde n € N, L je délka rezonatoru. Cislo n éisluje pifpustné stavy svétla, stojatych vin, které se nazyvaji
podélné médy rezonatoru. V laserech, ve kterych osciluje pouze jeden mod se dosahuje vysoké koherence.
Pokud je médu hodné, svétlo je neusporadané. Je vsak mozné zajistit, aby byly amplitudy jednotlivych
modu v ¢ase konstantni a byly konstantn{ i mezimédové fazové rozdily. Pak je vystup z laseru opét uspo-
radan a dochézi ke generaci ultrakratkych optickych pulzt.
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Déje probihajici v laseru:
e simulovana absorpce
e spontanni emise

¢ simulovani emise

Spontaneous Stimulated
Emission Emission

All Coherent

v = ¢ (speed of light: 300,000 km/s) X 20 Quadrillion photons

emitted per second

L = distance between mirrors

Nd:YAG solid-state laser

Highly Partially
reflective reflective
NTrGE Flashlamp (pump source) MArTGE
(! ]
Laser
output

ND:YAG crystal (laser medium)

Optical resonator
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9.10 Tepelné zareni, zakony zareni absolutné cerného télesa.

Tepelné zareni
Jedna z forem prenosu tepelné energie.
Prvni pokusy o popsani vilnové délky vyzarovaného svétla v zavislosti na jeho teploté:

Wienuv zékon

Bv

u,(v,T) = Av’e™T | — plati jen pro velké v

— IR katastrofa

Rayleigh-Jeansiv zakon

2
U, = 87;; kpT — plati jen pro malé v
— UV katastrota
20 | _ T=5800K ?
35l N T --- Rayleigh-Jeans | |
.o /7N 5
e SN ; — Planck
—30F N e, . ]
= [/ -=  Wien
T ¥ :
= 25 Y S e N S i
o 1
/
§ 20 b Lo 4
- e
i 150 ..Il....; ........................................................................................................... i
0 : ll
10 E R R e S R ]
l. II
5F. R e ]
/
44 i i i i i !
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
v [THz]
Planckiv vyzarovaci zakon
Priklad: Planckuv vyzarovaci zakon
Zadéani: Odvodte Planckiv vyzarovaci zékon

Ukoly: A) Odvodte (T, w) dw = (E) v intervalu frekvenci (w,w + Aw) na jednotku V
B) Odvodte U(T,V)

N
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v Reseni:
Méjme absolutné cerné téleso o teploté T'.

Uvnitt ného jest krychlova dutina se stranou délky L (tedy V = L?), do
niz téleso vyzaruje.

Energetické spektrum QLHO (Kvantovy linedrni harmonicky oscilator)

1

Stavova suma pro QLHO

oo o0 oo oo
1 w w
Z1 = Zexp (—ﬁEn) = Zexp (—ﬁhw <n+ 2)) = e_% Z B_Bhwn — e_% Z (e_Bﬁw)n _
n=0 n=0 n=0 n=0
. S _ Bhw
_ |soucet geometrické fady| _ Bhe 1 B e 2
B s = 1(1_0(1 = 1— e Bhw |1 g=Bhw
Stredni energie pro QLHO
0 0 hw h hw 0 h
(B =——In(Z)) = ——== (—5—111(1— e P W)) =—+-In(l- e ™) crodni bodet
8ﬁ 6/3 2 2 6/3 S rekg;rf)toce
hw 1 hw  hwe P 1 1 1
_ _ —Phw _ _ _ -
2+1—e_ﬂhw( ¢ )(hw)_2 1— e fhw <e5ﬁw—1 2>_h‘”(2+<n>>
4
nulové
kmity
Stredni pocet kvant
1
<n> eﬁﬁw _ 1
Dutinu chapeme jako pravotihlou mekonecnou potencidlovou jimu délky L,
necht mé vlnéni vlnové cislo k, ze Schrodingerovy rovnice plyne pro stojaté
vinéni: )
s
2L=Xn, k=—
A
Délka dutiny L musi byt celo¢iselnym nasobkem vinové délky pro stojaté vinéni. 57
Budeme pocitat v prostoru frekvenci w, tedy chceme si vyjadrit zavislost 1
A= A(w) ny
1 2 i
Déle vime, 7e: w=21f = f=— = -—=2"
2m f w
c 2me , 2mce mC
A=—-—=— = dosadimedo2L =M = 2L=—n = w=-—n n
! w w L x
Ny

mc_, T 2 5 2 ]
wffnff ng +ny, +ng
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Plati, ze ve 3D 7 se d4 rozlozit do slozek ng,n,,n, € N, tedy jsme omezeni pouze na 1. oktant.

Kombinace ng, ny,n, a polarisace ndm davd méd N, v zévislosti na w mame N (w)

1 4
N (w) = (zptsoby polarisace) - (1. oktant) - (objem koule) = 2 - 3 §7m3 = gn?’
, . ; wlL
Dosadime za n ze inversi vztahu pro w: n = —
™
3 3 3

7w (wL TwV o w?V

=2 (Z) =[pB=yl =" =2 0

N(w) 3 < e ) [ ) 3m3c¢3  3w2e3

Pocet médi N pro interval (w,w + Aw) znaéime 2 a definujeme
AN 3wV WPV
2w)dw = AN (w) = D(w)= W = 328 = 28
w2V
d =
P (w) dw 5.3
A) Spektralni hustota vyzarovani u(T,w)
Intensita zafeni v celé dutiné V'
w2V 1 w3
Ew)dw =(E) (w) - 2(w)dw =hw | ++(n) | - — dw = Fho 1 223 V dw
1 w3
= - 55 Vdw

exp (k%T) -1 7¢

kde neuvazujeme prispévek nulovych kmita ke sttedni energii QLHO

A pokud chceme odvodit spektralni hustotu vyzafovani na jednotku objemu:

E(w)d 3 h
w(T,w) = (w) dw = d dw
v Jw ) _q w23
exp ( pog
B) Vyzafena energie U(T,V)
o W3 h |4 * hwd
U(T,V)=/0 <E>(w)-9(w)dw=/O B — 1 723 dwzﬂzcg/ o _ ] W =
5_ 2
| Pw==z RERCETE _ W1 4/°° x3 P kb 77—4VT4
 |phdw = dz Qo — de | w23 \pBh/) Jo er—1 " w23m315
“ T e
— 15

... Stefan-Boltzmaniv zdkon

_ 7T2k4}3’ 4 _ 4
U,v)= 15 o313 VT* =aVT
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Dodatky k predeslému prikladu
e Planckuv vyzarovaci zdkon v prostoru vlnovych délek A, vychazime ze vztahu:

2mc dw 2mc 2mc h
YET m T e T s dh =

A dosadime do vzorce pro E(w) dw . POZOR, dosazujeme v absolutnich hodnotéch (ignorujeme

minusy):
1 h[22€]3 e 87Vhe 1
E\)dx = 2 V{—d)\]:——d)\
exp ()%/ﬁ [MD -1 M A2 exp (%) N
_ 87T2/hc %d)\
exp (/\k;:T) -1

o Spektralni hustota vyzatovani u(T, \)

W(T,2) = E()\&d)\ _

Ely

*

‘._ Planck Rfuli‘ation Law
o8mh9® 1 __8mht 1
Up= T T e UA = TR
% R ekT-1 eAkT -1
1
Uy X—p—
eAkT—1

Radiation Intensity

Wavelength
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10 Struktura atomi, molekul a kondenzovanych
latek

10.1 Dualismus vlna-castice, fotoefekt, Comptontiv rozptyl.

Dualita vlna-c¢asticee

17.-18. stoleti: spor o podstatu svétla, 2 tabory:

« Cisticova hypothesa: svétlo je proud &stic
zastanci: Isaac Newton

¢ Vlnova hypothesa: svétlo je pricné vinéni
zastanci: Christian Huyghens

Do pocéatku 19. stoleti rasismus vici Huyghensovi, prijiman obecné nézor, ze svétlo je proud ¢astic.

e 1803 Younguv experiment prokazal, Ze svétlo interferuje a je tedy vlnénim

V 19. stoleti pak rasismus vic¢i Newtonovi, prijiman obecné nazor, ze svétlo je vinéni.

o Thompson 1987, objeven elektron

o Lenardiv experiment (1902) - fotoelektricky jev — svétlo se chovd i jako proud ¢dstic

Sjednoceni 2 tabora pod vlnové-casticovou dualitu svétla. Svétlo se tak dle typu experimentu chova jako
vlnéni (interference, difrakce) nebo korpuskularné (fotoefekt, Comptontuv rozptyl)

de Broghlieho hypothesa = ,duélni chovani hmotnych castic”

Energie fotonu: £ = mc®* = hv  —  Pro hmotné éastice: mv? = hv = h%
. h
de Broghlieiv vztah: ||\ = —
mu

Elektrony vykazuji dle de Broghlieova vztahu vlnové vlastnosti, odpovidajici vinové délce, kterazto
je neprimo timérna jeho hybnosti.

Fotoefekt

Lenard zjistil, Zze po osvétleni kovi viditelnym svétlem nebo UV zafenim dochézi k uvolnéni castic
(elektront), které jsou vlastnostmi identické s ¢dsticemi katodového zafeni.

Svétlo je schopno uvolnit elektrony z kovu. Pro svétlo - vlnéni se predpokladala platnost néasleduji-
cich jevu:

1. Vyssi intensita svétla = vyssi kineticka energie uvolnénych elektront T
2. Nizsi intensita svétla = delsi ¢as potfebny k uvolnéni elektronti T
3. Svétlo jakékoliv délky bude schopno uvolnit elektrony z kovu T

Experiment vSak prokézal, ze tyto predpoklady NEPLATT!
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Obrazek 4.1: Schéma zapojeni pouzité Lenardem v [53].

Misto toho PLATI nasledujici:

1. Energie uvolnénych elektronit NEZAVISLA na intensité svétla (lisf se pouze jejich pocet - elektricky
proud) v

2. Elektrony jsou uvolnény okamzité po dopadu svétla v

3. Elektrony se uvolnuji az od urcité prahové frekvence - energie dopadajiciho svétla
v

o Fotoefekt vysvétlil Albert Einstein, 1905

Maximalni energie fotoelektrontl Ee max zavisi na energii dopadajictho zafeni vztahem:
hv = Eemax + W

kde W je tzv. vystupni préice a zavisi na materidlu katody.

| T T 1 T T T =
= = 0,8 Wy
; :g ‘,3 ‘‘‘‘‘‘
E g 06 Vi>Vp503 I
z z L A<ha<hs
g E 04t -
o % % .\

LY

g g 02r J

0 L 1\ ik, 1 PR ! |

00 02 04 06 O8 10 12 14 16 I8

Byonan U13) Eymax (1))

Obrazek 4.3: Zavislost fotoelektrického proudu na brzdém potencialu U pro
riizné intenzity dopadajiciho monochromatického svétla (nahofe). Dole zavis-
lost fotoelektrického proudu na brzdném potencialu U pro riizné vinové délky,
frekvence, zafenf.
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Comptoniiv rozptyl
Comptontv rozptyl = neelasticky rozptyl fotonti na nabité ¢astici (nejéastéji elektronu)” Compton
studoval rozptyl rtg. zareni na rtznych prvcich. Nezavisle na atomovém cisle prvku, na kterém dochazi

k rozptylu, mé ¢ast rozptyleného zareni mensi energii.

Zména energie (vlnové délky) zéfeni zavisi pouze na dhlu rozptylu.

LEAD BOX

SLIT 2

-
-
w

o rozptyl fotonu na volném elektronu (nejjednodussi ptiklad)
Volny elektron = je v klidu, nebo se pohybuje rovhomérné primocafe.

A elektron

Obrazek 4.5: Schéma Comptonova rozptylu — neelastického rozptylu fotonu
na volném elektronu. Foton je rozptylen pod thlem ¥, &ist hybnosti odnasi

i elektron.
Foton mé pred srazkou energii a hybnost: E = cp, P = (p,0,0)
Foton mé po srdzce energii a hybnost: E' =c¢p, I # (p,0,0)
Elektron mé pred srdzkou energii a hybnost: E, = m.c?, P = (0,0,0)
Elektron mé po sraZce energii a hybnost: E' = cy/p.2 + m2c2, §. # (0,0,0)
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Pfi rozptylu plati zdkony zachovani energie a hybnosti (v relativistickém tvaru):

E+E,=E +F., 7 +7,

= E'=E+E.—F,

Il
S YN

-P

=

e

Obé rovnice upravime, pfendsobime ¢? a odeéteme od sebe, abychom se zbavili nezndmé energie elektronu
/!
Ee
24 24 ' ry 22
m.c- =m.c —|—2(EE6—EE —E.E +c pp)
Oznacime-li 9 thel mezi vektory ¢ a p’, mizeme upravit na:

FE, = FE' + E.E' — pp’ cos

Po dosazeni za E., E a E’ ziskdme vyraz pro energii fotonu po srézce

;o E
1+ miz (1 —cosv)
Rozdil energii fotonti pred a po srazce je tedy
EFE
r_
E—-F = o (1 — cos®)

Za energie fotonu dosadime E = he/A a E' = he/XN, a vyjaddiime rozdil vinovych délek fotonu pied a po
srazce

h (1 —cos®)

mecC

AN=XN - )=

kde ¢len h/me.c se oznacuje jako Comptonova vinovd délka A
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10.2 Bohruv model atomu.

Rutherfordiv planetarni model

nedostatky modelu: P
// s
P g %
i L ‘rf f/ e
© elektrodynamicky nestabilni L e \ \
|
| 1\ \‘H_,/J ; ;
\ A Va4
N e o
~ ¥

——

——» spojité zareni vs. experiment (€arova spektra)

Bohriv model atomu = prvni pokus o ,kvantovani atomu”

Niels bohr postuloval nasledujici 4 podminky:
1. elektron krouzi kolem jadra po kruhovych drahéach
2. pripustné jsou jen vybrané staciondrni orbity (na nich elektron obihd a nezaii)
3. stacionérni orbity jsou dény kvantovanim momentu hybnosti
L =nh
kde % je redukovana Planckova konstanta

4. elektrony mohou preskakovat mezi jednotlivymi orbity - preskoky jsou spojeny s vyzarenim nebo s
pohlcenim fotonu
hw = En - Em

kde F,, a E,, jsou energie elektronu na orbitich s indexy n a m

Pozn.: Kvantovani orbitadlniho momentu hybnosti vede i na kvantovani energie elektront v atomu.

Rozdil mezi orbitou a orbitalem:

- orbita = myslena kruhova obézné draha elektronu kolem jadra atomu
Znacime n=1,2,3,4,... nebo K,L,M ,N.... orbity

- orbital = funkce popisujici prostorovou pravdépodobnost nalezeni elektronu na dané slupce
Zna¢ime S,P.DF, (G, H, I, ...)
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Obrazek 1.21: V Bohrové modelu atomu vodiku jsou povoleny jen takové

orbity, jejiz délka odpovida celoéfselnému nédsobku de Broglieovy vinové délky
elektronu.

h
2mr, =nA=n—> = pr=nh

mv
kde pr = |7 x p| = |L| = L alias pr je rovna velikosti momentu hybnosti elektronu Energie
elektronu na draze n je dana souctem kinetické a potencidlni energie,
1 e? e'? e*me 1 1
E:—m’]_}z—i——i_—ie—:— —_—
g 27 2h2 n? Yz’
kde jsme pouzili v, = 7’;—’; = % Konstanta Ry = e;);?‘i =13, 6€eV se nazyva Rydbergova.

Pozndmka: Spravné bychom méli pouzit ve vztahu redukovanou hmotnost m* = A%"Jr";;
kde M je hmotnost jadra, protoze elektron obiha okolo tézisté atomu, nikoliv okolo jadra
samotného.

Coz muzeme vyuzit pro prepis 4. Bohrovy kvantovaci podminky

1 1
hw—EnEm—Ry( )

n?2 m?
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10.3 Zakladni typy vazeb mezi atomy, meziatomovy potencial.

Chemicka vazba

wenergeticky stabilisujici silova interakce poutajici navzdajem slouc¢ené atomy do podoby molekuly”

e chemicka vazba z pohledu stability
stabilni vazba: energie molekuly < energie jednotlivych atom

Energeticka bilance lze zapsat pomoci rovnice:
E,=E(Ry) — Y  EM
(03

kde « indexuje jednotlivé atomy a R, udava polohu atomu «

E, <0 molekula je stabilni

O stabilité molekuly rozhoduje znaménko F ) o
E;,>0 molekula je nestabilni

e typy chemické vazby

1. zadné vazba: vazba mezi atomy nevznikne, je energeticky nevyhodné
2. vazba iontova

3. vazba kovalentni

4. vazba van der Waalsova

5

. kovova vazba (vodivostni elektrony)

« iontova vazba
Tontovou vazbu tvori ionty, které jsou vzajemné pritahovany elektrostatickymi silami.

Typicky typ pro dvouatomové molekuly obsahujici atomy z prvniho (prvky alkalickych zemin)
a sedmého (resp. sedmndactého) sloupce (halogeny) periodické tabulky, napf.: HCl, HF, NaCl, KI, ...

Prvky alkalickych zemin maji o jeden elektron navic (a jesté k tomu tlustej), proto se ho
rady zbavi.

Halogeny majf o jeden elektron namin (a jesté k tomu hubenej), proto jej rady pfijmou.

Na 1s'2s%2p®3s? Cl 1s'25%2p®3s23p°

Na* 1s'2s°2p®3s’® Cl- 1s'2s?2p®3s?3p©

2@

Obrazek 6.2: Vznik molekuly NaCl vytvofenim iontové vazby mezi ionty Na™
aCl™.
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Pozndmka: Tontové sloufeniny se rozpoustéji ve vodé (polarni rozpoustédlo) ale nerozpoustéji se v orga-
nickych (nepoldrnich) rozpoustédlech, napf. benzinu.

e kovalentni vazba
Kovalentni vazba je sdilenim valenénich elektrontt mezi atomy molekuly (tzv. elektronovy komunis-
mus)

Vlivem sdileni elektroni dojde k deformaci elektronovych orbitali a tim i k vytvoreni elek-
trostatickych sil, které zajistuji stabilitu nové vzniklé molekuly.

Cl 1s'2s?2p®3s?3p® Cl 1s'25%2p®3s°3p°

> =
“--.._..--"'

Obrazek 6.3: Vznik kovalentni vazby mezi atomy chloru.

Pozndmka: Slouceniny s kovalentni vazbou se rozpoustéji v organickych (nepoldrnich) rozpousté-
dlech, napt. benzinu, ale nerozpoustéji se ve vodeé - tieba jod Is.

e van der Waalsova vazba
Neni chemickou vazbou v pravém slova smyslu

Vznikd z elektrostatického ptitahovani mezi naindukovanymi dip6ly mezi atomy/molekulami
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Obrazek 6.4: Shluk molekul vody vazanych dipélovymi interakcemi (¢arko-
vané linie).

U vody zvysuje teplotu tani a varu. Gekon ji vyuziva pro splhéni po kluzkych povrsich.

e kovova vazba
Specialni typ kovalentni vazby, kdy jsou valen¢ni elektrony sdileny celym krystalem, nikoliv pouze
atomy, které tvori vazbu. Umoznuje kovum vést elektricky proud.

Vice vizte v bodu 10.9 Blochtiv theorém a pasova struktura

Meziatomovy potencial

e Lenard-Jonesuv potencial

Jednim z nejcéastéji pouzivanych jednoduchych meziatomovych potenciala jsou potenciadly Lennard-
Jonesovy, nejcastéji ve tvaru:
o 12 o\ 6
U(r) = de [() - (%) ]
r r

kde € je hloubka energetického minima potencidlu. o oznacuje vzdalenost, na které je meziatomovy
potencial nulovy a 7 je vzdalenost mezi atomy.

— Prvni élen ( ~ 1/r'2 ) popisuje elektrostatické odpuzovani kratkého dosahu vlivem prekryvu
elektronovych obali.

— Druhy élen (~ 1/r%) je zodpovédny za piitazlivé piisobeni dlouhého dosahu (napifklad van der
Waalsovy sily).

i
I
I

+ \ * 1

- 1 ‘E | s .

£ \ pritaztivasia g {7 Odpudiva energie

S » w 3 1 |

£z \ 2 F L

£ b ] A

& 2o A
w @ .Y Meziatomova vzdilenost
= = o L~
a.E _ = |

'E vzdilenostr § £ Visledna enargie

2 . =27

3 Odpudiva sila 2 .E! Eq

= £

Vysledna sila F &
‘_A— Pritazliva energie

117



Jaké vzdalenosti mezi atomy odpovidd minimum potencialu r¢? Urcime ji jednoduse z nulovosti prvni

derivace prub¢hu :
12 2 . 6
=4¢ <0> +(U) =0
v 7o \ 70 7o \T0

Snadnymi dpravami dostaneme pro vzdédlenost atomt ve stabilni konfiguraci

ro = V20 ~ 1,1230.

Lennard-Jonesovy potencidly jsou vhodnou aproximaci pro fadu aplikaci, ale maji jednu nevyhodu.
Pokud budeme fesit systém dvou atomi kvantové mechanicky, tj. fesit Schrodingerovu rovnici, ne-
dostaneme analytické TeSeni, a problém je nutné fesit numericky.

Morseuv potencial

U(r)=D <1 - e_“(r_”)))2

D oznacuje hloubku energetického minima, r je vzdalenost atomt, rg odpovida vzdalenosti atomu v
energetickém minimu a a uréuje ,,$ifku'potencidlové jamy. Jeji hodnota je ddna vztahem a = /k/2D,
kde k je silova konstanta vazby v okoli minima potencialu.

Harmonicka aproximace

Pokud se budeme zabyvat potencidlem mezi atomy pouze v blizkosti minima (r ~ rg), mi-
zeme pouzit tzv. harmonickou aproximaci. Potencidl v okoli jeho minima popiSeme pomoci
kvadratické funkce

1
U(r) =Uo+ 5k (r— ro)”

kde k je silova konstanta vazby mezi atomy. Pro velké odchylky od rg je tato aproximace velmi
neptesnd, pro svou jednoduchost se presto pouziva ke studiu zdkladniho stavu molekul.

2 . T = 7 T
i Lennard-Jones
i Morse ------
15} i harmonicka aprox. -
z
5 Tr .
c
= H 7
B, : £
O 0,5 - ]
= 3 i
o : :
=
g Oy
D =08k
-1t
0,5 1 1,8 2 2,5

r (libovolné jednotky)

Obrazek 2.15: Grafické srovnani Lennard-Jonesova a Morseova potencidlu
a harmonické (parabolické) aproximace.
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10.4 Popis symetrie molekul a krystali pomoci grup, kvazi-
krystaly.

e SYMETRIE = ,soumérnost”,

symetricky objekt je invariantni vaci specidlnim geometrickym transformacim - operacim symetrie

e PRVEK A OPERACE SYMETRIE

PRVEK SYMETRIE Symbol OPERACE SYMETRIE Symbol
rovina zreadleni a zrcadleni, reflexe b
stfed inverse i inverse |
(vlastni) osa rotace Cp rotace kolem ¢, Chn
nevlastni osa rotace Sn rotace kolem s, s naslednou reflexi na roviné kolmé k s, Sn
identita E
Indexy v rovinach zrcadleni o, oy, o4 uréujf jejich orientaci (vertikalni, horizontalni, dihedralni)
e BODOVA A PROSTOROVA GRUPA
p
— grupa = ,svazek mnoziny a binarni operace na ni”
Kde binarni operace musi splnovat:
1) pro a,bz G, ab taky z G ... je definovdno ndsobeni prvku (uzavienost grupy)
2) (ab)c = a(be) ... asociativita ndsobeni prvki
3) ea =aproVazG ... existence jednotkového prvku (E)
4) ata=eproVazG ... existence inversnfho prvku (a=!)
\

— bodova grupa: nechava alespon jeden bod v prostoru nehybny

BODOVA GRUPA Prvky symetrie Prvky symetrie (nazev)

(&) E identita

' i stied inverse

(&7 o rovina zrcadleni

Cn Cy rotace kolem n-Cetné osy ¢,

Chve Cy + nay, ' slozena s n-nasobnym vertikalnim zreadlenim
Chh Chp+on ', slozend s n-nasobnym horizontalnim zreadlenim
D, Ch 4+ nCly C, slozend s n-niasobnou rotaci podle Cy kolmé na C,
D, h D, +ney, + oy D, sloZzend s n-nasobnym vertikdlnim zrc. a s horizontalnim zrc.
D,d D, + noy D, slozend s n-nasobnym dihedrilnim zreadlenim

Ty molekula ma symetrii tetraedru

Oy, molekula ma symetrii krychle nebo oktaedru

Ty molekula ma symetrii koule

— prostorova grupa: popisuje symetrii krystala

Prvky a operace symetrie obohaceny o translaci (opakovani elementdrniho motivu pre-
sunovanim + operacemi symetrie)
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Od molekul k pevné latce
Symetrie molekul ve 2D

&) + & + I "
\.T/ C4v
g 7 :
oo
N+ N\ +
@"/ = Cuy 211\
fad grupy = pocet
= G " operaci symetrie
+
G) S b . Cs
& 3
0Od molekul k pevné latce
P Symetrie molekul ve 3D

@ g m o 2”" Ca H,O
Yo | + 48
ey +

+

+
2 = C H,0,
L + 2
T 1 I, o il
’ 2 = I?D 8 4
E ko 60 ¥ T,

02 5, _ 24

4n
- ) D CsH,
T 2d
; @ ’ 2n - =
@ +2r1 @ * 4n
D
+ o 2n
2y 21'1 -42m

6.
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Quasikrystaly

»,pbevna latka, jejiz strukturni jednotky jsou usporadané, nikoliv vSak periodicky”

o ,normalni krystaly”
U ,,normélnich periodickych” krystali jsou povoleny pouze jisté vybrané ¢etnosti rotac¢nich os ply-

nouci ze vztahu pro transla¢ni symetrii:

ma
-¢ L
. >\° CK A,
* @
- a > a L a >

Obrazek 3.2: Pritomnost prvku symetrie translace omezi éetnosti moznych ro-
tacnich os. Pokud je splnéna translaéni symetrie, musi vzdalenost atoma podro-
benych rotaci o iihel ¢ (rotaéni osa C,,) byt celoéiselnym nasobkem translaéni
periody a.

<1

m—1 m—1
2

Tabulka 3.1: Povolené Cetnosti os v zakladni buiice (s translaci)

m | ¢etnost | symbol |. 7
-1 2 (& 180°
0 8 Csy 120°
1 4 Cy 90°
2 6 Cs 60°
3 1 Ci 0;360°

o quasikrystaly
U quasikrystalt jsou povoleny i dalsi osy symetrie, nap¥. deseticetnd ¢i péticetna (vizte obrézek):

Obrazek 3.58: Difrakéni zaznam kvazikrystalu (vlevo) s desetic¢etnou symetrii.
Rozlozeni atomii v pfimém prostoru je zobrazeno vpravo.
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10.5 Krystalova struktura latek, zakladni typy mrizi, prosto-
rové grupy.

Elementarni burnka

Nejmensi jednotka krystalické struktury.
Podle obsazeni krystalické mrize se déli na:

e prosté (primitivni) buitky SC
- mifZzové body jsou jen v rozich hran (minimdlni objem)

e centrované buiky
- vice mfizovych bodi na buriku (ndsobny objem)

— plosné centrované bunky FC - mfizové body jsou v rozich hran a ve stiedech stén

— prostorové centrované bunky BC - mrizové body jsou jen v rozich hran a jeden je v pruseciku
télesovych thlopricek

SCC - primitivni kubickd miiz FCC - plosné centrovand BCC - prostorové centrovand

v

krystalova mriz = ,leseni atomu”

Mnozina abstraktnich bodid, pomoci nichz se popisuje struktura krystalu. Vystihuje transla¢ni peri-
odicitu krystalické struktury.

v

o struktura krystalu = prostorové usporddani atomi v krystalu (mi{Z+hmotnd béze)

vy

e elementarni mriz = zakladni geometricky motiv, jehoz opakovanim ziskame krystalovou mriz

hmotna baze
= zpusob, jakym jsou v krystalické miizi rozmistény atomy

vy

Pozor! Atomy nelze z duvodu symetrie elementarni mrize umistit do mrize libovolné!

Obrazek 3.10: Symetrické polohy ve étvercové mfizce. Operace symetrie zob-
razi atomy umisténé do poloh na levém obrazku do vSech symetricky ekvive
lentnich poloh — obrazek vpravo.
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Bravaisova mriz

Nekonecnd fada diskrétnich (mifZovych) bodu generovand pomoci celoéiselnych linedrnich kombi-
naci vektorti elementarni mftize

Ve 2D:

Obrazek 3.3: Volba elementarnf mifze pomoci vektori &, dy a d.

Soufadnice kazdého z bodi na obrazku 3.3 lze zapsat pomocf linedrni
kombinace vektori elementarni mfize,

B =nd@ +mds nebo R=na + me'z. n,meZ. (3.2)
L 4 7
L 1 }
é’l a"l / 5‘/ /
a g, ] 7 &)
Etvercova P pravothla P monoklinicka P
/ / Z a‘.' . . = -
2, a,
hexagonaini P pravouhla |

Obrazek 3.4: Pét Bravaisovych mifzi ve 2D.

2D 3D
krystalografické ttidy 4 z
Bravaisovy mfize 5) 14
bodové grupy mrizi 10 32
prostorové grupy 17 230
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Ve 3D: =
R = md; + nds + pds m,n,p €%

popis symetrie
a#b#c a#*pPFYy

Bravai mfiz D spps s pox
ravaisovy ky ve 3 triklinicka soustava P C,
).‘/'[ J--!'."F/ azb#c a=p=90° 2y
" <y .l 7T . s
7 | ar S [y L monoklinicka P,A C,,
" cubic DBody-Centered  Face-Centerd
Simple cub Cubic Cubic a#b#c o= ﬁ =Y-= 90°
! 40 [ 4[} ortorombicka P,A, I,F D,
I A : AV
) a=h+#¢ o=p=90°y=120°
i L e Ramu hexagonalni P D,
/ /'_r/| < ) a=b=c¢ a:[}:y<120°¢90°
o [N | k& trigonalni R D,
r-'..{ e .ﬁl 1=
Base-Centered Face-Centered Rhombohedral  Hexagonal a= b #C o = [3 = Y = 900

Orthorhombic  Orthorhombic

tetragonalni P, |1 D,

% @’ @ a=b=c a=p=y=90°

Simple Base-Centerad

Monoclinic Monoclinkc Triclinic ku bic k.é. P, I, F Oh

Plati: Kazdd prazdna miizka riuzného typu prislusejici dané soustavé, je Bravaisova miizka

]t @ i o . o
./—__:. lt ® E
l. ]
o e
o ik e
. SO

Obrazek 3.11: Slozené prvky symetrie s translaci. Vlevo — Sroubova trojéetn
osa. Otoceni o 120° je nésledovano translaci t. Vpravo — skluzova rovina. Po
operaci zrcadleni je provedena operace translace t. Skluzova rovina se oznaluje
pismenem g.

e prostorova grupa: popisuje symetrii krystala

Prvky a operace symetrie obohaceny o translaci (opakovdni elementdrntho motivu pfesunova-
nim + operacemi symetrie)

e translacni symetrie = invariance fyzikalnich vlastnosti a struktury krystalu pfi periodickém po-
souvani elementarni bunky
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10.6 Experimentalni studium struktury latek pomoci rtg. za-
reni, difrakéni podminky, strukturni faktor.

Difrakce rentgenového zareni

Pravidelné usporadani atomu v krystalickych latkdch mizZeme studovat nepfimo, pomoci ohybu vl-
néni. Potfebujeme, podobné jako v mikroskopu, vInéni/zafeni s vhodnou vlnovou délkou. Vime, ze
vzdalenosti atomu v latce jsou v fadu desetin nanometru, a pokud chceme pozorovat difrakéni obraz,
musime mit zareni o podobné vinové délce - rentgenové.

Difrakce

difrakce = ,ohyb vlnéni/zafeni”
Vyuzivéa se pro nepiimé zkouméani periodicity usporadani atomu v krystalickych latkach

Pro pozorovani difrakce potfebujeme pouzit vlnovou délku zéareni srovnatelnou s rozméry atomi,
coz jsou ~A, tedy potfebujeme rentgenové zafeni

Obrazek 3.25: Prvni zaznam ohybu rtg. paprski na krystalu (vlevo), vpravo
gaznam ohybu rtg. paprski na krystalu ZnS. Pievzato z [48].

Difrakéni podminky

e Laueho difrakéni podminky

dasda
4,23 =83
4.3/2 a=6a

|

Zareni dopadd na Tetizek atomt s periodou @ pod thlem o; a vychazi pod tdhlem o
Smeér zéreni je popsan vlnovymi vektory k; (dopadajici), k¢ (odrazeny) paprsek

Velikost vinovych vektori: Ei’ f) = 27”
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Kli¢ova myslenka:
Abychom pozorovali nenulovou intensitu zafeni ve sméru k¢, potfebujeme splnit podminku konstruk-

tivni interference
= drahovy rozdil paprskii d; — d; = celociselny nasobek vlnové délky A

dy —d; = hA
a- (“f - Ei)
——=—%> =hA
Kyl
—~—
27 /5
a-qg=2rh kde ¢ je tzv. rozptylovy vektor, h € Z

VE 3D médme krystalickou mfizku definovanou tfemi vektory: di,ds,ds a pro kazdy z nich
musi byt splnéna podminka konstruktivni interference, tedy dostaneme:

C_L'l'(j' = 2mwh
Gr-q@ =2mk ShkleZ
63'5 =2l

Laueovy rovnice vSak Tesi pouze smér difraktovaného zareni, neresi intensitu difraktovanych

paprskua!!

e Braggovy difrakéni podminky

7

Obrazek 3.32: K odvozeni Braggovy rovnice.

Rentgenové zareni dopada na roviny atomu s mezirovinnou vzdalenosti d pod thlem 6

a vychdzi pod stejnym thlem (tzv. symetrickd difrakce na odraz)
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Kli¢ova myslenka:
Spodni paprsek musi oproti hornimu urazit delsi vzddlenost (tlustd ¢ara je vzdélenost navic):

I = 2dsin(6)
Opét musi platit podminka konstruktivni interference, kterda ma nyni tvar:
2dsin(0) = nA A vlnova délka pouzitého zafeni, n € Z

Cislo n je ad difrakéniho maxima. Tato rovnice umoziiuje uré¢it periodu d difrakini mrizky (tzv.
miizkovou konstantu).

Braggova rovnice ma pak tvar

‘ Qd}%k,l Sil’l(@) =A ‘

kde dp, x,; zna¢i mezirovinnou vzdélenost rovin s indexy hkl (v pfimém prostoru)

Opét vsak Tesi pouze smér difraktovaného zareni, neresi intensitu difraktovanych paprska!!

e Reciproky prostor = ,prevraceny prostor”

-
s BB e .
- -

Obrazek 3.27: Difrakee na mifice — kovovém sitku (vlevo), difrakéni obrazec
po osvétleni laserovym ukazovitkem (vpravo).

7 matematického hlediska odpovida difrakéni obrazek Fourierové transformaci objektu, na kterém
dochézi k ohybu.

Symetrie ptivodniho objektu je v difrakénim obraze zachovana.

Difrakéni obrazec zobrazuje pouze to, co se v primém obraze pravidelné opakuje, sourad-
nice bodu na difrakénim snimku tak odpovidaji frekvenci opakovani néjakého motivu.

Plati:
o Délky stran elementarni bunky v primém a v difrakénim obrazu jsou neprimo dmérné
o Poloha bodu v difrakénim obraze je ddna vlnovym vektorem (rozmér m=1!)

o Rozmér vlnového vektoru je reciproky (pfevrdceny) a celoéiselny linedrni obal bésovych linedrnich
vektord nazyvame reciprokym prostorem
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e Millerovy a difrakéni indexy

Jak jiz bylo uvedeno, jsou difrakéni podminky splnény v pripadé, ze vektor ¢ je vektorem
reciproké mrize, tj. mizeme jej vyjadrit ve tvaru

(T: hl;l + kgg + ll_):; = Bhkl

V tomto pripadé oznacujeme vektor ¢ privlastkem difrakéni.

Jeden bod v reciprokém prostoru odpovida v prfimém prostoru osnové rovin vzdalenych od sebe dp,y;

Indexy h, k,l se oznacuji:
e Millerovy indexy, pokud jsou nesoudélnymi ¢isly

¢ difraké¢ni indexy, pokud jsou soudélnymi Cisly

Obrazek 3.31: Krystalové roviny pro indexy 110, 111 a 123 v kubické mfii

e Laueho difrakéni podminky v reciprokém prostoru
Pro vektory reciprokého prostoru b musi platit podminka ortogonality s vektory pfimého prostoru @

di . gj = 271'51'3'

Vektory si muzeme rozepsat do slozek:

ar = (x1,y1,21) by = (X1,Y1,2y)
dy = (22,92, 22) by = (X2, Ya, Zo)
a3 = (v3,Ys3, 23) by = (X3,Ys, Z3)

Celkem po odvozovani z 9 rovnic 9 neznamych:

- ag X as
by =2 -

aq (ag X ag)
- as X aj
by = 2m————

aq (GQ X (Lg)
- ai; X ag
b3 = 27T'_,
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Strukturni (rozptylovy) faktor

" B

Obrazek 3.46: Rozptyl zafeni na atomech v polohach B, a R,.

=1

Amplituda rozptylené viny od n atomu je soué¢tem piispévki od jednotlivych atomi (rozptylovych center).

F(@) =Y falg) e THn

kde f, je atomovy rozptylovy faktor od n atomu (zdvisejici na velikosti rozptylového vektoru q)
Difrakce bude pozorovana pouze pii splnéni difrakéni podminky:

rozptylovy vektor §= éhkl difrakéni vektor

Tedy po dosazeni dostaneme:

F(Ehkl) = Fhu = an(q) o—iBnki-Fn
n

A pokud vyjadiime soufadnice atomu v tzv. zlomkovych souradnicich (z,, yn, 2n), pak poloha miiZového
bodu je popsana vektorem R,, = (x,a, yna, z,a) a plati By = %”(hkl)

Fhp = Z frn(hED) o~ 127 (han+kyn+lzn)
n
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10.7 Einsteiniv a Debyetv model vibraci atom@ v kondenzo-
vanych latkach.

Teroretickd omacka

Na prelomu 19. a 20. stoleti byl experimentalné prokazan pokles mérné tepelné kapacity pevnych
latek pro nizké teploty. Predstava atomu jako kvantovych oscildtori umoznila vysvétlit pozorovanou
odchylku teplotnich zavislosti mérnych tepel od Dulong-Petitova zdkona.

Dulong-Petitlv zakon 25

20

~

b

T 15}

(=]

£

3

S 10}
5 L
0 L L L 'l L 1 1 'l L

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
T(K)

Einsteinuv model

Einstein se zde inspiroval Planckovou kvantovou hypotézou podobné jako v pripadé objasnéni foto-
efektu.

Vibrujici atomy jsou v Einsteinové predstavé kvantové linearni harmonické oscilatory s energii
1
En = hw E(n =+ 5 3

kde wg je (Einsteinova) frekvence, na které atomy vibruji, a n je kvantové ¢islo. Einstein predpoklads, ze
atomy - oscilatory - kmitaji vSechny na jedné jediné frekvenci wg.
Pravdépodobnost, ze vibrujici atom je pfi teploté T' ve stavu s energii F,, je tmérna

_ _En
kpT
Pn~€ B

Soucet téchto pravdépodobnosti musi byt roven jedné,

1

Ezpnzézeigﬁ =1

Z je tzv. stavova, parti¢ni suma

Pokud za F, dosadime energie kvantového harmonického oscilatoru a sumaci provedeme od 0 do
00, dostaneme Z ve tvaru souctu nekonecné geometrické rady

_ hwp 1
— 2kgT _
Z =e B o

1—e FB7
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Ze stavové sumy Z muzeme urcit stfedni energii vibrujicich atomt derivovanim logaritmu stavové sumy
podle § = 1/kpT. Stfedni energie vibraci v pevné latce dle Einsteinova modelu je rovna

0z 1 1
<E>:—aﬁ:hwE<2+w>7
+1

e k2

kde prvni ¢len v zévorce odpovidd nulovym kmitim a druhy ¢len je faktor Bose-Einsteinova rozdéleni.
Meérna tepelné kapacita je definovana derivaci stredni energie podle teploty,

oE) . 9 he g g(‘“)?
eFsT
Cy = 2L = 3Nk =
VT ar AB(k-BT> (ME )2
efsT —1
kde jsme urcili mérné teplo na jeden mol. Wo @

Pro vysoké teploty (T — oo, tj. kB#T — 0 ) je mérné teplo jednoho molu rovno Cy = Nakp = R, coz je

v souladu s Dulong-Petitovym zdkonem. V limité nizkych teplot (T —0,t] - kB% — oo) je mérné teplo

hwg

umérné exponenciale e *5T

()
kgT
Cy = Nakp~——*—.
ekBT
Einsteintiv model selhava pro teploty blizké absolutni nule, kde experimentalni zavislost
mérné tepelné kapacity je tmérna 73

Debyetiv model

h® wo  AeRET
Cy = 9NA7/ —— dw
93Dk313T2 0 (ekr;sz _ 1)2

Nyni pouzijeme substituci z = IQ—WT a po upravach dostaneme integral pro vypocet mérného tepla Cy

jednoho molu atomu dle Debyeova priblizeni,

25)
T 3 — 4 x
Cy = 9N aksp () / A
Op 0 (693 — 1)

Podivejme se na limitni pripady Debyeova modelu pro vysoké a nizké teploty. V limité vysokych teplot
(T' — o0) bude horni integracni mez mald (Debyeova teplota 6p dosahuje hodnot stovek Kelvinti), proto
muzeme nahradit exponencialy v integrandu 5.2.4 Taylorovym rozvojem,

T\® [+ (1 +2)
Cy(T — o©0) = 9Nakp (9> / — dr =3Nakp ...odpovidd Dulong-Petitovu zdkonu
D 0

V limité nizkych teplot (T' — 0) lze nahradit horni mez integrace nekoneénem.

Cy(T —0) =9Nakp | — / L;—x) dz = 9NAk‘BL — ) ...odpovidd umérnosti T3
Op 0 X 15 0p
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Vibrace jader atomt v krystalové mfiZi - fonony - mérné teplo

Einsteintiv model

5 wy(k) = wg pro V bk
hu.bE
Op = Einsteinova teplota
‘B
dobré pfiblizeni napf. pro optické fonony
UJE 0]
Debyelv model
% wy(k) = c|k| V bk
h-u.)D
Op = ; Debyeova teplota
'B

dobré priblizeni napf. pro akustické fonony
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10.8 Molekulové orbitaly, metoda LCAOQO, hybridizace orbi-
tald.

Molekulové orbitaly

Uz vime, Ze molekulové orbitaly vznikaji z atomovych orbitalii. Lze je charakterizovat nasledujicimi
vlastnostmi:

o vznikaji linedrni kombinaci atomovych orbitalt
1
Vi, (77, 75) = 7 (Ua (71) Wp (73) £ Wa (75) ¥ (7))

¢ jsou delokalizovany pres vice atomil

e maji jinou energii a jiné rozloZeni ndboje (symetrii) nez ptvodni atomové orbitaly

Aby vznikl molekulovy orbital, musi prislusné atomové orbitaly spliiovat nasledujici podminky:
1. atomové orbitaly musi mit podobnou energii
2. na vznik molekulového orbitalu je potieba dostatecny prekryv atomovych orbitala

3. atomové orbitaly musi mit vhodnou symetrii (viz obr. 6.9).

¢ - & - @
Mmm

. M N

R

Obréazek 6.9: Né.kres vzniku molekulovych orbitali typu o (vazebné elektrony
se nachézeji na spojnici mezi atomy) prekryvem atomovych orbitali s — s,
Pz — Pz & 8—pg. Posledni obrézek odpovida molekulovému 7 orbitalu vzniklému
piekryvem p. atomovych orbitali. U molekulového orbitalu typu 7 se vazebné
elektrony nachazeji podél spojnice téch atomi, které se uéastni vazby.

m==> vznikne tolik molekulovych orbital(i (MO), kolik bylo plivodnich AO

SwfwAw*de
2atomy.. U, g U,+Up

~ U, —Up pfekryvovy integréal

133



LCAO

LCAO - Linear Combination of Atomic Orbitals (aproximace)

vychozi stav — 2 atomy H daleko od sebe
a ty pak pfiblizuji

EMERGIE oV
1

R — o0 lpAls l];'B'l.u

Elektronova struktura molekul - molekula H,*

9 12 12 A=t g
H, = _h_A L E |A) = W4y, = (Im.'(:) ‘e ey
< 2m ra Tg
IB> = LI"ﬁ'lﬁ
|¥) = C4|A) + Cp|B) <==m |cAO
.- (U|H|P) _ CiHaa +2CaCgHap + C3Hpp
(U|) C%S44+2C4CpSas + CESps
pro 1s vinove funkce plati: l];’AI,-,- == ‘I’:“,i lIJBl,s‘ = q"jm_.,-

Sxy = (X|Y) Saa = /I‘PA]QdHT =1 S=05ap=05pa= / U, pdir

9 4 fekryvovy integral
Sep = [|upPdlr=1 PN

B2 /
Y) S(R) = (l + R + —) e P

Hxy = (X|He 3
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Elektronova struktura molekul - molekula H,*

h? o2 o2 2
= [ (‘%A‘ T _) va= B [ =i

"B e
R2 jia e .
HABZ[@;(— Af——"—)llfB:H“
g 2m A TB
minimalizace energie vici C,, C, £
HC j: H::.'. [‘.ﬂ &
E=— +
12 5 Rap
g g L Yo e E
T axas Es
¥ =%=N = Eagoetis antivazebné hiadina *
vV =9, =9, = —(V,—-V 1s [ 1s
A m( 1 B) ;Iu

\fazebné hladina

Elektronova struktura molekul

Hy H,

151 +’:( t‘% 151

LCAO:
— kvantitativné ne zcela presna
+ dobry kvalitativn{ popis

+ zobecnéni pro mnohoatomové molekuly
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Hybridisace
Chemické vazby se ucastni elektronové orbitaly s nesparovanymi elektrony.

Na zékladé této predstavy ale nedokdzeme vysvétlit existenci sloucenin, jako je metan CHy ani
Ctytvaznost uhliku (mél by byt dvojvazny) a celou organickou chemii.

Nedokazeme vysvétlit ani existenci sloucenin jako BeHy ¢i BH;

ReSenim je pfipustit linedrni kombinace orbitalti (s, p, d, ...). Takto vzniklé (kombinované) or-
bitaly nazyvame jako hybridni. Hybridni orbitaly vznikaji pravé tehdy, kdyZz je jejich usporadani
energeticky vyhodnéjsi, nez usporadani ptivodnich orbitali

3 nejznaméjsi hybridni orbitaly: sp, sp?, sp3 (kde &islo znaéi pocet elektrontt v daném orbitalu)

e hybridisace sp
Predstavime si na molekule BeH,

Atomic number Atomic mass

4 _ 9.0122

Elektronova konfigurace atomu berylia je
Be: 152252

Jeho s orbitaly jsou tak zcela zaplnéné.
Pro Be je tak energeticky vyhodné excitovat
jeden 2s elektron do 2p orbitalu.

Poté dojde k energetickému sjednoceni
2s a 2p za vzniku hybridniho 2sp, ktery
muze byt obsazen az 8 elektrony! A to se
vyplati!

Nové vznikly orbital je definovan vlnovou
funkef:

1ps;u = % (1/}25 + '(/}21)2)

kde jsme ze ti{ orbitalt 2p z m = {-1,0,1}
vybrali 2p, (m = 0)

2p———

att

excitace

Beryllium

Electron configuration : 1s® 2s*
Energy levels: 2.2

wownw.shutterstock.com - 1914044517

hybridizace _

bt

et

15%

Obrazek 6.14: Hybridizace elektronovych orbitali 2s a 2p u atomu berylia.
Nejdrive dojde k excitaci jednoho 2s elektronu na hladinu 2p a poté k vytvofeni
hybridniho orbitalu 2sp.
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Hybridni orbital ma jinou symetrii nez pivodni atomové orbitaly!

14
12
<E 10
E
g 6
* 4

2

0 e

-4

Obrazek 6.15: Vlevo: Radialni elektronova hustota orbitalu 2s, 2p. a hybrid-
nfho orbitalu 2sp. Vpravo: Elektronova hustota dané |y:sp|? dle vztahu 6.35 pro

kladné znaménko.

e hybridisace sp?
Predstavime si na molekule BH3

Elektronova konfigurace atomu boru je
B: 1s%2s%2p!

Jelikoz se chemické vazby zucastnuji jen
nesparované elektrony, mohl by bér tvorit
pouze jednovazné slouceniny.

Oznaceni sp?> odpovidd podtu elektront
v s a p orbitalech, které tvori hybridni orbital.

V  hybridnim orbitalu jsou tak k dispo-
sici pro chemickou vazbu 3 nesparované
elektrony.

Vlnové funkce hybridntho orbitalu bu-
deme opét hledat jako linedrni kombinaci
atomovych orbital 2s, 2p, a napriklad 2p,

Atomic number Atomic mass

5 10.81

Boron

Electron configuration : 1s® 2s® 2p'
Energy levels: 2.3

wrerw shutterstock.com - 1914044524

d)spz,l = astPas + apzw2s + apocw2pm
’(/)spz,Q = bstS + bpz¢2s + bpacw2pm
¢sp2,3 = Cstpos + cpZ’L/JQS + Cpm¢2pz

o -
atl

excitace

wddo
o

hybridizace

it

-

1s 4

-

Obrazek 6.16: Hybridizace elektronovych orbitalii 2s a 2p u atomu béru. Jako
v piipadé sp orbitalu, dojde nejdifve k excitaci jednoho 2s elektronu na hladinu
2p a poté k vytvoreni hybridnfho ul‘l}iieg,?l 2sp2.



U sp? ndm vzniké novy typ symetrie, kterou ptivodni orbitaly nemély - trojéetnd symetrie!

4-2l.i.3-1 5 <3 0 2 3 .I-l-l.‘,li.,"f.
x/a, X/, x/a
Obrazek 6.17: lﬁ'apﬁ.;lz funkei dle vztahii 6.45-6.47. Na rozdil od atomovych
2p orbitalli, které jsou na sebe kolmé (viz vloZeny obrazek vpravo nahotre),
mame tfi orbitaly s trojéetnou symetrii.

« hybridisace sp3
Predstavime si na molekule CHy4

Atomic number Atomic mass

6 _ 12.011

Elektronova konfigurace atomu uhliku je

C: 1522522p?

Je pro néj energeticky vyhodnéjsi vytvorit
hybridni orbital sp3.

Diky tomu ma k vazbé k disposici 4 ne-
sparované elektrony a diky tomu je uhlik
¢tyfvazny, coz umoznuje vznik organickych
sloucenin.

Vlnové funkce hybridnich orbitalt bychom
jako v predchozich pripadech hledali ve tvaru
linedrni kombinace orbitald 2s, 2p,., 2py, 2p..

Carbon

Kde opét pozadujeme, aby funkce g5 ;
byly normované a ortogonalni.

Electron configuration : 1s® 2s 2p*
Energy levels: 2.4

wownw.shutterstock.com - 1914333274

Yopr1 = Asthas + pzPop, + ApaPap, + apythap,
Yops 2 = bsthas + bpaap, + bpatap, + bpythap,
Yeps 3 = Csas + Cpahap, + Cpatbap, + Cpytap,
Yopra = dsthas + dpzthap, + dpathap, + dpythap,,

shi-  wibd
2t ] -

excitace hybridizace =

w444

1s —T—l— 15—+ 15—

Obrazek 6.18: Hybridizace elektronovych orbitalti 2s a 2p u atomu uhliku.
Jako v pifpadé sp a sp? orbitali, dojde nejdifve k excitaci jednoho 2s elektronu
na hladinu 2p a poté k vytvofeni hybrifBgho orbitalu 2sp3.



Prostorové rozlozeni ndboje je opét jiné nez u puvodnich atomovych orbitala 2s a 2p

1111

11

/7 o

Obréazek 6.19: RozloZeni konstantni hodnoty elektronové hustoty ;s ; hyb-
ridniho orbitalu sp® dle funkei 6.52-6.55 (vlevo) a 6.56-6.59 (vpravo). Na rozdil
od atomovych 2p orbitali, které jsou na sebe kolmé, sviraji jednotlivé ,laloky"
sp® orbitali thel 109,5°.

Tvary vsech t¥{ zminénych hybridisovanych orbitalii jsou na nasledujicim obrazku:

H

H Be i

-0 : D &
H

@ .

Obrazek 6.20: Schématické zobrazeni tvari molekul tvofenych hybridnimi
orbitaly — BeH; (2sp orbital), BHz (2sp? orbital) a CH4 (2sp® orbital).
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10.9 Model volnych a témér volnych elektroni, pasova struk-
tura pevnych latek, Blochiiv teorém.

Model volnych elektroni

Drudeho model

Drudeho model /_e,Z/ '

¢ elektrony se mezi srazkami pohybuji volné
(neni e-e interakce a interakce s kladnym
zhytkem)

* neustalé srazky (s jadry) - zmény rychlosti
elektrond

e pravdépodobnost srazky ~ 1t (t=dobamezi~ pEEi s
srazkami) E-\’_’/
¢ tepelna rovnovaha diky srazkam

(rychlost e- dana teplotou v misté srazky)

kov: valenéni elektrony
— vodivostni elektrony

el. vodivost, Ohmiv zakon, Halliv jev
vztah el. a tepelné vodivosti (Wiedemann-Franz)

mémé teplo C <<3Nkp

volné elektrony v nekoneéné potencialoveé jamé

h? dZy
Hy,, = — = E
" 2m, da? e

2 . nmr
1, = \/:sm s o= Yol
a a
232
4 4 - m h ‘ ;
1/\/ = E“:_ .5'“2- “:]“21.”
2m a®

Enegrie v £}, vinové funkce
o=
1
<
i
kvantové ¢islo, n

w

. i o
. . . = .
K i TR
'- s e

Obrazek 6.21: Drudeho model volnych elektronii. Je uvaZzovan pouze pruzny
rozptyl elektronti na iontech tvoficich krystalovou m#iz kovu.
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Sommerfeldiv model

Elektronova struktura pevnych latek - model téméf volnych elektront

2 B B B S B S B S R 5
U(r)=U(r+T)

Rl

k2 5 -
Hy = _2 Ve+U (f_‘) Y = EY

m,

Model témér volnych elektroni

Elektronové struktura pevnych latek - model volnych elektron(i

2.0
Sommerfeldiv model
. M-B
kvantovy popis elektronového plynu 15k
2., F-D
klasicky popis: Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni e
T=300K
” B | (T, =50 000 K)
f(E) = konst x e *#7 03
kvantovy popis: Fermi-Diracovo rozdéleni 0.0 \ ' L ' ' '
_I. 0 10000 20000 30000 40000 50000 BO000
M — E/k, (K
f(E)= 55— n 00
(\RDT _|_ I 1.0 - SUIPGK_.
e 10000R ™~
= 0K — u = Er (chemicky potencial LT )
T 0K H E F yPp ) 081 1o sgom0® Mg

@ 0.6

aplikace na elektronovy plyn ik

(T, = 50000 K)
02
0‘0 1 1 -I
0 20000 40000 BOODD BOOO

E/k,, (K)
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Blochuv teorém

Jak jiz bylo zminéno v kovech jsou elektrony sdileny celym krystalem. Prvni pokusy o popis to-
hoto fenoménu vedly skrze nazirdni na elektrony v kovech jako na ideédlni elektronovy plyn (Drude).

Nicméné v realnych kovech se elektrony pohybuji v krystalické mriZce, tedy aby theorie sedéla s
experimentem, musime zapocitat do jejich chovani i periodicky se opakujici potencidlové ptisobeni jader
mrizky.

‘ i m* Viiop
: efektivni hmotnost 177 e
y(mJ.mol 'K?) Me  Yvolne

Li Na K Fe Mn Cu Zn Ag Au Al Ga
volnéel. [0.8 1.1 17 0.6 0.6 05 08 06 06 09 1.0
experiment | 1.6 1.4 21 46 152 0.7 06 06 07 1.3 06

volné stavy

vazané stavy

Obrazek 6.27: Schématické znazornéni periodického potenciilu, ve kterém
se pohybuji vodivostni elektrony. Jsou vyznaceny tfi hladiny vazanych stavi
v potencialu prvniho atomu. PreruSovana linie odpovida aproximaci potencialu
jedinou periodickou funkei - funkei kosinus. Viz text.

Elektronova struktura pevnych latek — model témé&f volnych elektrond

R e e

(/ \ N //\ ‘/f\\,./f\..,/f\\../\\_1/31..m\ _ /\ Jf.
I \ b | | | I|{ |

| ]
“ .|| Ll |. L N

Energie

|
I

1
3 4 3 6 7 8 9 10
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Blochtiv teorém

V dokonalém periodickém potencialu krystalu Ize napsat feSeni Schrodingerovy rovnice
ve tvaru rovinné viny vynasobené periodickou funkci, kterd ma periodu shodnou s periodou
krystalu.

—

Gp(R) =g (7) 7, g (P4 T) = ()
Ug <F+ f) = gp(7) F T

Elektrony, jejichz stavy pres cely krystal 1ze popsat pomoci Blochova theorému, se nazyvaji Blochovy
elektrony.
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Pasova struktura

e povolené a zakazané pasy

Kronigtuv-Penneytv model periodickych pravothlych potencialovych jam vede na vztah:

P
Ka sin(Ka) + cos(Ka) = cos(ka)

P\Ka sin(Ka)+cos(Ka)
n

Cosinus je vSak omezend funkce s oborem hodnot [—1, 1], takZe nékteré hodnoty vlnového cisla k
jsou zakdzdny (tam, kde je absolutni hodnota pravé strany >1)!

Vznikaji tak pasy dovolenych energii (Sedé) mezi kterymi jsou pasy energii zakdzanych (bilé).

25 Srnm— ; 25 ,
" | - /
BRE / 15 \
10 | 10 :
/ \
0 E=— = ; 0Lt—
0051152253354455 0 05 1

ka (m) ka (7)

Obrazek 6.31: Disperzni relace Kronigova-Penneyova modelu v limitnim pri-
padu pro P = 5. Sedé zény oznaduji pasy dovolenych energii. Nalevo rozsifené
schéma, vpravo redukované schéma v prvni Brillouinové zéné.

A

S rostouci energii se sitka povolenych past zvétsuje a sitka zakazanych pasu zuzuje.

Hodnota P = 0 odpovidd volnému elektronu, v takovém piipadé se na hranicich BZ zadni
pésy zakdzanych energii neobjevi.
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Pésova struktura dovede vysvétlit, pro¢ jsou nékteré latky vodice, jiné polovodice a jiné isolanty:

Elektronova struktura pevnych latek — pasova struktura

rozdéleni pevnych latek podle zaplnéni past

corduction band

=Tl T

| |cm|du:har| band |

‘; izolator
=T a

Zakazany pdas v isolantech je primo nad valencéni vrstvou, elektrony tak nejsou ochotné excitovat se do
vodivostniho pésu a kladou odpor (jsou odporné).

polokov polovodié

Kovy naopak kon¢i v pilce povoleného pasu, snadno tak excituji své elektrony z valen¢niho péasu
do vodivostniho pasu.

Polovodic¢e jsou za normaélnich podminek spiSe isolanty, ale jejich zakazany péds je dostatecné uzky,
aby pomoci vnéjsich podminek, napt. zvysenim teploty a pridanim primeési, mohly zacit vodit.

vlastni vodivost pFI’méSOVé vodivost
donory akceptory

vodivostni pas

vodivostni pas vodivostni pas
| E e'm*

E:u:—‘

polovodice typu n  polovodite typu p

n

Si Si+ P, As Si+ B, Ga
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11 Formalismus kvantové teorie

11.1 Popis stavi kvantového systému (princip superpozice,
vlnova funkce, relace neurcitosti).

Popis stavit kvantového systému (princip superpozice, vlnova funkce, relace neurcitosti). Reprezentace
fyzikalnich velicin, diskrétni a spojité spektrum, staciondrni Schrédingerova rovnice. Soufadnicova,
impulsovd a maticova formulace kvantové mechaniky. Varia¢ni metoda a stacionarni poruchova metoda
hledani vazanych stavi.

Popis stavti kvantového systému

11.1.1 Matematické prostredky kvantové mechaniky
11.1.2 Hilbertav prostor

Abstraktni Hilbetuv prostor H ej komplexni vektorovy prostor na némz je definovan skalarni prostor.
Jsou-li |f) a |g) dva vektrory z H, budeme jejich skaldrni soucin znadit jako (f|g). Pro skaldrni soucin plati

« symetrie (g]f) = (flg)"
e pozitivnost (f|f) > 0 rovnost plati pro |f) =0
o antilinearita v prvnim argumentu {(cf|g) = ¢*{f|g), kde ¢ je komplexni ¢islo.

Skalarni sou¢in umoziiuje zavést pojem ortogonality vektoru - fikdme, Ze vektory |f) a |g) jsou kolmé
pokud (f|g) = 0. MuZeme také definovat normovany vektor pro ktery palti || |) ||= /(¥|¢) = 1. Jednou z
implementaci Hilbertova prostoru je prostor L?(Q) vSech kvadraticky integrovatelnych komplexnich funkci
realné proméné na oblasti €2, v kontextu kvantové teorie pak mluvime o stavovych vektorech v souradnicové
reprezentaci ¢ o vinovych funkcich. Jsou-li f(z) a g(z) dvé funkee z L?(Q), jejich skaldrni sou¢in definujeme
jako

(flg) = / F*(@)g(z)dx (5)

11.1.3 Operatory, vlastni ¢isla a vlastni vektory

Klicovym pojmem matematického aparatu kvantové teorie je pojem vlastnich ¢iseloperatoru: plati-li pro
nenulovy operétor |u) a néjay operator A: A

Alu) = Nu) (6)
fikdme, Ze |u) je vlastni vektor operdtoru Aa je k nému prislusné vlastni ¢islo. Operédtor tak prevadi
vektor na vektor stejného smeéru jen jiné délky. Vlastnim vektorem je tedy kazdy jiny vektor lisici se od
vektoru |u) pouze délkou. Vzhledem k tomu budeme za rtizné vlastni vektory povaZzovat pouze ty, které
jsou linedrné nezavislé.
Operéator Af je hermitovsky sdruzeny k A na prostoru R, pokud pro libovolné dva vektory z R plati

(flAg) = (AT f|g) (7)

Plati-li AT = A fikame, ze A je hermitovskym operatorem. Hermitovsky operator P pro ktery plati Pp="p
se nazyva projekéni. Je-li |u) normalizovany vektor z R, pak operator

Py = [u)(ul (8)

je projekénim operatorem promitajicim do sméru |u), protoze puisobi-li P, nalibovolny ket |f), pak vysledny
vektor mi¥f podél |u): P,|f) = |u)(u|f).Projekéni operdtory mtizeme séitat, je-li prostor N rozmérny a
normované vektory |u1) jsou vzajemné kolmé, pak operator Py definovany vztahem Py = Z;vzl luj)(u;| =
1, jelikoz promita na cely prostor. Tomuto vztahu Fikdme rozklad na jednicku a predstavuje podminku
uplnosti ortonorméalniho souboru vektoru |u;).

Veli¢iny, které nejsou primo méritelné, nemusi byt reprezentovany hermitovskymi operatory, ale mohou
byt reprezentovany unitarnimi operatory, jenz jsou definované

oot =10 =1 )
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11.1.4 Zakladni postulaty

V klasické mechanice je pohyb ¢astice popsan znalosti jeji trajektorie. Ziskame ji fesenim klasickych po-
hybovych rovnic. Vysledkem je zavislost polohového vektoru castie na case, 7(t). Tato veli¢ina je primo
intuici nepristupnéjsi. Tento problém se odehrava v nekoneéné rozmérném komplexnim vektrorovém pro-
storu.

e Postulat I.0 stavovém vektoru

— Stav systému je v kvantové teorii popsan vektorem v komlexnim Hilbertové prostoru.

— Plati princip superpozice: Jsou-li ¥; a 1o dva stavové vektory, pak i jejich linedrni kombinace
a1 + Yo je rovnéz pristupym stavovym vektorem.

Vyuzivame Diracovo znaceni, kde zan¢ime tyto stavy |1)) a nazveme ho ket-vektorem. Vinova funkce
(), které se k popisu kvantového systému standartné pouzivaji, jsou vyjadrenim stavového vektoru
v konkrétni bazi. Stavové vektrory jsou pouze matematickou konstrukci, z nichz se daji vypocitat
fyzikalni charakteristiky systému, jenz popisuji. Princip superpozice stoji v srdci interferenc¢nich
jevu a stanovuje, ze kvantova teorie je linedrni teorii, tedy ze ¢asovy vyvoj stavu je zprostredkovan
linedrnim operatorem.

Tak jako je stav systému popsén vektorem z Hilbertova prostoru, jsou fyzikalnim veli¢indm pripsany
operatory, které pusobi v prostoru téchto vektoru.

e Postulat II:0 méritelnych veli¢inach

— Meéritelnym fyzikalnim veli¢indm odpovidaji v kvantové teorii linedrni hermitovské operatory,
jejichz vlastni vektory tvori uplny systém v prodtoru stavovych vektort.

— Jediné hodnoty, jichz mize méritelna fyzikalni veli¢ina F nabyvat, jsou vlastni ¢isla operatoru
F této velic¢iné prirazeného.

Métitelnymi velicinami mame na mysli veliciny, jako je napiiklad poloha, rychlost, ¢i energie. Nemé-
Fitelnymi veli¢inami rozumime formdlné zavedené matematické veli¢iny (rotace, posunuti). V tvodu
klasické mechaniky se postuluje, ze stavové vektory popisujici jednu ¢asticijsou zobrazeny jako vl-
nové funkce (x1, x9,z3) v E3. Kartézské souradnice x; Eastice a jim odpovidajici hybnosti p; jsou
v prostoru vlnovych funkei reprezentovany operatory &; a p; pisobici jako

(1, w2, 23) = x5 - Y(21, T2, 73) (10)

N .0

DPiv(z1, 22, 73) = —Zhaiiﬁ(xl,xzaxs) (11)
z;

Tyto operatory slnuji fundamentalni - takzvané kanonické - komutacni relace
[2j,2:] =0 [Dj: pi] = 0 (24, 5] = ihéi (12)

« Postulat I8/ a I1B!S
Predchozi postulaty nekldou otédzku, které stavy jsou pripustné, ani které hermitovské operatory jsou
pozorovatelné. Pragmatické odpovéd je, ze pripustné vektory a operatory jsou vsechny, které jsou
potiebné. Tuto skutecnost vyjadiuje dvoudilny postulat tplnosti 1815 a 17815

— Postulat 1815 o stavovém vektoru - kazdy vektor Hilbertova prostoru popisuje pripustny
stav.

— Postulat IT8S o métitelnych veli¢inach - kazdy hermitovsky operator ne Hilbertové pro-
storu popisuje néjakou pozorovatelnou veli¢inu.
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e Postulat III:o kanonickém kvantovani kartézskych proménych

— Jsou-li z1,p;,t = 1....N kartézské kanonické proméné, pak jejich operatory spliuji komutacéni
relace

[£j,2i] =0 [pj, pil =0 [£:, D] = ihdy; (13)
z platnosti téchto komutacnich relaci plyne, Ze pro libovolnou funkei F(x) nebo F(p), jenz lze rozvést
do mocniné rady, plati

0

0x

F(&s)

[0 E(3)] = 0

o F ) [po. F(3)] = —in

Mé&jme nyni spolecny vlastni vektor vSech operdtort soufadnice &;|¢) = a;|®), kde a; jsou néjakd
redlnd ¢isla. Zvolme déle N-tici redlnych ¢isel {b;} a pomoci unitarni transformace definujeme vektor

{bi}) = el 20050509 gy — F(p)| ) (14)

S pomoci parcidlni derivace dostdvame

Bl{0e) = F@alo) + ihy - F(5)o)
= b[{bs})

Protoze ¢isla b; jsou libovolna, znamend to, ze operatory souradnice maji neohranicené spojité spek-
trum vypliujici interval (—oo, 00). Totéz plati pro operdtor hybnosti. Zatimco ptivodni stav popisuje
Céstice v mistech a;, vektor |{b;}) popisuje Cdstice v mistech b;, tedy operétor

F(ﬁ) _ GBI pi(bi—ay) (15)
popisue posunuti v konfiguracnim prostoru o vektor b — a

11.1.5 Meéreni

Méfteni hraje v kvantové teorii zdsadni vliv. Nelze totiz méreni usporadat tak, abychom mohli jeho vliv na
systém zanedbat. S mérenim jsou propojeny zakladni stavebni kameny kvantové fyziky

e Meéfeni projevuje principielné pravdépodobnostni charakter kvantového svéta. Adekvatni ndhled na
podstatu kvantovych pravdepodobnosti je nezbytny pro popsani mnoha jevii mikrosvéta.

e Meéreni zachycuje dualismus vilna-c¢astice a obecnéji princip komlementarity a s tim souvisejici princip
neurcitosti.

e Soucasti standartni teorie kvantového mérenti je také projekéni postulat, podle néhoz mérenim je stav
kvantového systému nevratné zménén - dojde k jeho redukei.

Meéreni vystupuje v kavtové machanice dvojim zptisobem:

e Slouzi k vytvoreni pocatecniho stavu, tj. vinové funkce, kterou mtzeme systému pripsat. Stav sytému
se pak vyviji podle pohybové rovnice az do okamziku, kdy provedeme méreni, abychom

e obdrzeli kvantitativni vyhodnoceni té fyzikalni veli¢iny, ktera nas zajima.
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Postulaty o méfeni v kvamtové teorii jsou:
e Postulat I'V: o stfednich hodnotéch

— Stfedni hodnota pozorovatelné F pro systém popsany stavovym vektorem [¢)) je ddna pfedpisem
F = (F) = (y|F[y) (16)

Cislo oznacované (F) se nazyvéa stiedni hodnota F ve stavu |t). Smysl tohoto postuldtu ukazeme
nejdifve na diskrétnim spektru. F' = >, F} P, kde P = > §_ [IN)(IA|, kde g; je degenerace 1-tého
vlastniho ¢isla Fj. Chceme-li spocitat stfedni hodnotu tohoto operatoru dostaneme

(F) = WIFIY) = SR F = S i (17)

l

Tedy cisla w; maji vyznam predpovézené pravdépodobnostni vahy vysledku méreni Fj, tedy jeho
pravdépodonosti. Vyznam této pravdépodobnosti mtzeme vyjadiit jesté jinymi ptisoby:

w = (Y|PJY) = (P)
<w|Pz Py =l Bilv) |2

wEszww E]wwﬁ
a=1

Pravé skaldrni soucin (p|v) jako amplituda vzdjemné pravdépodobnosti je skuteénou univerzalni
signaturou kvantové teorie. Jasné je vidét pro pfipad nedegerované vlastni hodnoty, které prislusi
jediny vlastni vektor. Pro tento pripad

wp = ()2, 90 = 1, F|l) = Rl (18)

Jde-li o méfeni veliciny F se spojitym spektrem, je v principu nemozné namérit jediné vlastni ¢islo
- mérici pristroj ma vzdy konec¢nou rozliSovaci schopnost, takze naméfime-li F feknéme v intervalu
AFy = (Fy — AF/2,Fy + AF/2), vyraz

wp = w(F) = [(Fly)[* (19)
udavéa hustotu pravdépodobnosti, s niz je veli¢ina F rozlozena.
e Postulat V:o méreni

— Méfeni pozorovatelné £ s vysledkem F}, pfevadi systém z pivosniho stavu |¢)) do normovaného
vlastniho stavu | fx) Gmérného projekci Py|v)):

LA

I = By |

P = [fi)(fx] (20)

Zatimco pred mérenim v sobé stavovy vektor sryval potencidlné moznost namérit vsechny hodnoty
Fi, po méfeni byly tyto moznosti redukovany na jedinou hodnotu Fj. Zmérime-li F' vzapéti na témz
systému (na némz jsme pravé namérili Fj] naméfime opét Fy. Kodaniska skola interpretuje tento fakt
jako redukci stavového vektoru v disledku interakce s méricim pristrojem.

Je-li naméfend hodnota Fj degenerovand gg-ndsobné, pak po méfeni bude systém ve stavu ||
Buly) |7t Pyly) = I | calFra)., kde koeficienty ¢, nejsou uréeny méfenim. Abychom tuto neurdi-
tost vyresili mizeme ve stejnou dobu zméfit jesté fyzikalni velicinu G. Pokud F a G spolu komutuji
existuji jejich spolecné vlastni vektory a bude tedy po méreni systém ve spolecném vlastnim stavu
|Gy, F1), je-li tento stav jednoznacéné urden, pak jsme nalezli satvovy vektor, jenz muzeme systému
pripsat, pokud ne postupujeme analogicky. Mnoziné takovych operatora, které musime pouzit k apl-
nému nalezeni jednoznac¢né definovaného systému vlastnich vektort fikdme tplny soubor vzdjemné
komutujicich operétorﬁ Mé—li operétor F reprezentujici méfenou Veliéinu F spojité spektrum je

vvvvvv

AF.
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e Postulat VI:projekéni postulat pro spojité spektrum

— Je-li systém v okamziku méfeni popsan stavovym vektorem |¢) a jsou-li vysledekm méreni F
hodnoty z intervalu (Fy — AF/2, Fy + AF/2), pak toto méfeni pivadi systém z ptivosniho stavu
|¢) do stavu

. . Fy+AF/2
[¥') = KPI) e[ P (21)

kde P je projekéni operdtor na podprosor "namérenych'stavi a k je normovaci faktor

- FotAF/2
k= | Blg) = \/ / (Fl)[2dF (22)

Fo—AF/2

Uvazujeme-li v pripadé méfeni veli¢iny se spojitym spektrem o méreni jako o zpusobu, jak ptitadit
sytému urcity stav, vidime, Ze po méfeni styv |1’} stdle jesté obsahuje nezndmé koeficienty

cp = (F|o) Fo— AF/2 < F < Fy+ AF/2

protoze stav |¢) neni obecné zndm. Je-li v8ak klubku dosatteéné tzké (volné klubko s rozptylem
rychsloti Av kolem jisté hodnoty vg splitujici Av/vy < 1), pak nebude vysledek dalsich méfeni s
dostateénou presnosti zaviset na konkrétnim tvaru koeficientu c. Proto je mozno jejich tvar volit tak,
aby byl pocetné co nejvyhodnéjsi - casto se voli gaussovské rozdéleni o Sitce AF a kolem bodu Fj

L —(r-r)?/aar?) (23)

CF = —F——e
T YrAF

Tuto funkci nazyvame gaussovym klubkem. Rozdéleni pravdépodobnosti je déano kavdratem |cr|?,
ktery ma obvykly tavr s normovaci jednickou [ |cg|*dF = 1 (proto je tam ¢tvrta odmocnina). PFi této
volbé mé také veli¢ina AF vyznam neurcitosti, totiz druhého kumulantu rozdéleni pravdépodobnosti:

(AF)? = /dF(F — Fy)?|cr|? (24)

11.1.6 Relace neurcitosti

Relace neuréitosti doprovézeji kavntovou fyziku v ikonické podobé |deltaxAp = h jiz od roku 1927, kdy
W. Heisenberg do nich shrnul své usili o fyzikalni interpretaci kanonické komutac¢ni realce mezi souradnici
a hybnosti.
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11.1.7 Robertsonuv vztah

Robertson jiz v roce 1929 zverejnil vztah, jenz je poklddédn za nejobecnéjsi odvozeni relaci neurcitosti.
Mame dvé pozorovatelné A a B. Pro kazdy stav p je méfenim mozno urcit statistické vahy vlastnich ¢isel
pro kazdou z pozorovatelnych veli¢in

A— wlA = TrﬁI:’ZA
B— wP = TrﬁﬁZB
Cilem je vyhledat zakladni statistické charakteristiky obou rozdéleni a jejich vztah. Vyuzijeme rozptyl

obou veli¢in (AA)? a (AB)2. Jejich odmocniny jsou spojeny s kvantomechanickymi neuréitostmi. Pro tyto
neurcitosti plati Robertsontuv vztah

AA-AB > %\(—i [A,B]H (25)

Operator stifedovany na pravé strané je hermitovsky, tedy pozorovatelny.

Formalni odvozeni Robertsonova vztahu dava neurcitostem apriorni raz, jakoby v daném stavu byly obé
veli¢iny rozmazané a jejich hodnota neurcita a role méfeni je zatlacena do pozadi. Na druhou stranu je zde
predstava o nepresnosti soucasného méreni dvou nekomutujicich pozorovatelnych veli¢in, ktera se vzajemné
ovliviuji.

Realce neurcitosti nam déva i¢inné omezeni, jen pokud je prava strana nenulova. K tomu je nutné splnit
t¥i podminky:

e pozorovatelné veli¢iny nejsou komparabilni [A, 3} #0
o stav neni diagondlni v bazi ani jedné z pozorovatelnych veli¢in [ A, ﬁ} #0a [B , ﬁ} #0

o stav nelezi v nulovém prostoru pozorovatelné veli¢iny —¢ [fl, E} tj. —1 [A, B] p#0

Prvni podminka je samozdiejmé, druhd znamend, ze dany stav nemize byt napf. vlastnim stavem ani
jedné z pozorovatelnych velic¢in. Tret{ podminka je dulezita pii odvozeni relace neurcitosti pro moment
hybnosti a azimutalni dhel .

11.1.8 Heisenbergovy relace

Pro kartézskou soufadnici a odpovidajici hybnost mdme kanonickou komuta¢ni retiaci [£,p] = ikl a Ro-
bersonova relace tak prechazi ve vztah

AxAp > g (26)

Kanonickou komutacni relaci je zaruceno, ze prava strana nerovnosti nezavisi na stavu a dostali jsme tak
univerzalni dolni odhad pro soucin neurcitosti. Heisenbergové relaci ej mozno dat velmi ndzorny smysl v
kontextu vlnové mechaniky. Omezime se an Cisté stavy a zeCneem tak, ze neurcitosti zapiSeme ve vlastni
reprezentaci kazdé méritelné veli¢iny, tedy Az v x-reprezentaci a Ap v p-reprezentaci. S pouziti vysledku
dostavame

(Az)? :/dx(l"* (@) (@), (Ap)* :/dp(p* (0))?1D(p)? (27)

2 2 1 2
(AxP(8p)? = 1h

Neurcitosti maji tedy doslovné strukturu a vyznam druhych momenti hustoty pravdépodobnosti soradnice
a hybnosti. Pfejdeme nyni od hybnosti k vlnovym vektorim podle de Broglieho vztahu p = kh. Prechod
od souradnicové k impulzové reprezentaci pak prepiseme jako

1
V2rh

kde jsme pro pohodli vypsali vztah obou zdpist.

W(z) = /_ e (k) dk (k) = VAD(hk) (28)
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Tento Forieruv integral mizeme popsat jako rozklad Schréodingerovy viny ¢(x) do rovingch vin. Rovnice
(1.23) pak dostdvame ve tvaru

(Ax)? = / d( — () b(a)| (Ak)? = / ik — (k)2|B (k) (20)

(Ax)*(Ak)* >

e~ =

Misto o hustoté pravdépodobnosti mizeme mluvit o intenzitach: [¢(x)|* je intenzita Schrédingerovy viny,
|®(k)|? je jeji spektralni intenzita. Jejich druhé momenty spliiuji uvedenou nerovnost, kterd

e je cisté formalnim disledkem obecnych vlastnosti a jejich spektralniho rozkladu

e je plné ekvivalentni s Heisenbergovou relaci neurcitosti
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11.2 Reprezentace fyzikalnich velicin, diskrétni a spojité spek-
trum, stacionarni Schrodingerova rovnice.

11.2.1 Stacionarni Schrodingerova rovnice

Zavedeme obecny stavovy vektor |¢) = [ dpa(p)|p), kde a(p) je obecny rozvoj do baze. V soufadnicové
reprezentaci bude tento vektor ve tvaru (z|¢) = ¢(z) = [ dpa(p)(z|p) = \/21771 [ dpa(p)eP*". Tento vektor
muzeme zavést i ve 3D jako

1 i
P(x1, x2,23) _/dpldpzdp3(27rh)ga(P17P27P3)6"(plwﬁpﬂﬁpam?’) (30)

Pottrebujeme zavést operator energie. Kineticka energie v x reprezentaci je zavedend jako

2 2 92
2 p1 h= 0
Ty = [ dp— =——— 31
L= [ g ] = (31)
ve 3D dostavame operator kinetické energie jako

. h? [ 0? 0? 0? h?
T=- 2 2 ) =—5-V (32)

2m \Ozy  Oz5  Ouxj 2m

A -2
Vlastn{ stavy operdtoru kinetické energie jsou T'|p;) = %\pl). Operator celkové energie zavedeme jako
E =T+ V. Pro stavy |q), ktery odpovida situaci, kdy ¢dstice sedi na misté q. Tedy musi mit potencidlni
energii odpovidajici tomuto mistu V' (q):

V= [ daviolaa (33)
Operator celkové energie se nazyva Hamiltonidn a je zaveden
A A A p2
F=7+7 = [ dplipol+ [dav(@lata (34)

Zakladni tlohou kvantové mechaniky je méreni diskrétniho energetického spektra, pro néjz plati stacionarni
Schrédingerova rovnice

Hp) = E|y) (35)
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11.2.2 Schrodingerova rovnice v souradnicové reprezentaci

Zacneme se zakladni Schréodingerovou rovnici a aplikujeme bra vektor <?| ve 3D:

HJyp) = EJy)
(T |H|p) = E(T|v)

Zjednodusime si nas piiklad na 1D piipad: (x|) = 1(x) a tedy pravé strana prejde do tvaru E(z|¢) = ¢ (z)
a leva strana je ve tvaru

(@lft [ dale’)@'1o) = [ do' el o)
(alftle’) = [ dplalo) ple') + [ daV (@) (la) @'l

1 s i
= — _eRPTTRDPT _ I
= + [ daviasta - 056 - )
0% 1 )
-z = +p(x—z") o
5 522 5Ty /dpeh +V(z)d(z —z)
h2 32

/dx’<x|ﬁ|x'>w(x') = /dx'V(x)é(x — 2" (2") + /dm' <_27718332> 5z — 2" )(a)

n* 9?
 2m da?

= V(z)(z) ()

Tedy explicitné zapsané ve tvaru

{hQ 02

2m dz?

V()| te) = Bulo) (36)
a pro 3D dostavame tvar
{ h? ( 0? 0? 0?

s (52 * 32+ 32 ) + V(@2)| 0l009) = Bvta,2) (37)

2 2 2 , ,
kde (% + aa—yQ + %) nazveme Laplaceovym operdtorem A.
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11.3 Souradnicova, impulsova a maticova formulace kvantové
mechaniky.

11.3.1 Maticova reprezentace

Jen pro nékolik malo operatoru - Hamiltonian linearniho harmonického oscilatoru, nebo moment hybnosti
- dokazeme nalézt jejich spektrum primo algebraicky primo v abstraktnim Hilbertové prostoru. V ostatnich
pripadech je nutné zavést v prislusném Hilbertové prostoru vhodnou bézi a prejit ke konkrétni reprezentaci
keti a operatori v tomto souradném systému. Timto souradnym systémem se muze stat libovolny tplny
ortonormalni systém vektoru, zpravidla za néj volime vlastni vektory néjakého z hermitovskych operatori.
Zvolime-li za bézi vlastni vektory néjakého operatoru }7—'7 fekneme, Ze racujeme v F-reprezentaci. Je-li
{|f:)} zminéna béze, [¢) libovolny ket a A libovolny operator, pak v F-reprezentaci budou |¢)) nebo A
reprezentovany nekoneénym sloupcovym vektorem, nebo nekone¢nou ¢tvercovou matici

U1 (filv) A A Az .,
V2 (f2|) . Agr A Axz .
[V) <= | U3 | = | (fs¥) A= ||As1 Aszp Azz .. (38)

kde A;; = (fi|A|f;). Kuptikladu staciondrni Schrodingerova rovnice ve tvaru H|y) = E[)( mé nyn{ tvar
maticové rovnice

Hyy Hip His .|| (1 1
Hyy Hyy Hyz .|| | Y2 K o (39)

H3zy Hsy Hsz .|| |3 P3

Pfechod od jedné bézi k druhé je spojen s unitérni transformaci: jsou-li {|f;)} a {|g;)} dvé takové béze (F-
reprezentace a G-reprezentace) a U prislusnd unitarni tranformace ta, ze plati |g;) = U|f;) = > j Ujilfi),
pak jsou slozky libovolného ketu |1) v obou reprezentacich spojeny vztahem

vF = {gilv) = <Z Ujifjl¥) = ZUfi<fi|¢> = Z(Affjlbf (40)

neboli maticove

W =IU" || (¥)r (41)
Transformace operatorii vychéazi z linedrni algebry a je
I Alla=I T Il Allel U (42)

Operace maticemi nekonecného radu jsou vSak obtizné, a tak Schrodingerovu rovnici v maticové podobé
fesime zpravidla jen tehdy, kdyz nam vhodnéa aproximace umozni omezit se na feSeni v kone¢ném prostoru.
V ostatnich pripadech je vyhodné zvolit bazi, v niz misto maticové rovnice dostaneme diferencialni rovnici.
Tento pripad je rozebiran v sekci 2.2.
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11.3.2 Souradnicova a impulsova reprezentace

Jelikoz x se méni spojité mizeme zavést analogicky k (2.1) znaceni

(z]¢) ()
(@'[¢) ()

) = | (@"[¢) | = | ¢(=") (43)

jinymi slovy slozky |¢) jsou spojitou funkei x, které muzeme oznadit jako ¢ (x). Podobnou tvahu mtizeme
provést pro hybnost a zavést stejné ¢ (p).Operatory & a p ptisobi nyni podle predpisu

(zlp) = / (el ) d’ (44)
(xlpy) = / (lpla’) o ) de’ (45)

Matice || & || je v bazi vlastnich vektori diagondlni a tedy plati (z|Z|z') = «’§(z—2a’). Matici || p || nalezneme
pomoci komutacni relace, kterd ma v soutadnicové reprezentaci tvar (x|Zp|a’) — (z|pZ|z’) = ihd(z — 2'). Z
této komutacni relace dostavame

(o) = [ in | 5000 - )| i

o d
= ih|—6&(x — o x')dx'
[ in| st - o] vt
neboli s pouzitim definice derivace §-funkce, ktera ma formalné stejny tvar jako meotda per-partes, dosté-
vame maticové pusobeni operatoru p

pula) = ~ih () (46)

Maéme tedy dvé reprezentace, p-reprezentaci a x-reprezentaci. Tyto dvé reprezentace jsou spojeny Foriero-

vou transformaci
1

v(e) = el) = = / )y (47)
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11.4 Variaéni metoda a stacionarni poruchova metoda hledani
vazanych stavii.

Resenim stacionarni tlohy kvantové mechaniky se rozumi nalezeni spektra energii daného systému a vlast-
nich stavi Hamiltonidnu. Tyto tlohy vsak mohou byt zancéné slozité. Existuje mnoho aproximativnich
metod, mezi néz patii napriklad vyuziti vypocetni sily pocitacli, nebo néktera aproximativni feseni jsou
zalozena na spravném pochopeni problému, jako je tomu v aproximaci stfedniho pole. V této sekci se
zamérime na dvé metody feseni ulohy

fflw = E[y) (48)

vvvvvv

« metoda varia¢ni

e metoda poruchova

11.4.1 Varia¢ni metoda

Variaéni metoda nahrazuje feSeni rovnice (4.1) hleddnim extermdlnich bodi funkciondlu energie e[E] =
(¥|H|v) pti vedlejsi podmince (1p|1p) = 1. Plati totiz, ze variacni podminka

5 (e[E] = E(¥[y)) =0 (49)

je ekvivalentni Schréodingerové rovnici a Lagrangetv multiplikdtor E respektujici normovaci podminku ma
vyznam vlastni energie. K dikazu této fundamentalni véty postaci postac¢i pohled na explicitni tvar této
podminky A .

(0v|H — Ely) + (v|H — E|6) =0 (50)

Kazdé Teseni staciondrni Schodingerovy rovnice pak vyhovuje této podmince. Diive formalné zavedeny
parametr E ma skuteéné vyznam energie ve stavu |¢). Platnost této podminky pro libovolné variace
|0v) implikuje, Ze |¢) splituje Schrodingerovu rovnici. Vysledkem varia¢ni metody je Casto oznacovana
energie zakladniho stavu, kterd je rovna globalnimu minimu funkciondlu e[E]. Omezme se na hamiltonidn
s diskrétnim spektrem E; < Fy < E3 < ... s odpovidajicimi vlastnimi vektory {¢1, @2, @3, ...}. Libovolny
vektor [1), jenz budeme nazyvat testovacim, nyni zapiSeme ve tvaru

Zm Ypilt), Z\mw = (Y[p) =1 (51)

funkcional v této reprezentaci ma tvar

e[E] = (Y| H|Y) = szlw (52)

Pro energii zadkladniho stavu F; dostavame

€[E] = E1 + Z| @il V) (B — B1) > By (53)

Neni-li stav degenerovany, je nerovnost ostrd pro kazdy vektor |¢) # |¢;) a tedy funkciondl davd horn{
odhad energie zékladniho stavu. Pro energii exitovaného stavu E; dostdvame

=E+ Y Uel)P(Ei—E)+ > @il)*(Ei — E) (54)

E;<E E,>E;
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Pro testovaci funkce ortogonélni k témto stavim zustava jen posledni ¢len a dostaneme opér horni odhad
energie exitovaného stavu. Postupnou ortogonalizaci k jiz nalezenym vlastnim stavim s energii nizsi a
naslednou minimalizaci funkciondlu energie bychom mohli nalézt celé spektrum vlastnich energii. Postupna
akumulace chyb vsak omezuje tispésnost takové metody.

Uvedeme zde nyni praktické vyuziti varia¢ni metody:

1. Prvnim krokem byva analyza symetrie hamiltonidnu. Volba testovaci funkce by méla odrazet tyto
symetrie.

2. Obvykly postup je vybrat testovaci funkci jako normovanou. Tuto testovaci funkci parametrizujeme
pomoci parametri ci,cg, ..., cs. Funkciondl pak pfejde do tavru e[cy, ca, ..., ¢s] a hleddni minima
prejde v sousatvu rovnic

86[(31,62, ..... ,Cs] _ 0 -
e = o (H)=0 (55)

Uspéch spociva ve vhodné volbé parametrizace, pfi niz dochézi k vlastni aproximaci.

3. Tvar zkusSebnich funkei neni nijak omezen, ale exituji volby, které jsou casto vyuzivany. Nejvyznameéjsi
je tvz. Ritzova varia¢ni metoda. ZkusSebni funkce je sestavena jako linearni kombinace kone¢ného
poctu pevné zvolenych vektort, které nemusi byt vzajemné ortogonalni.

V) = cjp1) + calpa) + .occslps), (pilps) = Sij (56)

kde S;; je prekryvova matice. Koeficienty jsou ovSem komlexni a tak realnych veriacnich parametri
je 2s. Rovnice pro optimalni ¢; tvoif homogenni systém linearnich rovnic

Z Hijcj =F Z Sijcj (57)
j=1 j=1
kde E je stfedni hodnota energie ve stavu 1. Algebraicky jde o zobecnénou tlohu na vlastni ¢isla, do

které vstupuji dvé matice: hamiltonian a prekryvova matice.

Pro tplnost jesté uvedu variac¢ni princip pro nermovoné funkce. Pak ma funkcional energie odlisny tvar

o) = W) (58)

(¥[¥)

a zakladni varia¢ni podminka urcujici kritické body ma tvar

§E[E] =0 (59)
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11.4.2 Poruchova metoda

Poruchova metoda vychézi z rozdéleni Hamiltonidnu na neporusenou ¢ast HO 5 poruchu AW
H=H0% +\W (60)

Bezrozmérny parametr A je redlné ¢islo predstavujici velikost poruchy (naptiklad intenzitu vnéjsiho pole).
Casto je vSak jako porucha vyc¢lenéna ¢ast hamiltonianu, jejiz ptisobeni je vhodné zapoéist dodatecné jako
modifikaci zékladnfho obrazu obsazeného v H©). ReSeni ptuvodni Schrodingerovy rovnice (4.1) hleddme
tak, ze vyjdeme z feSeni neporuseného

AOWO = Oy o1

které je pusobenim poruchy modifikovano. Porucha zavisi na A analiticky a zédkladnim predpokladem poru-
chové teorie je, ze totéz plati i pro vlastni energie a vlastni vektory. Vzadjemné jednoznacnou korespondenci
wz(o) S Y a Ei(o) < F; je pak mozno nalézt jako rozvoj v mocnindch poruchy. Tato formulace je nazvana
Rayleightiv-Schrodingertav poruchovy pocet. Explicitné

v &= v +xul a2 4. (62)
EY & B = EY 4+ BN + XEP) .. (63)

Cilem teorie je stanovit koeficienty u jednotlivych mocnin. Standartnim postupem je dosadit rozvoj do
Schrédingerovy rovnce a piejit k E(©) reprezentaci. Porovnanim ¢lenti u téze mocniny A dosatneme reku-
rentni vztahy, které jsou reseny postupné. Prvni krok je snadny

: W IW,”)
B = " W) ) = 3 W) ) o
1#i E; B

Pro dalsi ¢leny se vyskytne nesndz. Rozvoj pro vlnovou funkei neni Schrédingerovou rovnici uréen jed-
noznacné, je nutno pripojit predpis pro normovani a pro neurcitou fazi vinové funkce. Dalsi moznosti
dostévame pti vyuziti rozdélovaci metody (partitioning).

11.4.3 Rozdélovaci metoda (partitioning)

Tato metoda vychazi z toho, ze cely Hilbertiv prostor rozdélime na dva ortonormalni podprostory: H =
H, & H;, dimenze prvniho z nich je zpravidla koneéna a druhého nekonecna. Kazdy stav, tedy i feSeni
Schrédingerovy rovnice, mizeme jednozna¢né rozdélit na odpovidajici ortogonalni projekce 1 = ¥, + ¥y,
kde (1, |thp) = 0. Schrédingerova rovnice je tedy prevedena na sousatvu rovnic. Tento postup dévé fyzikalni
interpretaci takovou, ze jedné ¢asti prostoru je nutné vénovat specialni péci zatimco druhou ¢ast prostoru lze

respektovat pouze priblizné (poruchové). Definujeme vektor koeficienti ¢ = (ia> a zavedeme hamiltonidn
b

— Ho,o Ha
jako H = | ="
) <Hba Hy,

tvaru

) Dostame pak sousatvu Schrédingerovych rovnic na jednotlivych prostorech ve

Heé = Ec (65)

neboli dostavame dvé rovnice ve tvaru

(Haa - Elaa)ca + Habcb =0
Hyqcq + (Hy, — Elpy)cy, =0

budeme se snazit vypocist efektivni hamiltonidn na prostoru H,. Z druhé rovnice vyjidiime ¢, a poté ho
dosadime do prvni rovnice

Cp = [Elaa - Haa}_l . Hba + Cq
Haaca + Hab [Elaa - Haa]_l . Hb *Cq = Eca
H(ef) Haa+Hab [E _Haa]71 Hba

a s pomoci tohoto nového hamiltonianu dostavame znovu Schrédingerovu rovnici ve tvaru

H D (E)e, = Ec, (66)
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11.4.4 Nedegerovana hladina
Je-li neporusend energie El(o) nedegerovand, klademe do prostoru H, jedinou funkci g[}l(o) a rovnice (4.19)
pro upravenou energii neni rovnici maticovou, ale ale skaldarni

Hl(lef)cl = Elcl

e 61 j
D = B + AWy + 22> Wij i Wi + o
IRT) (El - Ei )
Tedy vlastni energie je ve tvaru
Wi
B =B + Wy + 22> _Wal |(0) +o (67)
i#l B - E;

Tomuto vyrazu odpovida vyraz pro vinovou funkci prvého radu v A, ktery je ve tvaru

Wi (0)
b =c |0 + 2 — o Vi (68)
Ty

11.4.5 Degenerovana hladina

V tomto piipadé béazi prostoru H, tvori s funkeci %0)7 éo), e §0), ptislusejici hladindm
E%O), Eéo), - E§°). V nizsim fadu poruchového poc¢tu ma Schrédingerova rovnice tavr
(HH 4+ A\Woo)ea = Ecq (69)
tedy
B — B+ Wy, AW, AW, e
AMWo1 Ego) — By + A\Wooy ... AW, C2 -0 (70)
AW, AW, . BO — B 4+2W,,) \C

kde W;; = <1/J§0) |W|@/J§O)>. Soustava linearnich rovnic pfedstavuje standartni lohu hledani vlastnich ¢isel a

vlastnich vektoru hermitovské matice H((lif

matice sousatvy byl roven nule

)+ AWqq. Podminkou netrivialniho feseni je, aby determinant

det (Hggﬂ Bl + )\Waa) =0 (71)
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12 Kvantova dynamika

12.1 Nestacionarni Schrodingerova rovnice, rovnice kontinu-
ity, Ehrenfestovy rovnice.

12.1.1 Nestacionarni Schrodingerova rovnice

Nymi rozsifime evoluci kvantového systému o Casovou evoluci (zatim bylo mozné stav zménit pomoci
méteni). Casova Schrodingerova rovnice rozsituje vinovou funkei, kter je jejim fesenim, o ¢asovou zavislost.
Pti zavedeni budeme uvazovat Newtonuv cas, ktery neovlivnitelné plyne rovhomérnym zpusobem a je
spoleény vSem hmotnym objekttim a vztaznym soustavam. ¢as neni dynamickou proménou a nepodléha
kvantovani. V tomto fyzikadlnim cCase se systém vyviji kauzalné a reverzibilné dokud nedojde k zdsahu z
vendi (napiiklad méfenim). MiZeme vyslovit postulat:

¢ Postulat I:0 ¢asové evoluci

1. Stavovy vektor izolovaného systému se vyviji v ¢ase podle rovnice

L Ol(r) _ o
th—p— = H@)I¥()) (72)

kde H (t) je linedrni hermitotovsky operédtor tvz. Hamiltonidn, specificky pro dany systém.

2. Pro systém s klasickou analogii je H operatorem vzniklym "kvantovanim'klasické Hamiltonovy
funkce

Prvni ¢ast ma zcela univerzalni podobu. Striktné vymezuje evoluci systému v dobé od jejtho méfeni -
pripravy pocatecéniho stavu - k druhému méteni. Rovnice (1.1) e nazyva ¢asovou Schrédingerovou rovnici
v abstraktni podobé. Je to diferencialni rovnice prvniho fddu a jeji feseni je jednoznacné urceno pocatecni
podminkou |¥(tg)) = |1g) v poCatetnim Case t = ty. Popisuje evoluci, kterd je plné deterministickd a
mluvime o kvantové kauzalité. Tato kauzalita se tyka stavového vektoru, vinové funkce, kterd mé vyznam
amplitudy hustoty pravdépodobnosti. Smér ¢asu pro ¢asovou Schrédingerovu rovnici neni privilegovany a
je tedy reverzibilni.

Schrédingerova rovnice je linedrni a proto dynamicka evoluce systému nenarusuje princip superpozice.
Snadno se da ukézat, ze béhem ¢asového vyvoje se neméni norma stavového vektoru

d , d
L) 17 = S i)
= (Do) + WOl v )
1

O] = H' + Hy(#) =0

Tedy || ¥(t) ||?=]|| ¥(to) ||*=konst. Tento poznatek miizeme iterpratovat jako zdkon zachovani celkové
pravdpodobnosti béhem ¢asové evoluce. Praveé tento zdkon zachovani ndm dava podminku, aby byl Hamil-
tonidn hermitovsky. Mizeme dokazat jednoznac¢nost casové Schrodingerovy rovnice:

Méjme dvé FeSeni ¥(t) a ¢(t) vychédzejici z pocateénich podminek (tg) = g a @(tg) = po. Rozdil
téchto TeSeni je také fesenim této rovnice s pocateéni podminkou ¥y — po. Konstantnost velikosti ndm
déava || ¥(t) — @) |=Il Yo — ¢o ||, pro vSechny casy. Jestlize jsou pocateéni podminky totozné, pak
Il ¥(t) — () ||= 0 pro vSechny éasy a FeSeni splyvaji.

Druhé ¢dst postuldtu odpovidd na otdzku jak sestrojit hamiltonidn pro konkrétn{ systémy (jen ty s klasic-
kou interpretac{). Na hamiltonidn klademe tfi podminky:

e Musi byt hermitovsky.

e Musi byt zdola ohraniceny, jinak je systém nestabiln{ (Piikladem mize byt fiktivn{ atom vodiku
p/2m — k/r*, kde pro prili§ vysokd « je pfitazliva sila piilis velkd a ¢dstice se zhrout{ do sebe).

e Musi byt podfizen principu korespondence tam, kde mé limita i — 0 smysl (pfechod mezi klasickou
fyzikou a kvantovou fyzikou).
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Prejdeme k Casové zdvislosti pozorovatelnych veli¢in. Casova zavislost (A) je ddna jednak ¢asovou zévislosti
vlnové funkce a jednak explicitni zdvislosti A na case (interakce s vnéjsim ¢asové zavislym polem)

44 _ 0 L)
23y = (0 Aoy + ol 20) + o)

= <¢(t)|*%ﬁfllw(t»+<¢(t)|fllﬁflw(t)> + (¥ ()I |¢( )

kde jsme dosadili za ¢asové derivace ze Schrodingerovy rovnice. Tedy dostavame vztah pro ¢asovou derivaci

d, 17, - A
Z(A) = <¢< )| [AA]+ 5 w<t>> (73)
Stredni hodnotu prepiSeme pomoci operatoru
dA 17, .1 0A d . dA
R AL dt<A>_<dt> ()

Podobné jako v klasické mechanice hraji v kvantové mechanice vyznamnou roli integrily pohybu, jako
veli¢iny jejichz stfedni hodnota se béhem pohybu neméni. Tedy Aj je integralem pohybu, pokud A nezévis
explicitné na case a komutuje s hamiltonidnem. Dostavame tedy podminku pro integraly pohybu

dA DA o
= =0 — o [A H(t)} —0 (75)

Spolu s A je integralem pohybu i kazda jeho funkce f(A).

12.1.2 Rovnice kontinuity

Vyuzijeme Casovou Schrodingerovu rovnici a dosadime dosadime standartni vyjadieni hamiltonidnu

n&/’(;” - @V (76)

Nyni vezmeme standartni definici hustoty pravdépodobnosti
. — 2
P 1) = [9(7, )|
Nyni vezmeme casovou derivaci hustoty pravdépodobnosti a dosadime do této derivace z rovnice (1.5)

0p _ 0 (7, e(7 1) 8¢*¢ Lo @
ot ot

=y (w—vw) w(—hw 4 W)

T A=Y AU = T (VY — V)

:f%v(wvw —yrvy) =2

Zavedeme tedy hustotu toku jako vektorovou veli¢inu

= ih o
(751 = 5~ (WVy" = 9" VY) (77)
m
Pak dostdavame obecny tvar rovnice kontinuity, ktery zarovén vyjadiuje zakon zachovani pravdépodobnosti
0
a—f Vdiv] =0 (78)

163




12.1.3 Ehrenfestovy rovnice
Budeme se nyni snazit vypocitat pohybové rovnice pro sttedni hodnoty souradnice a hybnosti

(@(t)) = (W) 2[(E) = ((to)|[UT (¢, t)2U (£, t0)|1(t0)) (79)
(p(t)) = (W(t)ph(t)) = (W(to)|UT(t, to)DU (t,t0) ¥ (t0)) (80)

Pro ¢asovou derivaci stredni hodnoty pohybu tedy bude platit
S0 = (el (U710 ) 2V )t + (WU (0, 1003 LU t0) o0
()0 (1 t0) HEU (1, )]0 (10)) — {(10) U 8, b0)2 AUt ) 1)

;
= L) [A4] (o) =+ (—h) ®)
(

m

kde jsme dosadily za hamiltonidn % + V(&) a vyuzili zndmych komutacénich relaci. Pro ¢asovou derivaci
stfedni hodnoty operatoru hybnosti dostavame

D5y = o)l [A.5] o)

7

= — ()| [V (&), 5] (1))

h
i v (z) av(z) >

— LWl ) = - (T
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12.2 Evoluce obecného kvantového systému, kvantové méreni.

12.2.1 Evoluce obecného kvantového systému
12.2.2 Hamiltonian nezavisly na cCase

Nezéavisi-li hamiltonian na Case, ma dynamicka tloha mnoho dulezitych dodate¢nych vlastnosti. Energie je
integralem pohybu jeko v klasické mechanice. Je mozné také sestrojit obecné feseni Schrodingerovy rovnice
v energetické reprezentaci:

H|ys) = Eilih) (81)

kde E; jsou métitelné energie systému. Cislujeme energie od nuly a tim zavidime zédkladni stav Ey. Obecné
feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice vyjadiime superpozici

B(O) = 3 bl

kde koeficinety (1;]1(t)) jsou dény soustavou nezavislych obycejnych diferencidlnich rovnic plynoucich z
¢asové Schrodingerovy rovnice

d
s pocéatedén{ podminkou v ¢ase t = tgplynouci z po “vodni poc¢ateéni podminky [1)(tg)) = |¢)g). Po dosazeni
dostédvame obecnou pocateéni podminku pro samotné koeficienty ¢;(to) = (¢ (to)) = (¥i|tbo) = cio- S
touto pocatecni podminkou muzeme psat obecné feseni casové Schrédingerovy rovnice jako superpozici

stacionarnich stavu

(1)) = ZcioefiEi(tfto)/hWﬁ (82)

Toto Feseni nam dava interpretaci casového vyvoje v kvantové mechanice. Stav zavisly na ¢ase je superpozici
vlastnich stavi v energetické reprezentaci s fazovymi faktory ménicimi se v ¢ase, tedy lze jeho vyvoj chapat
jako ¢asové proménou interferenci ¢asové neménych "Schréodingerovych vin'". Blize se také mtuzeme podivat
na vyvoj pozorovatelné veli¢iny

(A)y = ((t)|Alp(t))
- Z ZC:OCOJ'wimwﬁewik(t_to) wir = (B — Ey) /R

Casova zavislost této stredni hodnoty je rovnéz urcena vylucné fazovymi faktory, které odpovidaji roz-
diltim energii, které nazyvame Bohrovymi frekvencemi. Skutec¢nou ¢asovou proménost piinaseji Cleny s
nenulovymi Bohrovymi frekvencemi.
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12.2.3 Evoluéni operator

Zacneme s evoluénim operdtorem, pro néjz neni hamiltonian zévisly na case. Vyjdeme z jiz vypocteného
feseni (2.2).

[9(0) = 3 e B M wifp(t)) = 3 [ A ] (il (k)

7

= )/ S ) (] b (ho)) = ¢~ My 1))

3

kde v poslednim kroku jsme vyuzili plnost stacionarniho systému. Z posledniho ¢lenu také vidime, ze
Casovy vyvoj stavu nam zprostfedkovava evoluéni operator definovany jako

U(t, o) = et (t=to)/n (83)

Vidime, Ze evolucni operator prevadi ket vektor |¢)(¢p)) na ket vektor |¢(t)). Evolucni operdtor mé dvé
proméné. Pocatecni ¢as muze byt také proménou a pro t = ¢y plati identita

Ulto, to) =1

slouzici jako poc¢ateéni podminka. Evoluéni operator sim o sobé obsahuje vsechna mozna feSeni Schrédin-
gerovy ¢asové rovnice, protoze zobrazuje Cel prostor stavi sam na sebe. Jeho vyhodou je, Ze je explicitni a
ma globélni platnost. Ma uzavieny kompaktni tvar nezavisly na reprezentaci. Evolu¢ni operator je unitarni
a ma vyhodu v tom, ze zavisi pouze na ¢asovém rozdilu.

Pro obecny casové zavisly hamiltonian muzeme evolucni operator definovat vztahem velice podobnym
pavodnimu

W (t)) = U(t, to)|1(t0)) (84)

pro libovolnou pocatecni podminku a libovolnou dvojici ¢asu ¢, ty. Existence této operatorové funkce je rov-
nocend s existenci a jednoznacnosti feseni casové Schrodingerovy rovnice. Vlozenim evolu¢niho operatoru
do Schrodingerovy rovnice dostavame

—ih%ﬁ(t,to) = HU(t,t9)

s pocatecni podminkou U (to,to) = 1. Tento evoluéni operétor je stale unitarnim. Tato vlastnost plyne z
toho, ze H(t) = H'(t). Z pohybovych rovnic dostavidme

% [UT(t, tO)U(t,to)] =0

Tedy po aplikaci poc¢atecni podminky dostdvame feSeni
Ut(t, to)U(t, o) =1 Ut to)U(t, 1) =1 (85)

7 cehoz plyne, ze evoluéni operator je nejen izometricky, ale i unitarni. Pro libovolnou trojici ¢asu t,t1,tg
spliuje funkce U multiplikativni kompoziéni pravidlo zvané grupova vlastnost

U(t,to) = U(t,t1)U(t1,t0)
Evolucni operator a jeho vlastnost shrnuje tento postulat

o Postulat:o ¢asové evoluci
— Evoluce stavi mezi dvéma casy t > ty je ddna evolu¢nim operatorem
(1)) = Ut to) [1(to)) [ (t0)) = o) o) € H (86)
— Tento operator je linedrni a unitarni.
— Pro tfi casy t > t; > ty plati pologrupové kompozi¢ni pravidlo

Ult,to) = U(t, t1)U(t1,to) (87)

Evoluéni operator spliuje pohybovou rovnici

9 - i
= =——H
5 U (0 t0) o U(t, to) (88)




12.2.4 Kvantové méreni

Méfteni hraje v kvantové teorii zadsadni vliv. Nelze totiz méreni usporadat tak, abychom mohli jeho vliv na
systém zanedbat. S mérenim jsou propojeny zakladni stavebni kameny kvantové fyziky

e Meéfeni projevuje principielné pravdépodobnostni charakter kvantového svéta. Adekvatni ndhled na
podstatu kvantovych pravdepodobnosti je nezbytny pro popsani mnoha jevii mikrosvéta.

e Meéreni zachycuje dualismus vilna-c¢astice a obecnéji princip komlementarity a s tim souvisejici princip
neurcitosti.

e Soucasti standartni teorie kvantového mérenti je také projekéni postulat, podle néhoz mérenim je stav
kvantového systému nevratné zménén - dojde k jeho redukei.

Meéreni vystupuje v kavtové machanice dvojim zptisobem:

e Slouzi k vytvoreni pocatecniho stavu, tj. vinové funkce, kterou mtizeme systému pripsat. Stav sytému
se pak vyviji podle pohybové rovnice az do okamziku, kdy provedeme méreni, abychom

e obdrzeli kvantitativni vyhodnoceni té fyzikalni veli¢iny, ktera nas zajima.
Postulaty o méreni v kvamtové teorii jsou:
e Postulat IV: o stfednich hodnotéach

— Stfedni hodnota pozorovatelné F pro systém popsany stavovym vektorem |¢) je ddna predpisem
F = (F) = (|F[y) (89)

Cislo oznacované (F) se nazyvéa stiedni hodnota F ve stavu |t). Smysl tohoto postuldtu ukizeme
nejdifve na diskrétnim spektru. £’ = >, F; P, kde P = Y, |IN){I)\], kde g; je degenerace 1-tého
vlastniho ¢isla F;. Chceme-li spocitat stfedni hodnotu tohoto operatoru dostaneme

(F) = @[E) = > (WB)F =) whk (90)
l l

Tedy cisla w; maji vyznam predpovézené pravdépodobnostni vahy vysledku méreni Fj, tedy jeho
pravdépodonosti. Vyznam této pravdépodobnosti mizeme vyjadrit jesté jinymi ptisoby:

wi = (Y|P) = (B)
= (|2 Bilg) = Bly) |?

= (@ Y ) lalg) = [(alg)?
a=1 a=1

Pravé skaldrni soucin (p|¢)) jako amplituda vzajemné pravdépodobnosti je skuteénou univerzalni
signaturou kvantové teorie. Jasné je vidét pro pripad nedegerované vlastni hodnoty, které prislusi
jediny vlastni vektor. Pro tento piipad

wy = |(U[Y)*, 00 = 1, F|l) = Fi|1) (91)

Jde-li o méfeni veli¢iny F se spojitym spektrem, je v principu nemozné namérit jediné vlastni ¢éislo

- mérici pristroj ma vzdy konecénou rozliSovaci schopnost, takze namétime-li F feknéme v intervalu
AFy = (Fy — AF/2,Fy + AF/2), vyraz

wp = w(F) = |{Fl)[” (92)

udéavéa hustotu pravdépodobnosti, s niz je veli¢ina F rozlozena.
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¢ Postulat V:o méreni

— Méteni pozorovatelné Fs vysledkem F}, prevadi systém z puvosniho stavu |¢) do normovaného
vlastniho stavu | fx) dmérného projekci Py|v)):

_ Al b _ s
| fie) Ty % = 1fi) {frl (93)

Zatimco pred mérenim v sobé stavovy vektor sryval potencialné moznost namérit vSechny hodnoty
F;, po méreni byly tyto moznosti redukovany na jedinou hodnotu Fj. Zmérime-li F' vzapéti na témz
systému (na némz jsme pravé nameéftili Fy| namérime opét Fj. Kodanskd skola interpretuje tento fakt
jako redukci stavového vektoru v disledku interakce s méricim pristrojem.

Je-li naméfend hodnota F) degenerovand gi-ndsobné, pak po méfeni bude systém ve stavu ||
pk|¢> [ If’kw) =>"% | ca|Fka)., kde koeficienty ¢, nejsou uréeny méfenim. Abychom tuto neurdi-
tost vyTesili mizeme ve stejnou dobu zmérit jesté fyzikalni velicinu G. Pokud F a G spolu komutuji
existuji jejich spolecné vlastni vektory a bude tedy po méfeni systém ve spolecném vlastnim stavu
|Gy, F}), je-li tento stav jednoznacné urden, pak jsme nalezli satvovy vektor, jenz muzeme systému
pripsat, pokud ne postupujeme analogicky. Mnoziné takovych operatort, které musime pouzit k apl-
nému nalezeni jednoznacné definovaného systému vlastnich vektoru rikame uplny soubor vzdjemné
komutujicich operdtorti. Ma-li operator F reprezentujici mérenou velicinu F spojité spektrum, je
situace slozitéjsi. Jak jsme jiz uvedli, ma mérici pristroj v tomto piipadé vzdy néjakou sitku okna
AF.

e Postulat VI:projekéni postulat pro spojité spektrum

— Je-li systém v okamziku méfeni popsan stavovym vektorem [¢) a jsou-li vysledekm méreni F
hodnoty z intervalu (Fy — AF/2, Fy + AF/2), pak toto méfeni pivadi systém z ptivosniho stavu
|t) do stavu

. . Fo+AF/2
¥') = KPIY) P 1PN (99)

kde P je projekéni operdtor na podprosor "namérenych'stavi a k je normovaci faktor

- FotAF/2
K=\ | Blg) = \/ / \(Fly)[2dF (95)

Fo—AF/2

Uvazujeme-li v pripadé méfeni veli¢iny se spojitym spektrem o méreni jako o zpusobu, jak ptitadit
sytému urcity stav, vidime, Ze po méfeni styv |1’} stdle jesté obsahuje nezndmé koeficienty

cp = (F|) Fo— AF/2 < F < Fy+ AF/2

protoZze stav [i) neni obecné zndm. Je-li vSak klubku dosattecné tizké (volné klubko s rozptylem
rychsloti Av kolem jisté hodnoty vg splitujici Av/vy < 1), pak nebude vysledek dalsich méfeni s
dostatecnou presnosti zaviset na konkrétnim tvaru koeficientu c. Proto je mozno jejich tvar volit tak,
aby byl pocetné co nejvyhodnéjsi - casto se voli gaussovské rozdéleni o Sitce AF a kolem bodu Fj

1 2 2
— —(F—Fo)*/(4AF*)
CF = e 96
VorAF (96)

Tuto funkci nazyvame gaussovym klubkem. Rozdéleni pravdépodobnosti je dano kavdratem |cr|?,
ktery ma obvykly tavr s normovaci jednickou [ |cg|*dF = 1 (proto je tam ¢tvrta odmocnina). PFi této
volbé ma také veli¢ina AF' vyznam neurcitosti, totiz druhého kumulantu rozdéleni pravdépodobnosti:

(AF)? = /dF(F — Fy)?|cr|? (97)
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12.3 Integraly pohybu, kvantova cisla, symetrie v kvantové
mechanice.

12.3.1 Integraly pohybu

Operator ¢asové derivace definujeme vztahem

dA _ 94
dt ot

pricemz plati

Fyzikalni veli¢ina A je integralem pohybu, pokud se zachovava v case, tj. pokud se stiedni hodnota ¢asové
derivace operdtoru (16.7) rovnd nule. Tato podminka je splnéna pro operatory velicin, které explicitné
nezavisi na cCase (%’? = 0) a komutuji s hamiltonianem ([A, H] = 0).

Déle predpoklddejme, ze hamiltonian H je rovnéz nezavisly na case. Pak miizeme misto casové SR Tesit
necasovou SR (I:I Yn(x) = End)n(x)> Jelikoz operator A komutuje s hamiltonidnem H a oba explicitné

nezdvisi na Case, existuje spolecny systém jejich vlastnich funkci.

ﬁi% = nql)n
Awn = anwn-

Obecné Teseni casové SR lze psat ve tvaru

Y(x,t) = Z iy (z)Bnt/ ()

kde predpoklddame, Ze funkce 1, (x) tvoii tplny ortonormélni systém a funkce 1 (x,t) je normovani.
Odtud vidime, zZe pravdépodobnost, ze se uvazovany systém nachazi ve stavu popsaném vlnovou funkci
UYn(2),pn = |ca]? i kvantovémechanické stfedni hodnoty (A) = > p Pnln A (H) = > PnEy jsou casove
nezavislé.

Fyzikalni{ vyznam integrali pohybu je kromé jiného dén také tim, ze nékteré integraly pohybu (napf.
energie stacionarnich stava LHO E,, = fiw (n + %)) zéavisi na kvantovych ¢islech, ktera se v ¢ase rovnéz
zachovavaji a lze je tedy uzit k oznaceni odpovidajicich stacionarnich stavi. Pro volnou ¢éstici jsou vSechny
tTi slozky impulzu, a tudiz i celkova energie integraly pohybu. P¥i pohybu v centralnim poli jsou integraly
pohybu vechny slozky momentu hybnosti i jeho kvadrat. Casova zména stfedni hodnoty energie je dana

vztahem % = <%> = <%—?>. Pokud tedy hamiltonian H nezévisi na Case, je energie (ﬁ ) integrdlem
pohybu. Jinymi slovy, celkova energie systému v poli sil nezavislych na case je integralem pohybu. Toto

tvrzeni predstavuje zdkon zachovani energie v QM.
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12.3.2 Kvantova céisla

Uvazujme model atomu vodiku. Napiseme si hamiltonian takového systému.

R (9 9 9
H=—<++>

o 0 9 1 Zze
2me \Oxr Oy 0z

dmeg T

(98)

kde pro vodik plati Z=1. Jelikoz je potencidl jadra sféricky symetricky je vyhodné prejit ke sférickym
souradnicim. Kineticky ¢len hamiltonidnu bude ve sférickych souradnicich mit tvar

A= lg QE +#£ lnﬁﬁ +#i2 (99)
“r2or\| or 2snd a9 \" a9 72 sin ¥ 9?2
Resen{ Schrédingerovy rovnice budeme hledat ve tvaru

tedy oddélime od sebe radidlni ¢ast vinové funkce Ry (r) a axidlni ¢dst vinové funkce Oy, ()P (). Ce-
lo¢iselné indexy n, [, m se nazyvaji kvantova c¢isla. Kvantovymi ¢isly se popisuje stav elektronu v atomu.
Pomoci feseni Schrédingerovy rovnice jsme nalezli omezeni kvantovych ¢isel n, [, m jako celych ¢isel. Kvan-
tové ¢islo n se nazyva hlavni a kvantuje energii stavu E,, = —%Ry a muze nabyvat hodnot n =0,1,2,3....
Kvantové &slo [ se nazjva vedeljsi a kvantuje velikost momentu hybnosti L? jako L2 = A21(1 + 1). Vedlejsi
kvantové ¢islo miize nabyvat pouze hodnot [ =0, 1,2, ....,n — 1. Tfeti kvantové Cislo se nazyva magnetické
a kvantuje slozku momentu hybnosti, voli se jeho slozka podél osy z a kvantuje je ji jako L. = hm, kde
magnetické kavntové ¢islo mize nabyvat pouze hodnot m = —I, -l + 1, .....,1 — 1, 1. Energie elektronovych
hladin zavisi pouze na hlavnim kvantovém c¢isle. Obecné mame pro kazdé n celkem n-hodnot kvantového
¢isla I a pro kazdé ¢islo | médme (21 + 1) hodnot ¢isla m. Tedy hladina s kvantovym ¢éislem n je obecné D
degenerovana

n—1
D=) (2+1)=n (101)
1=0
To neni nic jiného nez socet aritmetické rady, jejiz soucet je dan vzorcem “";“" n, proto je soucet roven
2
n-.
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12.3.3 Vybérova pravidla

Vime, ze elektrony mohou v atomech preskakovat z orbitalu na orbital a vyzaiuje se pfitom foton, pro

jehoz vlnovou délku plati

1
X ~ Epim — By (102)

kde nlm a n’l'm’ jsou kvantové ¢isla popisujici jednotlivé hladiny. OvSem ne vSechny preskoky jsou povo-
lené, realizuji se pouze urc¢ité zmény kvantovych Cisel

An=n—n' libovolné
Al=1-1 Al =+1
Am =m —m' Am =0,+1

Intenzita spektralni linie je dana Fermiho zlatym pravidlem

wiy = 2T (i1Mig ) 6w & (B — E) (103)

w;; je pravdépodobnost prechodu mezi i-tou a j-tou hladinou, kde M;; je matici pfechodu a pravé v ni se
vybérovd pravidla projevi. Vybérova pravidla jsou vypocitand pro urc¢ité podminky (taplota, tlak), existuji
priklady, kdy nepalti jsou napriklad spektralni linie ve zfedéném neonu a nebo polarni zare - exitace kysliku
a dusiku ve vysokych vyskach.

Jako ptiklad si uvedeme odvozeni vybérového pravidla pro magnetické kvantové ¢éislo. Pti exitaci elekronu
musi dojit k interakci atomu a zafeni, tedy vyuzijeme poruchovy pocet kvantové mechaniky. Zavedeme
poruchovy ¢len hamiltonidnu jako Wnlmn’l’m’; ktery bude poopisovat dnou interakci. V nasem pripadé
bude elektromagnetické zatreni interagovat s dipélovym momentem eT. Maticovy element poruchového
¢lenu nalezneme jako

Wnlmn’l’m’ :/w;’l’m/(7)67¢nlm(7)dv (104)

Pokud je poruchovy ¢len roven nule je prechod zakazany a pokud je nenulovy je povolen. Vyuzijeme Feseni
ve tvaru (4.3), kde nas budou zajimat pouze funkce ®,,(p), které maji tvar

D, () = eime (105)
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Vyjadiime kartézské slozky ve sférickych souradnicich a dostaneme vztahy

T = rcos psind
y = rsingsind
z =rcos?
dV = r? sin 9drddde

Poruchovou ¢ast hamiltonidnu tedy muzeme rozepsat do slozek. Pro slozku x plati

27 27
1 N
/ 008 pPrm (9) @7 (0)dp = o / e cos pdip
0 T Jo

1
=5 pro
=0 pro
Pro y-ovou slozku dostavame
2m 1 2T ,
/ sin p®,,, ()7, (0)dep = 7/ e sin pdp
0 T™Jo
1
=3 pro
=0 pro
Pro z-ovou slozku
27 1 2 . A
Dy, o (p)dp = — wmemeqd
| eu@enone = o [ o
=1 pro
=0 pro

Am = %1
An # £1

Am = =+1
An # +1

Am =0
An #0
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12.3.4 Symetrie v kvantové mechanice

Tak jako v klasické mechanice, i v kvantové mechanice odpovida kazdé z invarianci zakon zachovani: energie
(homogenita ¢asu), hybnosti (homogenita prostoru), momentu hybnosti (izotropie prostoru). Je dokonce
mozné z téchto zakont zachovani odvodit fundamentalni komutacni relace.

12.3.5 Homogenita ¢asu

Predpokladejme, ze v Tase t; a to zacneme dva identické experimenty se systémem, ktery je izolovany od
okoli a ktery je pripraveny do téhoz pocatecniho stavu. Homogenita casu vyzaduje, aby po uplynuti téze
doby 7 byly obé vlnové funkce identické. Pro infinitesimélni 7 = At nachéazime z ¢asové Schréodingerovy
rovnice

iﬁmmﬁwwm

7

|1 (t1 + At)) ~ (1 -

St

>t

w@+m»zQ—.mmm)w@»

Je-li |1,Z)1(t1)> = |1/}2(t2)> a poiadujeme—li, aby W}l (tl + At» = |’l/12(t2 + At», pak

H(t1) = H(t2)

Hamiltonidn tudiz nezavisi na case. Jelikoz ¢asova zména stiedni hodnoty libovolného operatoru je dana

vyrazem R
Z(A>:%<[ﬁ,ﬁ]>+<6£> (106)

polozime-li A = H, plyne z toho, 7e (ff ) (Cili energie) je konstantni v Case. Homogenita ¢asu ovSem
implikuje, Ze na systém neptisobi vnéjsi casové proména pole.
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12.3.6 Homogenita prostoru
Predpokladejeme, ze systém je popsan jednocasticovou Schrédingerovou rovnici s hamiltonidnem
H= »” +V(7) (107)
2m

Pritomnost potencidlni energie sygnalizuje, Ze systém neni izolovany, protoze existuji dalsi ¢astice, jejichz
silové pusobeni reprezentuje potencialni energie V(?), ale jejichz proméné nevstupuji do hamiltonianu
dynamicky. Zarovén s (5.2) uvazujeme sytém, jenz vznikne posunutim ptuvosniho systému o infinitesimalni
vzdalenost A@ a ktery je popsan hamiltonidnem

H = ” +V'(7) V(7)) =V(7 - AQ) (108)

T o2m

Je-li prostor homogenni musi byt feseni Schrodingerovy rovnice popsané hamiltonidny (5.2) a (5.3) spojeny
vztahem

V(7)) = (7) 7 =7 + AT

a pro infinitezimalni AT plati
W(T)=p(7 —Ad)~ (1 - AT d ()= (1- 2A7p ) o(7)
dr h
mizeme tedy definovat operator T(A@), ktery zprostiedkuje vztah mezi ¢(7) a ¢/ (7)

V(7)) =T(AT)Y(T) T(AT) = (1 — ;A7p>

Od infinitesimélni posuniti prejdeme nyni ke koneénému posunuti a

operdtor hybnosti pro takové konecné posunuti T(?)

a chtéli bychom urcit jak vypada

p

=] sl

T(d)= lim [1 !

N .
— — D = 6_%713
N—oc0 h

Operétoru J = ih%@b:() se proto T{ka generdtor (grupy) translaci. Pro funkei ¢/(7) méme tedy dvé
alternativni vyjadreni

W (7)=(7 - @)
= e HTPY(7)

Vv

@)= [ @ = [ - DT
=("\+d

kdezto

(7 =(P) (109)

jak jsme ocekavali.
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13 Jednoduché kvantové systémy

13.1 Kvantovani energie pro vazanou castici: pravouihla po-
tencialova jama a harmonicky oscilator.

Nekonecna pravoihla potencialova jama

Schrédingerova rovnice (3D pripad)

K2 d? d? d?
“om <dx2+dy2+dz2

) b(o,9,2) = Ep(z,9,72)

e separace proménnych
w(% Y, Z) = djw(x‘)djv(y)/‘/)z(z)
0? 0?
520 (@45 2) = Yy ()= (y) 5 5 ¥ (@)

Schrédingerova rovnice (1D p#ipad)

2 dy(z)

Com  da?

= Ey(z)

e V intervalu (0, L,) je potencidln{ energie V =0

e Mimo tento interval je potencidlni energie V' — oo a castice
se zde nemuze vyskytovat, tedy ¢ (x) = 0 mimo tento interval.

e Nulovost potencidlu na hranicich jamy zajisti volba vlastnich
funkci operatoru ve tvaru sini

in [ =
S Lx nxr

Dosadime do Schrédingerovy rovnice a dostaneme predpis pro energie:

_ 171'2712 9

7L—2m7[/§:n7 n:1,2,3,...

Vlastni funkce po znormovani pak maji tvar:

1 s
n=—F7=sn|l—nz|, n=123,...
= (Lz >
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Konec¢na pravouhla potencialova jama

Okrajové podminky

) , T . . . L.
» Pro hladké a spojité napojeni poZzadujeme v —35:

w(9)-n()

0
%ﬁ)m (z) |x:—§ =—¢i(z)| _ 1

a(8) = ()

0 0
%¢1($)|m:% = %1/)11(37)}30:,%

e Adélev %:

Podminka koneéné pravdépodobnosti: Yz — —o0) =0, Yz — 00) =0

Ansatzy spliujici dané podminky

I. (Uvniti jamy)

’wl (x) = Asin(kx) + B cos(kx) |, k € R libovolné

II. =z > £
’ h? d*y(x)
x
Tom A (B — Vo) ()
d2¢(m) (VO — E) 2m d2¢(x) —az 2
SH B s P im =) > B eti=a
V oblasti IT tedy dostavame reseni:
L
III. z < —-3

2 _ 2 )
ddl/;(f) _ (VO h-QE) 2m1/;(x) = d;/xgx)¢(m) =&p(z) = 0T, g=eT ¢ — a?

V oblasti III tedy dostavame resSeni:
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Symetricka reseni

L
A=0 De ®% = Bcos (kz2) ... hodnoty funkci
C - D —al . L . ,
—aDe %2 = —kBsin k:§ ... hodnoty derivaci
Tedy celkem
a = ktan (kL)
2
Antisymetricka reseni
De % = Asin k:£ hodnoty funkci
C=-D —ak L o
—aDe 2 = kAcos k:§ ... hodnoty derivaci

Tedy celkem

L
—a = k cotan (k2>

Pocet reseni N

N = ground <u0> E, <V
T
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e mozné Tesit v souradnicové reprezentaci
« mnohem lepsi je Tesit pomoci krea¢nich a anihilaénich operatora (tzv. Fockova reprezentace)

Uvazujme necasovou Schrodingerovu rovnici ve tvaru:

h2 42
(‘%W + %m“> v(z) = Bfle)

Anihila¢ni a kreacéni operatory

e anihila¢ni operator
1

at = ;(ﬁ + iwmg)
vV 2mhw
e kde vyuzivame vztaht pro operatory:
. o d ) .
p=—ih— ... operator hybnosti
dx
rT=u operator polohy
e S vyuwzitim komutacni relace
[#,p] =ik

Ize snadno ovérit, ze plati

p? 1 1
=L i = hw (aﬁa + 5)

Operatory @ a a'nejsou hermitovské, jsou vak navzdjem hermitovsky sdruZené a plati |

Vlastni energie hamiltonianu H

e K nalezeni vlastnich energii hamiltonianu
=> staci najit vlastni cisla operatoru poctu ¢éastic

A

N =a%a

feSime tedy problém

Nopy = My

kde A jsou vlastni ¢isla a 1 jsou prislusné vlastni stavy.

Predpokldddme normované vlastni vektory ¥y | ¥y = 1.
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Upravami dostaneme, 7e vlastni ¢isla operatoru N jsou tedy rovna A =0,1,2,....

Vlastni energie hamiltonidnu jsou pak dany vztahem

1
Enzhw(n—l—Q), kde n=0,1,2,...

QLHO Energie

\ A
n=4

IZL::ha:<n—+

\ Tﬁw/1

n =

SN Thw

\ Ve /
/

n —=
hw
n =

Ey =

—ka?
2

fw
2

2

)

v
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13.2 Volna c¢astice, vlnové baliky, prichod c¢astice potencialo-
vou bariérou.

Volna c¢astice

Jeden z nejjednodussich moznych problému, které umime v kvantové mechanice tesit. Jelikoz se
jedna o volny pohyb, nejsou na vlnovou funkeci volné ¢astice nalozeny zadné okrajové podminky, které zpu-
sobuji kvantovani, a muzeme tedy pozorovat, Ze energie ani impulz nebudou kvantovany. Pro jednoduchost
budeme Tesit volnou ¢astici v 1D. Za¢neme Fesenim necasové Schrodingerovy rovnice.

N

Hy(z) = E(x)

Jelikoz jde o volnou ¢éstici nema hamiltonian zadny ¢len odpovidajici potencidlni energii a tedy necasové
Schrédingerovy rovnice prejde na tvar

h% d2y d? 2mE
- 2m da:(f) = Byl@) = ( dz? * TI;) ¥(z) =0.

Pro energii volné ¢astice plati £ > 0, proto muzeme oznacit

2mE 9
R

kde k > 0 je redlné ¢islo (tzv. vlnovy vektor). Jako FeSeni obycejné diferencidlni rovnice (17.2) zvolime
f(x) = e které nam dé charakteristicky polynom

N+ Ek*=0= A\ o= Lik.
Visledné dvé partikuldrni FeSeni rovnice (17.2) maji tvar
W(z) = ek,
Ze znalosti operdtoru impulzu (hybnosti)

dip(z)
dz

p(x) = —ih = thki(x)
jsme schopni ur¢it impulz ¢éstice p s vlnovou funkef tvaru (17.5) jako

p = thk.

Vinové funkece ¢(x) tedy mizeme pfi pouziti vztahu (17.7) psat ve tvaru

—pax

ORTE
Ze znalosti tvaru ¢asoveé zavislé ¢dsti vinové rovnice ¢(t), kterd je vysledkem feseni necasové Schrodingerovy
rovnice
Et
o(t) = e,

muzeme vyslednou ¢asové zavislou vlnovou funkci volné ¢astice zapsat ve tvaru rovinné viny
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(Bt—pz)

P(x,t) =e &

Celkova energie Castice je rovna jeji kinetické energii

h2 k2 p2

T o2m

E=y¢H) =Ty =

A 2
Zévérem vinova funkce (17.10) je vlastni funkei hamiltonidnu H s vlastni energii E' = 2 a je souCasné

vlastni funkei operdtoru impulzu p S vlastni hodnotou p = +hk. Hamiltonidn a operator impulzu spolu
komutuji, maji tedy spolecny systém vlastnich funkci z ¢ehoz vyplyva, Ze jednorozmérny pohyb volné ¢astice
lze popsat pomoci dvou kvantovych ¢isel - kinetické energie F = 2’% a impulzu pz intervalu (—oo, c0).
Normovéni vlnové funkce volné Castice je mozné provést dvéma zpusoby : 1. Zavedeni umeélého kvantovani

pomoci tzv. periodické hrani¢ni podminky

Y(z) = ¢(z+ L),

kde 1 je vlnové funkce (17.8) a L je délka intervalu, se kterym se vinovd funkce periodicky opakuje. To

vede ke kvantovani impulzu
2mhn

L
Na zakladé periodicity muzeme zavést normovani pri integraci pres libovolny interval délky L, takze do-
stavame vlnové funkce s kvantovanymi impulzy

Pn =

1 —ppe=
7/’n(x) = ﬁeT

Vypocty pak provadime s témito vinovymi funkcemi, p¥i¢emz na konci vypoctu pak stac¢i provést limitu
L — oo, ¢imz L z kone¢nych vysledkt vymizi. 2. Normovani na Diracovu é-funkci, kdy vyuzijeme vyjadieni

d-funkce ve tvaru ) o
o(k) = 5~ /_oo e kT dg,

Normujeme-li prostorovou ¢ast vlnové funkce (17.10) vztahem

1 —pa
T) = ek,
d)p( ) 2mh

dostaneme skalarni soucin

% (posl)e

/ Pp(x wp()dx—% e de=d(p—1p),

ktery odpovida vztahu (17.15). 136 Obecné feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice pro trojrozmérny pohyb
volné ¢astice lze psat ve tvaru superpozice ¢i linedrn{ kombinace feseni (17.10)

1 E(p)t—pr
Y(r,t) = W/C(P)e w d’p,

kde integrace probihd ptes cely tifrozmérny prostor impulzii d®p a funkce c(p) je Fourierovym obrazem
funkce 9 (r, 0).
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Rozplyvani vinového baliku

Vychozi rozdéleni hybnosti

_ (p— po)2 1 i
(z,1) N/ —— en(pPe=BY)
\V2rh
Normalisace
1/4 o
2 1 (p—p0)? [
vt = <7rA2> 27rh/ dp e Az of (pr—E1)

Casové zavisly vlnovy balik

e (6

é}f(- gjzfgz éa

/j,

S \
€Ly &mmc .

fold ‘ZF FjD

F]

bfomatits

} @% Q%;/

m!ﬁ &0

r
5 i #3
({-?.—EIL-[ Aﬁ:ﬂ?ﬂ% a0 Lore e
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Tunelovy jev

Jde o prichod castice potencidlovym valem. Uvazujeme pravouhly val o sSifce a a vysce Vy > 0, na
néjz dopada Castice o energii 0 < E < V;. Céstice dopadajici na potencidlovy val bud’ projde nebo
se odrazi. Vyuzijeme analogie se spojitym spektrem konecéné hluboké potencidlové jamy a zavedeme
koeficienty prichodu a odrazu. Muzeme pouzit vysledku ziskanych u potencidlové jamy za predpokladu,
7e provedeme zdménu Vy — —V;. Vinovy vektor k z rovnice (17.37) méa pro potencidlovy val tvar

L V2 (E—W)
- 2B W)

kde E < V4. Vysledky tedy dostaneme zaménou k — ix, kde vlnovy vektor 140

2m (Vo — FE
H:—m(ho )>O

je redlny. Ze znalosti vztahu sin ika = isinh ka, dostaneme z rovnice (17.41) koeficient prichodu

1

— 5 ,
1+ i (@ - i) sinh? ka

K k:()

kde Ky ze vztahu (17.36) odpovidd volnému pohybu ¢astice. Koeficient odrazu ziskdme z R =1 —T.
Pro libovolné siroky a vysoky val je nenulova pravdépodobnost priichodu ¢éstice valem. S rostouci sirkou
a a s rostoucim rozdilem energii Vy — E vsak tato pravdépodobnost velmi rychle klesa.
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13.3 Orbitalni a spinovy moment hybnosti, zaklady skladani
momenti hybnosti.

spinovy a orbitalni moment

e % spin — vlastni moment hybnosti elektronu neorbitalniho ptivodu
: - slozky spliuji komutaéni relace momentu hybnosti

(50, 8,] = ihs,

teoreticky koncept 1925 Uhlenbeck (vle\.ru)., Goudsmit (vpravo)

h
spin elektronu je kolmy k roving “obézné” drahy a ma vzdy stejnou hodnotu E s,
A9 91 ¢ 1 -H“
8§ = ﬁ“l’.‘”.‘ -+ .I.) l'_.,. — 3 1
. h B 3
8, = hm, = =%- :
2 '1'
— ('I e
je spojen s magnetickym momentem Hs = — KR
i

1) orbitalni magneticky moment (... moment proudoveé smycky)

H L= m.yv
R = MTY
)} eV 1 e é
- p=18 =— r° = ——ery = — MrY = — L=~L
T 4
S

27 2 2m, 2m,
_— . H
gyromagneticky pomér: 7 = 7
kvantovani: L = p*l(I+1) L.= hmy
- i /t‘ 7 _|eh -
= - [+ 1 .= — =—y
a 2m, Vi ) h 2m Ll Hati

‘e

Bohriiv magneton: i = 9.274 % 107" Am? (JT™ )

2) spinovy magneticky moment

eh )
Hi === 'Ia('Fa+l)
M
5 e _ s € el 5
Hs = — g Y= = =" Ly = —— My = —2UgM, = T Ug
m, : S M, Hez me HB7, ks
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skladani orbitalniho a spinového momentu hybnosti:

1-elektronova aproximace

1 e
0 DISLINNH DN LA pp
o1 2me i=1 |r = Hl o J:F-j |7i — 7
=3, IS
i i=1 ri —
z —EZ——ZM [
kor — 2 |.‘ — F | H},‘() == /\L * S'
igj ' 1 7 i
- /

H = Hy + Hyor + Hso ~Pb z
| -
| >

elektronova konfigurace Hyor > Hso Hior < Hso
Cu: lq'-’-a)q'xf-zpﬁ 3‘;2 31)6 4:’.1 3(110 Russel-Saundersonova vazba J-j vazba
o 4l + 2
n-elektronu v neuzaviené slupce ( + degenerace
n
skladanf orbitalniho a spinového momentu hybnosti:
Hyiow > Hso  Russel-Saundersonova vazba
1)H, lelektron [, § E eh e
n n :” - }(‘
slupka n-elektronll [, — E , S= >_ g, |2~ P —
; ; I 1 S faeT= ke,
i » \ A~ 10T K| ST
zcelazapinénasiupka [, = (), S =0 N
2)H,,  celkovy moment hybnosti :rr:;:;ur::g: ‘e;':? mu'"’fclew
F_ 7 a H,
J=L+8 J.=hM; |LSL.S.) |LS.JT.)
(o (“—3) (2L +1)(25 + 1) (27 +1)
"l n
— — — B —
J'I-rf = -'I:' + -‘;'T;' I = Z J'; jemnd struktura
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13.4 Castice ve sféricky symetrickém potencidlu, atom vo-
diku.

Atom vodiku

Podle klasické fyziky by atom vodiku ani zaddné jiné atomy nemély byt stabilni. Elektron by mél
vyzarovat a blizit se k jadru, ve velmi kratkém case by mélo dojit ke kolapsu takového systému. Existenci
stabilnich staciondrnich stavi objasnila teprve kvantovd mechanika. Atom vodiku m& hamiltonidn ve
tvaru 12 | 762
A-—Z22
2m. dmeg T

H=-

Predpokladame tedy pohyb elektronu o naboji —e a hmotnosti m.v coulombovském poli nehybného jadra
o naboji Ze (pro vodik Z =1).

Coulombovsky potencidl v hamiltonianu vyse jde k nule pro r — oo, takze stavy atomu vodiku s energii
E > 0 jsou nekvantované stavy odpovidajici spojitému energetickému spektru, kdezto stavy s energii
E < 0 jsou védzanymi stavy, pro které plati podminka ¢ (r) — 0 pro r — oo a které mohou byt diky této
podmince kvantovany. Energetické spektrum vodiku pro E < 0 je diskrétni a je experimentalné pozorovano
jako ¢arové spektrum.

Pri feseni je vyhodné pouzit sférickych souradnic r, fa¢p. Coulombovsky potencidl zdvisi pouze na radialni
souradnici r, a jde proto o pohyb v centrdlnim poli. V tomto poli jsou kvadrat orbitalniho momentu
hybnosti a jeho z-ova komponenta integraly pohybu. Vazané stavy atomu vodiku lze klasifikovat pomoci
kvantovych ¢isel [ a m charakterizujicich tyto veliciny

w(T, 0, ¢) = wnlm(rv 0, ¢)a

kde n je treti kvantové ¢islo odpovidajici kvantovani v radidlnim sméru a je ddno coulombovskym poten-
cidlem v rovnici (17.62). Coulombovsky potenciél zavisi pouze na soufadnici r, a proto energie vazanych
stavll atomu vodiku nezévisi na kvantovych ¢islech m a [, tedy E = FE,,. V centralnim poli thlova ¢éast
pohybu neptispiva ke kvantovani energie. Prepiseme hamiltonidn (17.62) do sférickych soufadnic

R [10(,0 Asg 1 Ze2
- |2 (2l B0y 1 2
2m. [7“2 or (T or T2 )] dmeg 1T’

kde operator Ay 4 je dan vztahem
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Ao L 0 (00 ﬁ_gglg,:?i
99 = §in6 9o 00) " sin200¢2

Tento hamiltonian vytvari spolecné s operatory kvadratu momentu hybnosti J jeho z-ové komponenty
L, systém tii navzdjem komutujicich operdtort a existuje tedy spoleény systém vlastnich funkei téchto
operatorii. Jelikoz L? a L, nezavisi na r miizeme predpoklddat vinovou funkci ¢» v separovaném stavu

¢(’/‘, g, ¢) = R(T)}/lm(ev ¢)v

kde R(r) je prozatim neucend radidlni ¢dst vinové funkce a kulové funkce Y, (0, ¢) jsou vlastni funkce
operatortt L? a L,. Dosazenim takto separované vlnové funkce do hamiltonidnu (17.64) dostaneme po
vykréceni Y}, rovnici pro radidlni ¢ast vlnové funkce R(r)

B2 T1d [ ,d\ I(I+1) 1 Ze2
S S S (s - R-—Z2“R=FR
2me [r2 dr (T dr) r2 ] dreg T ’

kde F je vlastni energie. Pro zjednoduseni pouzijeme nékolik substituci a zavedeme vhodné bezrozmérné

jednotky
u(r) r h2 E
Riry==7, p=gp, ke ap=dreom-c a e=go

kde ap je Bohruv polomér a Ry je jeden Rydberg, ktery je roven

meet

Ry = <
YT 3om2ane

Bohrtv polomér je nejpravdépodobnéjsi vzdélenost elektronu od jadra pro zakladni stav atomu vodiku a
jeden Rydberg az na znaménko udava energii zakladniho stavu atomu vodiku. Po zavedeni téchto zjedno-
duseni dostdvame Schrodingerovu rovnici (17.67) ve tvaru

d?u 2Z  l(1+1)
FreRl s
dp p p
Zdlouhavym a nechutné matematickym fesenim (viz. str. 127 v [1]) ziskdme vztah pro kvantované hodnoty
energie vazanych staciondrnich stavii atomu vodiku vzhledem k hlavnimu kvantovému ¢islu n
1 Z%2 1

Ey=——— 2% "
" 4meg 2ap n?’

n=1,23,...
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Energie téchto stavi jsou zdporné, coz je v souladu s tim, ze k ionizaci atomu v takovych stavech je nutné
dodat energii. Mozné hodnoty orbitdlniho kvantového ¢isla I jsou ! = 0,...,n — 1 a magnetické kvantové
¢islo m muze nabyvat hodnot m = —1I,...,1.

Energie zakladniho stavu E7 neni degenerovana, vSechny ostatni hladiny jsou degenerované, nebot’ jim piti-
slusi nékolik riiznych stavi s riiznymi hodnotami [ a m. Degenerace hladiny E,, je rovna n2. 144 Normované
radidlni funkce lze zapsat ve tvaru

R(€) = Nye = & L241 (9),

kde N,; je normovaci koeficient a Lj(§) jsou pridruzené Laguerrovy polynomy. Celkové vlnové funkce
vazanych stavi atomu vodiku maji tvar

’ll)nlm (7“, 93 (b) = Rnl (T)}/Im (97 ¢)

a tvori pro pripustné hodnoty n, lam tplny ortonormélni systém funkci, do néhoz lze rozvinout obecné
feseni necasové Schréodingerovy rovnice pro vazany stav atomu vodiku.
Pravdépodobnost nalézt elektron v objemovém elementu (r,r + dr), (6,0 + d@) a (¢, ¢ + d¢) je rovna

dp(r797 (b) = |'(/)nlm(r79, ¢)|2 7"2 dr dQ,

kde d2 = sin 8dfd¢. Pii inverzi souradnic r — —r maji vlnové funkce ,,;,, sudou ¢i lichou paritu dle
Unim (’I’, 0, ¢) — (_l)ld)nlm(rv 0, ¢)

Radidln{ hustota pravdépodobnosti p,(r) = [Ru|>* (vidy > 0 ) ma pro zékladni stav Pyo(r) maximum
v bodé r = ap. Pro vyssi excitované stavy maji hustoty pravdépodobnosti na intervalu r € (0, 00) celkem
n — [ — 1 nulovych bodu. Mezi témito body hustota pravdépodobnosti osciluje a s rostouci vzdéalenosti
se maxima rozsifuji. S rostouci energii elektronu se jeho bod nejpravdépodobnéjsiho vyskytu vzdaluje od
jadra a pro velmi vysoka n je elektron tak daleko, ze staci dodat i mala energie k ionizaci atomu a k
prechodu elektronu do spojitého spektra. Staciondrni stavy atomu vodiku s kvantovym ¢islem [ = 0 se
nazyvaji s-stavy, dale pak p, d, f, g a h s rostoucim ¢islem .

Experimentélni overeni diskrétnich hladin umoznuji spektrometrickd méfeni, nebot pri prechodu elektronu
mezi hladinami m a n je vyzareno nebo pohlceno elektromagnetické zareni o frekvenci v = M Podle
toho, kterd je kone¢nd hladina n, dostdvdme rtzné série ¢ar: Lymanova série (n = 1), Balmerova série
(n = 2), Ritzova-Paschenova série (n = 3) atd.

Pro energii E > 0 dostaneme spojité energetické spektrum. Ke kazdé energii £ > 0 prislusi dvé feseni -
rozbihajici a sbihajici se vlna. Tato FeSeni nejsou kvadraticky integrabilni a lze je normovat na §-funkci. I
v tomto ptipadé jsou kvadrat momentu hybnosti a jeho z-ova komponenta integraly pohybu.
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13.5 Céstice v elektromagnetickém poli: Zeemanovo Stépeni
hladin, Larmorova precese.

Zeemanovo Stépeni hladin

Zeemanuv jev - rozstépen( spektralnich ¢ar v magnetickém poli (1896)
B=0 B#0

Hendrik Antoon Lorent:
(1853 - 1928)

ety /\
} = | c O

AOA A, AHAA A-BA A +OA

pozorovani kolmo na smér B pozorovani podél smém B

Zeemanuv jev - rozstépeni spektralnich éar v magnetickém poli (1898)

U=—fi-B=—u,B=mugB

Ay = (0,
Anr 1 +1 Pieter Zeeman
(1865 - 1943)
i Energy Tz’
I
1 4
AU = AU, /=2 ?Te"B
AU = AU, o
Y 5 2myg
AUy + puB
&{;‘r{} — ,UB

B=0 +1
T LY .
5 me
i - T
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13.6 Systémy s vice casticemi: nerozliSitelnost, Pauliho prin-
cip, jednocasticova aproximace.

Elektronova struktura molekul

podminky kombinace AO: 1. podobnda energie atomovych orbital(i
2. dostatecny prekryv
3. vhodna symetrie atomovych orbital(l

correct symmetry to overlap

vznik vazebného a nevazebného MO

S>0 S <0

neucinny prekryv AO __noouep

S~

'

nevazebne MO 15 2p, 2p, 2p,

(b 2 5

“[s][P][d]{]
3[s][P]d]

z[s][P]

i E You can label these types with another number

based on angular momentum or with a letter
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@ { [B[2[]ofal ]3] = m,
o2 d [Z[-3]om]z] = m,

(¢=1) P E = N\f

a number of orbitals based on how the angular

(¢=0) S @ - Mf momentum is tilted.

3p

Orbitals are filled from lower to higher energy,

Elektronova struktura atom( - viceelektronové atomy

f-Q d:ﬂ N ?-2 N A(«'Z 1 (.2
H= A-=" L H= Z .
Zm r = Bm 2 |7 _R| _? pry |7 — 75
l_\ _‘v— ') L -
jedno e" H e-e interakce
HY = Ev

zjednoduseni: 1-elektronova aproximace — e” se pohybuje pod vlivem ostatnich e,
ve stiednim poli, které je disledkem pusobeni ostatnich elektron(

2 :rz ]
le _ _ B A— Z — L-"”(f’) = —e¢ /tl’r o) — <
2m.” |, - R : Ir 7|
HYV, = B, nabojové hustota: 0(7) = —e Y_ [, ()
‘ %/_z
Hartreeho rovnice hustota e- jako &astic v 1
—— r) — F ( f T)= L;W¥.\Tr
?m |7 — R| F|J ' Y
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Hartreeho pfibliZeni — nespinuje podminku antisymetrie (Paulino princip)

U(rioy, 7203, . . ., ryvoy) = V(7o) U(rh0,) .. U (Fyoy)

zobecnéni — Hartree-Fockova aproximace (splfiuje antisymetrii vinové funkce)
Uy (For) ... U(Fnow)

ll’(.‘_"]ﬂ'l,f_':_gﬂ'-_g ..... ?'—‘_\r()".l\.r)z— :
\l"\.-(?_"jrl‘l) as ID_\P(E\.'O‘_\.‘)

H-F rovnice: Hartree + vyménny ¢len

. 1”2
A‘l!‘(f_) + 1_.-(».!@,;_.(}—_-') - Z/ |f"rj—7f’|wj('ﬁ)wt(?}d:i?—jwj(ﬂ‘so,dj = Ee"l}i(-’_")
J
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14 Jaderné zareni
14.1 Interakce jaderného zareni s latkou.

Typy interakci

Jaderné zéreni si predstavujeme jako tok ¢astic (elementdrni Castice, ionty, jadra prvka ..). Rozli-
sujeme 4 druhy zdkladnich interakei s latkou:

o elektromagneticka - nabité ¢astice interaguji s atomovymi obaly z okoli;
e silné - srazky Castic s jadry atomu prostiedi;
o slab4 - interakce s leptony (elektrony ale ne na zdkladé elektrického naboje);

o gravitaént - zanedbatelna.

Pojmy

« Utinny prifez

— Vyznam je pravdépodobnost interakce ¢astic

— Znacime o

— jednotkou jsou barny 1b = 10~ 2®m 2
e Pocet interakci

N=o- J- Ntarget = Npeam -0 - T - Ntarget
kde j je tok castic, T' je tloustka terce, N jsou pocty Céastic a n je hustota poctu castic.
o Diferencialni Géinny prurez
do

— Vyjadreni i¢inného prifezu v zévislosti na sméru —

dQ
— hodi se napt. v Rutherfordové pokusu

o Pravdépodobnost preziti
— Vyznam: jakou m4 ¢éstice Sanci na projiti drdhy T' aniz by jakkoliv interagovala s okolim
— Znacime p

— Tuto pravdépodobnost vypocteme celkem snadno z poc¢tu interakci, kdyz si uvédomime, Ze
pocet udalosti vlastné znamené zménu poctu ¢astic ve svazku

Noear (T
Nbeam (T) = Nbeam (0) €xXp (_Untarg‘et T) — p(t) = L() = exp (_Untarget T) .
Nbcam (0)
e Stredni interakcéni délka
— Definovana jako
o 1
T:/ T p(T)dl = ———.
0 Jntarget

— Vyznam: vzdalenost, kterou musi ¢astice v materidlu urazit, aby jednou zainteragovala.

e Braggova krivka

, (. . ., dB e .
— Vyznam: zavislost energetickych ztrat s na x dréze ¢astice v materialu
x

— Neutralni ¢astice detekujeme podle sekundarnich produktt jejich interakei.

e Strfedni volna draha céastice
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Priichodnost zareni

o tézké Castice
o lehké castice

o fotony

Interakce foton(

Zdvislost U¢inného
prirezu na energii
fotonu v olovu

* Fotoefekt — vyrazeni e  nejCastéji z
K-slupky, doprovazeno emisi
charakteristického zéareni pfi
preskoku “vnéjsiho” e do “diry” po
uvolnéném e

=
=
T

Cross section (barns’ atom)
E
T
1

T T
= =
|

=

o -l
-

- 1

SH 3

| E

1

|

I

» Rayleightiv (pruzny) rozptyl —
nizkoenergetické fotony (Ey < 10
keV) excituji atom, vyzafri se foton se §

10 mb

stejnou energii, ale v jiném sméru e TV T TG Tty

» Comptonliv rozptyl — foton se rozptyli na kvazivolném e-

* Tvorba e*e” parl — bud' v (pravdépodobnéjsi) nebo v poli
e", rizné energetické prahy! 35

194




s, e

Biologické ucinky zareni

Pramérné expozice obyvatel podle zdroji zareni*

Pfirodni zdroje | 2,4 mSv Umeélé zdroje | 0,65 mSv

- laderme
Potrava . 0,20 mSv trk) 0,0002 mSv
— elcexiLra my

. 0,39 mSv . ' 0,002 mSv

| “jadernyc 0,005 MSy
.c:,.quSv A Lt =

. 0,03 mSv

. 0,62 mSv

* Zaokrouhlené odhady efektivnich davek na jednoho obyvatele za rok (celosv&tovy priimér).

Jaderné zatfeni mize plsobenim na zivou tkan poskodit, znicit ¢i vyrazné zménit funkénost jednotlivych
bunék a tim ohrozit zdravi ¢i zivot ¢lovéka. Proto se mnozstvi ozareni hlidd a fyzikalni veli¢iny ozareni
jsou definovany dokonce v zakoné.
Zavedme tedy tyto veliéiny:
o Aktivita
— uddvand v becquerelech (Bgq)

— vypovida o intenzité uvolnovani zareni ze zarice. Pfesné je to mnozstvi jadernych premén za
jednotku ¢asu (1Bg = 1pfeména/1s).

— Bézna aktivita zarica v praktiku, které nejsou viubec zdravi nebezpecné, je 100 kBq.
o Davka

— udavd se v grayich (Gy)

— Riké nam jaké mnozstvi energie zafeni se predalo jednotce hmotnosti prostiedi (1Gy = 1.J/1kg).
o Davkovy ekvivalent

— udéva se v sievrtech (Sv)

— Oproti davce navic zohlednuje nebezpecnost typu zafeni na zivou tkan tim, ze se davka vynésobi
tzv. radia¢nim vahovym koeficientem Wrg.

« Prikon davkového ekvivalentu

— je to jen davkovy ekvivalent vztazeny na urcité c¢asové obdobi.

— Priimérnd hodnota pifrodniho pozadi v CR je 3 mSv/rok
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14.2 Detekce a spektroskopie jaderného zareni.

Minulé detektory

+ fotoemulse

e bublinkové a mlzné komory
kde se vyuzivalo toho, Ze ionty svym priletem zpusobily kondenzaci prechlazené pary ¢i predanim
energie vytvorili v prehfaté kapaliné bublinky, které se nasledné vyfotily a snimky byly déle zpraco-
vavaneé.

Dnesni detektory

e plynové ionisac¢ni detektory

— letici ¢astice ionizuje plyn uvniti detektoru

— vlivem elektrického pole se ionty a elektrony pohybuji k elektrodam, kde namétrime elektricky
proud

— presna funkce detektoru zavisi na prilozeném napéti

" Tyto dva ionty
bohuzel
zrekombinovaly |

— Geiger-Muelleriuv pocitaé
x tak vysoké napéti, ze jeden par zpusobi vyboj v plynu
x sekundérni laviny vznikaji diky deexcitaci, kdy fotony pomoci fotoefektu uvolnuji v plynu
dalsi elektrony

Plynové ioniza€ni detektory (2)

Variation of ion pair charge with applied voltage

* Vlastnosti zalezi na plynu a napéti:

¢ S8 S
- ionizacni oblast - Gplny sbhér naboje, P Ol £ 1 8
o - . . o (R ¢ s i ]
ale 74dné zesileni g1 7€ . N ;
- proporcionalni oblast - v plynu ;j Y/ !
dochazi k zesileni, ale vysledny signal§ | o Y :
je Gmérny ztracené energii primarni £ | f | = 3 ,
Castice 2|5 ] g ! :
(] £ 1 = -
- Geigerova oblast — masivni f : B §
fotoemise, dochazi k vyboji ; ] 1 '

Voltage applied — linear scale

 Energie potfebna na vznik iontd je v plynu 20-40 eV. Napf. v argonu je tato
energie 26 eV, minimalni ioniza€ni ztraty v argonu jsou dE/dx = 2,5 keV/cm,
tzn. na 1 cm vznikne priblizné 100 pard — néboj (+ i -) je 100x1,6x10° C! To

neni jednoduché naméfit. Potiebujeme zvysit pocet iontll — zesilit signal!
43
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« polovodicové detektory

— dod4me-li elektronu ve valenénim pésu energii (priletem ¢dstice, tepelnymi fluktuacemi, svét-
lem) vétsi nez je sitka zakdzaného pasu (u kiemiku 1,1 V) pieskoéi do pdsu vodivostniho a ve
valenénim pasu vznikne dira, ktera se chovd jako kladny néboj.

— kiemikovy stripovy detektor (obdoba mnohodratové komory, ale na bézi polovodice)

readout strips -HV =y

oreamplifier

N n-doped Si
T sensitive defector 5% °e

300um | volume(silicon]

l P p-doped Si

| “backing electrode
particle

o scintila¢ni detektory
— Scintilator se po excitaci molekul nabitou ¢astici deexcituje, ¢ast energie je vyzarena ve formé

zé¥eni (viditelné ¢i UV)
—  svételny signdl je tfeba odvést svétlovodem a detekovat
— Nejcastejsi typy a pouziti

* plastické: nizké Z (vhodné pro f3), rychld odezva
x krystaly: vy$${ Z (moznd detekce ), vySsi svételny vytézek, pomalejsi odezva
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+ Cerenkovského detektory
— Nabita &astice emituje CZ, pokud je jeji rychlost v&tsi ne rychlost svétla v daném
prostiedi (8 > 1/n)

* zafeni (viditelnd ¢i UV oblast) vysilano pod thlem 6, vuéi sméru letu ¢astice,
cos(6.) = 1/(6n)

x detekce zareni pomoci fotondsobice

— Cerenkovské radiatory
* plyny: zménou tlaku p lze jednoduse regulovat index lomu n a tim i prah emise CZ (
prn—1)
* kapaliny: napt. voda
x nékteré krystaly

Cerenkovské detektory (2)

* Priklad: vodni nadrz s detekci
CZ fotonasobiCi

« CZ vidime také uvnitf
jaderného reaktoru
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Spektoskopie

Spektrometrie se zabyvd méfenim energie zdfeni (resp. ¢astic). Pro ruzné typy éastic byly vyvinuty
ruzné typy detekce a vypoctu energii:
o Tézké nabité castice
— jejich energii je nejsnazsi uréit z méfeni jejich doletu (délku dréhy muZeme ziskat z fotoemulse,
bublinkové ¢ mlzné komory).

« Libovolné nabité ¢éastice

— pomoci magnetického pole ménime jejich drahu, kterou sledujeme drahovymi detektory a na-
sledné pocitame jakou méli ener- gii.

e v zéleni

— 7 interakce zafeni s prostiedim naptiklad v polovodicovych de- tektorech. Pro malé energie se
da vyuzit i difrakce na krystalické mrizce. Pro kazdy spektrometr je tfeba udat jeho energetické
rozliseni, rozsah a detek¢ni i¢innost.

Jinak lze pouzit i univerzalnéjsi kalorimetry, polovodice ¢i ionizaéni komory (kde je vystupni elektricky
signdl timérny energii ¢astic).

Interakce nabitych ¢astic (1)

O

 Letici nabita Castice excitaci Ci ionizaci latky ztraci
energii, brzdi se. Svou energii ztraci také zarenim.
VSechny tyto procesy znamenaiji, ze Castice ,zanechava
stopy“, ktere Ize pfi jeji detekci vyuZzit.

/ Excitace: vybuzeni elektronu ™,
do vyssich hladin, pfi deexcitaci —_
(pFeskoku elektronu na
hladinu s nizsi energi) dochazi —

k vyzareni fotonu. .

"Brzdné zafFeni: vyzafeni
| fotonu interakci nabité
castice s Coulomb. polem
ind _Jader v materialu.
.’

Pfi excitaci molekul se mdze
. Cast energie vyzarit ve viditelne |
“.oblasti spektra — scintilace -

|/ Cerenkovské zafeni:
S emitované ¢astici letici rych-

! | . losti vétsi nez je rychlost svétla

v daném prostiedi.

e g Piechodové zareni: emitované
lonizace: uvolnéni elektronu, - pfi priichodu nabité &astice

vysledkem ionizace jsou volné rozhranim mezi dvéma pro-

~ elektrony a kladne ionty. - . stfedimi s riiznymi indexy lomu.
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14.3 Vyuziti jaderného zareni.

Jaderné elektrarny

Obrazek: Schéma jaderné elektrarny. Vyznam jednotlivych ¢isel: 1. Reak- torova hala, uzaviend v
nepropustném kontejnmentu. 2. Chladici véz. 3. Tla- kovodni reaktor. 4. Ridici tyce. 5. Kompenzétor
objemu. 6. Parogenerator. V ném horka voda pod vysokym tlakem vyrabi paru v sekundarnim okruhu. 7.
Ak- tivni zéna. 8. Turbina - vysokotlaky a nizkotlaky stupen. 9. Elektricky generator. 10. Transformac¢ni
stanice. 11. Kondenzator sekundarniho okruhu. 12. Plynny stav 13. Kapalny stav 14. Ptivod vzduchu do
chladici véze. 15. Odvod teplého vzdu- chu a pary kominovym efektem. 16. Reka 17. Chladici okruh 18.
Primdrni okruh (voda pouze kapalnd pod vysokym tlakem). 19. Sekundarni okruh (Gervené zna- Cena
péra, modfe voda). 20. Oblaka vznikld kondenzaci vypafené chladici vody. 21. Pumpa

Aplikace v mediciné (1)
* RTG snimky

* PET (positron emission tomography)

— B+ radioaktivni prvek s kratkou dobou zivota se vpravi
pacientovi do téla
* napr. ¥F (T1,=100 min), ktery je “zabudovan” do
glukézy (18F-FDG)
- pozitron emitovany v 3+ rozpadu se rychle zastavi a

anihiluje, detekujeme 2 y-kvanta (E, = 511 keV) letici do
opac¢nych smér(
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Aplikace v mediciné (2)
* PET (pokraCovani)

- z vysledkd méreni se pocitacové rekonstruuje obraz
zkoumané casti téla

Positron Emission Tomography

ﬂ
2
g

[ =
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15 Atomové jadro
15.1 Zakladni vlastnosti a charakteristiky jadra.

Vlastnosti jadra
Slozeni: protony a neutrony
~ izospin kvali zjednoduseni popisu

Hmotové (A) a nabojoveé (Z) Cislo, vazbova energie
B(A,Z) = Z-m, + (A-Z)-m, — M(A,Z)

Polomeér R = Ro-A2, meéreni formfaktoru v e-X rozptylu

Spin, parita J°
- zakladni stav S-S jadra 0*

° eh J
Magneticky moment 7= 49T :
- vyjadfujeme v jednotkach jaderného magnetonu ;m
P
Modely jadra
» Kapkovy model * Slupkovy model
- priblizné vysvétluje - potencialova jamapropin
vazbovou il P - vysvétluje magicka &isla,
B(A.Z)=0,A=a,A" =0 5 -0, m— k-G celkovy spm a parltu jader
E; I rssiﬂn .
| = ey —
=8 —, e
15 — ‘
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Elektronova struktura atomu - spektra

Rutherfordlv pokus

Wel
IU? I

i
107

Scatiered alpha particles

10°F

10 i L i I L i i
e 200 40° 60°F BO° 100° 12070 140°P

Scantering angle : 2
do ( Ze' ) 1

Rutherfordiiv model ETe) = 1E

Sy

Y
S 2

2
471'5{)
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15.2 Jaderné sily, vazbova energie jadra.

 Interakce mezi Casticemi se d&ji
pomaoci vymeény (virtualni) ¢astice

~ takto popiSeme vSechny sily s
vyjimkou gravitace

« Pfiklad: vyména fotonu pro elmg

interakci

- Coulombicky potencial ma
“nekoneény dosah”

V(_r)zi%

- hmota fotonum, =0

« Jaderné sily Ize popsat
pomoci vymény pion(

- Yukaw(v potenciél
1

httpss/fmakemephy.wordpress.comy

WalaVal
-

1935: Yukawa prichazi
s vysvetlenim jaderné
sily pomoci vimeny
novych castic - mezonti
1936: Objev mionu
(m=109MeV /c?), nejprve
mylne pokladan za

Virjoc——e ™
r hledany mezon :
1947: Objev T mezonu  Hideki Yukawa

[1907-1981)

- hmota pionu m, = 140 MeV
- konecny dosah interakce

P P
ﬁc v
;=14 fm o

m,c :
n//\n

9 — sag  “°Fe 8aKr 19gn
=z 8 — 12C
? Most stable nucleus e
= 7- 238
=
2 Fusion Fission
© 6 — B 4
: » -
-
g5
(=9
=
2
g Region of very
& stable nuclides
3 —
E
b}
£
D 2
1-
0 T T

I [ | I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Mass number (A)
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15.3 Radioaktivita, jaderné reakce.

& Radioaktivita &
Stfedni doba Zivota T, poloCas rozpadu Ty
Aktivita A(t) = N(t)/t, jednotka Bq
Rozpady a (silna interakce) ;x-))Y+a
- 4 rozpadove rady
- dlouhé poloc¢asy rozpadu, tunelovy jev

N(t)=N(0)-e "
Tym=i(2] ¥

Rozpady 3 vlivem slabé interakce
= B- (2 X2z, Y+e+7), B+ (DX, Y+e'+v,), K-ZAChyt (e +7 X7 ,Y+v,)

- postulovani existence neutrina

y prechody (elmg interakce)
- deexcitace jadra z vyssSich hladin do nizSich 123

Jaderné reakce
Mnoho typ0: (n,p), (n,y), (n,f), (a,n), ...
Exotermické (Q > 0) vs endotermické (Q < 0)
Flze — sluovani lehkych prvki
- pp a CNO cyklus ve Slunci, Q = 26.7 MeV
- kromé fotond téZ produkce Ve
St&peni t&zkych prvkl v jadernych reaktorech
- palivo 2*U, nutné obohaceni pfirodniho U (99.3% 238U)

- n+3%U - X +Y + k*n + m*y, produkty X, Y se dale
rozpadaji B, celkova bilance Q=200 MeV

~ silny zdroj ve (v priméru 6 ve na jedno St&peni)
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About 50 electrons worth of mass, which is
enough to worry about.

Missing/Mass

iper proton!& neutron

e ¥
As;we“move Giongfthelgraphlitom]leftitojright
g Tihejgeneraljrend temmmmﬂm@e
o mﬁﬁsﬁmﬂ plr
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15.4 Jaderné zdroje energie.

A\
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16 Casticova fyzika

16.1 Fundamentalni ¢astice (kvarky, leptony, intermediélni bo-
sony).

* Podle spinu: fermiony vs bosony
— Pauliho princip, Bose-Einsteinova statistika

* Podle interakci: hadrony (baryony, mezony) vs leptony
« Kvantova Cisla a zakony zachovani |veiigina siina  Eimg [Siaba

- aditivni: B, L, podivnost S, E E'J : : :
hypernaboj Y=B+S =
I v X x
- multiplikativni: parita P, ndbojova S, Y T -
parita C 5 o .
~ spin-like: spin (orbitalni, resp. celkovy ¢ A S
moment hybnosti) J, izospin | cp v v skoro
CRT v v v
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16.2 Zakladni interakce (elektromagnetickd, slaba a silnd).

» Priklady interakci — Feynmanovy diagramy
- silna (kvarky a gluony) LEsH=g== 1 3&&\ /

¥ e
| —P—j—"— d o > \ i
- elmg (nabité &astice a foton) \\W<
/ ’ ki
;
- slaba -
n- p+e-+ve (CC) wte =y, te (NC)
.” rl L — . — I %G
e R W
W ‘:)'E—;._._.Jr’"-“ g P \\
Leptons

| Photon Gluons
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16.3 Standardni model elementarnich éastic.

Elementeryy Pertieles

Electron Electron Neutrino Up Quark Down Quark Photon Gluen

®
e i° | 10. .10

1/2 1/2
P777 MeV

Muon Neutrino Charm Quark  Strange Quark

@ §° ©.1®
=% o +2/3 -1/3 (=}
1

1/2 1/2 1/2 1/z
P77 MeV 1210 MeV 101 MeV 91,200 MeV

Tauon Neulrino Top Quark Bollom Quark Higgs Boson

® j°
-1 (=]

1/2 1/2
P77? MeV

Anticastice

Elementary. Fartteles

Electron Electron Neulrino Up Quark Down Quark Photon
. . r

(e
1/2
©.511 MeV i Pre? MeV

Muon Muon Neutrine Charm Quark  Sirange Quark

® |°
+1 (&)
1/2 1/z
1051 MeV P777 MeV

Tauon Tauon Neutrino Top Quark Boltom Quark

® | @
- o , - Hl
2727 MeV o 112,000 MeV

1776 MeV
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» Celkem 3 rodiny fermion(
- 6 kvarkd, 6 lepton(
 Sily zprostfedkovany
vymeénou bosont (spin 1)
- silné: gluony
- elmg: foton
- slaba: W+, W-, Z°
 Higgslv boson (spin 0)
“dava Casticim hmotu”

Leptns

211




16.4 Vazba castic, barevny naboj, asymptoticka volnost, glu-
ony.

- mezony (qq):
« zakladni: Tt* (ud), T (du), T° ((uu-dd)/v2), K* (us), K° (ds),
K- (su), K° (sd), ... (tzv. pseudoskalarni mezony, J* = 0)

» Existence barvy (3 stavy — Cervena, modra, zelena)
- teoretické dlvody: A (ddd), A** (uuu), Q (sss) a Pauliho
princip
- experiment: R = g(e*e - hadrony)/oc(e*e - u'y’) = 2 pro
Vs < 3 GeV
- pozor: hadrony jsou “bezbarvé” (barevné singlety)

« Kromé teoretickych dlivod( (antisymetrie celkové vinové
funkce baryon() se barva projevi i v experimentu

- méfeni R = a(e*e - hadrony)/o(e*e - p*y)

- narlst nad prahem produce kvarku c (i b, ale blbé& vidét)
R ko - :

T {1+ Poznamky:
- nardsty jsou Spatné

g | wf vidét diky logaritmické
“F /\l/’ _ [ Skéle na svislé ose
ik N 1 - piky odpovidaji hmoté&
ge o - rezonanci

t | |28y

2
10

10
V5 [GeV] = energii v t8zisti

Boso adro rmions

Photon,

wow. 7 Mesons Baryons Leptons
Glioa © (pions, (proton, (electron,
Higgs ' aons, ...) neutron, ...) neutrino, ...)
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16.5 Symetrie a naruseni symetrii.

* ProcC prave tfi generace castic?

* Plvod CP naruseni?

- pomeérné detailné méfeno v kvarkovém sektoru, jesté
neni zméfeno s neutriny

- souvisi s vysvétlenim asymetrie hmota-antihmota ve

vesmiru

* Neutrina
- CP naruseni?

- hierarchie hmot?

- Dirac nebo Majorana?

* Podstata Higgsova bosonu?

- vice Higgsovych bosonu?

e Supersymetrie?

32 2 B

233 92 2@
23D AD®
®
& @ @ @BD
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Neutrino postulovano v 3-rozpadu, objeveno pozdéji
(Vetp - n+e”). Interaguje pouze slabou interakci!!

T druhy lehkych neutrin (Z° line shape), s vyjimkou
oscilaci se leptonové Cislo zachovava po rodinach
* Pfimé méfeni hmoty ve v B-rozpadech, zatim jen horni

limit (< 0.8 eV); pro ostatni viné v,, v: také jen horni
hranice

Problém “chybgéjicich” neutrin ...
— deficit slunecnich ve
- Up-Down asymetrie u atmosférickych neutrin (v,)

A r

* ... vyfeSen oscilacemi neutrin

- vlastni stav vling je linearni kombinaci vlastnich
hmotovych stavi vi, v», vs, které se vyvijeji v Case

- zjednodusSeny popis pro dveé viné

| L
|

: A m;L J
[ Ve | —sin 6y cos 6| |4REC

- obecna PMNS matice 3x3 (3 Uhly a jedna CP-narusujici

W m g wrrwr S

2

N |' cosf,, sinf,

s Ay Y s
[ '-’u‘i P, ,, =1-sin"(20,,)-sin
v, Y, \

» Stale nedoreseno:
- CP-naruseni u neutrin?
- hmota a hmotova hierarchie?, Dirac vs Majorana?
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16.6 Rozpad castic a detekce castic.

* Atmosféricka neutrina

- experiment Super-Kamiokande (Japonsko), obrovsky
vodni detektor CZ

Zenith

Isotropic flux of
cosmic rays

« Vnitfni drahovy detektor
- rekonstrukce drah nabitych ¢astic z pfesného méfeni “hitd”
- urceni hybnosti ze zakfiveni drahy v magnetickém poli
« Elmg a hadronovy kalorimetr
- energie a smér nabitych i neutralnich Castic, totalni absorpce
- projdou jen miony a neinteragujici castice (neutrina)
* Mionovy spektrometr

- nezavislé méfeni drah miond, kombinace s vnitfnim
detektorem

- Casto obsahuje triggerovaci detektory

* Chybgjici pficna hybnost (energie)
- ZZ hybnosti v roviné kolmé k ose svazku 'ﬁ.‘]‘.‘“sz—z Pr;
- indikace neutrina €i jiné nedetekovane Castice

* Invariantni hmota

- odpovida hmoté rozpadajici se ¢astice, napf. Z° - e*e,
H-syy, H 4 Z°2% 4t

- Casto Ize pouzit i pro pfipady s jednim neutrinem (p,™s
Ize dopocitat), napf. t-W*'b - £'vb

* Pficna hmota
- nelze-li ur€it invariantni hmotu, napf. W* - £*v
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	Mechanika hmotných bodů
	Základní kinematické veličiny, Newtonovy pohybové zákony.
	Inerciální a neinerciální soustavy.
	První a druhá impulzová věta.
	Keplerovy zákony.
	Harmonický oscilátor (netlumený, tlumený, vynucené kmity).
	Pohyb s vazbami, d’Alembertův princip.
	Lagrangeovy rovnice druhého druhu.
	Hamiltonovy kanonické rovnice a Poissonovy závorky.
	Hamiltonův variační princip.

	Mechanika tuhého tělesa
	Eulerovy úhly a Eulerovy kinematické rovnice.
	Tenzor setrvačnosti.
	Eulerovy dynamické rovnice, pohyb jednoduchých setrvačníků.

	Mechanika kontinua
	Tenzor napětí a deformace, Hookův zákon.
	Rovnice struny a její řešení.
	Pohybová rovnice ideální tekutiny, rovnice kontinuity, Bernoulliova rovnice.
	Viskózní tekutiny, Navierovy-Stokesovy rovnice, laminární a turbulentní proudění.

	Speciální teorie relativity
	Otázka éteru a Michelsonův-Morleyův experiment.
	Výchozí principy teorie relativity, Lorentzova transformace.
	Minkowského prostoročas, světelný kužel.
	Relativistická pohybová rovnice, ekvivalence hmotnosti aenergie.
	Maxwellovy rovnice ve čtyřrozměrném formalismu.

	Termodynamika a statistická fyzika
	Teplo, teplota, tepelná kapacita, tlak.
	Vnitřní energie, termodynamické potenciály.
	Hlavní zákony termodynamiky, entropie.
	Ideální plyn, stavová rovnice, Carnotův cyklus.
	Fázový prostor, rozdělovací funkce, Liouvilleova rovnice.
	Maxwellovo-Boltzmannovo rozdělení.
	Základní statistická rozdělení, statistická entropie.
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