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Vychazime z Maxwellovych rovnic

VXxB-—pudE = uj

VXxE+ BfB =« ()
eVE = p
5= U
1)
Ze ¢tvrté rovnice plyne existence vektorového potencialu A

Dosazenim do druhé rovnice zjistime, Ze elektrické pole E se miize od ¢asové derivace A liSit

pouze o pole s nulovou rotaci (nebot’ Vx(E+0A) = 0). Pole s nulovou rotaci Ize vyjadfit
jako gradient néjakého skalarniho potencialu @, tedy

E=-0,A - V. @)

Potencialy A a @ nejsou urCeny jednozna¢né. My volime tzv. Coulombovu kalibraéni
podminku, Ze divergence A je nulova

V-A=0 (4)
protoze pak nam vyjdou rovnice, které se hezky tesi.

Dosadime-li (3) do tfeti Maxwellovy rovnice a uvazime-li (4), vyjde nam pro skalarni
potencial rovnice

—eVip=p

()
jejimz feSenim je zndmy vztah
» 't
p(r,t) = /dr'p(l *)
‘ € [I‘ — I“ (6)

Z rovnice (5) vidime, ze skalarni potencial zavisi pouze na okamzitém rozlozeni naboje,
nema zadny vlastni ¢asovy vyvoj. Elektricka intenzita E se tedy v Coulombové kalibraci
rozdé€li na dva kusy — na statickou ¢ast V@, a na ¢ast, ktera popisuje dynamiku pole 9iA, viz
rovnici (3). Cast —9:A ma nulovou divergenci a ozna¢uje se jako transverzalni pole.

Interakce elektroni a jader v atomech a molekuldch popisujeme zjednodusené prave
okamzitou interakci, coz mizeme v Coulombov¢ kalibraci udé¢lat pouze pomoci potencialu @
(nezjednoduSen¢ to pry nejde). V Hamiltonidnu pak mame (kromé ¢lenti odpovidajicich
kinetické energii) ¢leny odpovidajici interakci jader a elektront mezi sebou, néco jako



>

=
ale POZORY/| tento tvar maji praveé jediné v Coulombove¢ kalibraci.

Dynamické chovani elektromagnetického pole popisujeme pomoci vektorového
potencialu A. Dosadime (2), (3) a (4) do prvni Maxwellovy rovnice a dostaneme pro
vektorovy potencial vInovou rovnici

(ued; = V2)A = p (j — e VO,9) ")

Budeme ted’ tesit volné pole bez zdroji, ve kterém je prava strana rovnice (7) nulova. Vinova
rovnice se dobfe fesi ve Fourierové obraze, rovnici navic budeme fesit ,,v krabici®, tedy v 3D
krychli o stran¢ délky L (levy dolni roh ma v bodé¢ (0,0,0)) a uvazujeme periodické okrajové
podminky, tj. A(0,y,z) = A(L,y,2), stejné tak pro ostatni 2 sméry. Fourierova transformace:

r t) = ZAM (t)fkﬂ (r) (8)

kde Ty, jsou Cleny baze, do které rozvijime, a Ay, jsou Casové zavislé koeficienty. Volime
takovou bazi, ze

Afkl =—k szl (9)

protoze pak budou vypocty jednoduché. Podminku (9) splituje baze sini a cosind, tj.

fkcl:\/?gﬂcos \/7515|r(kr (10)

kde \/7 je normalizacni konstanta a &, je jednotkovy vektor ve sméru Ty Z Coulombovy

kalibraéni podminky (4) vyplyva', Ze k je kolmé na Ty,. Vektor £, tedy mtize pro kazdé k
nabyvat dvou hodnot &, a ¢, (aby jednotlivé Cleny baze byly linedrn€ nezavislé) a nazyva se

polarizace.
Z naSich periodickych okrajovych podminek pro krabici plynou podminky na vektor

k , které ho kvantuji. Vektor k nemiZe nabyvat libovolnych hodnot, pouze takové k , e
k-r. = E—Eji
L

kde prvky vektoru n jsou pfirozena Cisla, spliiuje naSe okrajové podminky. Tomuhle se fika
prvni kvantovani.
Dosadime bazi do rovnice (8) a celkové tak pro vektorovy potencial dostaneme

Ydiv A =0=>div T =0, dosazenim za T a vypoétem ukazeme T - k=0
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AF,t)= Zi(% \/ngl coslk -7 )+ A7, \/ngﬂ sirfk F)J (11)

k>0 A=1

POZOR!| Pofadi sum nelze prohodit — ke kazdému k existuji dvé &, , ne naopak!
Z prvniho kvantovani jsme tak dostali médy elektromagnetického pole, které jsou
ur¢eny velikosti k, jeho smérem, polarizaci &€, a tim, zda se jedna o sinus nebo kosinus.

Zavadime té frekvenci w, = clk|, kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu, c=1//ue .
k

S uvazenim (9) dostaneme z rovnice (7) s nulovou pravou stranou vztah

S (A, () + 0P A, @), (F)=0 (12)

2
k A=1

kde tecky znaci parcialni derivace podle ¢asu. To plati, pokud pro vSechna k a 4 je s¢itanec
v sum¢ nulovy. Vidime (nebo nevidime, ale stejné je to tak), ze jsme dostali rovnici (resp.
nekone¢no rovnic) pro linearni harmonicky oscilator (LHO). LHO je popsan
Hamiltonidnem

WP

HJ’ = pTr-i_;ﬂ}r'-q.‘-
- (13)

kde q a p jsou kanonicky sdruzena soutfadnice a impuls. V nasem ptipadé je Q. = A,

kanonicky sdruzeny impuls j62 A,, - Ted vstoupime do kvantové mechaniky a vzpomeneme si

na anihilacni a krea¢ni operatory pro LHO?, pomoci nichZ 1ze Hamiltonian zapsat ve tvaru

H, = Frmj(al.'a:. +%] )

(14)

Celkovy Hamiltonian pro v§echny mody (sinové a cosinové, oznac¢uji s nebo c) je tedy

2
H :ZZha)k ((a;l"eb" C)+ a; [ + 1/2) (15)
k A=1
Zakladni vlastni stav Hamiltonianu, tedy vakuum, budeme oznacovat |O> , plati pro ngj
a;,*°€|0)=0pro viechna k, 1 a pro siny i kosiny. Stav je normalizovany na jednicku, tedy

(0|0)=1. Z rovnice (15) pak dostaneme, Ze energie vakua je

? jde odvodit z Lagrangianu, viz klasickou teoretickou mechaniku
3 1 , P 1 : "
Anihila¢ni operator 0 = —— (p - /a)q), kreaCni operator @ = —— (p +1 a)q), Vyuziva se
J2ho V2hw
postulat QM lq,. P; J= ihé'ij, z n¢hoz plynou komutatory pro rizné moédy m, n [am , a; ]= 5mn ,
a,.a,]= [a:; ,a, ]= 0. Pozor, m an zde oznacuji cely mod, tedy trojici k , / a sin nebo cos.
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0|;zha)k(( s nebo c)+ sneboc+1/2) : 0|;Zha)k|o Zk:zha)k —

Tohoto nehezkého nekoneéna se zbavime tzv. renormalizaci, kdy energii vakua definitoricky
polozime rovnou nule tim, Ze od Hamiltonidnu odecteme tu ¢ast, kterd je za nekonecno
zodpovédna. Tedy dostaneme

H= Zzhwk (a/f;ebo c ) ;ﬁnebo c (16)

s nebo ¢

Kreacni operator (0/,d )+ zvysi energii elektromagnetického pole o 7w, , viz LHO.

Energie elektromagnetického pole se tedy zvySuje v jednotlivych médech pouze po nasobcich
ho,, tato kvanta energie se nazyvaji fotony a tomuto kvantovani pole se fika druhé

kvantovani.
Stav sn fotony v médu (E, A, s nebo c) vznikne n-nasobnym piasobenim krea¢niho
operatoru daného médu na vakuum, tedy

‘nk,l,sneboc> ( i )'|O (17)

1 . S, , , “ o .
kde faktor — je normaliza¢ni konstanta. Obecny stav s ostrym poctem fotonu je pak

Jn!

1 s nebo ¢
o= Tyl Tio (e
k, 2,5 nebo ¢ A[\Mg 3 < nebo c

Operatory elektromagnetickych velicin
Pro anihilaéni a kreaéni operator modu j (tento index znaéi cely mod, tj. trojici k , 4 a sin nebo
cos) plati

a = ! (Aj+icoAj),a !

! 1/2ha)j - \2ho,

Zpétn& mizeme vypocitat Aj pomoci aj @ aj" a dosazenim do (8) ziskdme vyraz pro operator
vektorového potencidlu

(A, —icA,) (19)

Z‘(F):;i i ((ak/i +ay, )Tu + (ak/l +a;, )Tksi)

i\ 20,

Napisu to jako sumu pfes vsechny mody (dané trojici k, 4 a sin nebo cos), aby to bylo
prehledné;jsi

AR= Y /ZZ (a: +a, )7, (20)



Transverzalni elektrickou intenzitu ziskdme z rovnic (19) z vyrazu pro A, viz (3)

~ila}, ~a, )T,

trans : :

meVmaody

Jina baze
Kromé baze sinil a kosint se pouziva téz komplexni baze

Te = \/LI@ explik -7) (1)

2r

. k-r.E—Ji - .
potom Kk je opét kvantované (prvni kvantovani, L ), ale elementy vektoru n jsou
tentokrat celd Cisla, tedy 1 zapornd. Mod elektromagnetického pole je v tomto piipadé urcen

vektorem k a polarizaci £, .

Vztahy mezi anihilaénimi a krea¢nimi operatory v této bazi a v sinové+kosinové bazi se
urc¢i dosazenim do (20) a vyuzitim vztahu exp(ix) = sin(x) + i cos(x). Kazdopadn¢ anihila¢ni a
kreacni operatory v této bazi opét pridavaji/odebiraji jeden foton daného modu, stejné jako

V bazi sinti a kosint.
V této bazi maji elektromagnetické veliciny tvar

— 2 ho —ik-F _+ ik-F
-3 —zwkf‘”(‘" o, +e*a, ) (22)

B () == 1%z (e7q: —e¥7a, )

Pro magnetickou indukci ziskame z rovnice (2)

—/ZZ 260L3k><§/1(e s a —e' g )
k

Nekonecéna Kkrabice

Kdyz posleme L do nekonecna (zvétsime krabici tak, Zze je nekonecnd), pfejdou sumy na

integraly®, tedy
H= IH{&Z& . & alw, £)d%k

A{r}—erE a(@, e +a (w, & }e'“]d"k

Analogicky pro dalsi veli¢iny.

* Pokud se vam to nelibi, pak vézte, Ze matematikiim se tato operace pry také nelibi
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Cas
Zavislost veli¢in na case se vyjadii tak, ze pridame faktor exp(-iwt) ke kazdému anihilacnimu
a exp(imt) ke kreacnimu operatoru®, tedy napiiklad rovnice (22):

2 kT o
A(F): ZZ Lg (e*"k'r“wra;7 +elk-r7/wtam)

3“4
i\ 20, L

Shrnuti

Vyjdeme z Maxwellovych rovnic. Pomoci Coulombovy kalibrace nacpeme veskerou
elektrostatiku do skalarnitho a veskerou elektrodynamiku do vektorového potencialu.
Z Maxwellovych rovnic a Coulombovy kalibrace nam pro vektorovy potencial vyjde vinova
rovnice, ktera ma pro volné pole nulovou pravou stranu. Rozhodneme se ji feSit pomoci
Fourierovy transformace. Vhodné si zvolime bazi Fourierova prostoru. Svét zavieme do
krabice, coz nam da kvantovaci podminky na vlnovy vektor (prvni kvantovani),
z Coulombovy kalibrace vyjde kolmost vinového vektoru a polarizace. Z vinové rovnice se ve
Fourierové obraze stane soucin rovnic pro LHO, které feSime pomoci anihila¢nich a krea¢nich
operatort (tady do toho teprve vstupuje kvantovka). Kreacni operdtor vyrobi foton v daném
moédu, anihilaéni operator ho znic¢i (druhé kvantovani). Je potfeba si uvédomit, co vSechno
Vv nasi zvolené bazi definuje jeden mod (téZ jednu bazovou funkci). Hamiltonian pole je tieba
renormalizovat, aby ndm nevychdzela energie vakua nekonecnd. Operatory vektorového
potencialu, elektrické intenzity, magnetické indukce a dalSich EM veli¢in (napi. Poyntingova
vektoru) ur¢ime pomoci anihila¢nich a krea¢nich operatoru (druhé kvantovani).

Zdroje: prednaska Pokrogila kvantova teorie (F. Sanda), kus skript k piednasce (Capek),
pirednaska Syntentické problémy kvantové teorie (vede V. Profant, piednésel J. Dostél),
zpracovani Kuby Dostala na http://fotoskladka.tk/school/statnice/Kvantovani_elmg_pole.pdf

Poznamka: Asi jsem ne nad vSemi vektory udélala Sipky a nad operatory jsem nedé¢lala
stfisky, snad prominete... Taky se normaliza¢ni konstanty z riznych zdroji mirné lisi.
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