4 Kvadraticka rozsifeni ob(z)ori

Resgeni
Verze ze dne 13. bfezna 2025

Cile cviceni: Dnes se pustime do déleni a rozkladt v kvadratickych rozsitenich celych ¢isel. U nékterych
z nich budeme umét s vyuzitim normy dokonce délit se zbytkem a pocitat nejvétsi spolecné délitele.

Ulohy, které bychom uré¢ité méli umét Fesit:
Uloha 4.1. Vydélte se zbytkem ¢islo o &islem 3

(a) v oboru Zli], jestlize « =5+ 7i, § = 3 — i (naleznéte alesponi dva ruzné vysledky),
(b) v oboru Z[i], jestlize a = 34 2i, B =1+,

(c) v oboru Z[/2i], jestlize o = 4, f =1 — /2,

(d) v oboru Z[v/2i], jestlize o = 1 + 4/2i, B = 3 + /2i

Reseni. (a) Nejprve v komplexnich é&slech spoéitame ,presny* podil

a 5+T7i  (54+Ti)-(34+1i) 8+26i 4 13,

— — — — —1

B 3—i (3—i)-(3+4) 10 575"

Nyni budeme hodnotu %—k %z aproximovat Gaussovym celym cislem ; pricemz plati, Ze pokud dostaneme
|y — %|2 < 1, bude mit zbytek v - 8 — o mensi normu neZ norma v(3) = 3% + 12 = 10 délitele 5 = 3 — 1.
Dostavame tak tfi mozné vysledky:

a=(1+3i)- 8+ (=1 —1) pro volbu aproximace v = 1 + 3i (kde v(—1 — i) = 2 < 10),
a=(142i)- 8+ (2¢) pro volbu v =1+ 2i (kde v(2i) =4 < 10) a
a=3i-3+ (2 —2i) pro volbu v = 3i (kde v(2 — 2i) =8 < 10).

342 — L _ 5, 5 dostaneme tentokrat dokonce 4 mozné

(b) Stejné jako v (a) aproximujeme podil § = S5 = 5 — 3
vysledky: 34+2i =2-+1=3-+(—i) =(2—1i)-f+i=(3—1i) -0 — 1, pro které je norma zbytku

mensi nez norma v(3) = 12 + 1% = 2 délitele =1 + .

(c) Postupujeme podobné jako v piedchozi tloze, tedy budeme aproximovat podil v komplexnim oboru
pomoci prvku oboru Z[y/—2] s pouzitim normy v(a + bv/2) = |a® + 2b?| = a® + 2b%. Nejprve spocitame
podil
R L s 25) B Gk SN 37
1-V2i  (1-v2i)-(1+v2i) D+2.12 3 37"
Oba koeficienty % aproximujeme nejblizsi hodnotou 1 a dostavame podil 1++/2i a zbytek 1 = 4— (1+\/§i)-
(1++/2i). Spocitali jsme, ze 4 = (1++/2i)(1—+/2i)+1 a vidime, ze v(1) = 1 < v(1—+/2i) = 124+2-12 = 3.

(d) Opét spocteme podil

L+4v3i_ (1+4v3) - 3-VE) _ (1+4v2)-(B-VE) _U-1WE _ | e

342 (3+V2i)-(3-v2i) 324212 T

Protoze tato hodnota uz lezi v Z[v/2i], je zbytek nulovy a plati, ze (1 + 4v/2i) = (3 + v/2i) - (1 + v/2i).

Uloha 4.2. Najdéte nejvétsi spoleéné délitele



(a) NSD(3 + 4,4 + 2i) v oboru Z[i],
(b) NSD(3 + 4i,7 + 2i) v oboru Z[i],
(c) NSD(6 — 3v/3,3 + /3) v oboru Z[v/3].

Reseni. Postupujeme standardné pomoci Eukleidova algoritmu a poéitame zbytky po déleni.

4427 __ 14 2

(a) Zvolime pocétecni hodnoty ag = 4 + 2i, a; = 3 + i a poté spocitdme F= = 5 — f5i. Nyni zvolime

nejblizsi Gaussovo celé ¢islo 1 a spocitame zbytek ap =4+ 20 — 1(3+17) = 1 + 1.

Opét délime 3 = 2 — i € Z[i], tedy zbytek ag = 0 a NSD(3 + 4,4 + 2i) = ay = 1 + 4.

(b) I tentokrat bychom mohli postupovat Eukleidovym algoritmem, ale zvolime efektivnéjsi pistup. Pi-
pomeneme si dilezitou vlastnost normy v na kvadratickych rozsitenich celych cisel, totiz Ze zachovava
nasobeni: v(a - b) = v(a) - v(b). To ovSem znamend, Zze pro kazdy délitel ¢ | a v kvadratickém rozsiteni
plati, ze v(c) | v(a), specialné v(NSD(a, b)) | NSD(v(a), v(b)).

V nasem ptipadé snadno spocitame, Ze v(3 + 4i) = 3% + 42 = 25, a v(7 + 2i) = 7% + 2% = 53, a protoZe
NSD(25,53) = 1, nutné plati, ze NSD(3 4 44,7 + 2i) = 1.

(c) I tentokrat vyuzijeme tvahu z (b), jen tentokrat pracujeme s odlisnou normou v(a -+ bv/3) = |a® — 30?|.
Sice spocitame, 7e v(6 —3v/3) = |62 —3-3%| =9, a v(3+/3) = |92 — 3- 12| = 6, coz neni nesoudélné, ale
piipadny netrividlni nejvétsi spole¢ny délitel musi mit normu 3. Snadno ovéiime, Ze prvek v/3 normy 3 je
opravdu spolec¢ny délitel, protoze

6 —3vV3=1+3(-3+2V3), 3+V3=V3(1+3+V3).
Tudiz v/3 = NSD(6 — 3v/3,3 +v/3) v Z[V/3].

Uloha 4.3. Spocitejte ireducibilni rozklady prvki

(a) 3,5, 6, 10 — 6i v Z[i],
(b) 2, 3 v Z[V/2i].

Reseni. Nejprve si vSimnéme, Ze je norma na kvadratickych rozsifenich celych ¢isel celociselné, zacho-
vava nasobeni a normu 1 maji pravé invertibilni prvky, proto je prvek s prvociselnou normou uz nutné
ireducibilni.

(a) Na oboru Z[i] mame normu v(a+bi) = a®+b?. Protoze v(3) = 9, netrividln{ délitel by musel mit normu
3. Ovsem podminka a® + b? < 3 pro celd a,b, znamené, Ze |al, |b| < 1, tudiZ snadnou diskusi dostavame
a’?+0b* € {0,1,2}. To znamen4, ze normu 3 nem4 v Z[i] Zadny netrivialni délitel, a proto je to ireducibilni
prvek.

Protoze v(5) = 25, musi mit netrivialni délitel normu 5, tentokrat ovSem (napiiklad) probranim prvki
a + bi spliwjicich |al, |b| < 2 dostavame ireducibilni rozklad 5 = (1 + 2¢)(1 — 2i), kde oba faktory uz maji
prvociselnou normu. MiZeme si navic i v§imnout, ze Eukleidiav algoritmus ném zjisti, ze NSD(1 + 2¢,1 —
2i) = 1, tedy se jedné o neasociované ireducibilni prvky.

6 =2-3v Ziv Zl[i], o prvku 3 uz vime, Ze je v Z[i] ireducibilni a snadno nahlédneme, 7e 2 = (1+44)(1 —1)
je ireducibilni rozklad s faktory normy 2 (tentokrat si mizeme povsimnout, ze 1 +i = i(1 — i), tedy jde o
asociované ireducibiln{ prvky). Nasli jsme ireducibilni faktorizaci 6 = 3(1 4 7)(1 — 7).

Pro pocitani ireducibilniho rozkladu prvku 10 — 6¢ vidime, Ze mtzeme vytknout hodnotu 2, kterou uz
umime ireducibilné rozlozit. Zbyva rozklad prvku 5 — 3¢ normy 34 = 2 - 17. Sta¢i nam tedy otestovat, zda
néjaky prvek normy 2 déli 5 — 3¢ a spocitat naptiklad, ze 511:? = 1 — 4i. Protoze v(1 — 4i) = 17, jedna se
o ireducibilni prvek a my jsme ziskali ireducibilni rozklad

10-6i=2-(5—30) = (L+4)(1—d)(1+4)(1 —44) = —(1+i)*4 +1)
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(b) Tentokrat pracujeme s normou v(a+bv/2i) = a®+2b?. Norma &isla 2 je v oboru Z[/2i] rovna v/(2) = 4,
proto jediny mozny netrivialni délitel musi mit normu 2, tedy prvek +iv/2, snadno si rozmyslime, ze
2 = —(i1/2)? je tudiz ireducibilni rozklad.

Protoze v(3) = 3% = 9, hleddme piipadné ireducibilni faktory mezi prvky normy 3. Opét tedy snadno
najdeme ireducibilni rozklad 3 = (1 + iv/2)(1 — iv/2).
Uloha 4.4. Vysvétlete nasledujici ,,rozpor:

e V oboru Z[v/3i] plati (=2)2 = (iv/3 + 1)(iv/3 — 1), a proto se nejednd o obor s jednoznacnym
rozkladem (tj. Gaussuv obor).

e V oboru Z[v2] plati v2v2 = (=4 + 3v/2)(4 + 3v/2), a piesto se jednd o obor s jednoznaénym
rozkladem.

ResSeni. V prvnim p¥ipadé snadno spoc¢itame, ze podily i\/j%%’ “/E;ﬂ nelezi v Z[iv/3], proto prvky +2 a

iv/3 £ 1 nejsou asociované, podminka jednoznac¢nosti ireducibilnich rozkladt tak neni splnéna.

Obor Z[\/ﬁ] je eukleidovsky, protoze v ném mame k dispozici algoritmus déleni se zbytkem snizujici normu
zbytku, a tudiz je podle véty z prednasky i Gaussiv. V uvedeném piipadé si vSimneme, ze (+4 + 3\/5) =
V2(3 4 2v/2), pticemz 3 + 21/2 jsou zde invertibilni (maji normu 1), tudiz (+4 + 3v/2) || (£v/2) a zadny
rozpor jsme tak neobdrzeli.

Uloha 4.5. Ukazte na piikladu, Ze standardni norma na okruhu Z[v/7i] neni eukleidovska. (Népovéda:
Vyjdéte z toho, Ze obor Z[+/7i] neni ani Gaussiiv — najdéte podobnou situaci, jako v piedchozi tloze u Z[v/3i].)

Reseni. Uvedeny obor neni ani Gausstiv, jak dosvédéuje dvoji rozklad
2-2-2=(1+V7i)(1 - VT7i),

pricemz uvedené prvky s normami 4, resp. 8 jsou ireducibilni z toho dtvodu, Ze se v Z[ﬁz} nenachazi
prvek tadu 2, jak ukaze snadny rozbor. Pro konkrétni priklad toho, ze nelze délit se zbytkem, uvazme
déleni 1+ +/7i prvkem 2, tj. mély by existovat ¢,r € Z[/7i] spliujici 1 +/7i = 2¢+ 7 a v(r) < v(2) = 4.
Vzhledem k neexistenci prvkd norem 2 a 3 ovsem musi nutné mit 7 normu 1, tedy musi jit o 1. Ani jeden
z prvkit 1+ +/7i £ 1 ale neni délitelny dvéma v Z[/7i).

A ted néco na konec cviéeni a naslednou afterparty:

Uloha 4.6. Vysvétlete, pro¢ naptiklad pro prvky v/5 4 1 a 2 v oboru Z[v/5] Eukleidiiv algoritmus selze.
Jak dopadne Eukleidtiv algoritmus v témze oboru pro prvky 1 — 2v/5 a 27

Reseni. Pokud - stejné jako jsme to délali v tloze 4.2 — vydélime v télese komplexnich ¢isel @ = %\/5 +
%, dostévame mozné aproximace 0, 1, v/5, v/5+1 a odpovidajici zbytky v5+1, v5—1, 1 —+/5, =1 —+/5,
tedy s prvky stejné normy, jakou mél prvek 2. Po snadné diskusi zjistime, ze se ndm aproximaci nikdy
nepodafi snizit normu zbytku, tedy aplikaci Eukleidova algoritmu nikdy nedostaneme zbytek 0. Nicméné
je mozné si rozmyslet, ze uvedené dva prvky maji nejvétsiho spole¢ného délitele 1 — diky neexistenci prvku
normy 2 v Z[\/g] jde o ireducibilni prvky, které navic nejsou asociované, tedy jsou nesoudélné.

Kdyz prvky 1 —2v/5 a 2 vydélime %5 = % — /5 a aproximujeme podil prvkem —+/5, dostaneme zbytek

1=1-2V5-2-(=5), ktery uz déli &slo 2, takze Eukleidtv algoritmus skonéi a da spravny vysledek,
tiebaze obor Z[v/5] neni Gausstiv a proto ani eukleidovsky.

Uloha 4.7. Spocitejte

(a) ireducibilni rozklady prvka 7, 9 + 3i v oboru Z]i,
(b) NSD(3 + 6i,12 — 3), NSD(5 + 3,13 + 18i) v oboru Z[i],
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(c) ireducibilni rozklady prvki 3 —iv/2 a 5 — iv/2 v oboru Z[iv/2],
(d) ireducibilni rozklady prvku 3 4+ /2 a 3 — 8/2 v oboru Z[v/2].

ReSeni. (a) 7 m4 normu 49, ovem zadné Gaussovo celé ¢islo s normou 7 neexistuje, muselo by byt tvaru
a + bi pro |al, |b| < 2, ale normy takovych ¢isel lezi v mnoziné {0, 1,2,5,8}. Tedy 7 je v Z[i] ireducibilni.
Nyni si rozmyslime, ze 9 4+ 3i = 3(3 + ¢), kde o ¢islu 3 vime z 4.3, Ze je v Z[i] ireducibilni. Zbyvé rozlozit
¢islo (34) normy 3%+1% = 10. Protoze v/(1+4) = 2 a snadno spocitdme 3 = 2—i € Z[i], kde v(2—i) = 5
je prvocislo, dostavame ireducibilni rozklady 3 +i = (1 +4)(2 —i) a 9+ 3i = 3(1 +4)(2 — 7).

(b) Postupujeme jako v 4.2. Vidime, Ze 3 je spole¢ny délitel prvkt 3+6i = 3-(1+2i) a 12—3i = 3-(4—1).
ProtozZe jsou normy v(1 + 2i) =5 a v(4 — i) = 17 nesoudélné, znamena to, ze NSD(3 + 6i,12 — 3i) = 3.
V druhém ptipadé pomoci Eukleidova algoritmu zjistime, ze NSD(5 + 37, 13 + 18i) = 1 + 4.

(c) 3 —iv2 = 3 —iV/2 je ireducibilni, nebof ma normu 32 + 2 = 11, coZ je prvoéislo a Zadny prvek s
pozitivni normou (tedy neinvertibilni) tento prvek nedéli.

Protoze v(5 — iv/2) = 27, jsou kandidati na ireducibilni faktory prvky 1 + iv/2. Zkusmo zjistime, Ze
5—iv2=—(1+1iv2)"

(d) Pracujeme s normou v(a +bv/2) = |a? — 2b%|. Protoze v(34+/2) = |32 — 2| = 7 je prvodiseln4, je prvek
3 + /2 ireducibilni. Norma v(3 — 8/2) = |3% — 28%| = 119 = 7 - 17, tedy piipadné netrividlni délitele by
musel mit normu 7 a 17, najdeme-li kandidata v/2 — 3 normy 7 (v&imnéme si, Ze prvek 3 + /2 vhodny
kandidat neni), pak uz snadno ovéfime, ze 3 — 8v/2 = (v/2 — 3) - (1 + 3v/2) je hledany ireducibilni rozklad.

Uloha 4.8. Najdéte v oboru Z[v/3] nekoneéné mnoho invertibilnich prvki.

ReSeni. Viimneme si, e a = 2 + /3 je invertibilni, jelikoz m4 normu |22 — 3 - 12| = 1, proto jsou prvky
a*, k € N také invertibilni a a* # o/ pro k # j.

Uloha 4.9. Bud R komutativni okruh a a € R spliiujici ¢ = 0. Dokazte, Ze je prvek 1 — @ invertibilni
v R. Plati toto tvrzeni i v okruzich s nekomutativnim nasobenim?

ReSeni. Snadno zjistime, Ze (1 —a)- 37 a' =1 — a" = 1, a proto je prvek 1 — a invertibilni a plati, Ze
(1—a)'=>"", o' Komutativitu ndsobeni jsme nikde nepotiebovali, tvrzeni tedy plati obecné.

Uloha 4.10. Rozhodnéte, pro ktera s,t € Z plati /s € Z[v/t]. Uvazujte s, t takova, ze nejsou délitelnd
¢tvercem prvocisla.

Uloha 4.11. Najdéte viechna feSeni v, v € Z rovnice u? + 472 = v3.
Reseni. Podobnym postupem jako na str. 39 ve skriptech zjistime, Ze jedin feseni jsou u = +52, v = 17.

Uloha 4.12. Ozna¢me ¢ = 3(1 + V5).

(a) Dokazte, ze Z[p] = {a+ by | a,b € Z}.

(b) Naleznéte na Z[p| néjakou normu, kterd bude multiplikativni a euklidovska.

(c) Rozhodnéte, zda je v/5 ireducibilni prvek Z[p].
Reseni. (a) Staci ukazat, ze {a+by | a,b € Z} (jakozto podmnozina C) je uzaviena na okruhové operace;
pro séitani a opacny prvek je to snadné, pro nasobeni vyuzijeme toho, ze p? = ¢ + 1.

(b) Inspirujeme se normami na okruzich Z[\/E], které v zasadé funguji tak, ze prvek vynasobime vhodnym
ysdruzenym* prvkem. Sdruzeny prvek k ¢ by mél byt takovy prvek ¢, ktery bude spliiovat ¢ + ¢ € Z a
¢ - ¢ € Z; tuto vlastnost mé druhy kofen polynomu 2% — z — 1, kterym je %(1 —/5) = 1 — . Polozime
tedy

v(a+bp) = [(a+bp)(a+bp)| = [a* +ab—b?|.
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Jelikoz ¢ také spliiuje ¢? = @ + 1, neni t&zké nahlédnout, Ze takto definovan norma je opravdu multipli-
kativni. Eukleidovskost dokazeme standardné: pro u = a + by a v = ¢ + dp uvazime presny podil

u  (a+bp)(c+dp) ac+ad—bd N be — ad
v ARHecd—d A H4ced—d? CQ—I—cd—d?%
pfi¢emz obé slozky zaokrouhlime na nejblizsi celd ¢isla, ziskavajic tak prvek ¢ € Z[yp]. Polozime r = u—vq.
Pak u
v(r) = v(u—vq) = v(v) -v (= —q)
v

(zde aplikujeme normu v i na prvky Q|p]), takZze chceme dokazat v(z—q) < 1. Polozme w = z—q = e+ f;
jelikoz ¢ vzniklo zaokrouhlenim z, plati |e|, |f| < %, tedy

1 1 1 3
V(w):|e2+€f—f2|§|€2|+|€f|+|f2’§1+1+121<1,

coz jsme chtéli.

(d) Plati v/5 = —1 4 2¢p, tedy v(v/5) = |(—=1)? + (=1) - 2 — 22| = 5. JelikoZ je norma prvociselnd, jde o
ireducibilni prvek.



