Homework 14.2.

1. Images and preimages.

1.1. For which f : X — Y one has f[f~}[B]] = B for
all BCY 7

1.2. For which f: X — Y one has f7![f[A]] = A for
all A C X 7

2. Composition of maps.
2.1. Prove that inverse is uniquely defined.
2.2. Which maps are characterized by the cancellation law

Vg,h (fog=foh = g=h)?"
2.3. Which maps are characterized by the cancellation law

Vg,h (9gof=hof = g=h)7

3. Composition of binary relations.
RS ={(z,y)| 3z, (2,2) € R, (2,y) € S}.

(Ro.S is often defined reversely to agree with composition
of maps.)

3.1. One has R;(S;T) = (R;S); T and A; R = R; A
for A ={(z,x) |z € X}.

321 RCR and S C S then R;SC R : S

3.3. Which property is expressed by R; R C R 7

3.4. Which property is expressed by R C R; R 7
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1. Suprema a infima.
1.1. Formule
(1) Yme M, m<sa
2)r<s = TJyeMuz<y

characterizuji suprema v linearnich usporadanich.

1.2. Co se stane napt. v (P(X), C)? Jaka je v 1.1 role
linearity?

1.3. Zobrazeni |= (z —lx) : (X, <) — (P(X), <)
zachovava infima. Jak je to se supremy?

2. Specialni usporadani.

2.1. Konecné dolni polosvazy maji nejmensi element.

2.2. Konecné svazy jsou vzdy omezené.

2.3. Existence infim plyne z existence (vSech) suprem
a naopak. Jak je to s koneénymi infimy a konecnymi
supremy”’

3. Dedekind — MacNeilleovo zuplnéni.
Pro (X, <) si pripomeiite zobrazeni (X ) — P(X)

ub(M) = {y [ M Cly},
Ib(M) = {y| M 1y},
V(M) = Ib(ub(M)).



3.1. ub a Ib jsou antitonni a

pro v(M) = ub(lb(M)) plati M C v(M).

3.2. v(a) = ub(la) =ta a lb(ta) =la, vv(M) =
v(M).

3.3. Pro suprema \/ v L = {M | M = v(M)} plati
VAi=v(UA)

3.4. (x —lx) : (X,<) — L zachovava existujic
suprema.

(To je trochu tézsi. Bude-li s tim problém, vyhledejte
si to v textu, ale nejprve se snazte na to prijit sami.)
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1. Pro kazdé f : X — Y zachovdva f~1[—] : B(Y) —
B(X) komplementy (doplnky Y ~\ B).
2. Zobrazeni f71[—] : P(Y) — P(X) (které m4 levy
adjunkt f[—]) ma téz pravy adjunkt (pouzijte 1).
3. Zobrazeni f[—] ale obecné levy adjunkt nemé.

4. Jaky je tedy podstatny rozdil mezi f[—]a f~1[—]?

5. Pro mnozinu (abecedu) M uvazujme pologrupu M
slov s operaci konkatenace. Polozme

A-B={vw|veAwe B},
C/B={w|Vbe B,wb e C},
A\ C ={w|Va € A,aw € C}.

5.1. Plati ze A- B C C prave kdyz A C C/B.
5.2. Acoplatio A\ C?

5.3. Jaké jsou zde adjunkce, a co z nich plyne?
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Tentokrat opakovani nékolika faktu z klasické algebry.

1. R = (R,+,-,0,1) bude komutativni okruh s jednot-
kou. Tedy, (R, 4+, 0) je abelovska grupa, -y je asociativni
a komutativni operace, z-1 =xazx-(y+x) = x-y+c-z.
Budeme psat prosté ry misto x - y.

Ideal v okruhu R je neprazdna J C R takova, ze
e (J,+,0) je podgrupa grupy (R,+,0), a
e pro j € J ax € R libovolné je jx € J.

J je vlastni pokud J # R.

Maximalni idedlneni obsazen v zadném vétsim vlastnim
idedlu.

Idedl J je prvoidedl pokud z ab € L plyne, Ze bud
a € Jnebobe J.
1.1. Kazdy ideal obsahuje 0, a je vlastni pravé kdyz ne-
obsahuje 1.

1.2. Relace ~ = ~; definovana predpisem
r~y = Tx—yeJ

je ekvivalence, a ekvivalencni ttidy [x] jsou mnoziny tvaru
v+ J={x+j|j€ J} Nasledkem toho, x +J ay+J
se bud shoduji nebo jsou disjunktni.



2. Oznacme R/J mnozinu tiid ekvivalence v ~ .

~ je kongruence (to jest, x1 ~ z9 a y; ~ yo implikuji
T+ Y1~ To+ Y2 a Ty ~ Toyo). Tedy je R/J opét
komutativni okruh s jednotkou.

2.1. Nulav R/J je J a jednotka je 1 + J.

2.2. Bud ~ kongruence na R. Potom je ~ = ~; pro
néjaky ideal J.

3. Bud J ideédl a a € R. Potom
Jo={j+zal|lj€ JxeR}
je idedl pro ktery J C J, aa € J.

4. Je-li J prvoidedl, je R/J obor integrity (to jest,
[z] - [y] = 0 jen kdyz [x] nebo [y] je 0).

5. Je-li J maximélni idedl je R/J téleso. (Navod: pro
la] # 0 uzijte J, z bodu 3).
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1. Heytingovy algebry.

1.1. Pro kazdou ¢édstecné uspoiradanou mnozinu (X, <) je
L=({M|M=tM,MC X},C) kde tM={reX|3me Maz>m}

Heytingova algebra. (Névod: Distributivni pravidlo a existence adjunktu.)
1.2. Pokuste se najit formuli pro Heytingovu operaci v L z 1.1.

1.3. Bud X metricky prostor.
Q(X) = ({U|U oteviend v X}, Q)

je Heytingova algebra. (Navod: Distributivni pravidlo a existence adjunktu.)
1.4. Podobné jako A in X muzeme definovat vnitiek mnoziny A v met-
rickém prostoru X jako

A° = U{U otevviend v X |U C A}.

Najdéte formuli pro Heytingovu operaci v Q(X).

1.5. Bud metricky prostor. Necht neni diskretni, t.j., necht existuje x €
X takovy, ze mnozina {z} neni oteviend. Potom Q(X)° neni Heytingova
algebra.

2. Booleanizace. Bud L doln{ polosvaz s pseudokomplementy. PoloZzme
B(L) ={aeL|a™ =a}

(uspotrddani jako v L).
2.1.B(L) ={a"|ae L} ={a*|a € L}.
2.2. B(L) je dolni polosvaz. V jakém je vztahu k puvodnimu L7

2.3. Polozme a b = (a* A b*)*. Potom je a Llb supremum mnoziny {a, b}
v B(L).

2.4. B(L) je Heytingova algebra s operaci b—c = (b A ¢*)*. Speciélné je
tedy distributivni.

2.5. ®B(L) je Booleovské algebra.
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1. Operace a relace.
1.1.Budte a: X x X — X a 8:Y xY — Y bindrn{ operace. Definujte
ternarni relace R, S na X,Y predpisem

R ={(a,b,c|c=A(a,b)}, S={(a,b,c|c=p(a,b)}.

Dokazte, ze f: X — Y je homomorfismus (X, ) — (Y, 8) pravé kdyz je to
homomorfismus (X, R) — (Y, .9).

1.2. Generalizujte na M-arni operace a (M + 1)-arni relace. (Zacnéte
definici vhodné M + 1.)

2. K pozorovanim na strané 13. Dokazte podrobné, ze

2.1. je-li B = (Y, a]Y) podalgebra algebry A = (X,a) jej: B C A
homomorfismus,

2.2. pro kazdy homomorfismus f : B — A je obraz f[B]| podalgebra
algebry A,

2.3. je-li f: B — A prosté, potom [’ : B — f[B] definované predpisem
f'(z) = f(x) je isomorfismus.

3. Kongruence. (Konstrukce racionélnich ¢isel) Pripomenme, ze kongruence
na algebfe (X, a) s bindrni operaci je ekvivalence F na X takova, ze

je-li xEx" a yEy je ai(x,y)Eai(2,y), i =1,2.
Na mnoziné X = Z x Z definujte bindrni relaci (a - b je standardni ndsobeni)
(2, ) E(u,v) =g xT-0=19y"u.
3.1. E je ekvivalence.
3.1. Na X definujte operaci
(z,y) ® (u,v) = (z-u,y-v).
Potom je E kongruence vzhledem k e.

3.1. Na X definujte operaci
(J:’y)—i_(u?U) = (xv—l—yu,yv)

Potom je E kongruence vzhledem k +.
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1. Kongruence na okruhu Z.

1.1. Pro pevné n € Z definujme relaci E,, C Z x Z piedpisem
xByy =g dk,x—y=kn.

E,, je kongruence.

1.2. Pro kazda dvé ¢isla a, b € Z existuji z, y takova, ze xra+yb je nejvetsi
spoleény nasobek a, b.

Névod: Zkuste d = za+yb s nejmensi kladnou hodnotou a studujte zbytek
pri déleni a ¢islem d.

1.3. Uzitim 1.2 dokazte, ze Z/E, je téleso pravé kdyz n je prvocislo.

2. Kongruence v grupéach. (V abelovych grupdch piseme operaci jako
s¢itdni, v obecnych grupéach jako ndsobeni.)

2.1. Predpisy
tFEuy =qf v—y€A a Ag={x|zE0}.

davaji vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi podgrupami A abelovské
grupy G a kongruencemi E na G.

2.2. Bud G obecné grupa a A jeji podgrupa. Bud
cEzy =g xy ' € A
Je to kongruence vzhledem k operaci inverse a plati

Va € A,Vz € G 3b € A takové, ze ax = xb. (norm)

2.3. Podgrupy splnujici (norm) se nazyvaji normdlni podgrupy. Dokazte,
ze pro normalni podgrupu je relace

tEzy =g vy ' €A

kongruence vzhledem k celé grupové strukture.



Homework 8

1. Describe the suprema A V B in the lattice L of all vector subspaces of a
vector space V.

2. Prove that the lattice L from 1 is modular.

3. Describe the suprema AV B in the lattice L of all subgroups of an abelian
group G.

4. Prove that the lattice L from 3 is modular.

5. Recall that an element p # 1 of a lattice L is prime if a A b < p implies
that either a < p or b < p.

5.1. Let L be a complete lattice. Then the prime elements in
L are in a one-to- one correspondence with the h : L — {0,1}
preserving all finite suprema and all infima. (Hint: For a prime
element p define h by h(z) =0 iff z < p.)

5.2. Prove that a prime element in a Boolean algebra is maximal,
that is, p < = impliex = 1. (Hint: What happens with * 7)

5.3. Find a lattice with no prime elements. (Hint: Recall the
Booleanizations.)

6. Consider the class A of all (X, A, «, 5) such that a, § is an adjoint pair of
maps «a, 5 : X — X that are A-homomorphisms. A is a variety.
(Hint: Use the other characterization of adjunction.)

7. Heyting algebras constitute a variety. Write down a satisfactory system of
equations.



