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1 Obycejné diferencialni rovnice (ODR)

1.1 Co to je?

ODR = rovnice ve tvaru:
F(y™(z), y" (@), ..., ¥ (2), y(z), ) =0, (ODR)

kde F : R""2 D Dr — R je néjaka funkce.

Typologie tloh:
(I) obecné tloha

(IT) Cauchyho uloha

I. Obecna tloha:
Cil:  Najit V funkce y(z) spliujici zadanou ODR na maximalnim mozném intervalu
II. Cauchyho tuloha:

Cil:  Najit feSeni ODR a pak uréit pravé 1 funkei y(z) spliujici

zadanou ODR s poéateéni podminkou: yo(zg) = ag, xp,a0 € R

1.2 Separované proménné

Pocatecéni krok: urc¢it defini¢ni obor = a y

Tvar:
Y =9g(y) - flx)

kde g a f jsou né&jaké funkce modifikujici y resp.  (napiiklad odmocnina, etc.)
ReSeni:
(a) pokud ¢g(y) = 0 v néjakém intervalu x € (a,b) — mozZna vede na Feseni

(b) pro g(y) # 0 vSude v z € (a,b) déle upravujeme:

Y — tx
gly) 1)
y/ = x)axr
/g<y>dy‘/f( )d
G(y) F(x)

(¢) Findlni vysledek vznikne lepenim (v zavislosti na C)

y=G ' (F(z)+0)



1.3 Homogenni ODR
Tvar:

Preznaceni homogenniho vyrazu:

Reseni: pro z # 0

(a) substituce homogenniho vyrazu:

(b) vyjadieni derivace po substituci

T

Y= (v - 12)

po dosazeni za vy’ ze zadani:

(¢) findln{ tvar ODR po substituci:
1
Z(x) = —(9(2) — 2)

X

(d) déle fesime pfes separované proménné a nakonec resubstituujeme z — y

1.4 Linearni ODR 1. fadu (s nekonstantnimi koeficienty)

Tvar:
Y (x) +p(z) - y(z) = q(2)

Reseni:

(a) zavedeme si integracéni faktor:

(b) upravujeme:

(¢) findln{ tvar vysledku:

(IF)



1.5 Bernoulliho rovnice
Tvar:
Zamysleni:
Jiz znédme:
(i) proa=0 — LDR 1. fddu (fesime pres integracéni faktor)

(ii) proao=1 — separované proménné: y = (¢—p)-y

Resenti:
(a) proy =0
oproa >0 dostdvdme trividlni feseni (y = 0)
oproa <0 dostdvime NONSENS!

(b) pro y # 0 dale upravujeme:
y+ry = qy

[0}

———  vynasobeni y!7® ———

«

vyt HpyTY =g

————  substituce: z(z) =y

Z(x)=(1-a) -y () ¢(2)

2 (x)

(c) déle pres integracni faktor

(d) nakonec prevod



1.6 Linearni ODR n-tého radu s konstantnimi koeficienty
U tohoto typu ODR nemusime 1esit lepent, protoze resent dostdvdme ve tvaru exponencidl, které jsou definované
na celém R

an-y™ a1y 4t a Y far-y +acy = f(a) an € R

L(y)

kde L(y) je levd strana zavisld pouze na y; f(z) je prava strana zévisld pouze na x

Reseni:

Resen{ hleddme ve tvaru:
Y=Y+ Yp

kde y3 je homogenni feSeni; 1y, je partikuldrni feSeni

1.6.1 Homogenni reseni: yp

Vyznam:
o V feseni rovnice L(y) = 0 (s nulovou pravou stranou)
o generuje prostor reseni
Tvar reseni:
n
Yn = E Cihi, CieR
i=1
kde h; jsou generatory reseni
Fundamentalni systém:

o mnozina V generatoru prostoru reseni
F.S.: {hy,...,hy}
Postup resenti:

(a) najdeme tzv. charakteristicky polynom:

PN =ana" + an 1 A" P+ o+ @A +a A +a =0

kde X odpovida 3/, A2 odpovidd y”, ..., A" odpovidd y(™ v ptvodni rovnici

(b) najdeme kofeny charakteristického polynomu:

Neéekdy je potreba vyresit tzv. binomickou rovnici, ze které dostdvame komplexni reseni, to nastdvd napriklad
u A — 1 =0, 7estme pres Moivroveovu vétu:

n n a  2kw .. (o 2km
Vz = \/z|[cos(n+ n)—&—zsm(ﬂ—l— )}

n



Tvar realnych korenu:
AeR =
1-nasobny koren A

2-nasobny kofen A
3-nésobny kofen A

L1l

n-nasobny koten A —

Tvar komplexnich korenii:
A=p+iv eC =

1-nasobny koren A  —
2-nasobny kofen A —

n-nasobny kofen A —

1.6.2 Partikularni FeSeni:

Vyznam:

F.S: {er*}
F.S: {er®, zer}
F.S: {, ze®, 22e’?})

F.S: {e?®, zer® a2 ...

F.S: {e* - cos(vz), e
F.S: {e* - cos(vz), e

F.S: {e* - cos(vz), e

Yp

o 1 feSeni pro L(y) = f(x) (ODR s pravou stranou)

o pridava do prostoru feseni afinni posunuti

2 nastroje reseni:

, xn—le)\;c}
-sin(vx)}
-sin(vz), zet* - cos(vzx), xel® -sin(vz)}
-sin(vz), -+, x"el* - cos(vz), x"et” -sin(vx),}

(a) specidlni pravd strana (jednodussi, ale nefunguje vsude)

(b) variace konstant

(a) Specialni prava strana:

Muzeme pouzit, pokud:

Reseni dostaneme ve tvaru:

kde k jest nédsobnost kofene char. pol. p + iv,

f(z) =" (P1(z) - cosve + Py(x) - sinva)

kde u,v € R, Pji(x), Pa(z) jsou polynomy

yp = ' - ¥ (Qy () - cosvr + Qa(2) - sinvz)

pokud k neni kofenem < k = 0,

Q;(x) jsou polynomy stupné nejvyse max{stupenp;}

Jak vypada prava strana?

pro polynomy - u=0,vr=0

pro exponencialy —

Z/ZO7 Pl(ZE):C

pro sinus a cosinus  — pu =0, Pi(z) = Cy, Py(z) = Cy



Obecnéjsi prava strana:
o skladdé se z linedrni kombinace specialnich pravych stran, alias:

f@) =2 filx)

o poté hleddme ¥, pro kazdou specidlni pravou stranu separatné
o vysledek je sou¢tem jednotlivych partikularnich reseni

Yp =Yp1 T Yp2 -+ Ypj

(b) Variace konstant:

Obecnd methoda

o nejprve sestavime soustavu:

&'(z) hi(z) + &' (2)  ha(z) + -+ 6/ (x) - ho(x) =0

&' (@) - (@)™ + &' (@) - (ha(@)™D + - 4 6, () - (n(a)) ) = L&)

ag

kde ¢; jsou funkce (variované konstanty), ¢’ jsou jejich derivace, h; jsou generdtory feseni (prvky F.S.)

o prepiseme do maticového tvaru

= (n x n matice z h; a derivaci) krét (é-vektor) = (vektor pravé strany)

o fesime Cramerovym pravidlem
. . A1 A
o zintegrujeme [ &' =¢;

o konecné reseni ve tvaru:



Podetni ¢ast 1 - 8.7.2021

1. Jedn4 se o rovnici s konstantnimi koeficienty. Charakteristickd rovnice A\? +
2\ +1 = (A + 1) = 0 ma dvojndsobny kofen —1. Fundamentélni systém je
tedy {e *, e "z}

Vidime, 7e prava strana neni ve specidlnim tvaru. Dale postupujeme variaci
konstant. Resime tedy soustavu rovnic

e ™ +v're™ =0
—u'e ™ +v'(1—z)e ™ =\/x-e "

pro neznamé funkce u, v, coz miizeme prepsat jako maticovou rovnici

(o 0Zer) ()= ()

7 Cramerova pravidla tedy dostaneme

—T
w=e \/5(')6”” (1 fex)e*’ﬁ = w7 = —ak,
! 2x e’ 0 _ x\/_ —x __ \/_
v = P \/5-6_95 =€ xT-e =1/T.

Integraci obou rovnic per partes ziskame

2 s
U/:——'CUQ7
5
223
V= Z-I=2.
3

Partikuldrni feseni tedy bude mit tvar

2 s 2 3
we Fdovze = ——x2e T+ —x2zxe ”
5 3 15

Obecné feseni je tedy tvaru
—x —x 4 —
y(z) = cre” + coze™* + IR

kde ¢1,c2 € Ra x € (0,00).



1.7 Poznamky pod parou

(a) Krumpikova rada:

Doporucuju vam s tim pracovat tak, ze si kazdou tlohu napred zkusite vyresit sami, a az kdyz s tim nebu-
dete moci hnout, tak se po kouskdch budete divat na uvedena reseni.

Jediné tak se naucite diferencidlni rovnice pocitat sami. Pfipominam, ze dilezitym krokem je viibec rozpo-
znat, o ktery typ se jedna.

Casto to byva zamaskované, musite si zadani vielijak upravit, aby vam z toho vysko¢il néktery ze znamych
typt rovnic.

Déle si hned na zac¢dtku nezapomente napsat podminky pro x a y, a odhalit pripadné ocividné (obvykle
konstantni) feSeni.

V zavéru si provedte zkousku, jestli nalezend reseni skutecné splnuji zadanou rovnici, popracujte s definic-
nimi obory a zduvodnéte pfipadné nalepovani (musi se shodovat i derivace z obou stran) ¢i jeho nemoznost.
(b) Trik pfi nakladani s konstantou (logaritmicky tvar):

C=In(D) & D=¢% D>0

(c) Vyznam pojmu homogenni vyraz: “z i y ve stejné mocning”

(d) Lepeni: U lepeni jest dilezité:
e f(=)=f(+) funkce spojitd v daném bodé

o f'(=)=f'(+) derivace spojitd v daném bodé

(e) Typologie prikladi:

Spoustu diferencidlnich rovnic neumime fesit analyticky, napiiklad Linedarni ODR n-tého fadu s nekon-
stantnimi koeficienty.



2 Rady

Dékuji modeléice Anic¢ce za nasdileni nasledujicich (vloZenych) matrosi.

2.1 Prejaté materialy od Anicky

10



1 Rady

1.1 Absolutni konvergence

Nutnd podminka konvergence: > a, < o0 = lim a, =0
n—oo

Srovnévaci: a, € R, b, > 0, |a,| < b, pak > b, <00 = > a, < oo

Srovnavaci II: a,,b, >0 a a;‘—:l < b’g—:l Yn > ng, pak > b, <00 = > a, < 00

Limitni srovnavaci:

lim #= € (0;00), pak > by <00 > a, <oo lim §= =0, pak Y by <00 =) a, < o0
n—oo0 ’n n—oo ’n

lim = = 0, pak ) by <00 =) a, <00
n—0 “n
[e ) (o)
Integralni: f spojitd, kladnd, nerostouct na [a;00), pak >, f(n) < oo < [ f(z)dx < 0o
n=a a

Podilové: limsup “2+ < 1, pak Y a, < 00

n—oo

An+1
Qan

lim inf
n—oo

> 1, pak fada diverguje

Odmocninové: limsup(a,)= < 1, pak 3 a, < oo
n— oo

lim inf(an)% > 1, pak fada diverguje
n—roo

Raabeho: lim inf n(-%2— — 1) > 1, pak > a, <
n—oo

An+1

limsupn(-%2— — 1) < 1, pak diverguje

an
n—oo Gn+1
Pozn.
o (14 %)n —e

o« ¢ — 1a_1q pro |g| < 1 |g| > 1 fada diverguje

o > %, pro a < 1 diverguje, pro o > 1 konverguje

. Zm, pokud p > 1, pak > a, < oo, pokud p < 1, pak diverguje, p = 1,a > 1, pak
San < oo, p=1,a <1, pak diverguje

° %nz _ n(n+1)6(2n+1)
1

N
aritmetickd fada > n = w

n=1

In(n!) < nln(n)
e odhad sinu ze shora sin(n) < n, zespodu sin(n) > sin®(n)

e 7 lim 1—c023(z)

) = % odhad zeshora 1 — cos(n) <n
Tr—>



1.2 Neabsolutni konvergence
kdyz Y |an| =00 a d an < 00

Leibnitzovo kritérium: » (—1)"a,, kde {a,} je nerostouci, pak Y (—1)"a, < co < lim a, =0

n—oo

Dirichletovo kritérium:)_ a,b,, kde {a,} je monotonni a — 0, {b,} m4d omezené ¢dstetné soucty,
pak > apb, < 0o

Abelovo kritérium: > a,b,, kde {a,} je monotonn{ omezend, Y b, < co , pak > a,b, < 0o
Pozn. Y sin(an)/cos(an) ma omezené ¢dstecné soucty pro a # 2km Dk.: €' = cos(an) + isin(an),
N

) N . . ain
pak = > €' = %" cos(an) + isin(an) | > (") = e C=t < 0o pro a # 2kw
n=1

n=1

1.3 Mocninné rady

o0

> an(z — 2z0)™, kde {an}, 2, 20 € C, je mocninnd fada se stiedem v zg

n=0

Polomér mocninné fady: R = —1—— = lim ~4a—| pro |z| < R fada konverguje, pro |z| > R
limsup |ap|™ n—oo | 4n+1
n— oo

fada nekonverguje, pro |z| = R nutno vytesit (1ze pouzit Moivreovu vétu 2™ = |z["e™? = |z|"(cos(ny)+
isin(nep))

Redlné analyticka f-ce: na intervalu I je funkce, kterou na okoli kazdého zy € I muZzeme popsat
Taylorovou fadou

Séitani fad: (1) pfevést na mocninnou fadu (2) podivat se, jak jde zderivovat/zintegrovat (3) pouzit
Taylorovu fadu pro e = > % (4) muze se vytknout x pfed sumu (5) u integrace nezapomenout na +c



2.2 Dalsi dilezité pojmy
2.2.1 Taylorova rada

% () (g
fa) — I g
n=0 :

2.2.2 Derivace ¢len po ¢lenu

oo / oo
g ap-z2" | = E n-ay - 2"t
n=0 n=0

se stejnym polomérem R

2.2.3 Integrace ¢len po ¢lenu

se stejnym polomérem R

13



2.3 Poznamky pod parou

(a) Vlastnost cosinu:
cos(nm) = (—1)"

(b) Vlastnost sinu:

sin(f) ~ ¥ pro n — oo
n n

(c) Dilezity soucet rady, v testu nutno odvodit:

Z%:—ln(l—x)

n=1

(d) Abelova véta:

14



3 Funkce vice proménnych

3.1 Vypocet limit vice proménnych

Zakladni trick:

o prevod do polarnich souradnic:

22 +y? = 2
x =r-cos(¢)
y =r-sin(¢)

Pokud obecné limita neexistuje, blizime se "po paprscich":

x — 0, y =0 (polozime)
y — 0, 2 =0 (polozime)

y=x

3.2 Parcialni derivace

Retizkové pravidlo:

Gradient:

Derivace v obecném sméru:

3.3 Totalni diferencial
Nékdy zkracené zapisujeme:

et 0, stejné jako (% =0y
Uloha s potenciilem:
POKUD
OyM =0,N pro M(z,y)dx+ N(z,y)dy = 0
POTOM

JU(z,y) =0 (existuje potencidl U)

15



Reseni ulohy s potencidlem:

dU(z,y) = M(z,y)dzx + N(z,y)dy

=M((z,y) = UM:fM(z,y)d:E+C(y)
=N(z,y) = Un=[N(zy)dy+ D(z)

Déle volime C(y) a D(z) tak, aby Uy = Uy = U. Nakonec vyjadiime y viéi 2 nebo x vidi y.

Uprava na potencial:
POKUD

OyM # 0N
POTOM

Musime zavést integrac¢ni funkéni faktor u, pro ktery:

w,y) s Oy(pM) = 0y (ulV)

Sta¢i ndm ale najit pouze jedno takové p (existuje jich mnoho)

Zavedeme novy potencial:
w-Mdx+p-Ndy=0

Odsud:
Oy(p) - M+ - 9y (M) = 0z (1) - N + p1- 0:(N)

Zvolime zavislost:

p(xz) NEBO  pu(y)

Dostaneme:

A déle Tesime jiz jako tlohu s potencidlem.

16



4 Extrémy funkci vice proménnych

4.1 Lokalni extrémy

(a) Funkcif parcidlné zderivujeme a poloZime tyto derivace 0:
0.f=0
Oyf=0

(b) Nalezneme V stacionarni body, kde jest gradient nulovy:

Vf(a)=0

(c) Sestavime Hessovu matici druhych derivaci:

(d) Uréime jeji determinant (hessidn)
Pokud je matice regularni, uréime jeji signaturu v dalsim bodé.

Pokud je matice singuldrni, musime zkoumat hloubé&ji (nevime nic, krok (e) nemd pak smysl).

(e) Uréime jeji signaturu
o positivné definitni —  lokalni MINIMUM
o negativné definitni —  lokdlni MAXIMUM

o indefinitni —  SEDLOVY BOD (= neni to extrém)

4.2 Implicitni funkce

Cil:
Vyjadrit implicitné zadanou funkci explicitné jako:

y=f(z) NEBO z=f(y)

Podminky:

OF oF
— #0 v bodé a A — spojitd na U,
dy Jy

POTOM

Jy = f(z), 7ze F(z,f(z))=0naU,

17



Pro 3 souradnice:
F(Jc,y,z):O, Z:f<.’17,y)

Podminky:
oF or OF

5 #0 v [a,b) A o oy spojité v [a, b]

Vzorecek pro 9,:
OF (a,b,c)
O f(av b) - 3F((?:b7c)
0z

Vzorecek pro d,:
9F (a,b,
G
O f((l, b) == OF (a,b,c)
Oz

Vzorecéek ve 2D:

OF (z,y) n OF(z,y)

o ay f'x)=0

4.3 Globalni extrémy

Nejprve najdeme V kandidaty na extrém.

Kandidati na extrém:
(a) uvnitf mnoziny

(b) na hranici mnoziny

(a) Extrémy uvnitf mnozZiny:

o hleddme V staciondrni body funkce f, tedy Vf(z1,...,2,) =0

(b) Extrémy na hranici mnoziny:
o zkoumame wvdzané extrémy funkce
o méme funkei f(z1,...,2,) s vazbou g(z1,...,2,) =0
o vazba udéva hranici mnoziny, nebo jeji ¢ast

o bod, kde se napojuji vazby = automaticky kadidat na extrém

18



4.3.1 Lagrangeovy multiplikatory

Universalni metoda hledani extrému.

Znéni véty:

Ma-li funce f extrém v bodé X = [z1,...,z,] spliiujici vazbu g(x) =0
PAK =
i) Vg(x) =0

ii) NEBO 3A€R: VL=V(f+Ag) =0

Kandidati na extrém:
)Vg=0 A ¢g=0

ii) NEBO V(f+Xg)=0 A g=0

Kandidati na extrém pri vice vazbach:
i) Vgi,..., Vg, linedrné zavislé v z

ii) NEBO L=/f+>7",Xg — VL=0 jsoukandidati na extrém

Zjednoduseni:
y = h(x), kde h(z) jest funkce s "hezkymi" derivacemi

Pak vyuzijeme tzv. dosazovaci methody:

c(z) = f(z,h(z)) — d(x)=0

19



