Zadani pisemné zkousky z Matematické analyzy 2
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, letni semestr 2025-26
Termin ¢&islo 1, 3. 6. 2026

1. Je dana funkce '
f(x) =log(cos x) - e,

Naleznéte Tayloriv polynom 4. fadu funkce f v bodé 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu

sin X 1.2 1.3
log(cosx) - " + 3x% 4+ 5x

)lcig}) x4
(15 bodu)
2. Vysetrete konvergenci fady
i n? 5\ "
vt n?42
(15 bodu)
3. Spoctéte integral
2 1
———dx.
/0 (2 + cos x)? o
Zduvodnéte poutziti véty o substituci.
(15 bodu)

4. Necht f: [0,00) — [0, 00) je spojita funkce. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Newtonuv integral fooo f(x) dx konverguje.
(2) Newtoniv integral [y~ f?(x) dx konverguje.

(3) Newtoniv integral [;° 111?2

dx konverguje.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protipiiklad. MtzZete pouzivat véty z prednasek.
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Reseni uloh
Uloha&islo1.  Je dana funkce
f(x) =log(cosx) - esinx,

Naleznéte Tayloriv polynom 4. fadu funkce f v bod¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu

lim log(cos x) - esin* + %xz + %x3

x—0 x4

Reseni.
Pro kosinus plati:
cosx —1 = —%xz + ix“ +o(x*), x = 0.

Plati limy_¢(cosx —1) = 0a pro kazdé x € P(0, JT) plati cosx — 1 # 0. Dosadime do rozvoje
logaritmu log(1 + y) =y — 2y +0(y?), y—0a podle Véty 6.7 dostaneme

log(cos x) = log(1 + cosx — 1)

= (—3x2 + Lxt +o(xh) — (47 + Lyt + 0(xh)’ + o((cos x — 1)?)
Véta 6.6(iii

a 86 )( 1x2+24x +o(x*) = (3% + Lx +0(x4)) +o(x%
=—1x2— Lx* +o(x*).

Pro sinus a exponencialu plati:

sinx = x + o(xz), x — 0,

e’ =1+y+3iy>+0(?.,y —>0.

Plati limy o sinx = 0 a pro kazdé x € P(0, 71) plati sinx # 0. Odtud dostavame podle Véty 6.7
a Véty 6.6(iii)
MY =14 x+ %xz +o(x?),x — 0.

Nyni oba rozvoje vynasobime:

f(x) = (_%xz — —x + o(x4)) (1+x+ %xz + 0(x2))

__ 1.2 1.3 1 4
=—1X — 53X 3x +o(x"), x > 0.

Taylortiv polynom 4. fadu v bodé 0 ma tedy tvar
Tf’ (x) = x2 — %xz’ ;x“.

Dosazenim tohoto rozvoje do zadané limity dostavame:

po (0303 gt o) + 52 450 gt 1

x—0 x4 x—>0 x4 3




Uloha¢islo2.  Vysetfete konvergenci fady

_»3
i n2+4+5\"
— \n2+2 ’

n=1

Reseni:

_»3
2 Cleny fady a, = (”2+5> " jsou kladné.

n2+2

Pouzijeme Cauchyovo odmocninové kritérium a vySetfime limitu:

2 —n2 _nZ
L = lim Q/a_n:lim(n +5) zlim(l—i— 3 ) .

n—00 n—oo \ n2 4+ 2

V(n) = —n*- log(l + n23+ 2).

Limitu v exponentu spoc¢teme pomoci znamé limity lim; ¢
funkce:

ln_(lt“) = 1 a véty o limité slozené

5 3 log(l + ﬁ))

2 ’ 3
n*+2 n2+2

lim V() = lim (—n - 3.1=-3.
n—o00 n—o0

3b {

Vyraz prepiseme do exponencialniho tvaru V™ kde:
2b
3b [

n {Dﬂ(y spojitosti exponencialni funkce dostavame L = e 3 = e%

s» {Protoze L < 1, zadand fada podle odmocninového kritéria konverguje.



Uloha é&islo 3. Spoctéte integral

2w 1
—d
/0 (2 + cos x)? *

Zdtuvodnéte pouziti véty o substituci.

Reseni:
Pouzijeme substituci ¢(x) = tg 5 na intervalu (—m, 7) + 2k, k € Z. Na uvedeném intervalu plati

Oznacime-li z = ¢(x), pak plati

COS X =

% Integrand pak miazeme psat ve tvaru

1 1

/
. ( )'
2 2 2 ¢
(2 + cosx) (2 + } wEX;Z) 1 + @(x)

Odtud plyne, ze podle prvni véty o substituci staci spocitat

/ 1 2d_/ 1 2d_/2(1+z2)d
(2+1 z2)2 T+22 77 (%)2 +2 " )2 ©

Integrand rozlozime na parcialni zlomky:

2(14+2z%)  2B3+42z22-2) 2 4
B3+2z2)2 (34222  3+z2 (3+z2)?%
Nyni integrujeme oba ¢leny na R zvlast.

Prvni ¢len: 5 5

_C dr== z
{ /3+szz—ﬁarctg(ﬁ), z € R.
{Druh}’/ ¢len integrujeme pomoci rekurentniho vzorce pro [ m dz.

3b

2z 2
/ (3+22)2 dz = 3G 1) + 35 arctg(%), 7z e R.

Odectenim obou integralt dostavame primitivni funkci

_ (2 2 2 _ 4 =
G(t) = (75 - V?) arctg(%) T33+22) 343 arctg(%) 33422

Navratem k ptivodni proménné x ziskavame funkci F(x) = G(tg 3):

1 2tg %

Integra¢ni obor rozdé¢lime na dva podintervaly. Na kazdém z nich je F primitivni k integrované
funkci. Dopoceteme urcity integral:

3b

27 + 27 _ 47
33 33 33

27 4 27
F(x) dx /0 F)dx + [ F(x) dx



Uloha &islo4.  Necht f: [0, 00) — [0, 00) je spojita funkce. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Newtontiv integral [;° f(x) dx konverguje.

(2) Newtonuv integral [ f?(x)dx konverguje.
gral Jo gy]

(3) Newtoniiv integral [;° lf:fi)z dx konverguje.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protipiiklad. Miuzete pouzivat véty z prednasek.

@ @@=
b) (D=2
© @M=

Reseni:

(@) Implikace neplati. Uvazujme funkei f(x) = H%x x € [0, 00). Funkce je na [0, 00) spojitd a nezapor-

dx = [_HLX]OO = 1. Avsak integral pro (1) diverguje:

5» 4 né. Integrél pro (2) konverguje: [;° 0

fooo ﬁ dx = [ln(l + x)](o)o = 00.

_1
(1+x)2

(b) Implikace neplati. Sestrojime funkcei f tak, Ze polozime f(0) = 0 a pro kazdén € N,n > 2,
definujeme f(n) = n, f(n — n%) = f(n+ n%) = 0 a déle je funkce dodefinovana afinné. Graf je
nekonecnou posloupnosti trojihelnikovych hrotii. Plocha jednoho hrotu (integral pres interval
[n— n%, n+ n%]) je rovna % . n% ‘n = nLZ Integral fooo fx)dx =302, nLZ konverguje, tvrzeni (1)
tedy plati.

Pro druhou mocninu f2(x) budou mit hroty stejnou zékladnu n%, ale vySku n? a nepjde o trojihel-
niky. Integrél jednoho hrotu u f2 bude %).Jelikoi fada ) o2, % diverguje, integral [;° £2(x) dx
diverguje a (2) neplati.

5b

(c) Implikace plati. Pro kazdé x € [0, oo) plati

S )
5b Ofl_i_xsz(x)‘
f(x)
14+x2

Podle srovnavaciho kritéria fooo dx konverguje.



