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Co je linearmi algebra? - Matematickd disciplina, kterd zkoumé objekty, které se chovaji
linearné
linearni:

— motivované geometricky
—  chovani popisuje pomoci nékolika malo axiomi (18)

— obecné se zabyva tzv. vektrovymi prostory, coz mohou byt mnoziny ¢iselnych vektori,
nebo matice, geometrické objekty (body, pfimky, roviny...), funkce, posloupnosti, kombi-
natorické objekty...

1.1 Kapitoly pro zimni semestr:

Soustavy linearnich rovnic, poc¢itani s maticemi, télesa, vektorové prostory, linearni zavislost,
linearni zobrazeni, skalarni soucin

1.2 Soustavy linearnich rovnic

slovni aloha (z pfednéasky - neméa velky vyznam (ilustracni))

1.2.1 cil FfeSeni dloh:
najit feseni
najit pocet reSeni
... pfedpoklada se stfedoskolské znalost R

1.2.2 Definice soustavy linearnich rovnic

Definice 1. Soustava rovnic
Necht 1,3, ..., Ty je n proménngch (n>1)

a necht a11,a12, ..., G1n, 421, 422, -y G, b1, ..., by Jsou redlnd cisla (m,n>1).
Potom soustavou linedrnich rovnic o n nezndmych x1,...,x, s koeficienty ai1, ..., Gmn a S pra-
vymi stranami by, ..., by, Tozumime:
1171+ a12T2 + -+ a1p,Tp = by

ba

2121+ a22T2 + - + a2pTy

Am1T1 + Am2T2+ - + GmnTn = bm
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(Proni index vidy znamend Fddek)

Notace 2. Matice soustavy:
A...matice soustavy

aii ai2 .. Aln
redlnd matice typu m x n kde (A)Z.j =| @21 @22 . d2n
aAGm1l Gm2 ... Gmn

Vektor protdhlijch stran (usporddand matice):
by
b=|
b
Vektor neznamaijch:

Pozndmka 3. Viechny vektory jsou sloupcové, potiebujeme-li 7ddkovy zdpis (zkrdceni zdpisu),

.. R, T
pouzijeme transpozici, ¢ili x = (x1, 22, ..., 2Tn)
Pozndmka 4. Je-li matice A typu m x n kde m=n, je ¢tvercovd.

Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic:

Azx=b
Rozsifena matice soustavy
ai1 aiz ... ain |b1
(A|b) — | a21 a2z .. a2n |b2
N
Am1 @m2 .. Gmn|ba

ReSeni soustavy linearnich rovnic:
Resenim soustavy linearnich rovnic Az = b je mnozina vSech ralnych vektora X = (zq, ...,
xn)T, které spliuji v8ech m rovnic soustavy
1.2.3 Priklady geometrické interpretace:
chceme mit alespon jednu neznamou
m=1n=1
aj1z1="b
— pokud a1 # 0 (nedegenerovany piipad)
feSenim je x; = % (prise¢ik pfimky (neni rovnobéZzna s osou z) a osou )
— pokud a;1#0
— pokud je b£0
mnozina feSeni je prazdnéa (pfimka je rovnobé&zna s osou x)
— pokud je b=0
mnozinou FeSeni je celé R (pfimka splyva s osou z)
m=1n=2
41171 + a12w2 = by
— pokud aj1 Aaia# 0 (nedegenerovany piipad)
odpovid4d mnozina feSeni pfimce
— pokud a;1Vaia=0
feSenim je prusecik jedné nebo druhé osy s piimkou
— pokud a1 Aai2=0
— pokud je b£0
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mnozina feSeni je prazdnéa (pfimka je rovnobé&zna s osou x)

— pokud je b=0
mnozinou FeSeni je celé R (pfimka splyva s osou z)

m=2n=2
a1171 + a1282=">b;
2171 + ag2T2 = by
— v nedegenerovaném piipadé
feSeni odpovida bodu, pruseciku dvou pfimek
— v degenerovaném piipadé
miize byt feSenim
—  cela R? (nulova matice)
— pfimka (pfimky se shoduji - jedna rovnice da piimku a ta druha ji nijak neome-
zuje)
— prazdna mnozina (0z; 4+ 0x9= (b+# 0), pfimky jsou rovnob&Zné a neprotinaji se)
m=1n=3
(1171 + a12T2 + a13r3="b1

v nedegenerovaném piipadé dostaneme rovinu v R>

obecné m=1n=p
mnozina bodd v RP které se rikd nadrovina

1.2.4 ReSeni soustavy ekvivalentnimy tpravami

Pro feSeni soustavy se pouzivaji ekvivalentni ipravy:
1. vynéasobeni i-tého fadku redlnym ¢&islem ¢
2. pricteni j-tého radku k i-tému
2*. pficteni t-nasobku j-tého Fadku k i-tému
3. zéména dvou radki

1.2.5 DU

dokaZte, 7e z 1. a 2. se daji odvodit 2*. a 3.
2%, je vlastn& pouze provedeni postupné 1. a 2. kroku - neni zadnou novou upravou
3. se také da poskladat z 1. a 2.

aprava |b|a
a:=a+b|b|a+b
b:=a-b [a|a+b
a:=a-b |a|b

Tvrzeni 5. Ekvivalentni ipravy neméni mnozZinu feseni soustavy linedrnich rovnic

Diikaz. sta¢i dokazat jen pro 1. a 2. (kvili DU)

1. mam puvodni soustavu linearnich rovnic (stard, pivodni), provedu na ni Gpravy a vznikne
nova soustava -> mam dokazat, ze se mnozina feSeni nezméni (ani nepfibude FeSeni noveé)

, T e oo )
Necht (z1,...,2,)" je FeSenim ptivodni soustavy

ukézu, ze (z1,...,2,)7 je zaroveii Fefenim soustavy, ve které jsem vynasobil fadek ¢islem ¢

feSeni urcité spliiuji viechny fadky nové soustavy, az na ten vynasobeny (musim védét, Ze lze
vytykat)

taiirn +taigra+ - +tainTy =t(a;171 + ai2Ta+ - + Ainly) = tb;

v ~—~
dosadim z ptivodni soustavy vyslo mi feSeni nové soustavy
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Musime také ukazat, ze kazdé feSeni nové soustavy je feSenim piivodni soustavy
m — 1 rovnosti je stejnych

(pouZiji trik - vynéasobeni 1 a pfi¢teni 0 nic nezméni)

i-ta4 (vynasobena) rovnost:

%(%1501 + a2 4+ -+ anTn) = %(ailzl +aipra+ -+ aintn) = S(tbh) =

dosadim z nové soustavy

b; O

< R B
vyslo mi feSeni puvodni soustavy

1.2.6 DU

rozmyslete si geometricky vyznam elementarnich tprav

2 051010
Tvrzeni 6. prictent j-tého Fddku k i-tému Tddku rozsirené matice nezméni mnozZinu FeSeni

Dukaz.
2. stac¢i ukazat (21, ...,2,)7 spliuje ptivodni i-tou a zaroveii j-tou rovnici < spliiuje jejich soucet

=
(ai1 + aji)rr + (ai2 + aj2) s + - + (Ain + ajn)Tn = (@171 + - + @inTn) + (aj171 + - +
ajnzn):bierj
<~
ai171+ - +aigra = (ai1 +aj1)x1 + (a2 + ajo) ra+ - + (@in + ajn)Tn —bj=bi +b; —b;=b;
podobné pro b; O

Definice 7. Pivot
formdlné: j(i) =min {k|e;, #0}
pivot - pruni e; j;y ... prnd nenulovy prvek v daném rddku

Gausova Eliminace
algoritmus gausovy eliminace pro danou matici A

1. utfidime radky matice podle délek tsekti pociteénich nul vzestupné
2. pokud existuji dva nenulové Fadky (i-ty a i + 1-vy) se stejné dlouhym tsekem pocatecnich
Git1,5(8)
@i, ()
3. opakuj 1. a 2. tak dlouho, dokud plati podminka 2.
pokud prestane platit, je matice v odstupfiovaném tvaru

nul, potom k ¢+ 1-mu fadku pfi¢teme nésobek ¢-tého radku.

po provedeni 2. (po jedné iteraci) ziskdme na pozici 7 + 1, j(i) nulu = konecnost (soucet délek
usekt pocatefnich nul roste)

slozitost algoritmu: O(n?m)
Zpétnd substituce

Notace 8. Rozsirend matice soustavy
E (typu m x (n+1)) je rozsifend matice soustavy prevedend na odstupfiovany tvar

Korolar 9. posledni sloupec matice EE nesmi obsahovat pivot - jinak by rovnice neméla TeSent

Dikaz. kdyby byl v poslednim sloupci pivot e; ,,+1%# 0 (j(H)=n+1)
i-ty fadek pozm. soustavy by byl: 0x1+0z2+ -+ 0z, = €; nr1 ale zadné (zy, ..., z,)T tuto

.. . . =0 £0
rovnici nespliiuje O




051017 5

Definice 10. Pro rozsitenou matici soustavy v odstuptiovaném tvaru nazveme bdzové pro-
meénné ty nezndmé, které odpovidaji sloupcim s pivoty, ostatni nazveme volné promeénné

Tj(1)s Tj(2)5 e T(r) bézové proménné

Teorém 11. Necht E je rozéiFend matice soustavy v odstupriovaném tvaru a vime, Ze posledni
sloupec neobsahuje Zadniy pivot.

Potom pro libovolné hodnoty volnyjch promeénnijch existuje prdvé jedno jednoznacné pritazent
hodnot k bdzovym promeénnym, tak, Ze tyto promeénné doromady ddvaji FeSeni soustavy.

Dukaz. indukci - proi=r,r—1,...,2,1

1. xj;@) je i-ta4 bazova proménnd, predp. Ze hodnoty vSech volnych proménnych a také bazo-
vych proménnych x;(; 1), ..., () jsou jiz jednoznacné urceny.

2. Potom i-t& rovnice soustavy zni:
014 +02;0)-1+%,56)  Zja)  Feijm+1t T en=Eing

pocatecniO bazova proménnéa dosazené ¢leny
jedna rovnice o 1 nezndmé =-hodnota ;) je dana jednoznacné 0

Dasledek
Nejenom muzu ziskat né&jaké feSeni, ale navic vSechna feSeni soustavy lze ziskat zpétnou sub-
stituci

Dcv
(71,....,2,)7 je feSeni < lze ho ziskat z danych hodnot volnych proménnych

Disledek
Pro rozsifenou matici soustavy (A|b) jsou bazové proménné v libovolné matici E, kterou lze
z (A|b) ziskat el. tipravami a které je v odsuphiovaném tvaru, uréeny jednozna¢né.

Dikaz.

priprava - v dikazu budu potfebovat, aby soustava méla feSeni - pokud ho nemé pouzijeme
misto ni soustavu (A|b)z’ = 0. Tato soustava ma vzdy FeSeni nap¥. =’ =0 a navic matice (A|b) a
(A]b|0) davaji stejné pivoty.

dale sporem: necht existuji E,E’ takové, 7e E A E' < (A|b) a existuje proménnd, kterad je
bazova E ale je volna v E’

bez 1jmy na obecnosti muZzeme pfedpokladat, Ze proménné s vyssimy indexy, nez tato x;
maji stejny charakter v obou maticich.

zafixuji hodnoty proménnych z;: j >4 potom hodnota z;

- je urCena jednoznacné v

- miize byt libovolna v E’

obé dvé matice by méli popisovat stejné mnoziny FeSeni, ale to se nedéje = spor 0

Definice 12. Hodnost matice A je rovna poctu pivotid v libovolné matici E v odstupriovaném
tvaru, kterou lze z A ziskat elem. upravami. Znaci se rank(A)

3 051017

Teorém 13. Frobeniova véta
Soustava linedrnich rovnic md alespori jedno teseni prdvé kdyZ hodnost matice soustavy a
hodnost rozsitené matice soustavy jsou shodné. (t.j. je-li soustava Ax = b kde rank(A4) =

rank(A|d) )
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Ditkaz. = 3JfeSeni = A|b pfechod na odstuphiovany tvar nem4 pivot v posl. sloupci = stejné
hodnosti
< stejnd hodnost A jednozna¢nost pivotd = pivot neni v posl. sloupci (A|b) = Freseni O

Jak spolu souvisi feSeni soustavy Az =b (nehomogenni soustava) a feSeni Az =0 (homogenni
soustava)?

Korolar 14.
Jsou-li 2° a x Fesenim soustavy Ax =0b potom (x — x°) (rozdil vektori po slozkdch) je Fesenim
Ax=0

Dikaz.
air(z1 — af) + ain(z2 — 29) + -+ + ain(zn — 23) = (i1 1 + ai2 T2 + - + Gin Tn) — (aa 27 +
A B3+ + ain ) =b; —b; =0 O

Korolar 15.
Je-li 2° vesenim Ax=0b a T Fesenim Ax =0 potom T + 20 Fedi soustavu Ax=>b

Teorém 16. Necht 20 je libovolnym Tesenim nehomogenni soustavy Az = b. Potom zobrazent
T — T +2° je bijekci mezi mnoZinamy Fesent soustavy Ax=0 a Ax=0>
véta plati kdyZ soustava md alespori jedno tesend

Dikaz. dikaz obrazkem:
goh,ho g jsou identity = ¢ i h jsou bijekce O

Teorém 17.

Necht A je matice hodnosti r.

Potom wvsechna teseni homogenni soustavy Ax = 0 lze wvyjddiit ve tvaru © = p; h' +
pah? 4 - 4 pu_r K77, kde pu, ..., Py jsou redlnd ¢isla a h', h?, ..., h" ™7 jsou vhodnd Teseni této
soustavy.

Soustava md jenom trividini Teseni prdve kdyz rank(A)=n.

Dukaz. jinym zapisem zpétné substituce

bazové proménné volné proménné
Tiy) =
Tj(2) =
Zj(r)
— za volné proménné zavedu parametry pi,..., Pn_r

—  pfepiSu FeSeni tak, aby 1, ..., 2, byly volné (vlevo)
— proménné h vyjdou z volnych proménnych

K = h%p1+h%p2++h7{_7ﬂpn—r
T2 = hipi+hips+-+hy P,

Tn = h’}zpl + h%p2+ +hzirpnfr

hin

. hi
vektory h* = ( ;1 ) jsou feSenim soustavy Ax = 0 protoze je lze ziskat dosazenim p;, = 1; p;y =
0 V= O

Dovétek
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KdyZ rank(A) = n < v kazdém sloupci v odstu. tvaru je pivot < nejsou volné proménné
< 3 pravé jedno FeSeni (a to musi byt = =0).

Disledek
Obecné feseni soustavy Az =b lze vyjadiit ve tvaru o = 2%+ piht + ... + pp_-h" ", kde 20 je
libovolné Feseni Az = b, pi, ..., Pn—r jsou redlni &isla a h', ..., h*~7 jsou FeSeni hom. soustavy

Az =0 (r=rank(A))

Poznamka 18. Spolehlivost Gaussovy elimeniace: pozor na kumulaci zaokrouhlovacich chyb -
presnost vypoctu zalezi na poctu cifer

nasobeni & déleni je nepfesné uz na malych &islech (1:z) x 2 # 1 pro 41,47,55
1:(1:x) # x pro 7,13,14,15 (na kalkulacce)

Spatné podminéné soustavy jsou soustavy, kde mala zména parametru zptsobi zna¢nou
zmeénu FeSeni

shrnuti 1. kapitoly - cilem bylo vyfeSit soustavu linedrnich rovnic - 1ze pouzit maticovy zapis,
a ten muze byt néjakym zplisobem uzitecny

4 pocitani s maticemi
Definice 19. specidlni matice: nulovd matice m xn Onxpn (0)i ;=0 Vi<i<nii<j<m

=1lii=j

Definice 20. jednotkovd matice 7ddu n ... ¢tvercové matice (In)”{ 0

Definice 21. hlavni diagondla tvercové matice A je tvofena prvky aii,ass, ..., Gnn

Definice 22. Transponovand matice k matici A typu m X n je matice kterou znacime AT
typun xm a plati (AT);;=aji Vic1,. nij=1,..m

Definice 23. Matice A se nazjvd symetrickd, pokud plati A= AT

Definice 24. Pro matice A, B stejného typu definujeme soudet matic A + B piedpisem (A +
B)ij =aij + b”

Definice 25. Pro redlné éislo a definujeme a-ndsobek matice piedpisem (aA);j = aa;;

Definice 26. Je-li A matice typu m X n a matici B typu n X p, potom souéinem matic A a B
n
rozumime matici AB typu m x p kde (AB);;= Y aikbk;
k=1

A...7ddky stejné dlouhé jako sloupce B obr.

cviceni na doma:

ukazte, Ze soufet matic je komutativni (A + B = B + A), asociativni,Ze existuje neutralni
prvek,

a-nasobek matic... asociativni a(8A4) = (af)A

odvod'te pravidla pro séitani a o nasobky transp. matic

odvodte distributivni zakony

ukol:

ukazte, Ze sou¢in matic neni komutativni (ani pro ¢tvercové matice)...A B = B A nemusi platit
(soutéZ o nejjednodussi protipiiklad)
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Tvrzeni 27. Pro matice A,B a C plati
1. (AB)T=BTAT
2. (AB)C=A(BC)
3. (A+B)C=AC+ BC
4. A(B+C)=AB+ AC

za predpokladu, Ze vSechny souciny a soucty jsou definovdny
Dukaz.

L. ((AB)")ij=(AB);i= Zajkb;”— Z briajr = Z (BT)ir(AT )k = (BTAT),;
k=1 k=1
A..mxn;B.. nxp

2. (AB)C);; Xi:(AB)zkck] = Xp: <Zazlblk)ckg Xp: Xn:aubzkckj = Xn: Xp:ailbzkckj =

k=1 k=1l=1 l=1k=1

liGz‘l( > blk%)l é: =(A(BC))i;

3. ((A+B)C) (A-f—B) kCrj = Z (@ig + bik)cik = D (aikChj + bikcrs) = D aikcr; +
k 1 =1 k=1 k=1
Zbikckj:(AC)ij+(BC Z(AC+BC)ij
p=1
4. To samé O

nejzajimaveéjsi je 2., protoze i kdyz to da stejny vysledek, tak pocet nasobeni je jiny

5.1 Uziti sou¢inu matic
e zapis soustav lin. rovnic Az =b (x,b vnimany jako matice)
e pro provadéni elem. operaci (dnes)
e linearni zobrazeni lze popsat maticovym soucinem (v zs)

e vektorova norma

5.2 Elementarni ipravy lze vyjadrit pomoci maticového souc¢inu

Korolar 28. Necht matice B vznikne z matice A vyndsobenim i-tého vddku c¢islem t. Potom lze

1000 s =0 Yo
it B=| 0100 A neholi B=EA kde { cviev

psadt 00t o0 neboli B=F el e=t
0001 erk=1Vkzi

Korolar 29. Necht matice B vznikne z A pFictenim j-tého vddku k i-tému
potom
00
err=1V
1 8 )A neboli B=FA kde { eff:l :
01

er; = 0jinak

Sy

I
—
S oo
[Nl N}

Dusledek
pokud B~ A potom 3.B=CA

Cviceni
1. Ukazat, ze AAT je vidy symetricka
B je symetricka pokud B =BT



051024 9

2. Ukazte, ze pro A typu m x n plati A=1,,A=AI,
3. Dokazte pravidlo pro nésobeni blokovych matic

Ar A Bi1 Bi2 \ _— ([ A Bi1+A12Bs1 A1 Bia + A12Ba2
Az Agz By1 Bsa A21B11 + A2 B21 A21Bia + Az Bao

5.3 Inverzni matice

Definice 30. Necht A je ctvercovd matice Tddu n. Pokud existuje matice B takovd, Ze AB=1,,
nazgvd se B inverzni matice k matici A a znaci se A™L. Pokud k matici A existuje
inverzni matice, je A requldrni matice, a pokud neexistuje, A se nazyvd singuldrni

Teorém 31. charakteristika reguldrnich matic
Ndsledugjici podminky jsou <
1. A je requldrni (tj. 3pAB=1,)
2. rank(A)=n
3. A lze elem. dpravami prevést na I,

4. Homogenni soustava Ax =0 md pouze trividlni TeSeni

Dikaz.
4 & 2 uz bylo dokadzano u soustav
1 = 2 oznafme ey, e, ..., €, sloupce matice I,

sporem: rank(A) <n A~ E tj. v i-tém sloupci neni pivot
soustava Fx = e; nemé FeSeni = soustava Ax = e; nemé feSeni
A B =1, lze vnimat jako n soustav Ax =e; = by neexistovalo - spor

2=1 Ajereg. = Ax=e; ma vidy feSeni = z téchto FeSeni sestavim B
23 A lze prevést na odstupiiovany tvar ~» podobné lze elem. upravy nad diagonalou [

Disledek
Pokud matice A~! existuje, je uréena jednoznacéné
A~ sestavuji z jednoznaénych Fefeni soustavy Az =e;

Disledek
Pro regularni A plati téz A=1A=1,
Dikaz.

1. musime ukazat, Ze (A~1) je regularni
sporem: existuje netrividlni feseni z soustavy A~lx = 0 potom A(A~lz) = A0 =0 ;
AAYz=(AA Yoe=ILx=12 -spor = A~!je regularni

2. AT A= (ATA) L, = (A TA) (AN A) ) = A" (AA (A L= A (AL =], O

Cviceni:
Ukazte, ze pro A, B regularni, stejného fadu plati
(A-H=1=4

AB je regularni
(AB)"l=B"14"1
(A—l)T: (AT)—l

Jak nalézt inverzni matici a rozhodnout jestli je dana matice regularni?
-sestavime matici (A|I,,) -> zapis n soustav Az =e;

-snaZime se elem. upravami ziskat matici (I,,|B)

-pokud se nam to podaii ... B=A"1!

pokud ne ... A je singularni.
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6.1 Télesa

(Ciselné obory, které se daji pouZit pro pocitani s maticemi)
Definice 32. Bindrni operaci na mnoZiné T rozumime zobrazeni T x T —T

Priklad 33.
na N (a,b)—a+0b jesoucet
(a,b) —»min{a,b}
(a,b) —a+18
(a,b) —a+b—18 tohle neni binarni operace na N

na T={0,1}

1\2. (0
na malé mnoziné se da zapsat tfeba tabulkou: | 0 0

1 00

T=polynomy na R

(p(2), q(z)) — p(z) + q(z)
(22 + 32,2 —4) — 2% +4x — 4

Definice 34. Necht T je mnoZina a +,* jsou dvé bindrni operace na T.
Potom strukturu (T, + ,*) nazgvdme téleso pokud jsou splnény ndsledujici axiomy
1.
I (SA)Vgpcer(a+bd)+c=a+ (b+c).... séitani je asociativni

II. (SK)Vqpera+b=b+a ... s¢itdnd je komutativnd

1. (SO) JperVocra+0=a ........ 0 je nulovy prvek

IV. (SI)Voer3_gera+(—a)=0 ... -a je tzv. opaény k a
2.

I (NA) Vb cer(axb)xc=ax(bxc) .... ndsobent je asociativni

II. (NK)Vqperaxb=bxa ... ndsobend je komutativnd

III. (N1) JherVoeraxl=a ........ 1 je jednotkovy prvek

IV. (NI) Voer3-1craxa™t=0 ... a=1 je tzv. inverzni k a
3.

L (D)Vgpcera*x(b+c)=axb+axc distributivita
II. (01) 0#1 aziom netriviality

6.1.1 priklady téles:
o (Q+,%),(R,+,%),(C,+,%)
o (Zp,+,*)...zbytkové tfidy modulo prvocislo p
+(0|1]|*x|0f1

o Zy={0,1}{0 [0[L][0]0]0O
1[1]o][1]0]1

p(z)

q(z)

e R(;)...raciondlni lomené funkce ...podily polynomi

6.1.2 co téleso neni
e N
o 7

SEKCE 6
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e (R",+,x)...neni inverzni prvek (0,a,...)

o Z4,Zg ..nem4 inverzni prvek k 2 (index neni prvoéislo)

Notace 35. dodefinujeme bin operace —,/
a—b=a+(-0)
%: ax(b~Y) ...neni tplnd bindrni operace protoZe tveba b+ 0

Korolar 36. prvky 0,1, —a,a” ' jsou urdeny jenoznacné

Dikaz. sporem
— SO —(SK)~ —
kdyby 0 a 0 byly 2 rizné neutralni prvky, potom O(:)O + (:)0—|— 0=0 ... spor
Podobné, kdyby —a a —a byly rizné opa¢né k néjakému a

a(sg)—a—l—o(szl)—a-l—(a—i—(—_a))(SA)’:(SK)—_a+(a+(—a))<s:1)—_a+0=—_a ...Spor O

Korolar 37. —(—a)=a ; (a ) 1=a

Veer Vaera#0

Ditkaz. —(~a) = (~a)+0=— (~a) + [0+ (~a)) =a+ (~a)+ (~(~@))=at+0=a O
Korolar 38. 0xa=0 ; (—1)xa=—a

Dikaz. 0xa=0%xa+0=0%a+ (0xa+ (—(0xa)))=(0a+0a)+ (— (0a))=((0+0)a) + (—
(0a)) =0a+ (— (0a)) =0 O

Korolar 39. axb=0 = a=0nebob=0

Diikaz. sporem - a,b#0
1=1%x1=(a*xa 1) (bxb~Y)=(ab)(a"1b"1)=0(a"1b"1)=0 O

DU
Pozorovani rovnice a * x =b m4 jednozna¢né feSeni, pokud a0
Pozorovani Vo . ca+b=a+c=b=c

Metatvrzeni: (tvrzeni o tvrzeni)

Vsechny definice a tvrzeni o feSeni soustav a poc¢itani s maticemi nad R plati také pro poci-
tani nad libovolnym jinym télesem.

dikazy vyuzivaji jen vlastnosti redlnych ¢isel popsanych axiomy télesa

Tvrzeni 40. (Z,,+,%) je téleso prdvé kdyz n je prvocislo

Dukaz.
=> n je slozene n=axb; a,b#0 ab=0 mod n ... spor
<= n je prvodislo ... (Zy,+,#) spliiuje viechny axiomy
.. v8echny axiomy vyjma (NI) lze ovéFit pfimocaie
ovéiime existenci inverzniho prvku:
definujeme pomocné funkce fq:{0,...,n—1}—{0,....n—1}  fo(x)=a*xxmodn
potiebuji overit, ze 1 € Rng(f,) , stadi ukazat, Ze f, je na < f, je prosta
omt
-> kdyby fa(b) = fa(c)

Ozfa(b)*fa(C):a*bfa*c:\g/(bfc)#O... spor O
70 20
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Teorém 41. Konecné téleso s n prvky existuje < n je mocnina prvocisla
Bez Diikazu

?Znadi se GF(n)....Galoisfield, kde n je mocnina prvoéisla? néco s polynomy

7 051107

téleso je zobecnéni ¢iselnych obort

Definice 42. Pokud existuje pro téleso T piirozené cislo n takové, Ze 1 +1+1+--- 4+ 1=0 potom
n-krdat
se nejmensi takové n nazyvd charakteristika télesa T. Pokud meexistuje, md T charakteristiku

0

Priklad 43.
R, @, C...charakteristika 0
Zp... charakteristika p
GF(pk)...charakteristika p

Tvrzeni 44. Charakteristika liboviného télesa je bud 0 nebo prvocislo.

Dukaz. (sporem) charakteristika n...sloZzené &islo

n=axb
0=1414-41=(1+1+--41) + (1+1+--+1) protoze n je nejmensi, tak a i b se
—_———
. n o R
nerovna 0 =spor
kvili axiomu netriviality nemtize byt charakteristika 1 O

7.1 Vektorové prostory

snazime se zobecnit mnoziny feSeni soustav

Definice 45. Necht (T, +,*) je téleso. MnoZina V s bindrni operaci + a zobrazenim T *V —
V se nazyjvd vektorovy prostor nad T pokud plati ndsledujici axiomy:

(SA) Yy v wevu+v) +w=u+ (v+w)

(SK) ¥y vevu+v=v+u

(SO) oevVvevv v

(S) Yev3vevo ()

(NA) Vo perVuev(a* b) «u—=ax(b+u)

(N1) Vyevlsxu=u, kde 1 je jednotkovy prvek télesa T

(D1) Yo perVuevia+b)su=a* u+b+u

(D2) VoerVuvevas(u+v)=a* u+a*v

Ingredience:
T,+ %
0,1
—a,a”!

prvky télesa - skalary | prvky vekt. prostoru - vektory

(zaroven taky musi byt spliteno 10 axiomil t&lesa)

Priklad 46. Vektorové prostory
e UV ={0}...trivialni vektorovy prostor ... nad libovolnym télesem T

e T"  aritmeticky vektorovy prostor dimenze n; prvky T jsou usporadané n-tice z T, ...
+ (na V) po slozkach (a1, as, ..., an) + (b1,...,bn) = (a1 + b1, ..., an + by)
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* (T xV —=YV) po slozkach a(ay,...,a,) = (aaq, ..., xay)
z libovolného télesa lze “vytvorit” vektorovy prostor jako aritmeticky vektorovy pro-
stor dimenze 1 - @, C, R, Z,, GF(p*), racionalni lomené fce,...

e matice pevného typu m x n nad T T™m*"
e polynomy nad T (omezeného stupné)
e spojité (difa) funkce na R (na intervalu)

e systém podmnoZin libovolné mnoziny X jako vekt. prostor nad GF(2) (prostor char.
funkci)
ACX ow va(x) 1 pokudz € A;0pokudz ¢ A

W—/‘ N J
podmnozina charakteristicka fce
operace - symetricka diference
Poznamka 47. Je piimka v R? vektorovy prostor?

-ANO ... pokud obsahuje pocatek (nulovy vektor).
-NE ... jinak

Korolar 48. vektroy 0 a — u jsou uréeny jednoznacné - stejny dikaz jako pro télesa
Korolar 49. Pro Vycv a Voer plati: 0-u=a-0=0 (jsou tam dvé rizné 0)

Dikaz. 0-u=0u+0=0u+ (0u—0u)=(0u+0u)—0u=(0+0)u —O0u=0u—0u=0
a0=0...pdodobné - dcv (]

Korolar 50. Pokud a - uw =0 taka=0Vu=0
—
eT eV
Ditkaz. Sporem: predpokladejme, ze a # 0,u=£0
0#£u=1lu=(aa")u=a"(au)=a"10=0— spor O

7.2 Podprostor

Definice 51. Necht (V,+,%) je vektorovy prostor nad télesem T a U CV, U #0 je takové, Ze
o Vywevut+velU
[ ] vueraeTau c U

(U je uzaviend na + % )
potom (U,+ ,*) nazdvdme podprostorem

Korolar 52. Podprostor je téZ vektorovym prostorem

Diukaz. Jediné problematické axiomy jsou (S0),(SI) ostatni axiomy plati triv. (plati ve V. —
platiiv U)
(SO) ... 3 - ale0=0ueclU
0eU

(SI) ... HiuéUale—u:(—l)ueU O

Tvrzeni 53. Necht U;;i € I je systém podprosori néjakého vektorového prostoru V. Potom jejich
pranik (\ U; je také podprostorem V.
iel
Ditkaz. Oznacme U = (| U; stadi ukazat, Ze +,* jsou uzaviené na U.
iel
+. vezméme u,v € U potom plati u,v € U; pro vSechna ¢ € I = u+ v € U; pro vSechna ¢ €
=sut+velU

*, vezméme libovolné a € T',u € U potom plati u € U; pro V;er= VicrauecU O
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8 051114
Q2 neni podprostor R? protoze Q2 je nad @ a R? je nad R

Definice 54. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T a X je podmnoZina V.

Potom prostor generovany X je prunik vSech podprostori U prostoru V takovych, Ze X C
U.

Znacime jej L(X) a nazgvdme linedrni obal mnoziny X.

LX)= N U

XCUCV
Priklad 55. v R?

X={}
L({})=L{0})={0}

X={a} a#0
L({a})=ptimka prochazejici 0, a

Tvrzeni 56. Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T a X CV.
Potom L(X) obsahuje prdvé viechny linedrni kombinace vektord z X neboli L(X) =

k
{u|u S airi;Vie1 ok { Zzgj); ;kGJN}.

i=1

k
Diikaz. oznacme Uy= (| U ,Us=<{ulu=> awi;Viz1, &k { qu); ;keN
XCUCV i=1 ’

U; C U,. Budeme dokazovat, ze Usje podprostor V' a ze X CUs
1

X CUs ... stadi vzit Y a;x; kde a;=1 a libovolné z; € X
i=1
U; je podprostor V: budeme zkoumat uzavienost na
k
nasobky. y€Us; y= > a;z;; a €T libovolné
? i=1
a.yels

k k
ay=a a;x; | = (a.a;)x; €Us
i=1 i=1

sCitani. y,z€ U,
?
y+z€lUs
k 1 -
— oY -~ a;,bj €
y= > airi; 2= Y b;r; {I 2oy
. 4 T
i=1 j=1
oznatme {wy, ..., wp } ={x1,...,xx } U{T1,..., 5} CX
n
muizeme zapsat y= > ajw; a,=a;  pokud w;=x; jinak a,=0
i=1

(podobné pro z)

n

n n
y+2z= Y ajwi+ Y bjw;= Y (aj+bj)w; €Us
=1 1=1 =1

k
U, CU,. sporem piedpoklddejme ﬂyeUQ\Ul potom y= > a;x;
i=1
y¢U; ... U,; by nebylo uzaviené na soucty & nasobky ... takové neexistuje O

8.0.1 Prostory urcené matici

Definice 57. Necht A je matice typu m X n nad télesem T
Sloupcovy prostor S(A) prostor generovany sloupci A ... podprostor T™
Rddkovy prostor R(A) prostor generovany vadky A ... podprostor T"
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jddro matice KER(A) prostor tvofeny vsemi vedenimi homogenni soustavy Az =0 ... pod-
prostor T (nékdy znacen N'(A)) Ze je prostor dcv (napsat si)
Korolar 58. S(A) = {ujlu = Az, x € T"} zde X, T uréuji koeficienty pro lin. kombinaci
sloupcii/Fadki A
Korolar 59. R(A) = {ww? =yTA, yeT™} zde X, T urcuji koeficienty pro lin. kombinaci
sloupcii/Fadki A
Korolar 60. Soustava Az =0b md Fefeni < be S(A) ... Fedent x mi ddvd koeficienty linedrni
kombinace

Korolar 61. Elementdrni operace neméni KER(A), R(A)
nikdy S(A) napf: Az(é) S(A)={ulu=(x,0),z€T}

ANA:' < } ) S(AY={u|lu=(z,x),z€eT}
Korolar 62. Necht veR(A), z € KER(A) potom viz=0 S i
i=1
Ditkaz. w’z=( yT Az = yT0=0 O

~—~—~ P _
vektor koeficienti urcujicich w e R(A) x je fesenim Az=0

Definice 63. Necht'V je wvektorovy prostor nad télesem T. Potom n-tice vektorid vy, v, ..., vy Se
nazyvd linedré nezdvisld pokud rovnice aivy + asvs + ... + apv, = 0 md pouze trividlni FeSeni
a1=as=...=a,=0. V opaéném pripadé je linearné zdvisla.

n tice ~» mnozina
roz§itent definice na nekonecné mnoziny:
Mnozina X je lin. nezdvisld, pokud kaZdd jeji koneénd podmnoZina je linedrné nezdvisld.

dev: priklady na tento termin. negace tvrzeni (linedrné zavisla)

9 051121

9.1 Linearni nezavislost

Definice 64. Necht'V je vektorovy prostor nad T potom n-tice vektori vy, v, vs, ..., Uy S€ NaAzZYva
Linedrné€ nezdvisld prdvé kdyz ronvice a1vy + asvs + ... + a,v, =0 md pouze trividlni Tesend.

Pokud 0 (nulovy vektor) je mezi vy, ..., v, = LZ nezalezi na pofadi, buno lze pfedpokladat,
LZ
LN

oo mnozina je LN < kazda konefna podmnozina je LN

7e se vektory neopakuji ... mnoziny

LZ ... jeden vektor lze vyjadrit pomoci ostatnich ajv; + -+ + apv, = 0 ma netrivialni feSeni
(a1, .oy an)T kde a; # 0 v; = — aj Nav1 + - + @101 + Giz1vig1 + o+ apvn) = ( —
ara; Doy + -+ (—ana; Yo,

Priklad 65.

oo LN : V...prostor redlnych polynomii, X = {z° z!, 22 3 24 ...} ... LN mnoZna vektori ve
\%4

V=R? |z|>4.17

_ u=0...LZ
X_{u}...{ Lok

_ LZ w=0nebowv=0nebo pfamka w, v prochazi0
X {U’U}'“{LN jinak
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X ={u,v,w}.. LN pokud u, v, wuréuji 1rovinum:0¢ 7
V =T"... vektory nenulové fadky matice v odstuphovaném tvaru=-LN

Korolar 66. X je nezdvisld /\ Y CX = Y nezdvisld
Korolar 67. Y je zdvisld \ Y CX = X zdvisld

Korolar 68. X je nezdvisldi = Vyexué¢ L(X\{u})

Jak zjistit, zdali je X CT™ linearné nezavisla?
a) sestavime matici z vektora X ... tak Ze fadky A jsou vektory

Jnulovy fadek =L7Z

& prevedeme na odstupiiovany tvar
p p Y ZAnulovy fadek = LN

Definice 69. Necht'V je vektorovy prostor. Mnozina X CV se nazyvaji bdaze V pokud
— X je linedrné nezdvisld

— X generuje V neboli L(X)=V

Pro¢ je pojem baze tak dulezity?
... X generuje V ... kazdy vektor ve V se d& vyjadrit pomoci vektorid z X
. X je linearn& nezavisla ... toto vyjadfeni je jednoznatné X = {uy, ..., up} v € Vv =
aiy + -+ apun
vektor (ay,...,an)T je vektor soufadnic vektoru V viiéi bazi X a znaéi se [v],

Dukaz. dikaz jednozna¢nosti:
sporem: 3 vektor se dvéma vyjadifenimi vici stejné bazi
V=a1ui + - + ann
v'=ajuy + -+ alu,
O=v—0v'= (a1 —a)ur+ -+ (an — ap)uy,
>

néktery z koeficienti je nenulovy = uq,...,u, LZ —spor I

Ptiklad 70.
T™ ... kanonicka baze k= {(1,0,...,0)7,(0,1,0,...,0)7, ..., (0,0,...,0,1)T}

V' = prostor redlnych polynomi, baze = {2° zt, 22, ..., 2%, ...}
Tvrzeni 71. Necht V je vektorovy prostor a X C V takovd, Ze pro Vyex plati u ¢ L(X\u) a
navic L(X)=V

Potom X je bdze V.
Disledek: Z kazdého kone¢ného systému generatori lze vybrat bézi

Teorém 72. Kazdy vektorovy prostor md bazi

Dikaz. pokud J kone¢ny systém generatort ... umime
jinak je tfeba axiom vybéru - Bez dikazu ([l

Lemma 73. o vymeéné

Necht vy, va, ..., U je systém generdtori vektorového prostoru V a pro vektor u € V plati, u =
a1v1 + - + anUy.
Potom pro libovolné a; z vyjadieni vyse takové, Ze a;#+ 0 plati: vi, V2, ..., Vi1, U, Vit 1, ..., Up J€

opét systém generdtori V.

Dukaz.

U=ai1v1+ -+ anpvy
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1
Vi =—(U — Q11 — QU2 — = Qi —1Vi—1 — Gi41Vi+1 — = — AnUn)
k2

_ -1 —1 —1 —1 —1y, %
vi=a; u+(—apa; )i+ 4+ (—ai—1a; )vici+ (= aiv10; )vipr+o+ (= ana; o,
Tzn v; 1ze vyjadrit jako linearni kombinaci vy, va, ..., v —1, U, Vi41, .-, Un
Kazdy jiny vektor w € V' lze vyjadfit pomoci vy, ..., v, -> substituci za v; vyrazem *
dostaneme vyjadfenim pomoci vy, ..., Vi—1,U, Vi41,.--, Up O

10 051128

Teorém 74. Steinitzova véta o vyméné
Necht'V je vektorovy prosotor, X CV je linedrné nezdvisld, a Y je konecny systém generdtori
prostoru V. Potom existuje Z takovd, Ze:

o L(Z)=V.. Z je systém generdtori V

o [Z]=Y]|
e XC/Z
o Z\XCY ZCXUY

Navic plati také | X|<|Y| (Z 2. a 3. bodu)

Dikaz. Vezmeme Y a postupné piidavame prvky z X\Y a podle lematu o vyméné odebirame
prvky Y\ X.
o lze vidy nalézt vhodny prvek z Y\X, protoze nové piidavany prvek vyjadiuji jako
linearni kombinaci prvki z X UY = musi existovat nenulovy koeficient u néjakého prvku
z Y\ X jinak by X byla Linearné Zavisla.

e Y konednad = lze provést jen kone¢né mnoho iteraci = |X|<|Y|. O

Dusledky:

1. Pokud mé prostor V' kone¢nou béazi, potom vSechny jeho baze maji stejnou mohutnost.

Dikaz. X,Y béze
XjelN; L(Y)=V = |X|<|YV]
YjelN; L(X)=V = |Y|<|X]
= [X[=]Y] O

2. Pokud ma V kone¢nou béazi, potom lze kazdou LN mnozinu doplnit na bazi

Definice 75. Necht md vektorovy prostor V koneénou bdzi.
Potom tikime, Ze V je koneéné generovany a mohutnost jeho libovolné bdze nazyvame
dimenze prostoru V, znaci se dim(V).

Korolar 76. Je-li W CV (W podprostor V). Potom dim(W) < dim(V)
Poznamka 77. Vétsina vét lze uprvit i pro co mnoziny.

Tvrzeni 78. Necht vektory uy, ..., u,, generuji prostor V.CT™
potom dim(V') = rank(A), kde matice A je matice typu m X n a jeji Fddky tvori vektory
ULy eey Um

Dikaz. V =L(u1,...,um)=R(A)

Vime, 7e elementarni operace neméni R(A) ~» nalezneme U v odstuphiovaném tvaru
takovou, ze R(A) =R(U) rank(A) = poctu pivoti vU =dim(V)

tyto fadky generuji R(U)=R(A)=V; navic jsou LN = tvoif bazi V O

Teorém 79. Nechl A je matice typu m X n nad télesem T. Potom plati dim(S(A)) =
dim(R(A)) =rank(A)
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Dukaz.

I. UkaZeme, Ze nasobeni regulérni matici zleva neméni dimenzi sloupcového prostoru.

elementarni operace
déna A, regularni R, oznadime uq, ..., u, sloupce A, polozime A’ = R - A, uj, ..., uj,
sloupce A’, plati uj= R u;

n n
Necht w € S(A’) lze nalézt koeficienty ay, ..., a,, takové, ze w = > aul = > a;Ru; =
n T i=1 i1
R Sau; =R-w
i=1
vektor z S(A)...w
vezmeme béazi vy, ..., vq prostoru S(A4); d =dim(S(A4))

d
vyjadiim w jako linedrni kombinaci vektorti vy, ..., vq tzn. w= > bv;
d d d i=1
£ £ ~~ -
=1 t=1 oznacim Vi, 0 i=1
Protoze W' byl libovolny vektor, dokdzu S(A’) gemerovat vektory vi, ..., vj =

dim(S(A’)) <d=dim(S(A)).
z faktu A= R™'A’ dostanu dim(S(A4)) <dim(S(A")) = dim(S(A4))=dim(S(A"))

IT. UkaZeme, 7ze pro matice U v odstupiiovaném tvaru plati, ze dim(S(U)) =dim(R(U))

III. Pro danou A najdeme U v odstuphovaném tvaru, takovou, Zze U = RA kde R je regularni
dim(S(U)) =dim(S(A)) =dim(R(U) =dim(R(A)) =rank(A)

Diisledek: ¥V cpmxnrank(A) =rank(AT)
Dasledek:  Nasobeni regularni matici neméni hodnost.

Disledek:  rank(AB) < min {rank(A);rank(B)}

Dikaz. S(A) = {u|u = Az, 2 € T"} D {u|lu = Az, z € S(B)} = S(AB) ~ dim(S(AB))
rank(A B) <dim(S(4)), ...... podobné pro B

O

Dcv: Naleznéte pfipad, ze plati <

Disledek: Pro libovolnou matici A € T™*™ plati, ze dim(ker(A4))+rank(A4)=n
... plati specialné pro matice v odstupiiovaném tvaru dim(ker(A)) = # volnych proménnych =
n; rank(A) = dim(R(A)) = #béazovych proménnych =n

Korolar 80. Pri Feseni homogennich soustav Ax = 0 tvori vektory n parametri bdzi prostoru

ker(A)

11 051212

Definice 81. Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Potom zobrazeni f:
V — W se nazyvd linedrni zobrazent pokud plati:

Vo,vrevf(v+0") = f(v) + f(v')

VoevVaerf(av)=af(v)

Priklad 82.
trividlni linedrni zobrazeni

Yo GVf (U) =0
vnoieni vektorovych prostori jako zobrazeni
VCW f(v)=w

projekce na i-tou soufadnici v aritmetickych vektorovych prostorech
[T =T f(v)= f(v1,02,...,00) =v;
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Priklad 83. osova soumérnost, stejnolehlost, rotace, .. v roviné
(je ale t¥eba zachovat pocatek)

Priklad 84. prostor diferenciovatelnych funkei
derivace je linearni zobrazeni

Priklad 85. lineadrni zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi prostory 7™ — T™ urcené
matici AeTm*"
veT™ f(v)=Av

Korolar 86. Reseni soustav Az =b lze vnimat jako hleddni mnoZiny vzord vektoru b pri zobra-
zeni f(v)=Aw cili f~1(b)

Korolar 87. dim(f(v)) <dim(v) kde f(v)={f(v),veV}
ULy ey Uy, t0OTE bdzi V => f(u1),..., f(uy,) tvori systém generdtord f(v) (nemusi byt LN)

Korolar 88. Pokud jsou f:U —V a g:V — W linedrni zobrazent
potom je i jejich sloZeni go f:U — W linedrni zobrazeni

Dcv

ovéite formalné
Teorém 89. Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem a u, ..., uy, je bdze pro-
storu V. Potom pro kaZdou n-tici vektori zi, zo, ..., zn, € W existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni

[V =W takové, Ze f(ui) =2z Yi=1,.n

Dikaz. Libovolné v € V' lze jednozna¢né zapsat jako kombinaci vektori baze v= Y au; a; €T
f)=f(YX i) = Y aif(u)= > aizi O
i=1 i=1 i=1

jednoznacéné vyjadieni f(v)

Definice 90. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, X = (uq, ..., u,) je bdze V,
Y =(wi, ..., wn) je bize W a f:V — W je linedrni zobrazend.

Potom matici A € T™*™ sestavenou ze sloupci ([f(u1)ly, [f(u2)ly, ..., [f(un)ly) nazjvime
matici zobrazeni f vzhledem k bazim X,Y a znaci se [f]xy

Pokud V=W a f=id potom matice [f]xy se nazgvd matice pirechodu od bize Y k bdzi X.

Uziti matice zobrazeni:
veV, baze X znam [v]x

checeme ur¢it [f(v)]y .... lze psat [f(v)]ly =[flxvy - [v]x
[v]y = [id]xy[v]x
proc¢? .
pokud v=Yau; a;=([v].); [v].=(ai,...,an)T
i=1
n ai

flo)=3ai S (us) =([F@y - [f(un)]y)( : >[f]XY[U]X

i=1 vyjadreni [f(u;)]y je i-ty sloupec matice zobrazeni n

Disledek:

Necht V', W, U jsou vektorové prostory nad télesem T s koneénymi bazemi X,Y,Z a f:V —
W, g: W — U jsou linearni zobrazendi.

Potom plati [go flxz=[g]vz- [flxv

Dikaz.
[go f(V)]z=[g(f(v)]z=lglyz[f(V)ly =lglyz[flxv[v]x
[(go f(v)]z=[g0 flxz[v]x
pokud tedy plati [g]yz[f]xy[v]x = [go flxz[v]x, tak [glyz[flxy =[g° flxz O
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Priklad 91. stereografickd projekce (3D->2D) ((a + gc, b+ %c))

Definice 92. Necht V a W jsou vektorové prosotry nad stejnym télesem T. Potom linedrni zob-
razent f:V — W které je prosté a na nazdvdme izomorfismem vektorovych prosotri.

Poznamka 93. zobrazeni prosté & na se také nazyva bijekce (1-1 zobrazeni)

z definice lze odvodit existenci inverzniho zobrazeni f~%W — V

Pozorovani:
Pokud je f:V — W izomorfismus, je izomorfismem i f~!

Diikaz. f~! je bijekce .. z definice musime ovéfit, ze f~1 je linearni
e+ =171 (@) + f(w’))f_s,l, frUf@+a))=z+a'=f"12)+ (=)
FHla ) = e f@) = F (f(ax) =az =af~1(2) O

skalar

Tvrzeni 94. Necht V a W jsou vektorové prostory nad T s koneénymi bizemi X, Y. Potom f:
V — W je izomorfismem prdve kdyz dim(V)=dim(W) a [f]xvy je reguldrni

Dukaz. (ty dimenze jsou tam zbyte¢né (jinak by nebyla regularni))

< [flxy je regularni = 3 inverzni matice ([f]xy)~ ! a vezmu si zobrazeni g: W — V
takové, ze [g]yx = ([f]Xy)71

(g0 flxx=I[glvx - [flxv = Iix=ldxx = f

~—
kdybych se dostal ze dvou na jeden, uz bych se nerozdélil

je pak prosté

[foglyy =[flxvlglyx = Ly =[dlyy = fjena
_1 to samé jako minule
(g=/171
= [ je izomorfismus = J5-1 ......... mizeme vzit matice [f]xy, [f~Yvx

Ulxylfyx=[fo [ yy =[dlyy =1y
[f_l]YX[f]XY: [f_lof]XX:[id]XX:I‘X‘
z obou té&chto fakti plyne: | X |=|Y'| - tedy, Ze jsou ¢tvercové a regularni O

Teorém 95. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T, potom V je izomorfni k T™

Dikaz. Vezmu libovolnou bazi X prosotru V' a nadefinuji izomorfismus matici [f]xx = I,
(k...kanonicka baze T™) O

Poznamka 96. dim(R(A))=dim(S(R- A))
xeS(4) fix—Rx

R regularni = f je izomorfismem = zachovava dimenzi

dikaz ktery jde dokdzat jednoduseji, nez jsme to délali minule

Dcv: Prostor polynomu nad 7T stupné <n je izomorfni s 771

Matematicky kotrmelec:

Méame vektorovy prostor V,W nad T. Ozna¢me Z(V, W) mnozinu vSech linearnich zobrazeni
zV-W

Jsou dany fi, fo V—W ... jak nadefinovat (f1+ f2): V—W?

Definuji f1+ fo nasledovné: Vuev(fi+ f2)(u) = fi(u) + fa(u)
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pro a € T definuje (a f): V — W nasledovné: V(o f)(u) =a f(u)

Tvrzeni 97. (Z(V,W),+,+) je vektorovy prostor

Dukaz. Tieba ovérit:

1. ze jak fi1+ fo, tak af jsou linearni zobrazeni (4 formulky)
(fit f)ut+u)=..=(fi+ f2)(u) + (fr+ f2) ()

2. tfeba ovéfit axiomy (m.j. nalézt zobrazeni, které bude nulovym vektorem, ur€it opacna
zob.,...)
Dokonc¢eni doma 0

Poznamka 98. Pokud V' a W maji kone¢né baze X,Y |X|=n,|Y|=m
tak (Z,+,-)=(T™*" +,-)

13 051219

13.1 Prostory se skalarnim souc¢inem

-pouze pro prostory nad C respektive nad R
pro¢: potiebujeme usporadani (R, <)

— linearni usporadani - relace - reflexivni, antisymetricka, tranzitivni, aplna
— a,beT: a,b>0=a+b>0;a-b>0
— a,beT: a<b a+(-0)<0

& budeme potiebovat odmochovat

Definice 99. Necht'V je vektorovy prostor nad C
Potom funkce V. x V. — C, kterd dvojici vektori X, Y pFitadi komplexni ¢islo (X|Y) se
nazyvd skaldrnt soucin, pokud spliiuje ndsledujici axiomy:

(N). (X|X)=0 < X=0
(P). Vxev(X|X)>0 (KS) = (X|X)eR, proto lze wvazovat (R, <)
(KS). Vx yev(X|Y)=(Y|X) (znaci komplexné sdruzené éislo)
(L1). Vx yevVacc(aX|Y)=a(X|Y)
(L2). Vx v, zev(X+Y|Z)=(X|Z)+(Y|Z)

vime, co je @ ... komplexné sdruzené ¢islo a+ib~>a—1ib
|a|...absolutni hodnota a

Definice 100. Necht'V je vektorovy prostotr nad C
Potom funkce V — R kterd vektoru x prifadi redlné ¢islo ||z|| se nazgvd norma, pokud spl-
nuje ndsledugici axiomy:

(N). ||z]|=0 < x=0

(P). Yaevllz|[ =0

(SN). VoevVacr llazl|=|al- ||
(TN). Vx vevllz+yl <zl + Iyl

Priklad 101.

e Norma odvozena ze skalarniho soucinu: ||z| = /(z|z)
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e standardni skalarni soucin na C" (resp. R™)
(zly) = Xt
i=1
e jiny souéin definovany pomoci regularni matice na R"™
(z]y) =2TATAy
napi: R2 A= ( é ? ) dostaneme (z|y) = $T< ; g )y =21y1 + 221y2 + 222y1 + SY1Y2

e prostor integrovatelnych fci na intervalu (a, b)

b
(f(@)lg(2)) = [ f(2)g(x) dx

Priklad 102. Normy:

e FEuklidovskd norma:
o] =/ Y @iz (naR: /> a7)
i=1 i=1

e jiné normy: (napfiklad normy odvozené z jinych skalarnich souéinti)

n
e dale napt: ||z|,=5/ > JailP ... L, norma
i=1

e FEuklidovskd norma — Lo norma
n
p=1 lol= Xl
i=1

p=0 |z]loc= max [z
Geometricka interpretace
lz] ... velikost vektoru x
|z =yl ... vzdalenost vektori x a y
(x]y) ... odpovida thlu sevienym té€mito vektory

Korolar 103. Pro standardni skaldrni soucin J\ Euklidovskou normu v R™ plati:

(X[Y) =zl llyllcos ¢
kde o je uhel, ktery sviraji x,y.

Plati kosinova véta: ¢ = a2+ b% —2abcos ¢

z]|=a
lyll =0 A=z —ylr—y)=(z|z) +(yly) = 2]z [yl cos ¢
|z —yll=c ( —ylz —y)=(z|z) + (yly) — (x]y) — (y|z)

= (X[Y)=llz[l- [yl - cose

Teorém 104. (Cauchy-Schwarzova nerovnost)

Necht V je prostor nad C se skaldrnim soucinem (z|y) a ||x|| je norma odvozend z tohoto
soucinu.

Potom plati: |(z]y)| <[] -[ly]]

Dutkaz. pokud x nebo y jsou nulové, dostavam 0 =0
dale pro libovolné « € C plati ||z + ay| >0
2+ ayl® = (z + aylz+ ay) = (z]z) + a(y|z) + a (y|z) + aa (yly)

nyni zvolim a= _<;+7Ly>> a eliminuji se mi posledni dva ¢leny
zlstava: | ‘

_ {=zly){yl=)
0< {zlz) (yly)

= (zly)(yle) < (z|z)(yly)
|<§|y>l2§ - 1y 12
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=
[zly) < llz iyl O
Dusledek:
Platnost TN pro normy odvozené ze skalarniho sou¢inu
Dikaz. |[lz + yl| = @tyle+y) = V@) + )+ le)+yly) <
Vil +20n+yl° < VilzlP+2lzl Tyl + Tyl* =zl + [y O
<~
C-S
Dusledek:

Nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primérem:

n n
aritmeticky pr: %Z z, <y /%le% :kvadraticky pr.
im

i=1

n n
dostaneme automaticky pro y e R™y=(1,...,1) (z|ly)=Sz; |z|=,/>Sz |yll=vn
i=1 i=1

14 060102

Definice 105. Vektory x a y z vektorového prosotru se skaldrnim soucinem se nazyvaji kolmé,
pokud (x|y)=0. Znaéime x L y.

Definice 106. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem a (v, ..., v,) je
jeho bdze takovd, Ze Yy ; plati v; L v; a navic Vi ||vi|| = 1, potom (v1, ..., vn) se nazgvd oroto-
normdlni bdze prostoru V.

Kdyz vektory néjaké ortonormalni baze prostoru R™ narovnam do matice ... dostanu ortogo-
néalni matici, u C" ... unitarni matice

o 2 s s o (V2 veNT N R AN IS
Priklad 107. R” - kanonicka baze; v1 = (7, T) , Vg = — ( — 5 T) => ( é ﬁz
A-AT=1,
Korolar 108. Kazdy systém vzdjemné kolmgjch vektori je linedrné nezdvisli.
Dikaz. sporem za DCV 0

Tvrzeni 109. Necht (vy,...,v,) je ortonormdlni bdze prostoru V.
Potom pro libovolny vektor x € V plati, x = (x|v1)v1 + (x|va)va + -+ + (z|vp) vy
Koeficienty (z|v;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

n
Dikaz. vy,...,v, je baze ... 1ze vyjadfit = jako lin. kombinaci z= Y o, v;

n n =1
<~’C|Uj><zaivi Uj>204i (vilvj) =a; 0
i=1 i=1 S——
{ =0pro 1_;&]_
=1proi=j
Definice 110. Necht W je prostor se skaldrnim soucinem, V.CW a Z = (vy, ..., v,) je ortonor-

mdlmi bdze prostoru V.

-

Potom zobrazenim P,: W — V definované P,(x) = (xz|vi)v; se nazyvd ortogondlni pro-

=1

jekct prostoru W do prostoru V.
Korolar 111. P, je linedrni zobrazeni ... DCV

Lemma 112. Necht V CW, Z = (v1,...,v,) je ortonormdlni bize V a oznacime y=x — P,(x).
Potom plati, Ze y L v; pro vSechna i=1,...,n.
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Dikaz. (y|v;) = (x — P,(x)|v;) = <x - Zn:1<x|vj>vj vi> = (x|vi) —
i (zlv;)  (vjlvi) | =(x|vs) — ((x]vs).1) =0 O
j=1 SN——

=0pro i#j
=1lpokud i=j

Dusledky
Nejkratsi vzdalenost je na kolmici - P,(x) je nejblizsi vektor v prostoru V k vektoru x (nejb-
lize = minimalizuje ||z — P,(x)|.

Diikaz. Chci ukazat, Ze ||a| <|la+b|| neboli ||x — Py(z)|| < || — u|| Yuev

la+b|2=(a+bla+b)= (a|a)+ (b|b) + (alb) + (bla) -
lall? >0 =0protoze aLb

Gram-Schmidtova ortonormalizace

-z libovolné baze (z1, ..., ) prostoru se skalarnim souinem spocita bazi (vy, ...v,), kterd je
ortonormélni
Algoritmus:
proi=1,...,n délej:
i—1
yiz=mi— 3 (zilvj)v;
1 J=1
Vii= myz
korektnost pro ukonéeni i-té iterace ||v;|| = 1, v; L v; pro j < i protoze y; L v; pro j < i dle
lemmatu.
L(V1,V2, ey Vim 1y iy Tig 1y ooy ) = L(V1, 000, Vi1, Uiy Tig1, ...y Tn) Dlyne z véty o vymené

www.mste.uiuc.edu/exner /ncsa/orthogonal /

Dasledek
Pokud V' C W tak kazdou ortonormalni bazi prostoru V lze rozsifit na ortonormalni bazi
prostoru W.

14.0.1 Metoda nejmensich ¢tverca

“Co je to metoda nejmensih ¢tverca?”
...Hledanim pfibliznych feSeni soustavy Az =10
beS(A) ... existuje alespoii 1 piesné feSeni.
b¢ S(A) ... soustava nema zadné (pfesné) FeSeni.
vezmu b’ = P(b) € S(A)

feSeni soustavy Az = b’{ nutné existuje

minimalizuje [|[Az — b]|... t.j velikost chyby

15 060109
15.0.2 Ortogonalni doplnék

Definice 113. Necht X je mnoZina vektori ve vektorovém prostoru W se skaldrnim soucinem.
Potom ortogondlni doplnék mnoziny X je Xt ={uc€W|u Lz proV,ex}
Priklad 114.
o R3 X ={u} - vznikne kolma rovina
e X ={u,v} - piimka
o X={u,v,w} - poéatek (X+=1{0})
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Korolar 115. X CY = X1DY+
Dikaz. WeYteW LaVoey = W Lz Voexy S weXt O

Priklad 116. hledéani feseni homogennich soustav Ax =0:
mnoZina fefeni je rovna R(A)~+
(vidi standartnimu skalarnimu soucinu)

Teorém 117. Necht'V je podprostor prostoru W se skaldrnim soucinem konecné dimenze
Potom plati:
a) V1 je podprostor W
b) dim(V) + dim(V+) = dim(W)
c) (VHt=Vv
d) vnvit={0}
Dikaz.

1. Dle dusledki G-S ortonormalizace vezmu X ortonormélni bazi V' a rozsifim ji na ortonor-
maln{ bazi Z prostoru W

e _ X ={z1,...,zr}
Oznacime Y Z\X { Y =ty
Tteba ukazat L(Y)=V+
a) L(Y)CVL vezmu w e L(Y) plati w=3" oy, ale plati w L x; protoze (wlz;)= (>
agyjle) =32 a5 (yjlwi) =2 a;0=0

LN~ )
protoze XUY je 0 baze
= W je kolmy na bazi V.= W je kolmy na libovolny vektor V'

b) V4 C L(Y) vezméme libovolny vektor v € V+
veW é mizu jej vyjadfit vici bazi Z=XUY
tzn: v= meﬁ Z Biyi=> Biyj=veL(Y)
i=1
a; = (v]z;) ( |y3)
protoze v € VJ‘ é a; =0

a) plyne protoze L(cokoli) je podprostor

b) dim(V) =]
dim(V+) =|y|
dim(W) = [z] = [z] + [y
c) V=L(X)
VEi=L(Y)

(VHLl=L(X)=V
d) pro spor predp. zZev eV NV+
v:,éOpotom{”*§§Zzlé()fvafzaixif > Bjy; =XUY LZ - spor O
397

netr. lin. komb

Definice 118.
Necht U je podprostor vektorového prostoru V a x € V. Potom mnoZina x+U ={z+u,

pouze znacka
proVucu} se nazyvd afinni prostor.
Dimenzi x + U definujeme dim(z +U) =dim(U)
Poznamka 119. Afinni prostory nemusi byt vektorovym prostorem!

Priklad 120.

e v R3: roviny, piimky v obecné poloze
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Korolar 121. pokud x € U potom x+U =U

Tvrzeni 122. Necht f:V — W je linedrni zobrazeni a b€ f(v).
Potom plati: f=1(0) je podprostor V a f~=1(b) je afinni podprostor V, kde f=*(b) = zo +
F710) pro libovolné zo € f~1(b).

Dukaz.

i. f71(0) je podprostor - uzavtenost na + a *
r,y€ f~Y0), a €T
fla+y)=f(@)+ f(y) =0+0=0 = X+Ye[f 0
flaz)=af(z)=a0=0 = aze f~}0)

ii. uvazme x € f~1(b)
flx—x0)=f(x)— f(xo)=b—b=0 r—xz0€ f7H0); =m0+ w: we f71(0) O

15.0.3 Lagrangova interpolace

Metoda jak snadno nalézt polynom p(z) stupné n — 1
n body (z;,y:), kde hledané p ma spliiovat y; = p(x;)
Resime nehomogenni soustavu s matici

1z a2 Pt
P R . 2 n—1__ | PP .
S T ap+ a1x1 + agxi + -+ an—127 =11 Ineznamé jsou koeficienty
1 zp x2 .. a7t

polynomu tj. ag,...,an_1
(Vandermontova matice)

alternativni zptisob feSeni této tlohy:
Oznadime si
Py(x) __ (om)@—z)(@—zn)(@ —wig1)(x —2n)

(zi —z1)(zi —z2) (2 —@i—1)(Ti — Tig1)(Ti — Tn)

polynom ¢ proménné x stupné n—1
Pi(xz;)=1 ... protoze V dil¢i zlomky =1
j#i Pi(z;)=0 ... protoZe v jednom z ¢initelti mame (z; —x;)

Hledany polynom p(x) ziskdm piedpisem
P(:L') =4 pl(z> + Y2 pg(l‘) + -t ynpn(z)

skute¢né P(z;) = y1 p1(z;) + yapa(x:) + - + yipi(@s) + - + ynpol@:) =il =vy;
0 0 1 0 g




