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Cviceni 1. 11.10. 2022

Transportni rovnice, PDR 1. radu
Bud ¥ = §(t,x) : [0,T] x R* = R? dané vektorové pole.

T ...casovy interval naseho zdjmu

Q C RY... oteviend mnozina, kde je pole @ dobie definovano.

Céstice (barvivo) umisténé v ¢ = 0 do bodu &% = (29,...,29) € Q se po-
hybuje v poli ¥ po trajektorii

X ((e,#°)):[0,T] — Q tak, ze t € [0,T)] piitadi & € Q, kde (1)

X X (t,z° .

at:ﬁn%di(&w)::ﬂuxﬁiﬂ) 2)
X

Céstice miize transportovat néjakou velidinu (hustotu, koncentraci).
Oznac¢me ji w. Pak pokud zanedbame dalsi mozné fyzikalni mechanismy

(zdroje w, difuze w, ...), tak se hodnota u podél trajektorie nemeéni, tj
0=4 (t X(t :i:"’)) (3)
- dt U ) K

S vyuzitim Fetizkového pravidla na (3) dostdvame rovnici transportu

01 2 (1 50) 2 (1502%) 2 2

Ly
(2) Ou ou
:&4q+%jqu)
mw@@+v@@ﬁ@@(m+av0@@ (4)
at ’ ’ ot ’

ou
Zobrazeni u — . + ¥ - Vu nazyvame transportni operator.
L

Shrnuti:

o Trajektorie ¢dstice v daném vektorovém poli ¥ jest popsdna systémem
ODR (2). Veli¢ina u, kterd jest transportovdna po dané trajektorii, Fesf
transportni rovnici (4).

o Transportni rovnice (4) jest specidlni pfipad PDR 1.Fddu.

o Vidéli jsme, Ze tento specidlni piipad PDR 1. fadu, tj. rovnice (4) tzce
souvisi se systémem ODR (2). V naSem ptipadé jsme z (2) odvodili (4).

o Ukazeme, ze PDR! 1.Fadu lze fesit pomoci ODR typu (2).

1PDR = parcidlni diferencidlni rovnice
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Cil:

Zformulovat theorii pro reseni PDR 1.radu a naucit se tyto rovnice, alespon
v jednoduchych pripadech, resit.

Definice 1 (Parcidlni diferencidlni rovnice 1. fadu).
Pro

F:(QcRY)x RV —R
NI N——

CRoedi) (u,21,...,2N)

Tesime tlohu

0 0
Fly,...,yn, u, —u,...,—u =0, zkrdcené F (¢,u,Vu) =0
8!1/'1 8;vN
Priklad:
o

Rovnice transportu + U - Vu = 0 nezavisi explicitné na u.

ot

d
F ma tvar F(t,z1,...,24,20,21,--,2d) = 20 + ka(t,x)zk
—_———
k=1

N=d+1
Yi,--- YN
Ukol:

Vymyslete pékny nelinearni priklad PDR 1. fadu, urcete funkeci F'.

Definice 2 (Kvazilinedrni PDR 1. fddu).

., " ou
Obecny pripad: Z ar(Yi,- -+ Yn, U)# = f(y,u)
b1 T Yk
Lo .. - o ou
Nehomogenni lin. PDR 1.7ddu: Z ax(§) =— () + ant1()uly) = f(y)
k=1 Dy
L. .. - L O0u
Homogennd lin. PDR 1.7ddu: Zak(y)—(y) =0 (5
k=1 Oy
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Theorie k nalezeni Feseni rovnice (5)

ou

aW)g, @+ Fanly)g @) =0 F= - 9m) (5)

n
kde a,(¥) spliuje: Z lak(H)| >0 Yy € Q
k=1

o Necht u Fesi (5). Uvazujme parametrizaci (trajektorie, kiivka):
SGR'—)(yl(s)v“‘ayN(s)) (Q)

a definujeme
2(8) = U (y1(s), .-, yn(s)) = w(¥y(s))

R CN Ty o,

o Srovndnim (5) a (6) dostavdme:

Tvrzeni 1.
Pokud y1(s),...,yn(s) Fesi systém ODR

y1 = a1(y1(s), -, yn(s))
: (7)

vy = an(@1(s),- . yn(5))

pak 2/(s) = 0 a_tedy u(y1(s),...,yn(s)) se na kiivce (¥¥) neméni, neboli u jest
Eg_dil )inky (%) konstantni (k urceni je t¥eba znit hodnotu v jednom bodé
fivky

Také plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.

Jest-li ¥ fesenim systému ODR (7), pak u(y1(s),...,yn(s)) = C Fesi rovnici (5)
(homogenn{ lindrni PDR 1. fddu).

Terminologie:

o Systém ODR (7), ktery lze doplnit o ,,pocateéni” podminku
11(0) = y?,...,yn(0) = 3% se nazjyva charakteristicky systém PDR 1.
radu

o Kiivce (%), coz je feSenf charakteristického systému (7), fikdme charakteristika.



Cviceni 1. 11.10. 2022

Poznamka:

Bud (71,...,9n) € RY libovolny pevny bod. Pokud ndm charakteristika pro-
chazejici timto bodem protne primku ¢i kiivku, na které mame zadana pocatecni
datam pak vime, ze hodnota u (g1, ...,yn) se shoduje s hodnotou dat v prise-
¢iku charakeristiky s kiivkou s daty.

(7] D4 TA

7 této uvahy vidime, ze zadani pocatecnich podminek ¢i dat na charakteristi-
kéch nés vede do nesmyslné situace.

Dulezity aspekt theorie PDR je zajistit zadavani pocatecnich podminek na ro-
zumnych necharakteristickych krivkach.



Cviceni 1. 11.10. 2022

Pr.: Homogenni transportni rce s konstantnimi koeficienty
Budbe R, b= (by,....bq),T>0 a ug:RI-R
Hledame u : [0, T] x R? — R spliiujici

% (t, &) + b- Vu(t, ) =0 v (0,T) x R4 (O)

kde ug, b, T ... data; u ...Tedeni (0) a (A)

3 zpusoby reseni
[1. FeSeni] Geometricky zpusob

Rovnici (O) lze zapsat ve tvaru

ou Ou ou
—— ..., — | - (1,b1,...,bg) =
<8t’3x1’ ’81'(1) ( » V1, ) d) 0
= Vieu- (1, B’) —0
= " wu(t,z) =0

(1,b)

-

. Casoprostorova derivace fce u ve sméru (1, b)

-

Odtud plyne, ze u podél sméru (1,b) jest konstantni.

-

,Piimka” prochazejici body (f, f) se smérnici (1, b) ma tvar

/N

t-t)b=%-%
Pifmka protne das t =0 v bodé £=& —tb
z

T =27+ b(t—1) Tedy u(t_,f):uo(a::’ffl_)’), V (t,z) plati
b (t+1,Z+b)

@21 [u(t,2) =uo(z—th)| (8)

WV
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Ukol:
Ovéite, ze pro ug € C(R?) ke u dané vztahem (8) klasickym fesenim ((J) a (A)
Pozndamka:

Reseni typu (8) se nazyva cestujici/putujici vina (angl. travelling wave).

[2. FeSeni] Pomoci charakteristického systému

Charakteristicky systém ma tvar

Jeho obecné feseni je:

t(s) =s+t,
#(s) = b(s) + %, kde (f,z) € R je libovolny bod

B e o oode_Ou (D)
Pakfcez(s)—u(s—l—t, bsj—m)splnu‘]ea—a—i—b Veu =0
T

Tedy z je konstantni vuci s, odkud plyne:

u(t,@) =z2(s)|,_,=2(s)|__;=u (O,a::’—l_ﬁf) = ug (5‘:’—57)

Neboli u (t, &) = uo (a’:’ — 5t)

[3. FeSeni] Fourierovou transformaci

Opakovani:
I = —\  — 2T — 8Au
u (ta 113) = u (tv y) ydy ) a. (ta 111) - ZWZ.fJU(t, w)
Rd a(Ej
o o, ST o
Aplikujeme FT na (0O): 5 (t, @) +2miZ - bi(¢t,Z) =0
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Aplikace FT na (O) = — (ﬂ(t,:i') e2m5'5t) =0

Rd
/_/sb
= [ ul@) o2 @ T80 g
R4

Tedy u(t, &) = uo (a':' - gt)

Nadéle budeme pouzivat reseni 2 = metodou charakteristik, nebof je nejuni-
verzalnéjsi, funguje (theoreticky) pro b zavislé na case a prostoru.

K nalezeni analytického vzorecku potfebujeme vsak umét vytesSit charakteris-
ticky systém (7), a jest-li n > 2, pak potfebujeme nalézt véechna nezdvisla Fesen{

systému (7).

Doporucend literatura: O. John, J. Necas: ,,Rovnice matematické fyziky”, 1972
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7 minulého cviceni plyne nasledujici tvrzeni:

Véta 3.
Jest-li ug € C* (RY), pak u (t,2) = uo (x — bt) je jediné C* FeSeni tlohy:

%—&—iVUzO v (0,400) xR?

u(0,0) =up(z) v R4

Dukaz

Existence plyne ze vzorecku u(t, z) = ug(z — bt), pro ktery derivovanim ovérime,

ze spliuje rovnici. Také trividlné ovééime nabyvani poc¢ateéni podminky.

Jednoznacnost plyne z tivah na minulém cviceni: Jest-li u(t,x) FeSeni (%)
a (t,x) libovolny, pak timto bodem prochdz{ jedind charakteristika, na niz
je Teseni konstantni. Charakteristika je pfimka a hodnota na pfimce je déna

pocatecni podminkou.

Priklady na procviceni
Oou  Ou
OF sl

u(0,x) = sin(x)

Reseni:
. ap=1 y=t t'(s) =1
koeficient =
oencienty ap =t Yy = char. systém xl(s) = t(s)
t(s)=s+t
—_— 82 _
x(s) = 5 +is+2x

2PP = podateéni podminka (Casova)
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ou n t@u _0
ot or
u(t,0) = g(t)
Reseni:
stejny charakteristicky systém jako v @
t(s)=s+t
—_— 52
x(s) == +ts+2x
2
— S — _ ,
z(s)=u (s +t, 5 +its+ m) ... konstantn{
Pro aplikaci OP potfebujeme zjistit, pro ktera s je druhy ¢len 5—22 +ts+x=0
= S120=—tx\Vt2-2%

Tedy rovnice nema reseni, pokud:

>0 & (t‘— \/2;3) (t‘+ \/233) <0, tj.pro fe (—\/2f,+\/2gz)
Tedy na mnoziné {(¢,z) : £ > 0 At € (—V2Z,+V/2Z) FeSeni neexistuje!

Na doplitku této mnoziny:

u(t,z) = z(s)|,_, = z(s)|S:7t_i = = U (:l: t2 -2z, 0) er

2 g(:t t‘LQ;f)

Tedy g musi byt sudéa funkce!

30P = okrajovd podminka (prostorova)
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@ Najdéte obecné feseni rovnice

ou ou
o (axy)+ﬂfafy(m,y) =0

Reseni:
. aozl ag =Yy x/(s):y(s) / ( Z‘(S))
koeﬁ(nenty a; = ay =x char. systém y’(s) = SC(S) / . (7y(5))
a'(s)a(s) —y'(s)y(s) = 0
1d
9 ds (1’2(5) - 92(5)) =0 = charakteristiky spliuji

22(s) — y?(s) = konst.

Protoze FeSen{ u jest konstantni po charakteristikéch, plati ze u (z,y) = g (2% — ?)
je t¥ida obecnych FeSeni pro g € C! libovolné.

10
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Mala exkurse do svéta nelinearnich PDR

@ Uvazujme nelinedrni rovnici

Ou Ou
u (0,0) = up(x) v R

Pouzijeme opét methodu charakteristik: z(s) = u(s+1,bs+ Z) pro nulovou
pravou stranu.

Pak:

ug (z — bt)

u (@) = 1 — tug (x — bt)

(%)

Vidime, ze (¥¥) méd smysl pokud 1 — tug (x —bt) > 0. Tedy, dloha (N) mé
jediné feseni definované na [0, Thaz), kde

Tnae = 400, pokud ug <0 vsude v R
1
Thaw = ———, pokud ug > 0 vsude v R
sup uo(y)
yeR

Navic, pokud nastane druhy piipad, tak

supu(t, z) — +oo pro t = (Trmaz)~
yER

Tomuto jevu, kdy Teseni ,exploduje”, se rika ,blow up”. Nelinedrni rovnice ne-
musi mit feseni na libovolném intervalu.

11
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@ Uvazujme pocatecni ilohu - Burgersovu rovnici

ou ou
a+u%_0 v (0,00) xR (& B)
u (0, 0) = up(x) v R
Poznamka:

1) Vsimnéme si, ze Burgersovu rovnici lze psat ve tvaru ,zdkona zachovani”
ou . 0 [u? 0
ot Ox \ 2

a provedeme lim , pak za podminky lim w(¢,z) =0,
R—o00 r—+oo

R

Vezmeme-li /
-R

dostavame:

gt/Ru(t,x) dr =0 = /Ru(t,a:) dx =/Ruo(x) dx

@ (podminka nemeénnosti / u(t,z) do v éase>
R

Ukol:

Ukazte, ze || u (t, o) [72m = | woll72(g)

2) Burgersova rovnice je jednoduchd ,nelinedrni” PDR, kterd je ,soucdsti”
mnoha systému PDR mechaniky tekutin a pevnych téles.

Resitelnost (&2 B)

Pokud w jest TeSenim (&= B), pak vime, Ze u jest konstantni na charakteris-
tikach, které jsou dany komplikovanym systémem ODR:

S

ag = 1 Yo = t t 1 S t(O) =
a=u Yy == z'(s) = u(s,z(s)) podminkami z(0) =z

(©)

Charakteristicky systém zavisi na (hledaném) feSeni a je obt{Zzné ho fesit.

12
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Uvazujme:

(i) w jest konstantni na charakteristikdch danych (C)

(ii) w udava v (C) smeérnici teény k charakteristice ... [1,u (s, z(s))]
= Z toho vyplyva, ze smérnice k charakteristikim se neméni.
= Smeérnice jsou primky!

Odvodime, ze u jest dané vztahem: ’u (t, x + uo(x)t) = up(x) ‘
Skutecneé:
t(s)=s+t -y
o) = Cs+z = w(BE) =ultls). 2]
= u(t(s), 2(s)) |,__;
=u(0,z—Ct)
=u(z-Ct),
kde C =u(t(s), z(s)) |S:7£:u0 (z—Ct)
substituci y=2z—Ct  dostaneme:

u(t, y+Ct) = uo(y)
u(t, §+uo(y)t) = uo(y)

Coz jsme chteéli!

13
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Graficky nahled: Prot >0
Jest-li up neklesajici v R, pak charakteristika (pfimka) vychazejici z 21 mé
mensi smérnici (rovnou wug (1)) nez charakteristika (pfimka) vychézejici z o

pro xr; < 9

Charakteristiky se tedy neprotnou a hodnota feseni jest dana hodnotou na po-
catku.

ug neklesajici v R:

uo ()

z1 T ug (2)

iW :1;2 R

17

T T2 R

Vv

14
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Naopak existuje 1,z € R, z1 < zo tak, Ze ug (z1) > ug (z2), pak se smérnice
ug (1) a ug (z2) protnou v éase tq.;; a klasické FeSeni nemuze pak existovat pro
t > terit- Vznikd rézova vina.

smérnice = _Mlecceeaad - torit

Uo (l] )

smeérnice
Uo ([E 2 )
] ]

T T2 T

A\ 4

Tedy problém (&= B) nemiize mit klasické feseni u € ((0,00) x R) NC ([0, 00) x R).

Zkusme pojem feSen{ oslabit. Bud ¢ € C§ ((—o00,T) x R) libovoln4.

T
Nésobme (&= B) ¢ a integrujme / / dx dt
0o JR

T ou Ju
07/0 /R(atgoJruaxgo> dx dt
T
:/ /(3“¢+1 8(u2)) dz dt

= [per partes + ¢ kompaktni nosi¢ v R + ¢(T) =

[ ()t~ [ w00 om_//( %) 4r i =

_/OT/< 8;) dr dt — f/ /( )d dt — /Ruo(x)go(O,x)dx

(=SB)

Ve formulaci (&= SB) nemusime nic védét o derivacich funkce u, staéi ndm pouze
védeét, ze u jest lokalné integrovatelna!

Diferencialni operatory se presunuly na testovaci funkci ¢ ... distributivni deri-
vace

15
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Lemma 4.

1) Pokud u jest klasické feseni (&= B), pak u je i TeSeni (&=SB), tj. u jest
slabé Tesen{ problému («=SB).

2) Pokud u jest slabé fesen{ a navic pokud u € C! ([0, T] x R), potom u jest
i klasické TesSeni.

Dukaz

1) Dokézéno.

2) Protoze u € C', miizeme v (&= SB) provést per partes:

0:_/0T./n&<u%f+fgi> dz dt —/Ruo(x)gp((),m)dx
/OT/R <881;+ugz> pdx dt +/R(u(0,x)fu0(x)) »(0,z) do (k)

a) Bud ¢ € C5° ((0,T) x R) libovolné, potom

T ou ou ou ou
/OA(m+uw>@dxdt—0 = 7+u—x_0 v (0,T)xR

b) Uzitim a) v (k) = /R(u(O,x) —uo(z)) ¢(0,z) dz =0

ProtoZze ¢(0,z) muze byt libovolnd hladkd funkce, dostédvame, zZe
u(0,x) = up(x) v R.

Shrnuti:

Pojem slabé feSeni jest konsistentni s pojmem klasického feseni. Neboli, kazdé
klasické Feseni jest i slabé Feseni a kazdé slabé Feseni, které jest i O, jest i klasické
Teseni.

Slabé reseni jest uzitecné ke studiu nespojitosti.

16
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ou ou
— — = T) xR
ot T Ua, 0 v (0,7)x
a) b)
0 <0 1 <0
uo(z) = uo(x) =
1 z>0 0 >0

Reseni u jest konstantni po charakteristikdch, proto pokud charakteristika pro-
chaz{ bodem u (0, z), pak hodnota u bude 0, nebo 1.

<

\
o
3
~+ 8
I
® 8
IS

\
—_
3

Vv

I
o

Dostavame tak problém v a) i b) na mnoziné S = {(¢,z) € [0,00) x R, t = z > 0}

Pro

a) nevime, co zadat v S... nemdme tam charakteristiky

b) nevime, co zadat v S... kifz{ se ndm tam 2 charakteristiky

Pokus o vyreseni problému:

Vezméme « > 0 a definujme I = {(¢,z) : t,2 > 0,t = ax}

17
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Reseni u jako na obrazcich:

a) t ) b t T

Y

u=0 u=1 u=1 u=20

Tedy u jest po ¢astech konstantni a nespojitost ma pouze na T'.

Dosadme do slabé formulace a ovéfme, jak musi vypadat I' (tj. cemu jest
rovno «).

Pracujeme jen pro b) Bud ¢ € C} ((—o0, T) x R)

/ /( 3t+u2§i> de dt _/RUO(HS)@(O,x)dx -

- 1 °
_ vlevou =1 _ // (+&p) dr dt — ) dz = (x)
vpravo u =0 Ox “o0
{az<t, t>0} T
/ / 92 4o at =
t {aw<t t>0}
S S [ [
t=oax aT
.mé& kompaktni nosi¢ =
| x M+ / (aw,z)

(ii) t // ;gid i =

/ {ax<t, t>0}

AN LI
/9”:5 2/0 <p<t,a>dt:

= [t=oaz] = —/Ooogo(a:c,m) dz
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Tedy, aby u bylo slabé feSeni, musi byt prava strana nulova pro kazdé ¢ a to
vede k volbé o = 2.

V pripadé b) jsme uréili polohu Soku.

0
[ 1]

19
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Nehomogenni transportni rovnice skonstantnimi koefici-
enty

Ukéazeme si, jak pomoci metody charakteristik fesit nasledujici problém

%—!—E-VU—{—cu:f v (0,00) x R? (%)

u (0,0) = ug v R?

kde beR? ceR, ug:R* >R a f:(0,7)xR? jsou data tlohy.

Charakteristicky t'(s) =1 t'(s)=1 pro (£,Z) € (0,T) x R
) ) - = = - . .
systém: v'(s)=0b v'(s)=b libovolné
t(s)
Definujeme jako d¥i (s) =u(s+t, bs+7I) které plati
= T
efinujeme jako difve 2(s u(s +t, sﬁ( ) pro které plati
x(s

3u e s — _ o )
/ _du = ) -
() = (s+8Bs+)+5 Vu(s+1 b5 +7)

a tedy z (%) mame

2'(s) +cz(s) = f (s + 1, bs + 5) /- e
Resime:

oL 0
— (2(s)e®®) = f (8 +t, bs+ s?:) e /| ds
—t

_ 0 — s
2(0) = z(—t)e " + / f (s +t, bs+ i:) e“ ds
t

Substituci [s’ =5+ f] dostavame

U (f, :f) = ug (azf - gf) e 4 /Ot f (s’, 5(5' —1) + azf) e’ =0 qg7

odstranime pruhy nad ¢ a = a dostdvame hledané reseni

u (t, &) = ug (a':' — Bt) e+ /t f (s, b(s —t) + a':') e t=5) 4
0

Vsimnéme si, Zze pro ¢ > 0 se tlumi velikosti dat exponencidlné, pro ¢ < 0 se
velikosti dat zesiluji.
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Odvozeni d’Alembertova vzorecku pomoci vysledki pro trans-
portni rovnici

Uvazujme vlnovou rovnici:

ot o aN[o 0
OznaCme v := @ — a—u
ot ox
Pokud w fesf (W), pak ¢len v + k@ =0 a plat{
’ ot Ox
v(t,x) = G(xz — kt) (A)

= Z (1) a (A) plyne, Ze u spliiuje

ou Ju
— —k—=G(x—kt
ot ox (@ )
Postupujeme jako v ptipadé nehomogenni transportni rovnice.
Charakteristicky t'(s)=1 t=s+t a definujeme
, ’ = _ - _
systém: x'(s) = —k v=—ks+z z(s)=u(s+t, T—ks)

z(s) spliiuje:

0
Z(s)=G(z—ks—k(s+1)) //—st
0
u(t,z)=uo(z+kt)+ | G(&—2ks—kt)ds

—t y=—2kds=dy

=g (T+kt) + /i_kt (—21k> G(y) dy

T+kt

x+kt
© |ulto)=u (a:—&—kt)—l—ﬁ/ Gly)dy | Fest (W) s PP u(0,2) =
r—kt

uo ()

Zbyva 2. PP %u(t, x)’t:O =uy(z):

% (t, ) = kug (2 + kt) + % (G(z + kt) + G(x — kt))
t=0 ui(z) = kug(z + kt) + G(z) =  G(z) = ui(z) — kuy(z)
22.PP
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Celkem po dosazeni mame:

. . ~x+kt
ult, z) = uo(x + kt) + uo(z — kt) N i/

B ok Ul(y) dy

z—kt
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Cviceni 3.

8.11. 2022

Fundamentalni reSeni ODR

L ... linearni diferencialni operdtor a resime tlohu

LUF=5

kde up € D’ nazyvame fundamentdlni feseni.

Pozorovani:

1 t>0

Derivace H(t) = 6(t) v 2' (R), Heaviside H(t) =
erivace H (t) (t) v (R), Heaviside H(t) {O t<O0

spliiuje rovnici

Iterativné:
Jest-li Lo (t) = 2™ (t) + ap_12™= YD (t) + ... + ar2’(t) + apz(t)
a pokud z(t) Tesi

Lz(t)=0 v (0,00)
2(04) =2'(04)=...=2""2(0,) =0
z(”_l)(OJr) =1

pak zp = z(t)H(t) Tesi
Lzrp =46(t) v 2'(R)
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Cviceni 3. 8.11. 2022

K ovéreni staci ukazat
(Lzp, 9) = (0, p) = 0(0) Vo€ 2(R)
(8
(@8, @) + a1 (@Y, 0) 4. ar (@, ) +aolzr, @) =

— [distibutivni derivace] —
= (=)™ (@r, @)+ (=1)" an-afzr, o"V) . —ar(ar, @) +ao(er, @) =

1 . R Aot
_y | ®F € L] . = jest reguldrni distribuce | _
zp =0 na (—oo,0)

(—1)"/ 2(t)p™ dt+(—1)"71an,1/ 2(t) D dt+...—a1/ z(t)y’ dt—i—ao/ 2(t)pdt =
0 0 0 0

[ aplikujeme PP

¢ €2 (®R) ]—>

- / T La(t)p(t) dt + 2D (0) p(0) = (0) ‘/
0 1
Lz(t)=0 v (0,00)
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Vyznam fundamentalniho reseni pro obecny linearni diferencialni ope-
rator

Reseni Lz(t) = f(t) v 2'(R) ziskdme konvoluci f s z;

linearita TF je

Opravdu: L(zp*f) = Lrp* f = Sxf=f
& derivace fundamentélni
konvoluce feseni

Rovnice vedeni tepla

%u _ [2Vy = f Vv Qoo = (0,00) x R?

u(0,2) = up(z) v R

K
kde k> = —, k... koeficient tepelné vodivosti, ¢... mérna tepelna konstanta,
c

o... hustota

Princip superpozice

Rovnice vedeni tepla (RVT) je linedrni tloha a lze ji tak rozdélit na 2 jednodussi
tlohy.

ou _ ou —
© %o ® %o
u(0, ®) = ug v R? u(0, o) = ug v R?

Ukéazeme, ze Teseni jest dano vztahem

1 2
u(t, ) =ug * e+ f * xp e = ————— exp <_|x|2) , xp=-erH(t)
(2) (t, ) (Amk2t) 4k2t

kde e; jest fundamentalni reSeni:

P
(at —m) (=0 v Q. (n
er(0,z)=0 v R?

kde zp jest fundamentalni reseni:

(861‘ — k2A> Tp = (5(t) ® (5($> V Qoo (II)

zr (0,2) =0 v RY
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Ad I: Aplikujeme Fourierovu transformaci na (I):

35 21.2|¢(25 _
<3t61+47r k |€‘ 6[) (t? €) 0 = e_4_ﬂ_2k2|€|2t
ér(0,8) = F(6(x)) =1
A —Am?k? )t FL _ 1 e d
ér=-¢e — ej(t7$)—7d/2€ wZ v (0,00) X R
(4mk2t)
Ad II: Aplikujeme Fourierovu transformaci v z na (II):

(Zip +4n?k2(€)28F) (¢, €) = 6(t) ... pro pevné ¢ hleddme fundamen-
2r(0,€) =0 talni reseni ODR 1. fadu

— Najdeme feseni:

0% 27.21¢12 2
o PATRIFE =0 adD gy e
20) =1

a Trp=Z20)H() = e74”2k2‘5‘2tH(t) yodfourierujeme”

|z|2

ep = { G © TV Qs
0 jinde
Specialné v 1D
Qu _k2Au = 0
Reseni dloly 9t je rovno

u(0,2) = ug(x)

1 22 1 0o o2
u(t,z) =erxug = T e~ w2 xug(x) = \/m/ o= up(&) d¢
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Specialni oblast 1 - tloha na poloprimce

Ulohu na polopiimce prevedeme prodlouzenim na primku:

Gu — k2Au =0 na RT x RT
P.P.:
u(z, 0) = uo(z) na Rt
a) u=0 prox=0 A t>0
O.P.:
b)%:() proz=0 A t>0
Resime:

a) homogenni Dirichlet — lichym prodlouzenim ug(z) na R

b) homogenni Neumann — sudym prodlouzenim ug(z) na R

uo () uo ()
liché prodlouzeni P.P. zarudi sudé prodlouzeni P.P. zarudi
splnéni O.P. v = 0 pro z = 0, splnéni O.P. ‘g—g = 0 pro xz = 0,
protoze i feSeni bude liché protoze i feseni bude sudé
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Specialni oblast 2 - tloha na usecce

Ulohu na tsecce prevedeme zperiodisovanim & prodlouzenim na primku

Priklad:

Mame tlohu:

%szAu:O na [O, %] x RT
u(z, 0) = uo(x) z € [0, 3] PP
u(0, t) = wuo (%, t) prot >0 O.P.

Reseni:

1) Nejprve lise prodlouzime na [f%, %} a oznacime gy, kde J oznacuje pro-
dlouzeni na jednotkovy interval.

E _\uo (z)
N

4+ vi=

NI =

2) Zperiodisujeme pomoc{ vzorkovaci distribuce ds; (Diraciiv hieben)?

lig = Uigg * 0, Ox = Z On

n=—oo

ot
up ()

D U N N N

NN N N

2V literatuie se nékdy oznacuje pismenkem ITI (3a), které se podobé tvaru této distribuce

5
2
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Pro 1y fesSime pocatecni tlohu a feSeni jest rovno

2 ze 3 distribuci
U=2p*Uy = Tp * (aOJ * 62) = | maji kompaktni nosi¢ | = (:CF * aOJ) * 62
= (asociativita plati)
m

kde §x = lim E Om < kompaktni nosi¢, zp jest fundamentdlni feSeni
m—0o0 -
—m

Aplikujeme fourierovu transformaci na u

.7-'(u) :F(xF).F(ﬂoJ)I((Sz) =
=55

_ F(u) = s, vyplyvé z Poissonovy sumacéni formule _
~ | 0x je nosi¢ ve VZ, ve kterych vycislime F(zr) a F(tos) |

= > Flup)(u) F(iio,)iios (1u)d,(8)

nez e—4n2k2n2t

1/2
kde F(tugy) jsou Fourierovy koeficienty fce gy : ¢, = / gy (z) e 2™ dg
— 1/2

U ,odfourierujeme”

42122 .
u(t’x)ZE:eMrkntcne%rm:c
nez

Poznamka:

Nyni jsme ukéazali, jak prodluzovat v ptipadé Dirichletovych O.P.

Dalsi pripady:

1
u(0,t) = u (27 t) =0 ... prodluzujeme oboji lise (jiz znédzor-
néno)
9 ou (1
FZ 0,1) = 371; (2’ t) =0 ... prodluzujeme oboji sudé

() tiog
- P
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Cviceni 3. 8.11. 2022

ou (1
u(0, t) = a—z (4, t) = ... prodluzujeme licho-sudé
sudé
1 1
e
i > } } } }
0 1 N 1 1
1 / lise 1 3
1
[D] % 0,t) =u <4, t) =0 prodluzujeme sudo-lise
z

Specialni oblast 3 - tloha na kouli

Ulohu na kouli pfevedeme na tlohu na tseéce prechodem ke sférickym sou-
fadnicim (viz jeden z pozdéjsich prikladu, zde a zde).

Priklad:
Naleznéte feseni RVT na polopfimce
% k2Au =0 na RT x RT
w(0,t) =0 t>0 O.P.

u(x, 0) = Uy = konst. proz >0 P.P.

uo(a:) = Uo Uo U,
liché 0
>
brodlouzeni
I —1-U,
U >0
a fesfme pocateéni dlohu s Go(x) = o
Uy <0
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Cviceni 3. 8.11. 2022

1 R e
t, Uy = —— 4k2¢ d =
&) ultw)er=ig gkm/_oo o8t

1 0 (@-©)* R
:W[/_me (- Uo)d§+/0 e 4kt(UO)d§}

_ z—¢
szﬁ] 2 > 2
= N k\f/ ezdz—/ Upe ™ dz | =
[dz_Qkﬁ Qk\/> 400 z
:& /%mﬂefdz/OO e dy | =
ﬁ €T
ST R

2y [mve
=

-2 Az = Uy erf
e z o er (2k\f)

2 x
kde erf(z) := —/ e dz je error funkce
0

Nz

Priklad:
Naleznéte reseni RVT
—Au=0 na [0,5] xRT

OP. u(0,t)=u(3,t)=0

P.P. wu(z, 0) = d,(2) a€ (0, 3)

uo() fpg =0s — 04 tip = Ty * O
N
da 5 -a Oa ~ a Oa
: — = : — 1y —
0 a !l 0al -1 0a'!
2 -0q 2 -0q 2

5] 42,2 .
Reseni: 'Ll,(t, 1') — E e 4men tcn e27‘rznm’ kde

Cp = }‘(aOJ) (n) = }‘(5a _ 57(1) (n) — e~2mina _ G2mina _ M
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Cviceni 3.

8.11. 2022
@ u(t, z) = Z T (27mna) (cost2anz) +i sin(2rnz) )
ne€z sudé v n liché v n sudé v n liché v n

=2 Z o4 %t gin (27na) sin(27n)

nez

i 2.2
=4 Z e 4™ " sin (27rna) sin(27na)

n=1

% _Au=0 na [0,1] x R*... (stejné zad4ni)

OP. 2u(t,0)= 94 (t, 1) =0
P.P. u(z,0) = 8,(z) z € (0, 3)

0.P. — prodluzujeme sudé, abychom zachovali homogenniho Neumanna

uo() oy =6a + 04 fip = Gipy * O
O.q 0o
R N U I N O A
0 a% ,%- |0a1 -1 ,%—a Oaé 1

@ u(t, x) = Z 2 47 "t g (27na) (cos(2mnz) —&-M)
—_———  ———— —(—
n€Z sudé v n sudé v n sudé v n liché v n
9]

=4 Z e~ cog (2mna) cos(2mnx) + 2

n=1
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Priklad:[#d°]
Najdéte radidlné symetrické TeSeni dlohy RVT v R3:

— —Au=0 v Bi,y(O) xR
ot —_—
CR3

1 0<z|<a
ac(0.3) “O@Z{o jinak

Prevedeme tlohu na tdlohu v jedné prostorové proménné r

APy = 1872( )_;’_l ;E i (19)871) _A'_;ai%
R sin(¥) oY S 59 72 sin? (1) Oyp?

=0 pro radidlné symetrickou funkci

o(r, t) = u(lz],t) — Av=1 o (rv)

| RVT

ot or?

2
dw 0w _ v(0,1>><]R+

Musime transformovat jesté i podminky!

O.P. w (0, t) = rv(r, t) |r:0 =0
w (%, t) = ro(r, t) ’r:l =0 UO("')
0 a'l
P.P. w(r, 0) = rov(r, t) |t=0 = 1 X[o,q(r) 2
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Cviceni 3. 8.11. 2022

Prevedli jsme na 1D tsecku.

prodlouzime lise:
uo(r) tos(r)
a
’ | _—

’UJ(t, 7,) _ E e 4mn tCn e27rznr7

ST

nez
1/ A a .
kde ¢, = F (tos) (n) = / fig (r) e 2™ dr = / r e 2T dp
1/ —a
PP 1 o ¢ 1 /a o
= minr Tinr d
[(—2m'n) ne }_a + 2rin J_, ¢ "
_ 1 —2mina 2mina 1 —2mina 2mina
= (—2xin) * (e )+ e ( )
o T g 8 m) T g S Gne)
) 1 f
@ w(t, r)= Z nL?T <a cos(2mna) — pow Sin(27rna)> e dmin’t (‘cost2amr) +isin(27nr) )
nez sudé v n sudé v n liché v n
liché v n
1 1 . —4n?n?t .
= Z — | =——sin(27na) — acos(27na) | e sin(27nr)
o, T 2mn
> 2 1 : —4r?n?t .
= Z — | ——sin(27mna) — acos(27na) | e sin(27nr)
= nr 2mn
A provedeme resubstituci:
w(t, r) =2 1 sin(27nr)
= t = ! = Z [ —sin(2 _ 9 —4x2p?y SIMETNT)
u(t, r) . nz::l - <27m sin(27na) — a cos( 7rna)> e "
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

VInova rovnice

— —KAu=f V Qoo := (0, 00) x R4
u(0, ) = up(x) v R4

@(07 z) = ui(v) v R?

Ukéazeme, ze Teseni jest dano vztahem:

0
u(t, x) = a1 (Uo (I) e +uy (:) e+ f (:z) (H(t) eH)>

) 8611
neboli ¢! = e a ITp = H(t)en a eI, eH, zp jsou fundamentalni reseni

rovnic

35



Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

@ Souvislost el a ell

5
Aplikujeme FT3 na Ou =0: UL 42 K2 €20 =0
(v z) ot?

FeSen{ 4 = Asin(2nk|¢|t) + B cos(2nk|¢|t) P.P. pro @ :

00, = FoE)=1 -1
Py = Ao = & =cos (2nk|¢|t)

P.P. pro @ :

4(0,¢) =0 N B=0 I sin (27k|¢|t)
ot _ 1 2mk
20,6 = Fo@) =1 A= 3 kel
A pro € = 0 dodefinujeme &' = M limitou,

2mk|€]|

sin(27k|&|t) g ;é 0

27k (€]
tedy &=
¢ £=0
sin(2wk|£|t)
2mk[€]

=
. . AT oell F! 1 dell
Pozorujeme, ze e = e = —
~—

B ve ¢ T o

cos(27lllk|§|t)

3FT = Fourierova transformace
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

@ Souvislost zr a el

Aplikujeme (FT) na Ozp = 6(t) ® 6(x)
oy (0, IE) =0
(9$F
— (0 =0
at ( 7x)
62A Am ndamentalni feseni
8:’2F +47T2]€2|f|2.’i'p _ 5(%) N Hleddame fu S%efn}%ﬁlg eseni ODR
NSNS 02 21.21¢12 5
Tedy hleddme FesSeni 22 +47°k5|€]°2 = 0

Totéz, co jsme

2(()) =0 fesili pro et
50) =1

Tedy 2=¢" a i&p=H(t)e!!

@ zp = H(t)e!

Pro N =1, tj. v R! x R umime odfourierovat.

sin(2ra&)  sin(2mwalé])

Protoze F (X[—a,a]) (&) = e = =T plati:
sin(27k|&| |t sgn (¢
o ez, t)=F! (bmg;]fﬂg ) Sgn(t)> = Lg;]i )X[—klt\,klt\](x)
1

s Ip (m, t) = ﬁx[—km,klt\](w) ’ X[O,OO] <t)
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

d’Alembertuv vzorec

Pro obecnou pocateén{ ilohu v R! 1ze odvodit feseni ve tvaru(d’Alembertiv
vzorec):

Ou = f(x, t) (f=0prot<0)

u(z, 0) = wug(x)

aeII

ug(x, 0) = up(x) s

OeII
ot
11 I 9
wz,t)=xp * f4+e *xu+ e *xuy=~F — * =
(@8 =ar xyf e gm Gro =B py S r et g (62 wo)

- ik/R/RX[fk\wn](”f*S) X(0,00)(t = 7) f(5,7) ds dr

+ % ngn(t) X[—k|t\,k|t\](x — ) ui(s)ds

d
* o /ngn(t) Xfsiet 1] (@ = 8) uo(s) ds =

z+k(t—T7)
u(x,t) / / (1, 8)ds dr
@ 2k z—k(t—T)

x4kt

+ % i ui(s)ds + = 5 (uo(:(;—i—ct) + up(z — ct))
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Okrajové ulohy
e Pouzivame stejné metody jako u RVT, sudé a liché prodluzovani

o Pro tlohu na tise¢ce mame FeSeni ve tvaru fady (@ * dx)

Ou(x, t) =0 ule, t) = Z]_-(en) ¢, 2T
u(z, 0) = 0 nez )
1/2
Ut(l', 0) = Uy kde «¢,=F (ﬂi]) :/ ,leJ 6727rin:r dx
— 1/2

Du(xa t) =0 U(LI?, t) — Z]_—(el) cn 6271'7:”.'1)7
u(z, 0) = wug nez )
1/2
u(z, 0) =0 kde ¢, =F (@]) :/ @l em2minT qy
_ 1/2
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Priklad 8:

Reste vinovou rovnici v Rt s podminkami:

Ou =20 z€RT, te Rt

P.P. u(0,z) =0

ut(oam) = 6(1 y a>0
O.P. u(t,0) =0
a | 7%
Prodlouzime lise P.P., abychom
a zajistili splnéni O.P.
~8,

= pievedli jsme na R =  u= elx(§, —5_,)

kde el je fundamentélni Teseni 1. pocateéni tlohy:

Oel! = 0
GH(O’x) =0
1
T
FX g <0
i sen(t)
I TR )
Tedy:
2sgn(t
U(t7 1') = iT()X[*kltl,klt\] * (5a — 6—(1)
_ 2sgn(t)
Iz (X[—k‘tlvk\tl]@ — @) = Xy F a))
2sgn(t)

= 20 Xirmrasd @ = X si-a) @)
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Cviceni 4. a 5.

22.11. a 6.12. 2022

Jak vypada reseni fyzikalné?

.

|

-a
| ® |
a
'S >
odraz
-
! ® |
a

3
J

1\
T 1

41

_ 1
w= 3 (g0 N e

Dirac v rychlosti
(,rozplyvajici se” Dirac)

,_3
ok

1
U = ﬂ (X[O,Qa] - X[72a, 0])

~
\Y
EN RS
S
~~
Il
N W
>
N———

= (X

272

.na délce
interv. 2a



Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Priklad 9a):

Ou =0 x€<0, ),te}RJr
P.P. u(0,z) =0
u(0,2) = d, a€(0,1)
O.P. u(t,0) = u(t, 3)=0

Postupujeme jako u RVT, prodlouzime lise kvili homogenni Dirichletové O.P.
a zperiodisujeme:

Uy 1y =0a —0_q iy =15 * 0g

R I
T[T

Reseni,
Sln(2ﬂ'k|’l’b‘t) 2mine
‘= Z 27k|n| n ©
nez
F(e)

n=0...=t, coz odpovidd lim

n—0

Cp = ]—'(ﬁu) = ]:(5a _ (La) — e~ 2mina _ 2mina _ M

@ u= Z sin(2rknt) (—2i) sin(2mna) (cos(2anz) + 4 sin(2mnz))

2wkn
nez

sin(2wknt
-y ( )

- sin(27mna) sin(2wnz)

nez

o B ol
o 1 1 —
_ Z 5 sin(2rk tn) sin(2ran) sin(2rxn)

wkn

w“""

i sin(an) sin ﬁn) sin(yn)
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Vyuzijeme souctovych vzorcu
sin(z) sin(y) = 3 (cos(x — y) — cos(z + y))
cos(A) cos(B) = sin(A + B) — sin(A — B)

u =

N | =

2 1 sin((a = B+7)n) +sin((a+ 8 —y)n) —sin (o = §—)n) —sin ((a + 8 +7)n)
wk Z:I

To 1ze secist, nebot Z M =
n
n=1 0 r=0
Priklad 9b):
P.P. u(0,2) =0 Aktivita
Ut(o,lﬂ) = 5a ac (0’ %)
OP.  uu(t,0) = u, (1, §) =0
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Piiklad 9'/2:

1
Ou =0 :ce<0,2),1te]R+
P.P. ug(0,2) = sin(27x) = up(x)
u(0,2) = 0 a€(0,1)
O.P. u(t,0) = u(t, 3)=0
uo(z)
1 uz je lise prodlouzené
T2
i 1 = U()({)S) = ’I]QJ(,T)
1
2 O.P. jsou splnény automaticky
Reseni:

u = Z F (eI) (n) ¢, e 2mine

= Z cos(2mknt) ¢, e*™"*
n ez

1/
— : _ : —2minx
¢n = F (sin(2rz)) = /7 o sin(27zx) e dx
(M—isin 27Tn;v)

sudé liché

SIS

[S]EH

Nebot {sin(27nz)}, ¢z tvori ortogondlni systém

1/2 1
a / sin®(2nz) dz = =
= 2

2

@ u = cos(2mkt) (—; e2miv 4 L 92“”7> = cos(2mkt) sin(27x)

1
coz neni nic jiného nez A (sin(2nm(z + kt)) + sin(2n(x — kt))) —

coz souvisi s d’Alembertovym vzorcem
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Piiklad 10:[zde]

Ol
S
|

z€Bi,(O)CR teRT

I
o o

P.P. u(0,
0

O.P. u(t,z) =0 na povrchu koule |z| = =

Reseni:

Hleddme radidlné symetrické feseni v(t, r) = u(t, x)

10%0 102 —0 .
ZE 32( v) W =TV

substituce
1 0%w  9%w

-z _ T 7 _ 0,1), tert
For "o =0 Teakec

Nesmime zapomenout transformovat i podminky!

P.P. w(0,7) =0 prevedli jsme problém

na usecku (O, %)

g1(r) tig(r)=r iy = Gy * 0x

Prodlouzime lise,

abychom zajistili
splnéni O.P. _
_’ } }

e

AN
\
AN
N

- in(2mwknt ;
— Z ]:(ell) n e27r1nr — Z SIH( TR ) c eZTrznr

2mkn "
nez nez
1 , Pi.S 1 vypocet v Pi.5
Cn / re 2T dr = —21’/ rsin(2mnr)dr = L0 =
—1/2 0
=0 =1
—_—— —
_ o ( sin(2mn) cos(27m)) N i [pron=0
4m2n?2 27n ™m ¢ =0
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

w(t, r) = Z sin(@rknt) & (cost2wmr) + isin(2mnr))

nez 2mkn ™ sudé liché

i sin(27knt) sin(27nr)

m2n2k
n=1

N i sin(27knt) sin(27nr)

m2n2kr
n=1

Jak postupovat pokud jsou data nehomogenni?

Okrajové podminky maji pak tvar:

a) u(t, 0) = A, u(t,3) =B
b) ug(t, 0) = A, ug (t, 3) = B
c) u(t, 0) = A, ug (t, 3) = B
d) ug(t, 0) = A, u(t, 1) =B

Reseni vyuziva linearitu dif. operdatoru [J. Reseni hledame ve tvaru:
U = U1 + Us
kde uy je co nejjednodussi hladka funkce spliujici vyse uvedené nehomogenni

okrajové podminky a wus je feSeni (modifikovaného) problému s homogennimi
okrajovymi podminkami.

Ad a)

u1 hleddme ve tvaru ui(z) = ax + 3

Z a)plyne: B=A, §+p=DB

} = |u(z)=2(B- )2+ 4]

Pak uy splnuje  us = u — uy

’ Owuq (z) =0[2(B—A)z+A] ‘

=0
=
o [Dug = [u — Cug =0
=0
ze zadani
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

e uz(0, x) = u(0, ¥) —us () tuto ulohu muzeme resit
jako drive s tim rozdilem

o u2(0, 2) = u(0, 2) — w1 () e jsou obé pocateéni podminky

l 7’
® u2(07 1’) = w nenulove
Ad b)
uy hleddme ve tvaru uy(z) = az® + S +7,  resp. up(z) = az? + Bz
L |

derivace neciti konstantu

Zb)plyne: =4, a=B-A = wu(r)=(B-A)r?>+ Az

Pro us mame:
=0

Ouy = Du —Ouy =0 — (—k? —A)=2k*(B-A) =

o Hug = Ou up = (=k*2(B—A)=2k*(B-—A)=:f

e u2(0, z) = u(0, x) — uy ()

0
Ous _ Ou Juq
. E(O’ 33)—5(07 r) — 7 )
8UQ o 3U2 1 -
* o b= % (’fv 2) =0
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Piiklad:zde]

Resen{ vlnové rovnice v kouli (v R?)

0%u

1

_ 2 e 3 — —

912 E*Au =0 v (0,00)x BR(O)CR’, R 5
P.P. u(0,2) =0
3 (0,2) =1
O.P. u(t,3) =0

Reseni:

Postupujeme jako v pripadé RVT:

v(t, |z| =71) = u(t, z)

102
Ay = = —
L Oor? (rv)
0%v k2 9?
o o =0 /-r
9*(rv)  50%(rv)
o & 92 — 0
substituce klasickd vlnova rovnice
u
[w := rv] = @ k2827w_0
ot? or2

Transformace okrajovych podminek!

P.P. w(,r)=r0,7r) =0
ow v
N (0, r) TE(O, T) r
1 1
O.P. w<t,r2> :rv(t,r)|rzl/2:§‘0:0
w(t,r=0) = ro(t, r)‘r o, =0
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Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12. 2022

Provedeme periodisaci:

Wog =T konvoluce s s
liché prodlouzeni

pro zachovani homogenniho
J/ Dirichleta / I/ /
=/ ﬂ =/ |

B sin(2mk|n|t) 2minr
w= Z 2k|n o

: -+ N
N+

ne”z

T

s " u=r ’UI _ e—anr
_ ~ —2minr d P_P _
Cn = WoJ € ro= —2minr -
—1/2 ’ e
u =1 v = o
—zTiNn

ro—2minr /2 1/2 e—2minr
= | — d =
{ —orin ]1/2+/1/2 omin

1 _ —imn 1 imn
— € + 3¢ + 1 [e727rinr] _11/2 —
—2min (47rn)? 2

i (=1)"
=5 cos (mn) = -
in(27k|nlt) (—1)™¢
N w(t’ T’) _ Z Sln( s |n‘ ) ( ) 7 (CO +'L SiH(?WTLT)> =
27k|n| 2n —_—
nez ——— —— sudé v n liché v n
sudé v n liché v n
sin(2rwk|n|t) (—=1)" L
= 5 2 =
Z 2kl 5 sin(27nr)
nez
n Sin(2mknt)
= Z W sin(27nr)
neN
Resubstituce:
o .
» Sin(2wknt) sin(27nr)
U(t,’l") = = Z Qkm2n2 r

n=1
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Cviceni 4. a 5.

22.11. a 6.12. 2022

Priklad:

Reste tlohu

o2 @ 0 na (0, T) X (0, l)
P.P. uw(0,2) = z(l — x) na [0, {]
2u(0,2) =0 na [0, []
O.P. u(t,3) =utl)=0 na [0, T
Reseni:
Predpoklddame Teseni ve tvaru  u(z,t) = e(x)v(t) =0

Po dosazeni

e(z)o(t) — e (x)v(t) =0

L 29 _ i)
e(x) v(t)
—_——  ~~
1) a(t)
1
S a2 Z@ kdseme, de A > 0
e(z)

= pro e nenulové je jedind moznost A > 0

e’ +Xe=0, A>0 = e(z)=cisin (\F)\m) + g cos (\f)\x)

L PP

0 :6(0) = C2

0 = e(l) :clsin(\[\o = )\:szw =

= —\c? = konst.

k272
A= e

=

o

B+ 2w

ckm

l

)



Cviceni 4. a 5. 22.11. a 6.12

. 2022

Reseni je Vk:

ug(z, t) = (ak cos(CkTﬂt) + by, sin((:klmt)) sin(kTﬂx)

Téz soucet je feSeni, nebot rovnice struny je linedrni, tedy

u(z, t) = i (ak cos(CkTﬂ-t> + Cb;lrsin(d?t)) sin(kTﬂ-x)

k=1
= . (km
PP-1) z(l—2z) = u(0,z) = Zak sm(Tx)
k=1

- k
PP-2) 0 =u(0,z) = Zbk sin(%x) = b,=0
k=1 ”
nebot sin(kTF:E)
tvori uplny OG systém

7 ortogonality pak plyne:

/Ol PP-1) bln(?l‘) da

=
I
5

=
|

o
)
Il

(kT
ap = ?Alx(l - z)sin(k—ﬂx) dz = / sml< l x)

km

= % {(x)(l — x)% cos(kzrasﬂl +]€27T/0l(l —2x) cos(kTW:z:) dz =

0

)
I
|
DO
5
Q\
I
Q
o}
w0
|
8
N~—

u =1—2z v o= f—cos(k%x)

o1



Cviceni 6.

20.12. 2022

Ulohy pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici

Priklad:

Naleznéte feseni —Au=0v £, kde Q C R? jest kruhovd vyseg,

Q={(r,¢),0<r<a0<p<a<2nr}
kde a € (0,00) a a € (0,27) jsou dand Cisla.
Na hranici mame okrajové podminky (OP):
e u(r,0) = u(r,a) =0 pro 7€ (0,a)

* u(a,p) = p(a—¢) pro ¢ € (0,a)

-

Reseni:

Vyuzijeme poldrni souradnice, kde

10 ( Ou 1 0%u
“Au=0 & -—-——|r— —Z =0
“ ror (T 8r) r2 Jp?
kde u = u(ry)
Fourierova methoda separace proménnych:
u(r, @) = R(r)o(v) dosadime do ()

RO+ (1R0)+ RO ot =0 |}

r2

rR(r) +rR(r) _ ¢"(9)

= =)AeR
R(r) o)
—_——— N—
fce od r fce od ¢
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Cviceni 6. 20.12. 2022

A<O0...¢=c eV e 4 Co e VA ... OP splni pouze trividlni feseni
A>0...¢ = cysin (\[\np) + 3 COS (\ﬁ(p)
0=¢(0) = c2

0 = ¢(0) = ¢;1sin (ﬁa) = VAn = % = {sin (%rcp) }Oo X je Tesen{

n=

A1 @)

n?m?
e je Eulerova rovnice, kde pro dané A, = ——
a
je ansatz R(r) =™, dosadime
rm(m(m—l)—i—m—)\n)zo m::i:\/)\n:j:H
a

m2—d,,

@ R, = -Dl,n'r% + Dgynr%, polozime D ,,,
abychom pfedesli singularité pro » — 04

Tedy u(r, p) méa obecny tvar

= nm € (0,
u(r, ) = Z byr e sin (%Tcp) e € 0.0
n=1

Koeficienty b, uréime z O.P. u(a,¢) = p(a — ¢)

T
> nx . (N . (k7 «
;bna o sin (ng) =pla—p) /~sm (a<P> 7/0 dey
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Cviceni 6. 20.12. 2022

@ k
Vime, Ze / sin (Ew) sin (ng) dp =0 pro |n| # |k
0 a a

4

@ k o [ k
/ o(a — @) sin <7rcp> dp = by a%/ sin? (Wgo) dy
0 a 0 @

[ o (50) ap - 20

Priklad:

Reseni:
Yo 0
Opét hledame Teseni Fourierovou metodou:
0 0 u(z,y) = X ()Y (y)
T % 9% ..
0 sin?(2rz) V2 4
* ... deri dl ! %
' erivace dle r X (2) _ Y(y) _\eR
... derivace dle ¢ X(x)  Y(y)
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Cviceni 6.

20.12. 2022

r

@ X))+ X@) =0, 2c(0,}) @YW - (@)
X (0) =0
X(3) =0

Tedy reseni je ve tvaru

00
Z ( 2mny 277"(179)> sin(27‘f’n$)

b,, uré¢ime z OP

sin?(27x) = u(x,0) =

>

n=1

u(z,0) = sin?(27x)

o0

1/2
opét / sin(2mnx) sin(2rkz) de =0 k#n
0

1/
by, (1 — ™) sin(2mnz) / -Sin(?’lrkl'),/ dx
0

1/2
= / sin®(2mz) sin(2rkz) do = by, (1 — e*™) / sin?(2rkx) dz
0

0

0

1

1
2rkx) dz =
/sm k) 1

[ coonte]

0 2
1/2

DO =

/
/ cos(4mx) sin(2rkx) dx

0

21— cos(4
/ sin?(2nz) sin(27kx) dz 7/ Msin(%rkx) dz =

3 ( sin (27r(k:+2)1) + sin (271'(/4:—2)1‘) )
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Cviceni 6. 20.12. 2022

/2 1o
1 1 |cos(2n(k +2)z) cos(2m(k — 2)z) -
_m(l_(_l)k)‘sz(l 2m(k + 2) L +[ om(k — 2) L)_

_ 7(1 _ (_1)k) + 1 (cosi:ki; 1) n cosgm_r; 1)) _

Qk((—l)k—l)

k2 -4

e A

& b= (1— 612]”)77 </15 B k2k—4) (1-(=17
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Cviceni 6. 20.12. 2022

Obecna Dirichletova iloha na B

Ukéazeme si, jak fesit obecnou Dirichletovu tlohu na Ctrerci.
1) Kazdy ¢tverec lze posunout do (0, 0).

2) Zménou métitka, které zachovavd Au = 0, prevést tlohu na Ctrerec o
strané 1/2.

@ Uvazujeme tlohu

1 1
Au=0 V(0,>x(0,2> S u = up na 0f2

kde up € C(99).

Jako diive, hledejme feseni ve tvaru wuw = wuy +v
L

T

co nejjednodussi
fesici uy=up na 0N

1) wi(z,y) = Azy + Bz + Cy + D ... harmonické (Au; = 0) spliiujici

) :UD((),O), ul( ):uD(
) =up(0,3), w(z3) =mup(
2) Pakvtesf Av=0 vQ v=up—u; nadfd

/]\

up —u; =0 v rozich ¢tverce

U (07

=]
=]

bl

N|—=

,0
1) ... chytneme v rozich
J E) 4 rovnice pro A,B,C,D

N D=

Uy (07

N[ =

)

(SIS
N[ =

Hleddame v ve tvaru v = v + vg + v3 + vy, 3
kde v; Tesi  Av; =0 v Q
4 2
a v; = up — u; na i-té strané ¢tverce a na ostat-
nich je nulové (v; = 0)
1

Nyni kazdé v; hledame jako v predchozim prikladé, kde byla téz na trech stre-
néch tii nulovd Dichletova data.
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Cviceni 6. 20.12. 2022

Priklad:

Najdéte fundamentdlni feseni Helmholtzova operdtoru —A + k2 ve tiech di-
menzich. Tj. hledame u tak, ze

(-A+k)u=6 vR® (%)

Reseni:

Resfme dvéma postupy:

Tvar operatoru a tvar pravé strany vybizi k hledani sféricky symetric-
kého reseni, tj. hledame u ve tvaru

u(z) =o(|z]), lzl=r

Po dosazeni do (%) pro r # 0 mame

O (e ® o e O =i O%i_g
0= 5 (VDT ) +R20lel) gl = g
30/(J2l) | v/(l])ws @
0=—v"(lz]) - + — + k(|2 zl=r, r
() = = rea R CONAE

0=rv" + 20 —k*rv = (rv)" = K%(rv)
———

(””U),/

rv = (] e kT + Cy ekr, Cy=0

aby funkce nesla

do 4+ oo pro r — o

Cl efk‘xl

= o(r)= . u(a:)—T fesf (—A+k*)u=0
v R*\ {0}
BRI . 1 .. 1
Zbyva urcit konstantu Cj. Protoze —— spliiuje —A ([ —— | = §y v R3,
4|z 47 |x|
—k|z|
tak vidime, 7e (—A + k2) ——— =5, v R,
47 ||
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Cviceni 6. 20.12. 2022

Nalezeni fundamentéalniho feseni pomoci Fourierovy transformace. Apli-
kujeme F.T. na (—A + k2) u =209 a dostaneme

N N 1 1.
(471'2|§|2 + k2) ape) =1 = p= W ... radidlni funkce

pro kterou plati (Cerny Pokorny: Matematika pro fyziky IV)

v R3: F_l[f(f)](a:) = % /000 f(r) sin(27r|x|) r dr

1 1 _
® r (wevm) -

/ sin (27r|z|) r sin 2zrfz)) v, t = 2r|z|r

e 4m2r2 + k2 dt = 2lz| dr

_ 1 /OC sin(t) ¢ . / t sin(t & —

el o ol (ff kz) - 27r2|x\ 21 k:?\x|2 =

= _1 Im/ - te'tdt — (v fesime residuovou
Ar?|x] oo (t+ik|z|(t — ik|z]) vétou

m/°° te' dt B
oo (t+ik|z|(t — ik|z])

ze'?
=27t Reslklw‘m =
’Lk|l‘|e_k‘z| . k|x\
2iklr] | ——
—k|z|
v — —klz| _ €
¥) 47T2\x|7re 47 |x]
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Dodatky

Dodatky
Poissonova sumacni formule (gy$gq_

o0

Necht ¢ € Z(R). Pak| > Flp)(n)= > ¢(n)

n=—oo n=—oo

i
F(os)=0s| v2'R)

vzorkovaci distribuce: 4y = Z on(z) = Z do(x —n)

n=-—oo n=—oo

& plati nebot  F(0x) =60y & (F(dx),¢) = (ds,¢) Ve € Z(R)

o0

Z F@)n) = (6, F(v)) > @)

n=—oo n=—oo
Odvodime si platnost Poissonovy sumacni formule

oo
Z sin(27nx)

(klasickd Fourierova fada)

e na intervalu (0,1) plati f=m ( — x)

-1

N .

Ty, /fgoda:: lim ngodx =
N—oo Jr n
n=1
sin(2mnx) o d
. nILH;O R27Tnz:1(zos 2mnx) o(x) dz ——A}gnoo/ Z dz =
—(Ty, ¢ Z / fe'de = -7 Z/ <—33) "de =

PP o) 1 n+1 n+1
) —Z_Zm({(z—m)wh “f ) e -
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Dodatky

— i ((-w n—l)—%(p( ))+/nn+1 w(x)dx>

n=—oo
T o0
=3 3 et )reln - [ ooy
=7 Z p(n) —m(T1, ) = 7((0s, ) — (T1, )
s _ - ’
2]\,1£an iLlcos(Qﬂ-nm)_(sZ Ty V@(R)

dale J\;gnooT Ly e = NIEIIOOT 7NN cos(2mnx)—i sin(2wnz)
N ¢leny se sinem v lim T ) _
vypadnou kviili lichosti N—oo _y cos(2mnz)
B ngnooT Z - cos(2mnx)+T1 = 52
Nakonec: Y F(@)(n)= Y (Teomme, g} = Y (3al2), @)= Y (n)

<521 *")

61



Dodatky

Priklady na RVT
Priklad 1a):

Reste RVT s podateéni podminkou g(#) = |Z|? cos (5, f)

Reseni:

Najdeme feSeni @ s po¢. podminkou §(#) = |Z|? €¥% a vypoétu @ ziskdme
puvodni Teseni v = Re().

Chceme spocitat @ =ex g /]:

F(@) = Fle)- F(g) = e 1€ F (1) « F (77)
1

et S P
=~ e AJ * 5%

Pocitejme:

<e—4w2\&\2t (A(S x (Sﬂ) ,s0> = <A5 *0g, e_4W2|£|2t‘p> - <5%’ <M’ e_4ﬂ2|£‘2tw>> N

27

<5% (z), <Ay5(y), e—4ﬂ2\z+y\2t¢(x =+ y)>> — rozderivujeme —

(s

<(5% (2), e=4n |’ (Acp — 167°tE - Vo + ((87r2tx)2 - 8772Nt) np(x))>

(), <5(y), o4 lztylt (A(p —167°t((z +y) - Vo) + (8°t(z + y)* — 87°Nt)p(z + y)) >>

S

_1R12
_ 18P

Ap(b) + smkzi —ﬁk% (éi) o (fﬂ) ((4m5)2 - sﬁw)]

T

, N 98
= <e_|5| t {A5 + 87Ttgﬁkaixk + ((47Tt6)2 - 87T2Nt)6} * 6213’@(1‘)>

@ 4= FU(F@) = %ef\ﬁﬁtffl({,..}) iy (5%)

™

-1 o .
= ol g (747r2\:?|2 —167%itf - 7+ (4mtB)? — 87r2Nt>
7

u=Re(@) = e 1At ((\f|2 — 41| 8| + 2Nt) cos(f - 7) — 4t - Fsin(f - f))
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Dodatky

Priklad 3:

Reste v RT x (0, &)

4

0%u
o A
P.p. u(0,2) = cos (L) + 4, a€(0,%)
0 L/s
O.P. uy (d,0) = u(d, %) =0
Reseni:

Splnéni OP zajistime prodlouzenim PP
e nejprve lise vzhledem k %
e poté sudé vzhledem k 0

e a provedeme periodisaci =  dostédvdme tlohu v RT x R

(P.P) a(0,z) =gy * 65,1 kde g definovand na (—%,Z) odpovidd
Il def. licho-sudému prodlouzeni
> s

kEZ

2
g = cos (?) 00— 0 0 a—0 1,

—_———

uz ma pozadovanou
symetrii

SIS
0| b
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Dodatky

7 theorie vime, zZe Teseni lze nalézt ve tvaru rady
—4n?n2d  oxinr
u(t,x) = E e 2 e L ¢
nez

kde ¢, jsou Fourierovy koeficienty prodlouzené P.P. g;

Tedy
1 /”2 () 22522
Cn = & gs(x)e” L dx =
LJ v
1 L/2 2 —27inx ]. L/2 —27inc
"L /_L/z o8 <Zx> T da L /_L/2 <5a —0g g td-a— 5*%+a) e~ dz =
1 v 2 1/ —2rina rina
= Z( On1 —&—5”,1) /_L/2 cos? (?) dx -|—Z <e2T + eQT>
Kroneckerovo L 1
delta =L/
1 { 2mina oo " —27wina —iﬂ'n}
A €
On+1 L 2mna\ 2 n 2 2mna
=7 2" ( L )L_(_l) ¢ ( L )‘
On 2 2
;1 + 7 cos < W:a) (1—(=1)") sudé vzhledem k n (a 0 pro n sudé)

1 747;2d 2mina —2minz
= — L — L
2 ¢ (e ¢ )
2 S _an?a2 2 2
+ Z2n§=1 =T cos < W£$) cos ( 721@) 1-(=n" =

—an? 2 8 & —axl(ek-1)%d 2m(2k — 1 or(2k — 1
u(dw) = € 4L?d cos (?) + f Z e : f’; — cos <7r(L)z> cos (7T(L)a>
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Dodatky

Priklad 6:

Naleznéte jedno reseni RVT

— —Au=6x)® e vR3xRT, p>0

Reseni:

e Slo by resit konvoluci s fundamentalnim resenim up

1 \N ||
—l=p
(2a\/ﬁ) e 1a?t t>0

0 jinak

Up =

—ur g, ()0 ) = o= (52
u—up(m) T e —up(t)e = a=1

R SN LT pr [T R
= ; We ar dr = e ; (47”_)3/26 e P dr

Neni zfejmé, jak dopocitat integral, zkusime to jinak. (pfipadnd aktivita)

@—Au:é(fn)@)ept /}'vx

ot
% + 472 |0 = e / LetmlE
g (ﬁe4w2\5\2t> _ otpran?ie?)
‘
B i S L

p+AT?[EE T p An?fe?
1 et _ -1 1 _
)= 7o () = <\/52+(27r|£|)2> -

Pro 3D vime, jak vypadd F.T. radidlné symetrické funkce (a inverse taky, kdyz
je ta fce redlnd)

F Y R(r) (o) = Z/OOO R(r) r sin(27ro) dr
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Tedy
sudé v r
(O): eptg WM dr =
oJo "+ (2g))?
Pt /°° r sin(27rp) J
= T -
Ar?o ) o (r+ 22—‘/5) (r — 2%)
pt 0o 2mizo
= %Im/ =e dr =
N
AN Im
0
oo
R) Re
pt ZeQﬂ'izg
reziduova véta — —— Tm | 271 Resiﬁ - -
i ) ()

42 dmo

¢ WP \—/Pe ¢
Y m (2772‘2”6) = & e

/P
25+

+ predpoklady véty o F.T. radialné symetrické funkce

v . . hae 1 e_c‘f‘
délali jsme v prikladu F <c+ 47r2|a:|2> ~ nfel”
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