8 Permutace: Skatulata, hejbejte se — ale s rozmyslem

Reseni
verze ze dne 7. dubna 2025.

Cile cviéeni: Po pfipomenuti si zdkladniho pocitani s permutacemi si rozmyslime, jak se permutace
konjuguji a kolik permutaci je potieba na to, abychom uz z nich mohli poskladat uplné vSechny.

Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét Fesit:

Uloha 8.1. Zapiste nésledujici permutace jako souédin nezavislych cykl a pro kazdou permutaci o urcete

0.—1 a 0.2020:

12345
<a)”:<4 35 1 2)655’

(b) T=(46512) € Sg,
(c) o= (156)(23847) € Sq,
(d) p=(435)0(512) € Ss.

Reseni. Nejprve si uvédomime velediilezitou vlastnost, Ze nezavislé cykly spolu komutuji, tj. cico = cac1
pro kazdé dva nezavislé cykly (coZ pro obecné dvojice cykld, natoz permutaci, neplati). Pak v cyklickém
zapisu ¢; ... ¢, kazdou permutaci snadno umocnime i invertujeme

[crea... )" =cicy...cl, eica...c) P =ttt
Dale si vSimneme, ze ¢ = id pro kazdé n délitelné délkou cyklu c.
(a) Nejprve tedy zapiSeme permutaci 7 v cyklickém zapisu, tedy ve tvaru
o (am(a)m(a). . ). ..
Dostavame m = (14)(235).

Abychom invertovali permutaci, sta¢i invertovat, tedy prevratit, kazdy z cyklt (samoziejmé si miizeme
vybrat kterykoli z n ekvivalentnich zapist jednoho cyklu délky n)

= (1471235 = (41)(532) (= (14)(253)=...)
a podobné umocnime
71_2020 — (1 4)2020(2 3 5)2020 — ((1 4)2)1010((2 3 5)3)673(2 3 5) — id101oid673(2 3 5) — (2 3 5)
(b) Permutaci 7 = (46512) tvofi jeden cyklus délky 5 a poté jeden cyklus délky 1, ktery nemusime (a

obvykle nebudeme) zapisovat (jde pak o tzv. redukovany cyklicky zapis).Nakonec si snadno rozmyslime,
ze 771 =(21564) a 72 = id, protoze délka cyklu 5 déli 2020.

(c) Obdobné jako v predchozich tlohach dostavame

o=(156)(23847), o '=(651)(74832), o = (156).

(d) Slozime oba cykly a dostaneme p = (12435) a p~' = (53421). Ze stejného diivodu jako v (b) madme
2020 _
p =id.



Uloha 8.2. Budte 7,7 € S,,.
(a) Ukazte, ze je-li v cyklickém zapisu permutace 7 prvek b hned po prvku a, pak je v cyklickém zépisu
permutace 0 = 77! prvek 7(b) hned po prvku 7(a),

(b) urcete 777! a 77! pro permutaci 7 z pitkladu 8.1 a 7 = (43512).

Reseni. (a) Stadi pro b = 7(a) konjugovat a7~ (7(a)) = 77 (a) = 7(b).

(b) Pocitame:
arr ' = (r(4) w(3) m(5) m(1) 7(2)) = (15243),

ot = (7(1)7(4)(7(2) 7(3) 7(5)) = (23)(451).
Uloha 8.3. Ovéite, ze je relace ,byt konjugovany s ekvivalence na S,,.

> , “ ; . .11 . , ., . . _
Reseni. Protoze 79 =id o mr 0id™! = 7, jedné se o reflexivni relaci. Jestlize 7° = oo~ = ak
) b

o1 -1

i =0 o) = o = 0 lomo !

omo~ 0 =T,

tedy je nase relace symetrickd. Konecné, pokud 77 = p a p” = 0, pak

7 =ron(to) = 1(ono ) =T1prt =0

a proto je nasSe relace tranzitivni, ¢imz jsme dokoncili dikaz.

Uloha 8.4. Dokazte, 7e grupu S,, permutaci na n prvcich je mozné generovat
(a) n — 1 transpozicemi (12),(13),...,(1n),
(b) m — 1 transpozicemi (12),(23),...,(n—1n),
(c) jednim n-cyklem (123 ... n) a transpozici (12).

ReSeni. (a) Sta¢i nAm nagenerovat vSechny transpozice, jelikoz ty uz budou generovat celou grupu. Diky
konjugovani mame

(la)o(1b)o (1 a)_l = (ab),

tedy kterdkoliv transpozice je soucinem predepsanych transpozic, jde tedy o mnozinu generatort grupy
S,.

(b) V podstaté jde o znamy algoritmus bubblesort. Pro i < j mtzeme transpozici (i j) vyjadiit pfimo jako
(i5) = (1i+1)(i+1i42) ... (j—2j—1)(j—1)(j—2j—1)... (ii+1),

tedy napf.
(14) =(12)(23)(34)(23)(12).
Opét z toho, ze umime dostat libovolnou transpozici, vyvozujeme, Ze jde o generatory celé S,,.

(c) Ozna¢me m = (123 ... n). Jelikoz k-t4 mocnina cyklu 7 posle 1 na k a 2 na k + 1 (modulo n),
konjugovanim (12) s 7% dostavdme transpozici (kk + 1). Jak jsme nahlédli v ptfedchozim bodé, tyto
transpozice generuji celou grupu S,,.

A nakonec jesté trochu pocitani pro radost a povzbuzeni:

Uloha 8.5. Najdéte vechny permutace o na mnoziné {1,2, 3,4}, pro néz plati o (123)oa™t = (124).



Reseni. Tentokrat si pro pofadek pridame do cyklického zapisu i cykly délky 1 a hledame vSechna «, pro

0(123)oa™! = (a(l)a(2) a(3))(a(4)) = (124)(3).

Vzhledem k tomu, Ze mame 3 zpusoby, jak zapsat cyklus (124) = (241) = (412), ode¢teme permutaci o v
maticovém zapisu:

(1 2 3) (4) (1 2 3) (4) (1 2 3) (4)
(1 2 4) (3)° 2 4 1) (3)° 4 1 2 (3)
1234 123 4

Z prvniho zapisu vidime, ze a = ( ) = (34), z druhého a = <2 41 3) = (1243) a z

—_

4 3
1 2 3 4

posledniho o = (4 1 2 3

(1432).

) (1432). Nasli jsme praveé tfi razné konjugujici permutace (34), (124 3),

1 2 3 45
2315 4

(a) které jsou konjugované s permutaci ,

Uloha 8.6. Je-li 7 = (

>, urcete pocet prvki mnoziny vSech permutaci o € Sj,

(b) pro néz ar = ma.
Tvoii tyto mnoziny podgrupu S57

1 23 45
2315 4
mili, Zze konjugované permutace jsou praveé ty se stejnym cyklickym zapisem, tedy v nasem piipadé takové,
které se sklddaji z jednoho trojcyklu a jednoho dvojcyklu. Vybérem tii prvkt z péti zvolime rozdéleni
permutace na trojcyklus a dvojcyklus, oba mozné zapisy predstavuji tyz dvojcyklus, zatimco u trojcykli
méame dvé moznosti, jak vytvofit rizné (vzajemné inverzni) permutace. Tedy celkem dostavame 2 - (g)
moznosti. Mnozina permutaci se stejnym cyklickym zapisem, s vyjimkou té obsahujici pouze identickou
permutaci, netvori podgrupu, napiiklad proto, ze v ni nelezi identickd permutace.

Reseni. (a) Nejprve snadno spoéitame = (123)(45). V pfedchozi tloze jsme si uvédo-

(b) Vsimnéme si, Ze je podminka am = 7o ekvivalentni podmince ara™! = 7. Jak jsme nahlédli v minulé
uloze, staci si uvédomit, kolika zplisoby mtzeme permutaci zapsat ve stejném cyklickém zapisu. Protoze

; ?)) i) ;l Z = (123)(45)(6), mohu cyklus (123) = (231) = (312) délky 3 napsat tfemi zptsoby a
cyklus (45) délky 2 napsat dvéma zptisoby, proto mame pravé 2-3 = 6 permutaci « spliiujicich podminku.
Pokud ar = 7o a S = 73, vidime, Ze

(af)m = afr = anf = raf = 7(af),

ral=alara™ = a7, idr=m=rid
tedy uvazovani mnozina tvoii podgrupu.
Uloha 8.7. Kolik ekvivalen¢nich t¥id mé ekvivalence ,byt konjugovany“ na grupé Sg?

Reseni. Diky tvaham pfedchozich dvou tloh si mtiZzeme uvédomit, Ze se ptame na to, kolik rtznjch
cyklickych zapisi permutace na Sesti prvcich existuje. Protoze zalezi jen na délkach jednotlivych cykli,
miizeme ekvivalentné spocitat pocet neklesajicich posloupnosti délek jednotlivych cykli

k
{(al,...,ag) kyap...,ar €N, a3 < -+ < ay, Zai:6}:
i=1

= {(6)7 (]'7 5)’ (27 4)7 (37 3)7 (1’ 174)7 (17 27 3)7 (27 27 2)7 (]" ]‘) 17 3) (17 ]‘7 2 2)
kterych jsme hrubou silou nasli pravé jedenact.

(1,1,1,1,2),(1,1,1,1,1,1)},



Uloha 8.8. Dokazte, Ze kazdou sudou permutaci lze zapsat jako sloZeni trojcykld.

Uloha 8.9. Ukazte, Ze na vygenerovani viech sudych permutaci staci dokonce jen n — 2 trojcykl (12k),
kde k € {3,...,n}.

Uloha 8.10. Je pravda, ze permutace je sudéa pravé tehdy, kdy# je druhou mocninou néjaké jiné permu-
tace?

x Uloha 8.11. Dokaite, ze grupa S, je generovana libovolnym n-cyklem a libovolnou transpozici prave
tehdy, kdyz n je prvocislo.

x Uloha 8.12. Dokaite, Ze znaménko permutace 7 € S,, je mozné spocitat jako paritu poctu inverzi (fakt
hloupé terminologie!), tj. takovych dvojic (i,7) € {1,...,n}? zei < j a w(i) > 7(j).

% Uloha 8.13. Uvazme néjakou permutaci 7 mnoziny 1,2, ..., n. Postupné za sebe napisme viechny prvky
m(1),7(2),...,m(n). Jejich ¢tenim zleva doprava ziskame postupné f(m) rostoucich tsekd (véetné téch

délky 1, takze napt. pro transpozici m = (21) € Sy je f(m) = 2). Jakd je prumérna hodnota f(m) pfes
vSechny permutace zadané mnoziny? (Napovéda: Parujte.)

x Uloha 8.14 (MEMO 2013). Kolik riiznych permutaci mtizeme dostat, zacneme-li s usporadanymi ¢isly
1,2,...,n (n > 2) avnéjakém pofadi provedeme vSech n—1 prohozeni sousednich ¢isel? (Népovéda: Indukee.)

x Uloha 8.15. Uvazme strom na n vrcholech oznacengch ¢isly 1,2, ..., n. Postupné zvolime vSechny hrany
(kazdou pravé jednou), pficemz vzdy prohodime ¢isla na koncich zvolené hrany. Tim dostaneme néjakou
permutaci ¢isel ve vrcholech. Kolik cyklt mize tato permutace obsahovat? (Napovéda: Indukce.)

»x Uloha 8.16 (Zolotarevovo lemma). Necht p je liché prvocislo. Nasobeni prvkem a € Zy indukuje jistou
permutaci prvki Z;. Dokazte, ze tato permutace je suda pravé tehdy, kdyz je a kvadratickym zbytkem
modulo p.



