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UZITECNE VZORCE

Stavové veliciny Thermodynamické potencialy Termodynamicky experiment
S entropie U vnitini energie ( 0A >
v objem F volna energie OB ).
T teplota G Gibbstv potencial A = odezva,
P tlak H entalpie cve [
veli¢ina jejiz zménu zkoumame
1 chemicky potencial B = sonda,
veli¢ina jejiz zménu nastavujeme
C = parametr,
veli¢ina jiz drzime konstantni
Dalsi dilezité veliciny a konstanty Mistrovska funkce a jeji formulace
N ... pocet &astic (Casto konstantni) U(S,V) ... U-formulace, pfirozené proménné S,V
Ny ... Avogadrova konstanta F(T,V) ... F-formulace, pfirozené proménné T,V
kg ... Boltzmanova konstanta G(T,p) ... G-formulace, pfirozené proménné T,p
R ... molarni plynova konst. (N4 - kg) H(S,p) ... H-formulace, pfirozené proménné S,p
c ... konstanta tepelné kapacity
c
K ... Poissonova konstanta (p>
c
v

Idealni plyn

Definice idealniho plynu:
o Idedlni plyn je dokonale stlacitelny a postradd vnitini tfeni
e Rozméry c¢astic idedlniho plynu jsou zanedbatelné oproti vzdalenostem mezi nimi
e Vsechny srazky castic v idedlnim plynu jsou dokonale pruzné

e Idealni plyn je dokonale tekuty

Thermicka rovnice (idedlni plyn) Kaloricka rovnice (idealni plyn)

NkpT

T,V,N) =
p(T,V,N) v

U(T,V,N) = gNkBT

pV = NkpT ... (reformulace)

Van der Waalstiv ,,realny” plyn

Thermicka rovnice (V.d.Waalsiv plyn) Kaloricka rovnice (V.d.Waalsiv plyn)
RT a 3 a
- e T,V,N)="RT - %
HTVN) = g — UT.V.N) = SRT — <

kde a ... mezimolekulové sily, b... limit stlacitelnosti plynu



Vztahy thermodynamickych potencialt

a) vnitfni energie U(S,V, N) b) volnd energie F(T,V,N)
e zéakladni formulace e nahrazeno S — T
o diferencial e vztah s vnitini energii F =U — TS
dU =T dS —pdV o diferencial
dFf = dU - SdT —-TdS
dU = a—U ds + a—U dVv TdS —pdV
oS )y v )g
dF = —-SdT —pdV
o 1. derivace (mezikrok)
e 1. derivace (mezikrok)
(%)V =T (%)S =P
OF OF
oF) g, (2E) — _
e Ze zaménnosti 2. parcidlni derivaci (8T>V (OV)T b
92U - 92U o Ze zaménnosti 2. parcidlni derivaci
oS0V 9V oS 02 F O%F
orov — oV oT
T
e = Maxwelliv vztah <§V>S =— (gg)v e = Maxwelluv vztah |— <g§)T =— (g;)v
c¢) entalpie H(S,p, N) d) Gibbsiv potencidl G(T,p, N)
e nahrazeno V — p e nahrazeno S - T;V —p
e vztah s vnitini energii H =U + Vp e vztah s vnitini energiil G =U — ST + Vp
e diferencial o diferencial
dH = dU + pdV +V dp dG = dU —-SdT —TdS +pdV +Vdp
TdS —pdV TdS —pdV
dH =TdS +Vdp dG = —SdT +V dp
» 1. derivace (mezikrok) o 1. derivace (mezikrok)
87H = M aiH =
w0, (), s (8), -7
* Ze ziménnosti 2. parcidlnf derivact e Ze zaménnosti 2. parcidlni derivaci
2 2
o'l o°H 022G 9°G
o = Maxwelllv vztah (?) = (?;S/) e = Maxwellv vztah | — ) - 44
P/ s P Op ) r ory,
orT dp
Maxwellovy vztahy (shrnuty)... UGS, V,N) — (=) =-(+c
oV )g 08 ),
a8 dp
F(T,V,N — | = —
5 avm = (5),- (),
Bonus: Spinavy trik oT oV
H(S,p,N) — (8) = <6S)
(22) (22) (%) - v s :
oB),\0C) , \0A 5 oS oV
G(T,p, N — | =—| =
( 7p7 ) — (ap)T <8T>p




Thermodynamické zakony

0. thermodynamicky zakon (zdkon thermodynamické teploty)
(Jsou-li dvé a vice téles v termodynamické rovnovéize s dalsim télesem, jsou vSechna tato télesa v rovno-
vaze.)

1. thermodynamicky zakon (zdkon zachovani energie)
dU = 0Q + oW
e prirastek vnitini energie mezi body A a B:
AU =Up—-Us=0Q,+W, ... kde@iW pocitame pies kiivku vy

Pozndmka:  Teplo Q ani prace W nemaji totalni diferencidl, proto pro jejich diferencidly vyuzivame
symbolu §.

2. thermodynamicky zdkon (zdkon neklesini entropie)

oU
= _— = T
5Q <8S>V as as

ou
W = (a‘/)s dV = —pdV

3. thermodynamicky zakon (zdkon absolutni nuly)

lim =0
T—0
Tepelné kapacity
]
c = —Q ... definice tepelné kapacity
oT
5 . , S
cp = §N kg ... kapacita pro konstantni tlak p (idedlni plyn)
3 . ;. S
cy = §N kp ... Kkapacita pro konstantni objem V' (idedlni plyn)
Diferencial tepla podél déje 0Q=TdS =cdl
Tepelny cyklus
T 4 . w an - Qout Qout
Ucinnost tepelného stroje = =——=1-

CO BUDE V PISEMCE?

1) U, F, H, G - formulace
2) Préce s thermodynamickymi potencidly

— vzajemné prevody a odvozené veli¢iny
3) Thermodynamicky cyklus

4) Thermodynamické slovni dloha



1) U, F, H, G - FORMULACE

Obecny Postup:

0. V jaké formulaci mame pracovat a jaké jsou jeji pFirozené proménné? (napr. U(S,V,N))
1. Prevedeme si neptrirozené proménné do ,jazyku” dané formulace. (napt. T a p — do U-formulace)
2. Vyjadiime si totdlni diferencial pro takto nalezené vyrazy. (napt. dT a dp)
3. Dosadime za nepfirozené proménné a jejich diferencidly do LS puvodni rovnice
4. Dosadime za nepfirozené proménné a jejich diferencialy do PS ptuvodni rovnice
5. Porovname LS s PS a pokud upravenou rovnici dokazeme pokratit do tvaru 1 = 1, jedné se o identitu
Priklad
Zadani: V U-formulaci dokazte identitu:
2
d dT d T (d dS
P - + cp - (&2 , kdecvdgc'T —_—
dv /s \dS/, ds/ e, \dV /.. dT /,,
v Redeni:

U-formulace: U jako funkce svych ptirozenych proménnych U(S, V)

U-formulace: Vsechny vyrazy vyjadiime jako funkci ® (U, S, V, Ug, Uy, Uss, Usv, Uyvy, ...)

dU =TdS —pdV ... tot. diferencial mistrovské funkce v U-formulaci
ou ou . . s . a1 o
AU = | =5 dsS + (&) dV ... rozpis tot. diferencidlu do slozek (parcidlnich derivaci)
oS )y v /g

oU
p=— (iﬂ/) =-Uy ... porovnani rovnic a prepis proménnych do U-tvaru
s

oUu
T—<as>V—US

’dT = dUg = Ugg dS —|—UsvdV‘
| dp = —dUy = ~UysdS — Uyy dV |

. tot. diferencialy v U-tvaru rozkladem do slozek

Nyni dosadime:

2 2
Ls: (42 (4TY [(dp _(—duy dUs _ [(=dUy _
av /s \ds /), s/ av Jg\ ds /, s /y
_ (-UysdS —Uyy dV Uss dS +Usy dV \  [(=UvsdS —Uyv dV ?
B av s ds v ds v

’Skonst. & dS :()‘ N <O—va/d’v/) (USS/d’S/+O>+|:(—UVS/d’S/—O

2
_ 2
V konst. & dV =0 4V a5 Py ﬂ = (Uvs)"—UvvUss

dv ds ds

(dp)s (dT>V n [(dp)vr = (Uvs)* = UwvUss (1. MEZIVYSLEDEK)




Dailezity trik

Je-li konstantni veli¢ina nepfFirozenou proménnou (v dané formulaci), pak nemuZeme ji dosadit do
rovnice piimo, ale misto toho vyuzijeme triku (zde pro T' = konst.):

Usvav | [ UssdS

T=konst. = dI' =0=Ugy dV +UgsdS = ds =
Uss USV

Pozndmka: V ramci triku se vyplati vyjadrit si oba dva diferencidly pfirozenych proménnych
(zde dS i dV') a do rovnice pak dosadit ten diferencidl, ktery ndm co nejvice usnadni préci.

Dosadime tedy jen za jeden a to za ten, ktery vyzaduje mensi pocet dosazeni.

Pro tip: Pokud v rovnici mdme koeficienty, jako naptf. mérné tepelné kapacity c¢, kompresibility & ¢i
ruzné jiné koeficienty, vyplati se je nejprve prevést zvlast do dané formulace, nez zacneme dosazovat do
rovnice.

ds ds s Us
v <dT>V S(USSdS +UsvdV>V S(USS/Q/S/+0> = Cy Uss

Nyni dosadime:

PS: z (dp) Us (UVS dS — Uyy dV) 7%USS (Uvst vadV)
T T

ey \dV ), T= av |74 av
—UysdS — Uyy dV , Usgy dV
—U trik: dS = — -2V
58 ( av )T RO Uss
U 7UVS<7USUVSS )7UWW _ g (YvsUsv g = UysUsy — Uy U
— Ugss ,de/ — Uss USS Vv - VvVsusv vVvuss

Jelikoz existuje totalni diferencidl, tak jsou druhé parcialni derivace zaménné a tedy Uy s = Ugy

d -
T <P> = (Uvs) = UyyUss (2. MEZIVYSLEDEK)
ey, \dV /.

Porovname LS a PS

dp dT dp\ 1° T /[dp )
(Uys)? — UyyUss = <) () + K) } =— < = (Uvs)” —UyvUss
av) ,\as), " \as),] T¢, \av),

(Uvs)? = UyvUss = (Uys)? — UyyUss
1 =1 |

Zavér: Podafilo se ndm zadanou rovnici pokratit v U-formulaci do identického tvaru 1 = 1.

Jedna se tedy o thermodynamickou identitu!




Priklad

d d
Zadani: V H-formulaci dokazte identitu: WY (R
av ) . .

v Reseni:
H-formulace: H jako funkce svych pfirozenych proménnych H (S, p)

H-formulace: Vsechny vyrazy vyjadiime jako funkci ® (H, S, p, Hg, Hp, Hss, Hsp, Hpp, -..)

H = U+pV ... vztah H-formulace s U-formulaci

dH = dU + dpV =TdS —pdV +pdV+Vdp ... tot. diferencidl mistrovské funkce v H-formulaci
OH OH

dH =— ) dS + | — dp ... rozpis tot. diferencidlu do slozek (parc. derivaci)
95 ), op )¢

oOH
r= (as) =Hs

| dT' = dHs = Hss dS + Hs, dp |

OH
V= (8) =H, ... porovnani rovnic a prepis proménnych do H-tvaru
P /s

. tot. diferencidly v H-tvaru rozkladem do slozek

|V = dH, = Hy,s dS + Hyy dp |

Jesté potrebujeme vypocitat, cemu se rovnd dU v H-formulaci

dU =TdS —pdV =HgdS —p{dV} ... kdedo zavorek {...} davdme to, co musime jesté nahradit

Nyni dosadime:

LS: <dU>T+p—(HSdSp{dV})T+p_<HSdS M+M>T_< HgdS )T

dv {dV} {av} H,sdS + H,,dp
Hss dS
ProT =konst. = dT =0=HggdS + Hgp,dp = dp :—257
Sp
<dU> p(Hstp{dV}) fp= Hs/d’s/ o HSHSp
v/ {dv} T H,sdS + H,, &%) HZ, — HssHp,
dp dp )
PS: T(—=) =H
(dT)V s <HSS dS + Hspdp ),
H,, d
ProV =konst. = dV =0=H,sdS + Hy,dp = dS :—;jpip
pS
dp) dp 1 Hg Hg)
T ( = HS = HS 5 = 3
dT/y Hgs (* H}'ff) + Hsp dp _‘HS;,,ZPP + (ijs,f;) Hsp — HssHyp
Hg H Hg H
Porovname LS a PS 5 5p = 5 5p |

ng - HSSpr B H,%p — Hsspr




2) PRACE S THERMODYNAMICKYMI POTENCIALY

Priklad Thermickd a kalorickd rovnice z G(T, p)

Zadani: Méjme 1 mol systému, jehoz Gibbsova volna energie ma tvar:

G(T,p) =aT (1 —1n(T)) + RT In(p) — T'Sy kde R,a, Sy ... konstanty

Ukol: Naleznéte funkce: p(T,V); U(T,V); U(S,V)

v Resendi:

Nejprve si vyjadiime Gibbsovu volnou energii vyjadienou pomoci U:  G(T,p) < U(S,V)

Pro tip: Zapamatujeme si, ze pii zméné pfirozenych velicin se vzdy zméni{ i znaménko (coz vychdzi z
podoby tzv. Legendreovy transformace).

A pokud si pamatujeme diferencidl pro U(S,V): dU =TdS —pdV .

Pak vidime, Ze prechod mezi G a U jest ddn vztahem: G(T,p) =U(S,V)—-TS5 +pV.

Diferencial G:

dG = AU — d(TS) + d(pV) = T-dS — pdV —TdS — SdT +pdv +Vdp = —-SdT +V dp

| S —
U
G-formulace:
dG =-SdT +V dp ... tot. diferencidl mistrovské funkce v G-formulaci
oG oG . . . . o1 o
dG = | — | dT + | — dp ... rozpis tot. diferencidlu do slozek (parcidlnich derivac)
oT » op )
oG oG
S=—-— , |\ V=[— ... porovnani rovnic a prepis do G-tvaru
orj, op )
e p(T,V):

Pottfebujeme si vyjadfit, ¢emu se rovnd V (T, p) (nepfirozend veli¢ina, kterou neznime)

V(T,p):(aG) :(awmmw—%ﬂ) :<(’9[RTln(p)]> RT

dp

RT RT




e U(T,V):
Vyuzijeme toho, Ze jiz zndme podobu V (T, p), tedy U(T,V) = U(T7 V(T, p))

Déle vyuZijeme znalosti pfechodu mezi G a U ato  U(S,V) + G(T,p)

G(T,p) =U(S,V) =TS +pV = U(S,V)=G(T,p)+TS—pV
= U(T, V(T,p)) =G(T,p) + T S(T,p) — p V(T,p)

Nezndme tedy pouze S(T,p), tu ale ziskdme z jejtho G-tvaru

S(Tip) =~ <8G> . (3[GT(1 —In(T)) + RTIn(p) — TSo])

T oT

p

:—<8;§) +<8(1T81;(T)> —<5R€1Tn(m> +(8§£°) :—a+a1n(T)+65—Rln(p)+So

| S(T,p) = aln(T) — RIn(p) + S|

Nyn{ dosadime do vztahu pro U (T, V(T,p))
RT

U(T, V(T,p)) =aT(1—In(T)) + RTIn(p) - TSy + T(aln(T)— RIn(p) + So) - P (ﬁ)

U(T, V(T.p)) = oT —aTn(T) + RTIn(p) ~ TS5+ aT(T) - RTn(p] +TS; — RT

U(T, V) = aT — RT = T(a — R)

e U(S,V):
Potiebujeme si vyjadrit T jako funkci S a V, tedy mit U(T7 V) — U(T(S7 V), V)

VyuZzijeme toho, Ze zndme S(T,p) odkud si vyjadiime T (S, (T, V)), abychom méli funkce promén-
nych pouze T'(S,V)

T
S=aln(T)— Rln(p)+Sy = aln(T)=S+Rln(p)—Sy = aln(T):S—l—Rln(}?/)—So

= aln(T) =5+ R(ln(RT) - ln(V)) ~ Sy =S+ RIn(RT) — RIn(V) — S
= aln(T)— RI(RT) =S —RWn(V)— Sy = aln(T)— (RIn(R)+ RIn(T)) =S — RIn(V) — S
= aln(T)—RIn(T)=RIn(R)+S—RIn(V)-Sy = (a—R)In(T)=RIn(R)+S—RIn(V) -5y

_ RIn(R)+S—RIn(V) — S,

= In(T) a_ R = |T(S,V)=exp (Rln(R) + i:lj%%ln(‘/) - So)
U(T(S7 V), V) = exp (RIH(R) + Sa:iln(v) - SO)(a _R)
T(S,V)
U(S,V) =exp <RIH(R> + Sa:gln(v) - So) (a—R)




Priklad

Zadani:

S(U,V,N) = NkgIn (

Prevod entropie na entalpii

Meéjme systém, jehoz entropie ma tvar

uv

AN?

)

kde A, kg > 0 ... konstanty

Ukol:

v Reseni:

e p(T,V,N): Nejprve zacneme s rozepsanim totalniho diferencidlu dU do slozek:

Naleznéte funkce: p(T,V,N); H(S,p,N)

ou

- (as),

=
av = (YY) as + (Y)Y av o
9S8 ) oV ) p=—[==
V)
* Nyni S(U,V, N) invertujeme na U(S,V, N)
uv AN? S
* Vyjadrime si p(S,V, N)
Uy o [ 4 exp (w55 )] N | S\ ANZ
= exp Nig )\ D= exp Nin ) v

v

()

S

* Nyni si vyjaddifme S jako funkci proménnych S(7T,V, N), kde vyjdeme z inverse vztahu pro T

ov

S AN

oo (UY _ a{]vwexp(NiB)]) _AN?
_<as>v_ ds TV
1%
S\ . Vkg

e (7= )

A

exp (

1
NkB) Nkg  Vkg P

Vk3> Nks

(+%)

* Nyni dosadime do p jako p(S(T,V,N), V,N), kde uzdvorkoviavdme nahrazovanou proménnou {...}

(S A (me) e\ avt_ veeant [ N
b P Nkp V2 Nkg V2 AN V¢ p v

Dostali jsme tedy thermickou stavovou rovnici.

Nyni chceme vypocitat H jako funkci H(S,p, N), vyjdeme ze vztahu mezi H a U

o H(S,p,N):
H=U+pV = H(Sp,N)=U(S, V(S,p,N), N)+pV(Sp,N)

* Potfebujeme tedy najit V (S, p, N), coZ dostaneme invertovanim tlaku p(S,V, N), ktery uz zndme (vyse):

_ S AN SN\N_»V S \ VAN
P=SP\ Ny ) V2 P\ Nkp ) ~ AN? P \aNks ) b
* Dosadime do predpisu pro H:
s
AN? AN? exp (NkB) S \ VAN
H = U(S.V).N)+0(V) = s e (=) 0V} = e (g ) Yo
{V} Nkg exp <2NSkB) \/%N 2Nkp D
H = /pA Nexp L + vpAN exp L H =2+/pA N exp 5
2Nkg 2Nkg 2Nkg



3) THERMODYNAMICKY CYKLUS

Tabulka thermodynamickych cykli

Cyklus Stlaceni Zahrivani Expanse Ochlazeni
A—- B B—-~C C—-D D— A
“*= Idealni cyklus = isobaricky | isochoricky isobaricky | isochoricky
= Carnottv =" isothermicky | adiabaticky | isothermicky | adiabaticky
Bell-Colemantiv adiabaticky isobaricky adiabaticky isobaricky
Ottav adiabaticky | isochoricky | adiabaticky | isochoricky
Ericssontv isothermicky | isobaricky | isothermicky | isobaricky
Stirlingtav isothermicky | isochoricky | isothermicky | isochoricky
Dieselav adiabaticky isobaricky adiabaticky | isochoricky
Humphreyho adiabaticky | isochoricky | adiabaticky isobaricky
Lenoirtv isochoricky | adiabaticky isobaricky
2 zakladni cykly (nejjednodussi)
Idealni cyklus = e Carnottav cyklus ==
Pl PAL
c, . D c
P-V diagram: A Y D
B* - A B
A
Vv %
TA le
C . D
D.
c v A Y
T-S diagram: .
S R
B
S S

10



4 jednoduché cykly v P-V a T-S diagramech

P-V diagram:

T-S diagram:

P-V diagram:

T-S diagram:

Bell-Colemanuv cyklus

Ottuv cyklus

oC
Bl
[P
A

v

PA PA
\%
T A Tn
C
B 4
A
S
Ericssontv cyklus
P,

T

Stirlingav cyklus

v

Tu
C D
o —
v
B A 4
o - o

B C
e —
4
A/ p*
.—‘-'

v

v

11



3 slozitéjsi cykly v P-V a T-S diagramech

Dieseluv cyklus Humphreyho cyklus Lenoirdv cyklus

Py P, Py

A A
P-V D
\ B
L NS o | LT :
R A R A=B R
vV V
Tﬂ C T C Th C
g " {D < 4*
T-S B 4D
D
e { = —
A A A=B
S S S

Pro tip: Pokud si nejsme jisti vertikalni posici procesu v T-S diagramu, mame na paméti, ze pti ohrivdani
se teplo do stroje dodava a naopak pri ochlazovdni stroj teplo odevzdava.

e Pii procesu ohrivani dostavame krivku, kterd prispiva k teplu @i, - méla by byt vyse v T-S

e Pii procesu ochlazovdni dostavame kiivku, kterd prispiva k teplu Qout - méla by byt nize v T-S

12



Priklad: Ottav cyklus

Uvazujme rovnovazny Ottav cyklus s idedlnim plynem: V4 >Vg a Sg > Sp

Zadani:
Zname objemy V4, Vp a jednd se o l-atomarni idedlni plyn, tedy plati:
pV"™ = konst., kde k =3/5
Ukoly: a) Vykreslete cyklus v P-V a T-S diagramu. [1b]
b) Vypocditejte uc¢innost cyklu 7 [1b]
c¢) Vyjadrete u¢innost cyklu 7 ve zndmych veli¢indch (tedy zde v objemech V4 a Vg) [1b]
v Redeni:
a) Priklad je zadany tak, Ze se ndm vyplati nejprve si nakreslit S-V diagram, ktery ndim pomtize zorientovat se.
Sa Pa T4
oo C D ic
A Y
B 4
- —_————
BT A ‘} »p
[] [] > A >
] ] v v
Vg va V S
S-V diagram P-V diagram T-S diagram

Pro tip: Casto se poéita snaze rozdil pfijatého a odevzdaného tepla Qi — Qout nNeZ samotnd prace W

Pa Pa

Wr,_ 5 - . prace, kterou jsme museli vykonat na stroji

Wre_,p - .. prace vykonand stojem na okoli

PAL

P A
Celkova préace:

/6W:/—pdV
T N
D

Ce P1i isochorickém déji se prace nekond

V =konst. = dV =0
A 1 U,

WFBHC = WFD*)A =0

w
4
> o——0 g

<V

v

Pokud bychom chtéli pocitat praci ze vzorecku:

[ o= —/ABW> av —/Bcpww—“/;p(m av —/;mw@lv”2 —/CDW) av+ [ wvyav
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b) Uéinnost cyklu spocitdme z nasledujictho vzorecku:

n= w _ |Qin| B |Q0ut‘ —1_ |Qout|
|Qm| |Qm| |Qm|’

kde W ...préce vykonand strojem na okoli, (dand vztahem tepel Qin — Qout)

Qin - - - teplo dodané do stroje, Qout - - - teplo rozptylené strojem do okoli

T A T r' N
o C e C
Ay VA
[ ] [ ]
° [ 4
4 A o 4 y
L ] o
A A
s s
Qin Ty ¢ - - - celkové dodané teplo Qout TA_,p - - - celkové odevzdané teplo
Ta Ta
c c
B 4 B 4
{ y ) { &
A A
s s
I'sa_p a T'c_p adiabatické déje W =Qinrs,c = Qout rasp
50 = 0 prace v T-S diagramu
Déle z 2. véty thermodynamiky plati: 0Q =TdS

A pro isochoricky déj pro 1-atomovy idedlni plyn médme z definice tepelné kapacity vztah:
3
0Q =cyndT = §Nk3 dT

" S Nkp dT = gNkB [T} ol gNkB (TC - TB)

T, 2 Tp

Tedy  [Qul= [ 40—
I's-c

|Qout| = /F/HD Q = TjD gNkB dT = gNkB {T}TD = gNkB (TD —TA)

Ta

3
:17|Q0ut‘:17%<TD_TA> s 77:171ﬂD_CrA
|Qin %(TC _ TB) Te —Ts

Pro tip: Vzdy si zkontrolujeme, ze ndm Uc¢innost vychdzi v rozmezi [0,1):
>0

T T
« Lomeny vyraz musi byt kladny, pokud jej odéitame od 1:  Tp > Ta, To > Tp = #
c—1s
Jinak bychom dostali u¢innost vyssi nez 1 (tedy > 100%) —

o Citatel musi byt mensi nez jmenovatel: Tp —Ty <To —Tg v

14



Pro tip: Vyplati se pocitat Qin 1 Qout jako:

Qin - |Qin|
Qout — |Qout|

protoze plochy pod grafem jsou vzdy kladné a nemusime tak fesit, ve kterém sméru kiivky
vlastné integrujeme.

Staci ndm pak pouze integrovat od nizsi hodnoty na ose x po vyssi hodnotu, tedy:

b
/ proa <b
a

¢) Nyni vyjadiime vysledek pomoci zndmych veli¢in V4 a Vg

NkgT
Plati thermickd rovnice pro idedlni plyn: p = ki = T= s
Vv Nkg
Tp — T Nk5 (poV — paVa isochoricky déj
i _Nk/( Vo — v) et
c B B \PcVc —PBVB Vo = Vg
n=1- poVa—paVa | Va (;DD —pA>
pcVe —pBVE Ve \pc —pB
Déle vyuzijeme toho, ze podél adiabatického déje plati:  pV" = konst.
Odsud méme:
K K VA "
pa(Va)" =ps(Ve)" = = Pp=pPa|y
B
K K K VB "
pc (Vo) =pp(Vp)" = pc(Ve)" =pp(Va)" = pp=pc Vi
Vi " A
B K _ VA
Ve \pc —pB Ve \ po = pa (%) Ve \Va Do — i

Pro tip: Opét zkontrolujeme, Ze ndm ucinnost vychdzi v rozmezi [0, 1):
> s e 141, )
« k=3 pro 1-atomovy idealni plyn, tedy x — 1 = 3 > 0

o Tedy Citatel musi byt mensi nez jmenovatel: Vg < V4 (dokonce ze zadédni) v/
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Priklad: Stirlingtv cyklus

Zadani: Uvazujme rovnovazny Stirlingtv cyklus s idedlnim plynem:

isothermické expanse Vo - W pii Ty
isochorické ochlazovani Ty — T¢ pri Vp
isothermicka komprese Vi — W pti T

iv) isochorické ohrivani Te — Ty pri Vo

Ukoly: a) Vykreslete cyklus v P-V, T-S a P-T diagramu. [1b]
b) Vypoditejte t¢innost cyklu 7. Vyjidiete ticinnost cyklu n ve zndmych veli¢indch
(tedy zde v objemech Vi a Vj a teplotich reservoirt Ty a T¢) [2b]

v Reseni:
a) PFi vykreslovani P-T diagramu vyuzijeme thermické stavové rovnice:
NkyT NkyT T
_ b _ b N ( p

—1
—  p x T pro isochoru = 1% Vox—= —) = konst.
|4 P P T

. . ve ., -1 v v . 1 er “r
Isochory jsou v P-T diagramu pfimky se smérnici (%) — ,,vétsi objemy odpovidaji mensimu sklonu”

PAL T A VO ‘/1 P A
T (O] W
- ——s (iv)
. v
i) o )
(ii) iii
To + (iii) (‘ Vi
(i) ii
[ [ > I (] [ >
I L] i e ) ) i
Vo Vi v S Te Ty
P-V diagram T-S diagram P-T diagram

b) Z kalorické stavové rovnice pro idedlni plyn plyne pro isothermu:

2
U:§Nka — U T = konst. = dU =0 — 6Q—-W =0 — 6Q=W

Teplo od isothermickych déji mizeme pocitat v P-V diagramu skrze praci. Pak se s nim vréatime do T-S.

Pu P“ T 3
. VO ‘/1
A (1) A TH - o—.—o
@)
Ty A
D / \/ »
° TC - o f o
(iif)
| | > | | > >
Vo iV Vo iV
W) ... prace vykonand stojem na okoli Whii) - - - préce vykonand na stroji Tepla Qingiy a Qoutiii)
Wr(i) = Qing) - - - teplo dodané pii déji (i) Wriiy = Qoutiii) - - - teplo odevzdané pii (iii) v T-S diagramu

16



Teplo od isochorickych déji pocitame jako obvykle v T-S diagramu.

Celkovd prace W pfes celou kiivku T je pak ddna rozdilem tepel pfijatych (d&je (i) a (iv)) a odevzdanych
(dgje (ii) a (iii)).

Wr = [Qin| = |Qout] = (1Qin)| + [Qingiv)|) — (|Qout(in | + |Qoutiin|)

T 4 T 4 Ta
Vo Vi Vo Vi Vo - Vi
i
TH - o P . TH - o P . T =+ e ——
(iv)
() o 4 4 w;
» » A (i)
To=+ o = Tot o<t Ter .‘(_)‘-.
111
S S Wr = (Qini) + Qiniiv))
Qin(iv) - - - teplo dodané pfi déji (iv) Qin(iv) - - - teplo dodané pfi déji (iv)

— (Qingi) + Qingiii))
« Ucinnost cyklu opét spoéitdme z nasledujiciho vzorecku:

_ Wr _ |Qin| - |Qout‘ —1_ (|Qout(ii)| + |Qout(iii)|)
|Qinl |Qin (1Qinc)| + [Qingiv) )

Ui

o Nejprve spocitdme tepla pro isotermické déje (i) a (iii):

Vi C 1 \%]
thermicka dv %1
in()y| = Wrg) = oW = V)ydv — . — NkgT —— = NkgTgln | —
|Qing) | () /F(i) v p(V) [ rovnice } B H/Vo % BTH n<V0>

141 c 1 Vi
|Qoutiin)| = / W= [ p(V)dv - [thermmka} — NkpTo / d7v = NkpTcln (‘;)
I(iii)

Vo rovnice Vo o
» Dile spocitdme tepla pro isochorické déje (iv) a (ii):
Pro isochoricky dé&j pro obecny idedln{ plyn mame:  6Q = c,, dT
Tu
‘Qin(iv)‘ = / 5@ = Cy, dT = Cy (TH — TC)
T'(iv) T
T
|Qout(iny | = / 0Q = ¢, dT =c, (Ty —Tc)
I (i) Te

o Celkové prijaté a odevzdané teplo:

Vi
|Qinl = |Qing)| + |Qingivy| = ¢, (Tw — Tc) + NkpTy In <V(1)>

v
|Qout| = [Qoutin) | + |Qoutiny| = ¢ (Tr —Te) + NkpTc In <V(1))

« Uéinnost cyklu:

. (1Qout(in | + |Qourgiin ) ¢y (T —Te) + NkpTcIn (%)

(1! + |Qingiv|) ¢y (Ty — Tc) + NkpTy In (g)

Kontrola: Ty >Tc >0, Vi >V = vsechny vyrazy kladné, ¢itatel mensi nez jmenovatel, — n € (0, 1)
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Priklad: Dieseltv cyklus

Zadani: Uvazujme rovnovazny Dieselav cyklus s idedlnim plynem:
i) adiabatickd komprese (p1, V1) — (p2,V2)
ii) isobarické ohf{vani (p2, Vo) — (p2,V3)
iii) adiabatickd expanse (p2,V3) — (p3, V1)
iv) isochorické ochlazeni (ps, V1) — (p1,V1)

Ukoly: a) Vykreslete cyklus v P-V a T-S diagramu. [1b]
b) Vypoditejte tc¢innost cyklu 7. [1b]
c) Vyjadiete ucinnost cyklu n ve zndmych veli¢indch, zndme-li objemy V4, V5 a Vs [1b]

v Redeni:

a) Nejprve si vykreslime P-V a T-S diagramy.

P Y (11) TA C
BT > (i) {(m)
v
B D
P; = )
0 K (v)
P = A
i i — >
Vo Vs v Vv S
P-V diagram T-S diagram

Vsimnéme si, Ze kiivka ohfivan{ (iv) je nad kiivkou ochlazovani (ii) v T-S diagramu, coz je zpétna kontrola
spravnosti podoby T-S diagramu.

b) Uéinnost cyklu spocitdme opét z ndsledujictho vzorecku:

n= w — |Qin| B |Q0ut‘ -1 |Qout|
|Qin| |Qin| |Qin| ’

Pri adiabatickych dé&jich nedochazi k vymeéneé tepla, tedy pirispévky dostaneme pouze od vétvi (ii) a (iv).

Pro obecny idedlni plyn pro isobaricky déj plati 6Q = c, dT
Pro obecny idedlni plyn pro isochoricky déj plati 6Q = c,, dT

Te Te
Tedy |Qin| = / 0Q = cp, dT =¢ [T} =c (TC - TB)
INED) Tp ? PU Iy P Cy (TD — TA)
n=1-——-=
Tp Tp cp (TC o TB)
‘Qout| = / 5@ == CV dT = CV |:T:| = CV (TD — TA)
L) Ta Ta

Kontrola: Tp >T4 >0, Tc >Tg >0, ¢, > ¢, zlomek kladny a Citatel mensi nez jmenovatel — n € (0,1)
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¢) Z P-V diagramu vidime, Ze zndmé objemy maji vztah V3 > V5 >V,

RozepiSeme si body A = (p1,V1), B = (p2,Va), C = (p2,V3), D= (ps,V1)

:NkJBT T — pV

Plati thermicka i idedlni plyn: = =
ati thermicka rovnice pro idedlni plyn: p v Nkg

W T p2Va

TA - 5 B — 5 Kk __ Kk __
Nkp Nkp a zéroven pro adiabaty: piVi" = p2Vy" = konst.
T — p2V3 T p3V1 A=B, C=D p2Vi* = p3V}® = konst.
C N]CB’ D NkB7
K K V "
p1(V1)" =p2(V2)" = p1=p2(vj>
kde k= 2
K K " CV
PV =ps () = ps=p <V>
Wot)  gnenion) ()2
¢ (T — T ) Tep(mVe—pta) P2 o(lh-n)
val—f-{-&-l (Vgl{ o ‘/2/{) val—f-{-&-l (‘/3/{ o ‘/QN)

(R A

Kontrola: V3>V, >0 = (Vg“—Vg“)>O
Vi>Va>0 = (V?,—VQ)>0 S e (0,1)

1
k>1, — <1 Vi>0
K
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4) THERMODYNAMICKA SLOVNI ULOHA

Priklad: Van der Waalstuv plyn

Zadani: Jeden mol Van der Waalsova plynu o teploté T' je uzavien ve vélci o objemu V. Plyn nechdme
isotermicky a reversibilné expandovat do objemu 2V. Urcete:

Ukoly: A) praci W vykonanou plynem na okoli,

C
D

)
B) zménu Helmholtzovy volné energie plynu AF,
) zménu entropie plynu AS,

)

zménu entropie okol{ a zménu entropie vesmiru
(vesmir = plyn + okoli).

Pozndmka: Pozor na znaménka!

v Reseni:
Thermicka rovnice (Van der Waalsiiv plyn) Kaloricka rovnice (Van der Waalstiv plyn)
RT a 3 a
= - — UT,V,N)=_-RT — —
p(T7 ‘/7 N) V _ b V2 ( ? ’ ) 2 V

A) Nejprve si uvédomime, ze prace W konand plynem na okoli je kladnd (plyn konal praci, protoZze pohy-
boval zardzkou smérem nahoru a zvysila se tak jeji potencidlni energie). Jeji diferencidl W je tedy zaporny.

2V 2V T 2Vo 1 2Vo 1
W:/—awz/ pdV:/ R %dV:RT 7dV—a/ —av
T

Vo Vo V_b_ Vo V-9 Vo V2
2Vo 172" 2Vo — b a a
W =RT|In(V -5 —a|—— = RT1 - _ =
[ )]vo a{ V]VO n(VO—b>+2VO Vo
2V — b a
= |W=R n(V@-b) oV

B) Zménu volné energie uréime skrze vztah s vnitini energii pro isotermicky déj (7" = konst.)

0

F=U-TS, T=konst. = dF =dU — d(TS) ="ds-—pdV —TPds — —pdV

dFf = —pdV = W = AF:/6W=—W = —-AF=W
r

Ubytek volné energie —AF je tak rovnen préaci W, kterou plyn vykonal na okoli.

C) Zménu entropie AS spocitdme skrze diferencidl vnitini energie a z kalorické a thermické rovnice.
1
dU =TdS —pdV = dS :T(dU —pdV)

Tot. diferencial dU si rozlozime do slozek parcidlnich derivaci a aplikujeme kalorickou rovnici:

d(3RT — &) O(3RT - &) 3 a
dU(T,V,N)(H dT + | —2———"| dV =-RdT + — dV
oT v ov . 2 V
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Nyni dosadime do predpisu pro dS majice na paméti, ze pro isotermicky déj d7° =0

1 1 /3 0 a 1 /a
ds = - (dU +pdV)—T<2RdT"+WdV —pdv> _T(W”) %

Toho ¢asu dosadime za p(T,V, N) z thermické stavové rovnice:

ds :%(%w) v ;(%+(‘f§)%>> v :%dv

2o p 2V
AS = v :R[ln(V—b)} = AS:Rln(
Vo V—-b Vo

D) Zména entropie , protoZe se jednd o reversibilni (rovnovazny proces).

Nyni mizeme jesté ovérit bod (b) alternativné:

AF =AU —TAS, T =konst. = AF=U;—U; —TAS

3 a 3 a 2V — b a 2V — b
AF = (2RT - (2R - L) 7RI -2 Rr1 - W
</ QVO) </2/ VO) ( n<V0—b>> Vo n(‘/(J—b)

Priklad: Rovnovazna expanse idealniho plynu

ZadAani: Méjme 2 adiabaticky isolované vélce. Jeden mol idedlniho plynu o teploté T je uzavien ve
valci o objemu V. Plyn nechdme rovnovazné expandovat do objemu 2V. Urcete:
- e —.
Ukoly: A) préaci W vykonanou plynem na okoli, m
B) zménu teploty plynu oproti puvodnimu stavu, -':‘.
C) zménu entropie plynu AS oproti pavodnimu stavu.
D) Jak se vysledky zméni pro p = const.?
Pozndmka:  Pozor na znaménkal

v Reseni:
A) Prace konand plynem na okoli je kladnd, protoZe plyn zvedl pist smérem nahoru v potencidlovém poli
(azvysila se tak jeji potencidlni energie). Jeji diferencidl W je tedy zéporny.

Nemuzeme ji vSak pocitat rovnou z thermické rovnice, protoze nevime, co se stalo s teplotou plynu T
béhem této expanse. Mame ale rovnovazny adiabaticky dé&j, podél néhoz plati:

pV"® =konst. = pV" =poVy kde pg, Vo ... zndmé veli¢iny pfi zadavani stavu

poVy'
p=-

Tedy:
edy VR
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Dale plati: W = —pdV A pro adiabaticky isolovany systém: 6Q =0

2Vo 2V, 2V, PV 2V, yl-r 2Vo
W = — W = pdV :/ 0 gy :povo'*/ VTEAV = poVy { }
Vo Vo Vo Vv Vo I=rly,
pO‘/OrC 1-k 11—k Po K 11—k 11—k 21_K -1
w=EC0 () ) = B (@ - ) s (W=t T
NkgT

B) Zménu teploty plynu AT vypocitdme nyni z thermické rovnice: p =

= V = NkgT
% p B

o Zaroven diky adiabati¢nosti a vztahu pocatecniho objemu Vj s koncovym objemem Vi = 2V}

Pocdateéni stav:  poVy = NkgTy V" = poVy
adiabati¢nost

Koncovy stav: Vi =p12Vo = NkgTh p1(2V0)" = poVy' = p1=2""po

e Vyjadiime si koncovy stav z thermické rovnice pomoci veli¢in vystupujicich v pocéatecnim stavu

pVi=2"p2Vy = pVi=2""pVy = NkgT1=2""NkgT, = |T1=2""T,

C) Pokud mame adiabaticky isolovany systém a probihaji v ném pouze rovnovazné déje, tak adiabatické

déje jsou zaroven isoentropickymi déji a plati, ze

D) Pro p = konst. a adiabaticky déj dostdavame z pV'* = konst. = V* = konst. — V = konst.
V =konst. - dV =0 — /p dV =0 — zédnd prace se tedy nekona
Pro adiabatické déje: dQ =0 amame W =0 = dU = 46Q + W =0 = AU=0
7 kalorické rovnice idealniho plynu plyne: U = %N kpT = U =konst. = T =konst. =

Stale mame rovnovazné déje a adiabaticky isolovany systém =
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Priklad: Podminky rovnovahy

Zadani: Méjme 3 vélce se stejnym prumeérem, spojené pisty. Kazdy z valcu obsahuje plynny systém
(plyn).

Tyto plyny se obecné mohou lisit.
Pisty jsou pripojeny k pevné tyci, jako na obrazku. Vzdalenost od stfedu paky je v poméru

1:2:3. Vélce lezi na diatermélni (tepelné vodivé) desce. Deska k experimentu pfispivé jen tim,
Ze vede teplo (zastava funkci reservoiru). Cely systém jest isolovany a nepusobi na néj zadné

tlaky z okoli.
M
1

«—2

Ukol: Najdéte pomét tlakh a teplot ve valcich
(v rovnovéze)

il diatermalni

v Redeni:
Obecny Postup:

1) Nalézt podminky experimentu

2) Nalézt rovnovdhu (rovnovazny stav)

1) Uréim podminky experimentu

Systém je uzavieny = Uy = konst. = dUiot =0 = dU; + dUs+ dU3 =0
Utot

— Ze spojeni pisti a pakového principu plyne: dVo = 2dWV;
dVs; = —3dW;

2) Hleddm rovnovdhu

¢ budeme maximalizovat entropii = dS =0

e dS musi byt rozderivovano podle vSech proménnych, které se mohou ménit
dU =TdS —pdV
1 P
dS==dU + = dV
T * T

1 1 1 P1 P2 b3
dS = —dU — dU — dU —= dV = dV —=dVs =
= S 7 1+T2 2+T3 3 + T, 1+T2 2+T3 3 0

Ted aplikujeme podminky experimentu: dUs = — dU; — dU,
dV, = 241
dV3 = —-3dW;

1 1 1 D1 D2 D3
dsS = —dU — dU- — (= dU; — dU- — dV] + = 2dV; — = 3dV;
= T, 1+T2 2+T3( 1 2) + T 1+T2 T 1

1 1 1 1 P1 2p>  3ps3
dS = AUy (o — = ) + dUy (= — — av, (P 22 3ps)
s Ul( >+ U2<T2 Tg) " vl(T1+T2 T3> 0
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e proménné Uy, Us, Vi jsou nezavislé. Proto, aby byl cely vyraz nula, musi byt rovna nule kazda ze
zavorek. Jedna za vSechny a vsechny za jednul!

1 1

——— =0 = Ty =13

jil 1;3 v rovnovaze se teploty vyrovnaji
T2 T3 0 = 2 3 Tl - T2 = T3

p1 o, 2p2 3ps

Pry g2 OB / T =T, =T

T + T T 1 2 3

Tlaky: |p1+2p2 =3ps| — ocekdvatelny vysledek (z mechanického principu paky)

¢ budeme-li pfedpokladat, ze mame idedlni plyn, muzeme ziskat vztah pro objemy:

anTl + 2n2RT2 - 3N3RT3

Vi Va V3
ny 2n2 o 3N3
Vi VoV
Priklad: Podminky rovnovahy 2
Zadani: Méjme 3 vélce se 4 pisty, které jsou propojeny diatermdlné (teplo se mezi nimi muze vymé-

novat). Vélce jsou vyplnény idedlnim plynem.

Ukol: Zname prutezy pisti A; : Ay : A3 =1:2:3.

Urcete poméry tlaki py : ps : p3 v rovnovaze.

v Reseni:
Pomohou nam tvahy o sdilenych silaich mezi pisty. Pro tlakové sily musi platit: F; = p; - A; Tlakova sila

je definovana jako tlak ptsobici na jednotku objemu.

Déle musi platit pro silu pisobici na pist, pokud je vyslednice sil nulovd (pist se v rovnovdze nepohy-

buje)
Fi—F3=0 = Fy = F;3 Fy—F3=0 = Fy = F;3

A odsud dostaneme kombinaci F} = Fy = F3
Dosadime do zadanych sil vztah z definice tlakové sily a vyuzijeme znamych poméru ploch pistu:

Aipr = Aopy = Azps =  Aipr =2A1pa =3A1ps = p1=2p2=3p3

1 1

b2 = 51’1, p3 = §P1

= =6:3:2

p1:p2:ip3=1:

N | —
[SCRN
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ULOHY ZE CVICENI

Priklad: Expanse do vakua

Zadani: Méjme adiabalicky isolovany valec, rozdéleny prepazkou na 2 ¢ésti:
V1 a Vh. V levé ¢asti je 1 mol plynu, v pravé ¢asti vakuum.

Prepazku odstranime a nechdme plyn expandovat do objemu V5.

Ukol: Najdéte pomér tlakl a teplot ve vélcich (v rovnovaze)

A) Popisté experiment parcidlni derivaci a z thermické stavové rovnice p(T, V) vypoctéte
zménu teploty plynu pfi expansi v pripadé, ze plyn je:
A1) ideélni plyn
A2) van der Waalsuv plyn

B) Vypoctéte zménu entropie AS pii expansi idedlniho plynu.

v Reseni:

A) Hleddm tvar parcidlni derivace, tzv. TD experiment

co mé zajimé oT
éni - \av
CO menim co je konst. U

Skokové ménime V, zajima nds zména T a experiment provadime pfi adiabatické isolaci (U = konst.)

— Plati prvni véta thermodynamiky: dU = 6Q + W

0Q =0... teplo se neprenasi, o0W =0... plyn expanduje bez kondni mechanické prace na okoli
— Dohromady: dU = dQ + 6W =0 = U = konst.

e OV mizeme pouzit pouze pro ,malé zmény” V,

o my ale ménimé V skokové = AT = / ...dV, kam dosadime z thermické stavové rovnice p(T, V)

Postup

i) Nalezneme Jouletv koeficient v néjaké rovnici

—  pouziji ,pravidlo -1” 8£ 87T al -1
ov ) \oU ), \oT J,
(9T 1_ (U (oT
\ov ), \av)p\au )/,
chci

ii) Vyjadifme si v8e v proménnych a vztazich, které zndme:

oU
((?V) chei kalorickou rovnici U(V,T), ale mam zadanou thermickou rovnici p(T, V)
T
" . . , oU
—  vywzijeme identity ,90% thermodynamiky” FiG =

V<>V

:(369) = [av = 5Q+5W

a—T —i rotoze a—U =c,=T @
o), e P or ), ~v="\ar), ~ \or
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iii) Pomoci integrace vyjadiim AT

V2 g Op
AT=T-Ti= [ —|T(==) —p|d
o= e [ Gr),

A1) spocteme pro idedlni plyn

RT
p(T, V)= —; n=1(mol) ...thermicka stavovd rovnice

V’
Va
e T Py A L4 P
v, Cy or ), cy LV v
H/—/ OV

=  Teplota idedlniho plynu se pri volné expansi neméni. = Plyn nelze expansi zchladit.

<l

A2) spocteme pro van der Waalstuv plyn

3 RT a

p(T,V) = sv_p v "= 1 (mol) ... thermickd stavova rovnice
V2 q
AT:—/ 1|3 3 2 +“2}dv
%) CV — b — b Vv
T
1 1 _o41 V2 1 -1 V2 2 1 1
AT = —— V—tlg :——[(—1)]/ a} .../xdm: ot
Cy —2+1 v Cy Vi a+1
a (1 1 s . , C o )
AT=— | —=—-——=1]<0 = Reélny plyn se pri volné expansi vzdy ochladi.
CV ‘/2 Vl
N—
>0 o>y
Pozndmka: Vidime, ze je dulezita korekce na dlouhodosahové slabé interarce ... a

Ochlazeni nastava kvili pritazlivym sildm mezi molekulami =  nezévisi na b

B) Zména entropie pfi expansi idedlnfho plynu

dU = 6Q + W ... 1. véta thermodynamiky
dU = 6Q + W =0+0=0

dU =TdS —pdV ... 2. véta thermodynamiky
0=TdS —pdV

_P
= deTdV

Vi+Va Vi+Va RT Vi+Va
= AS:/ BdV:/ LdV:/ B = AS_Rln(V1H/2>>o
Vl T Vl T Vl V Vl

Pozndmka: Mame isolovany systém, ale jeho entropie vzrostla, protoze v ném probéhly nevratné déje.
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SSH—H=D9 AM—d =9 A =S8N —N=D5H
19 D
SL—H=D5H Ad+d =5 Ad+SL—N=D5H
IO —-—9HD=H AM — I —d=H A —N=H
H H
SIL+H=H Ad+SL+d=H Ad+N=H
diH—H=4 SH—d9H —H =4 ASSSN—N=4d
A A
Ad—DH=4 SL—Ad—H=4 SL—N=d
d9D—TILH—-H =1 d9H — H =1 LI —odJ =1
N n
Ad —SL+5H=1 Ad — H=1 SIL+4d=1

-6

@@

(&) (%)

@@

Aye)za AAO[[omXeIA

dPddn + IpLdH = AP

dpdLD — IpLEn— = §p

dPd9H + SPSIH = AP

dp9SH + SPSSH = Ip

APAAT — [PLA]— = D

APALT — Pl — =GP

APAAQ — PSAN— = gD

APAS() + SPSS) = I

=*(55) = 2

@ﬁflwvﬁm

dPA + IPS— = 9P

dPA+ SPL = HP

APd — IPS— =4

APd — SPL = 1P

[pouLIRJIq

(N'd'D)D

(N'd‘'S)H

(N‘AL)A

(N‘AS)N

ouugwoad 1ujse|A

[eouajod Ansqio)

aidejuyg

9I3I9Ud RU[OA

9ISI9Ud TUJIITUA

9oe[NULIO]

nrenusjod YoLAPIrueuApouriay) enqer,
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