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1 Variacni pocet

1.1 GaAateauxuv diferencial
Gateauxiiv diferencial funkcionalu ® v bodé a a sméru h:
. ®(a + th) — ®(a)

0P (a,h) = tlirr(l) "
=

kde X = normovany linearni prostor, & : X — R funkcion4l,

a € Dgcx pevné zvoleny bod funkce, heX smér, telR

2. Gateauxuv diferencial stejného sméru funkciondlu ® v bodé a a sméru h:

2. derivace ve stejném sméru h:

32(1)(117 fl, ﬁ) — lim 8<I>(a + th, h) — 3<I>(a, h)

t—0 t

2. Gateauxuv diferencial dalsiho sméru funkciondlu ® v bodé a a smérech h a k:
Nechf je navic dan dalsi smér k:

9?®(a, h, k) := lim 00 (a+ th;h) — 92(a,h)
B ’ t—0 t

Pocetni trick: Gateauxuv diferencial z hlavy

Pokud to dokazeme, mtizeme psat diferencidly z hlavy, bez pocitani limit. Vyuzivime pritom:
o u funkcionali zadanych integralem se diferencovani projevi pouze na integrandech
e pokud jsou néjaké ¢leny mimo integral, diferencujeme je taky, nikoho neusetiime
e x se chova jako konstanta
o derivujeme ve sméru h pouze vyrazy obsahujici y nebo jeho derivace (y/,vy",...)

oy _ oy _ g1 oy _ am
s =h = E=h

 plati bézna pravidla pro derivace (aritmetika, Leibniz, slozend fce, ...)

e pri vyssich derivacich se h chova se jako konstanta, Gateauxiv diferencial vzdy pozird y a vraci zpatky
derivaéni smér (h, k, etc.)

« vyrazy neobsahujici y nebo jeho derivace (y',y”,...) se vynulujf

e pri derivovani v dal$im sméru k puvodni roli h prevezme k



1.2 Fréchetuv diferencial

Fréchettiv diferencial funkcionalu ® v bodé a a sméru h:

d®(a) := lim Plath) = D(a) = Ln

=0
h—0 [|h]]

kde d®(a) =L: X - R, X = normovany linedrni prostor, Lj = vétsinou vysledek Gateauxa

® : X — R funkciondl, a € Dgcx pevné zvoleny bod funkce, h € X smér

Uziteéna vlastnost (pro odhadovéni):

l|h|| = I[naby]c |h] + r[nzz)]( I maximova norma na C*([a, b])

Vztah Fréchetova a Gateauxova diferencialu:

8<I>(y,i_i) = ddy(h) pokud Fréchet existuje
—— ——

Gateaux Fréchet

1.3 Vysetrovani extrémiu funkcionalu

Nutna podminka pro lokalni extrém:

Ma-li ® v a extremdlu A 3l 9B(a,h) = OP(a,h) =0

1.3.1 Euler-Lagrangeova rovnice

Méame-li funkcionél:

b
B(y) = / f(y.y) de

(i) provedeme dodasnou substituci z = ¢’ dostaneme tak

~

f(@,y,2)

(ii) tuto funkci parcidlné zderivujeme podle y i podle z

~ ~

fy(xy,z)  fuz,y.2)

kde f, = % f.=29L  (zkrdceny zdpis)

iii) opét preznadéime zpét vy’ = 2

pet p pet y

df(z,y,9")]
dx

coz jest tzv. Euler-Lagrangeova rovnice.

fy(x7y7y/) - = 07



(iv) snazime se vyhnout druhym derivacim, pokud je to mozné

o vyraz se snazime idedlné zjednodusit do tvaru:

dr 0
(v) zde muZzeme vyintegrovat o
/ (dxy ) _ / 0
(vi) dostaneme
(~y)=C

(viil) vyfesime ODR a konstanty dopodcitdme dle pocateénich podminek
(viii) sestavime Hessovu matici druhych derivaci:
foy  f
H=(lw Ty
(fyz fzz
(ix) urc¢ime jeji determinant (hessidn)

(x) uréime jeji signaturu

a) positivné (semi)definitni = MINIMUM
b) negativné (semi)definitn{ = MAXIMUM

c) indefinitni = NIC NEVIME, musfme déle zkoumat

1.3.2 Jacobiho rovnice & konjugovany bod

(xi) Necht
P(z) = f..(x,y,y") > 0 pokud dokazujeme MINIMUM
NEBO
P(x) = f..(x,y,y") < 0 pokud dokazujeme MAXIMUM
(xii) a dale
d[fy=(2y.y")]

Q(lE) = fyy(xaya y/) - dz
(xiii) vyuzijeme nésledujiciho vztahu:
Qh — (PR =0, (J)
coz jest tzv. Jacobiho rovnice.

(xiv) vyjde ndm predpis pro néjakou funkci h(x), kterou pak vyuzijeme v ndsledujicim bodé:

— (na ndsledujici strance) —



Konjugovany bod

Konjugovanym bodem z € (a,b] k bodu a
nazyvame takovy bod, ktery déva netrividlni fesSeni h(x) Jacobiho rovnice spliujici:  h(a) = h(z) =0

(xv) konjugované body brani konvexité (resp. konkévité) a tedy i existenci extrémi,

EXISTUJE  konjugovany bod <= nikde v intervalu ~ NENI EXTREM
NEEXISTUJE konjugovany bod A P(x) <0 = v daném bodé MINIMUM
NEEXISTUJE konjugovany bod A P(x) >0 — v daném bodé MAXIMUM

1.3.3 Autonomni rovnice

Pokud (E-L) rovnice nezévisi na x, pak dostdvdme tzv. autonomni rovnici (ilohu). Nejprve pfeznac¢ime:

~

[ y,2) =gy, 2)
a pro y stacionarni bod ® pak 3C € R, ze plati:

9w, v) —v'9:(y,y) =C

1.3.4 Regularita minimiséru

V nékterych pripadech jsme v bodé (iv) nuceni pouzit druhé derivace, na to ale potfebujeme ovérit, ze nase
funkce f ,nélezi prostoru C2”

POKUD:
y staciondrnim bodem ® a pro néjaké £ € (a,b) plati f.. (&, y(&), ¥'(£)) #0
POTOM =

y jest C2 na néjakém okoli bodu ¢ a existuje tedy y”



2 Stejnomérna konvergence

2.1 Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci

Na mnoziné M (pro nés je to interval I) rozliSujeme t¥i druhy konvergence (od nejslabsi po nejsilngjsi):
1. bodova konvergence (f, — f) na M

loc
2. lokélné stejnomérnd konvergence (f, = f) na M

3. stejnomérnd konvergence (f,, = f) na M

A plati implikace:

3 Stejnomérné konvergence == 3 Lokdlné stejnomeérné konvergence == 3 Bodové konvergence

oo f — S = fuof

2.1.1 Bodova konvergence

Zkoumdame, jestli posloupnost funkci f,, konverguje v kazdém bodé mnoziny M k funkci f

Vysetiujeme nejprve skrz bodovou limitu:

Jlim fu (@) = f()

kde limitime skrz n a x jest parametr

Zkoumame, jestli ndm nevyjdou riizné limitni funkce pro r@izné zvolens z.!
Prozkoumdame, kde jest limitn{ funkce f(z) spojitd a omezime se pouze na tyto intervaly.

Bodova konvergence je nutnou (nikoliv postacujici) podminkou pro stejnomérnou konvergenci. Pokud limita
neexistuje na zadném intervalu I, f,, nekonverguji bodové a nemohou tak konvergovat ani stejnomérné. RIP

2.1.2 Stejnomérna & lokalné stejnomérna konvergence

Pokud ovéfime bodovou konvergenci, vrhneme se do zkoumani stejnomérné konvergence.

Zde muzeme téz dosadit do f,(z) vyznamné body ze zkoumanych intervalu jako tfeba = 0 nebo =z = n
x — o0 a pokusit se nakreslit si obrazek.

Pro stejnomérnou konvergenci musi platit:

fula) = F@I 20 mal = lim sup|f(a) - f@)] = 0 1)

Kdyz se funkce f,, v krajnich bodech intervalu I “nechovaji hezky” (neplati podminka (1)) nemdme stejno-
mérnou? konvergenci na uzavieném intervalu I.

1Pozn.: Parametr x ndm miZe ovlivnit vyslednou limitni funkci f(x) a proto ndm casto rozsekd reseni do nékolika intervali.
Na nekterych intervalech nemusi ani limita existovat.
2Pozn.: Na uzavienych intervalech splyvaji lokalni stejnomérna se stejnomérnou konvergenci.



V takovém pripadé stile mame nadéji alespon na lokalné stejnomérnou konvergenci na néjakém otevie-
ném intervalu J C I. Tento interval J vznikne odseknutim okoli patologického krajniho bodu intervalu I a
dostaneme tak (polo)otevieny interval, kde uz se ndm mohou (ale nemuseji) funkce f,, pékné shihat.

Hleddme kandidaty na extrémy (body nulové prvn{ derivace).

Vyraz (f,(x) — f(x)) derivujeme dle x:

~—

d(fue) = @) 2
o

Zaroven vzdy vySetfujeme monotonii (rostoucnost nebo klesajicnost) posloupnosti funkei {f,(z)} pro V pevné
zvolena x z intervalu I. Tedy vlastné provadime takové zkracené vysetrovani funkéniho pribéhu.

LA
T

LN
(1

2.2 Stejnomérna konvergence rad funkci

Analogicky k posloupnostem definujeme i bodovou a stejnomérnou konvergenci fad funkei.
Oznacime-li s, (z) = Y ;_; fr(x), pak Fikdme, Ze fada >,
o konverguje bodové k funkci (souctu) s:
A — R, pokud s, — s

« konverguje stejnomérné k funkei (souctu) s:

A — R, pokud s, = s

Nutna podminka stejnomérné konvergence rad:

Rada Y f, konverguje stejnomérné = f, = 0.



2.2.1 Stejna omezenost a monotonie

Necht {fx} je posloupnost (redlngjch, ¢i komplexnich) funkei definovangch na A C R®. Potom rikdme, Ze po-
sloupnost { fr.} je

1. stejné omezend, pokud existuje K € R, ze
[fn(@)| <K, neN, xzeA,
(reformulace: hodnoty funkei f, (z) nevybocuji na A z pasu vymezeném —K a K)

2. monoténni, pokud plati a, < an+1 na A, n € N, nebo a,, > an+1 na A, n € N.

2.2.2 Weierstrassuv M-test

Necht {f,} je posloupnost funkei definovanych na A C R? a {a,,} je posloupnost nezdpornych reélnych &isel.
Predpokladejme navic, ze

o |fulx)] <an,z €A neN, kde a,, je konvergentni majorantou®
. Z an < 00 (fada posloupnosti a,, ma konecny soucet = konverguje)
n=1
o0
= Potom rada Z fn konverguje stejnomérné (na A).
n=1

Pomoci tohoto kritéria naptiklad snadno dostaneme stejnomérnou konvergenci fad ) *23% a ) “S3% skrze:

sin nx 1 1
< —, A — konverguje
5 < D — konverguj
Ccos Nx 1 1 .
3 < ol A E 3 konverguje

2.2.3 Abelovo, Dirichletovo a Leibnizovo kritérium

Necht {a,} je monoténni posloupnost redlnych funkei definovangjch na A C R.

&
Necht {b,} je posloupnost (redlnyjch, ¢i komplexnich) funkci definovansjch na A C R?.

Tak pokud plati alespon jedna z ndsledujicich podminek:
o (Abel) {an,} je stejné omezend a > b,, konverguje stejnomérné (oboji na A),

o (Dirichlet) a,, = 0 a posloupnost ¢astecnych souctu fady »_ b, je stejné omezend (oboji na A),

o (Leibniz) a,, nerostouci posloupnost, a,, = 0 a fada Y. b,, = >_ (—1)" (oboji na A),

= Potom fada Y a,b, konverguje stejnomérné (na A).
Poznamky a priklady.

1. Pro 6 > 0 plati, Ze tady Y sinnx a Y cosnx maji stejné omezené posloupnosti cdstecngch soucti na
(0,21 —0]. Napriklad tedy rady ) 5% a ) 55T konverguji stejnométné na [6, 2w — 6] podle Dirichletova
kritéria.

Skonvergentni majoranta = konvergujici posloupnost &isel odhadujici seshora fy, () v absolutnich hodnotéch.



2.3 Hlubsi disledky stejnomérné konvergence
Necht {f,} € C([a,b]) a necht f, = f,

b b
— @[ 1= tmm [
a n—oo a
2.3.1 Stejnomérna konvergence derivaci

Necht {f.} je posloupnost redlngch funkci definovangch na omezeném intervalu (a,b) a necht plati:

o f! (x) existuje vlastni pro vSechna z € (a,b); n € N,
« posloupnost {f/} konverguje stejnomérné (k néjaké funkei f),

« existuje g € (a,b), Ze posloupnost {f,(xo)} konverguje.

= Potom existuje F': (a,b) — R, kterd ma vlastni derivaci na (a,b) a plati:
fom F

F' = f na (a,b)
Dusledek: Necht {f,} C N([a,b]) a necht f, = f.
b b
— W[ s= ) [,

Pozn: Predchozi vétu muzeme rovnéz zformulovat v 7eci rad funkci, pripadné primitivnich funkci.

2.3.2 Diniho véta

Necht {f.} € C([a,b]), f € C([a,b]) a necht ddle plati
o fn — f naa,bl,

e {fn} je monoténni na [a,d] (tedy pro V pevné zvolené z € [a, b])

= fn= fnala,b



2.4 Poznamky pod parou

o Uziteéné vztahy pro limity:
Y prox <0

o

lim /x = proxz =0

n— oo

1 proxz >0

0 prox =0
lim Yz =
n—oo

T proz #0

lim {Yz"4+a” =a pro |z| < a, (odvozeni dole)*

n—oo
lim 2" +a* =2z pro |z| > a, (odvozeni dole)®
n—oo
Q proz < —1
0 pro z € (—1,1)
lim 2" =
e 1 prox =1
+o00 proxz > 1
0 prox <0
lim e™* = 1 prox =0
n—oo

400 prox >0

e Sudost, lichost:

Casto si miZzeme vysetfovani funkci zjednodusit symetrii plynouci z jejich vlastnosti. Plati:
falz) = fo(-2) sudé fce f,

fo(®) = —fo(—x)  liché fce f,

Pak staci vysetiovat funkce jen pro kladna x a pro zapornd —x dovedeme symetricky doplnit.

n
4nebot limp—oo V2™ +a” = limpoo Va™ §/ (%)n +1=a-limp—eo . (7) +l1=a-(04+1)=a

n
Snebot  limp— oo ¥VZ™ + a” = limn—oo V" § (1 + %)n =z limpse |1+ (*) =z-(1+0)==z




o sin(nx):

e cos(nx), ¢ # 0:

cos(nx

e Znamé soucty rad:

(a) ¢astecny soulet geometrické Fady

(c) lomené rady

),z #0

mé stejné omezené ¢astecné soucty

ma stejné omezené ¢astecné soucty

(d) logaritmus, (v testu mozné nutno odvodit):

(e) definice Taylorovy rady:

o ()
n'

xz—a)"

1— N+1
S = z pro x # 1
1—2z
n=0
N
1— N
Zm" = T s prox # 1
1—2z
n=1
- 1
Zx" = proz € (—1,1)
1—-2z
n=0
i ne-l = i —11;)2 proz € (—1,1)
n=1
= ! pro z € (—1,1)
(1—x)? ’
G 1
Z n+1 _ 1H(2)
i -
—n?
o 7_‘_2
— n+1 ~
2 (1) 12
Z— In(l—ux)
n=1 n
/ i a " a
= f(a) + 1(?)(:177&)+ fz(' )(xfa)2+f3e )(:cfa)3+~~

10

(Taylor)



3 Lebesguetv integral

3.1

Znamé Taylorovy rady (opacko)

Funkce Taylorova rada Rozpis Konverguje na
S n 2
e’ > 5 I+z+ 5 + reR
n=0
X n 2 3
In(1—x) -3 = —r— 5 =5 - -1<x<1
n=1
S n 2 3
In(1+z) > (—pntte r— 5+ 5 - -l1<z<1
n=1
« o «o n S al n
(1+z) z—:o n)® > e ® lz] <1, a € R
n=
-1 — n_(2n)! n 1 1.2
(I1+x)"2 > (-1) Tz & 1—35z+ gz lz] <1
n=0
. & n n 3 5
sin(x) S (-1) mxz +1 T— T+ g - zeR
n=0
sinh(x) > m p2ntl T+ ”f; + ‘%? + z€R
n=0
= 1 2n+1 3 °
arctan(z) ZO(—l)”m vt R T lz] <1
n=
& 3
argtanh(z) > gy T+ 5+ %+ lz] <1
n=0
S 1 2 x> x*
cos(x) E(—l)”mx” -5+ % — xeR
n=0
cosh(zx) > (22), 2" 1+ %4+ % + reR
n=0

al
kde (=]

=a-(a—1)---(a—n+1)

11




3.2 Vypocet Lebesgueova integralu

3.2.1 Pocetni postup

(I)  Integrdl [ upravime a identifikujeme v ném znadmy soucet fady (geometrickd, Taylorova, etc.)
(IT)  Znamy soucet fady prepiSeme na fadu samotnou
(IIT) ~ Vysuneme fadu pfed integral >~ [
(IV)  Dopocitdme integral (per partes, substituce, etc...)
(V)  Zbyde ndm fada ) :

(a)  se znAmym soucetem

(b)  upravitelnd do zndmého souctu (precislenim mezi, vyuzitim rozkladu na parcidlni zlomky, etc...)

(VI) Zpétné ovéfime predpoklady prohozeni integrdlu a fady [ =

3.2.2 Predpoklady prohozeni rady a integralu

1. Oveérit, ze jsou funkce méritelné (trividlni, tfeba ze spojitosti)
2. Ovérit, ze jsou funkce Lebesgueovsky integrovatelné (koneény vysledek = dokazano automaticky)
3. Pro integrand f,(x) ur¢it horni odhad nezévisly na x skrzeS :

(a) Leviho véta

(b) Lebesgueova véta

3.2.3 Leviho véta (o monotonii)

Pokud
o jde fn(x) — f monoténné (v zavislosti na n)
= potom lim [ fu(z) = /f(ac)
o hodnota | [ fn(z)] < M (koneény integral) e

3.2.4 Lebesgueova véta (o majoranté)
Pokud da,, nezavisla na x takova, ze:
o |fn(z)| < an (posloupnost a,, majorisuje integrand)

n—oo

—> potom lim [ fo(z) = /f(:c)
o Y ap <0 (fada >~ a, konverguje)

6Staci aby platila alespon jedna véta (Levi ¢i Lebesgue), nemuseji obé platit nardz

12



4 Lebesguenv integral (zavisly na parametru)

Necht: .
F(p) = / f(p.z) de (INT)

jest integral o proménné x a parametru p

4.1 Definiéni obor

Pro Vz € (a,b) zkoumame, pro kterd p zkoumany | (INT) konverguje / diverguje

o odhadujeme funkei |f(p,x)| < g(p,x) seshora, kde g jest integrovatelna funkce

o déle se omezime jen na intervaly p, kde F(p) je koneéna ([ (INT) konverguje)

4.2 Limita a spojitost integralu
Necht
e f:PxX — R integrand, (p,z) — f(p,z)
e P C R oteviend mnozina parametri

e X C RY méfitelnd mnozina

4.2.1 3 podminky limity

1) z— f(p,z) je méritelnd pro Vp € P\ {po} (p zde fixujeme, x ménime)

2) 3 lim f(p,z) =: F(x) pros.v.z € X (z zde fixujeme, p ménime)
P—Po

3) dg € L(X), ze |f(p,x)| < g(x) prosv.zeX (konvergentni majoranta g(x))

(1,2,3) plati = potom plati, ze Fe Z(X) a lm [f(p,z)de = [F(z)dx

P—Po
4.2.2 3 podminky spojitosti
1) z — f(p,x) je méritelnd pro Vp € P (p zde fixujeme, x ménime)
2) funkce p — f(p,x) je spojitd v po prosv.rz € X (z zde fixujeme, p ménime)
3) dg € ZX(X), 7e |f(p,x)| < g(x) pros.v. z € X (konvergentni majoranta g(x))

(1,2,3) plati = potom plati, Ze funkce p — [ f(p,z)dz je spojitd v po
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4.3 Derivace integralu

Necht
o f:PxX — Rintegrand, (p,z) — f(p, )
o (X,X, 1) € M jest méfitelny prostor

e P C R oteviend mnozina parametri

4.3.1 4 podminky derivace
1) = — f(p,x) méritelnd pro Vp € P

2) pros.v. z € X a Vp € P 3 vlastni parcidlni derivace g—{)(p, x) (parcidlné podle parametru p)
3) g € L (u) takovd, Ze ’g—i(p,x)‘ <g(x) prosvzeXaVpeP (majorisace parcidln{ derivace)
4) Ipg € P tak, ze fce x — f(po,r) € L (1) (pro 1 hodnotu p ovéfime integrovatelnost F(p) )

(1,2,3,4) plati = potom plati, Ze:

o v f(p,x) € L () proVpe P

e zobrazeni ¢ : p [f(p,z)dr mé na P vlastni derivaci a ta ma tvar:
X

B
¢ (p) = an;(p’ r) dx
X

4.3.2 Monotonie, konvexita, konkavita

Analogicky mtizeme urcovat i derivace vyssich fadu (po opétovném ovéreni 4 podminek pro kazdy fad derivace
zvlast).
Odsud pak muzeme zkoumat u funkce F'(p) napriklad:

e monotonii

o konvexitu/konkavitu

« stacionarni body

e zjednoduseny funkéni pribéh

Pozn.: Funkce F(p) NENI primitiond funct, ale JE funkei definovanou urcitym integrdlem s parametrem p
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5 Krivkové a plosné integraly

Vyuziti Lebesgueova integrdlu k vypoctu integralu na kiivkach ¢i jejich zobecnénich, id est:

k-plochdch v d-rozmérném prostoru, d € Na 1<k <d

Pozn.: Jest-li k = d, pak se jednd o "klasicky" Lebesquetiv integrdl v R?.

5.1 Krivkovy integral

Jest-li k = 1 mluvime o krivkovém integrdlu, nebot 1-rozmérné objekty v R? jsou krivky (trajektorie).

Necht ¢ : (a,b) — R? reguldrni krivka. Pak definujeme pro f : R? — R kiivkovy integral 1. resp. 2 druhu
predpisem:

5.1.1 Krivkovy integral 1. druhu

/fds—/f ) 1/ (1) dt

pokud integral napravo existuje.

V pripadé vice useku s riznymi parametrisacemi je s¢itime ¢ = @1 + @o + ... + @,

neboli: Y5y [}7 f(eo(t)) Il (8)] dt
Priklad:
3 TNV x = cos(t)
/(T +y)ds kde ¢ = kruznice, y = sin(t)
©

5.1.2 Krivkovy integral 2. druhu

/f-dfs: /fldx1+f2dz2+...+fddxd
(o) ()

::/ab -tds /f '(t) dt

pokud integral napravo existuje (jako Lebesguetiv, Riemanniv ¢i Newtonuv).

Priklad:

/<x2 Ty, 422 d5 = /(ﬂ Ly de+ (28 +22) dy
©
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Zavislost orientace:

Pokud zménime orientaci dané parametrisace, alias misto kfivky ¢ pouzijeme kfivku opacnou S,
dostaneme nésledujici:

/ fds = /fds (1. druh)
(©0) (¥)

/ Fds

(S¢) (o)

Il
|
—
=y
]

(2. druh)

5.2 Plosny integral

Budiz S C R? regularni plocha parametrisovand parametrisaci

¢:(u,v) € M CR? — R3.  PAK plosny integral 1. resp. 2. druhu definujeme jako:

5.2.1 Plosny integral 1. druhu

[£as= [ fotw.) [1fu,0) % 7w, 0)l| dudo
S M

kdykoliv méa integral napravo smysl

Priklad:

x = Rcos(y) sin(6)
(% +2y* + 23) dS kde S = sféra, y = Rsin(p)sin(f)
z = Rcos(0)

e

5.2.2 Plosny integral 2. druhu

fdS = /f~ﬁd$= /f((p(um))-(f(u,v) x 7(u,v)) dudv
S M

kdykoliv integrél vpravo existuje

Priklad:

/(x2 +uy, 22+ 2y2,23) ds
s
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A) Pomticka pro vypocet vektorového souéinu ||£{u, v) x #(u,v)]|:

Jdet” Op1  Oya  Ops

kde:
F= gy = Op(u,v) _ (2er De2 Dgs)
u ou u ou ou
7= a(p(u’ 'U) (% Jpa Jps )
= Yo = v - v v ov
B) Alternativné skrz Gramovu matici, napi:
Pul
2X2 SD’U ‘QOUSX;DU‘
2x3

kde G je positivné definitni matice a gramian roven jest:

V0|detG| = \|1?(u,v) X 7, v)|]

Zavislost orientace:

Jsou-li ¢ £ ¢ dvé neekvivalentni parametrisace regularni plochy S

/de = /de (1. druh)

<¢(I)> <H(D)>
/ f-ds =-— / feds (2. druh)
<¢()> <6(1)>

Jsou-li ¢ ~ ¢ dvé ekvivalentni parametrisace reguldrni plochy S

/de = /de (1. druh)

<o(I)> <¢(I)>
fods = / feds (2. druh)
<¢(1)> <o(D)>
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5.3 Fubiniho a substituc¢ni véta 4+ parametrisace
5.3.1 Fubiniho véta

Prevod dvojného (nebo vicecetného integralu) na 2 (nebo vice) jednoduchych integrali.

b1 ba
/dX . / / dzg---de
[ aq aqd

!Pozor na meze! Meze vnéjsiho integralu aj,b; jsou nezavislé, ale meze vnitinich integralt jsou zavislé, nako-
nec meze aq, by jsou zavislé postupné na aq_1,bq—1 az ay, by.

» Viipocet takového integrdlu je jako loupdni inversni cibule, zevnitr smérem ven.”

Ing. Tomas Pfeifer

5.3.2 Véta o substituci

Pocetni postup
(I) nejprve si nakreslime obrazek, jak vypadd mnozina (prinik mnoZin), na které budeme integrovat

(IT) poté volime parametrisaci, v§imame si symetrif, snazime se vykompensovat nerovnost tak, aby byla ome-
zend pouze Cisly zleva i zprava

(ITI) ddvame pozor na spravnou volbu mezi, meze jsou Casto vzajemné zavislé

(IV) vyjadiime si (2D piipad):

91 91 a1 a¢r!

ox Jy ou ov
Jyp = det nebo  Jy-r = det

O¢2 O¢a 8¢2_I 6¢2_I

Oz Oy ou ov

SUBSTITUCNI VZORECEK:

Vypocet plochy mnoziny
Pokud pocitdme skrze substituci obsah plochy zadané mnozZiny, polozime f(¢(x)) =1

Dostaneme:

JIZEEE

U
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5.3.3 Souradnicova parametrisace

Polarni souradnice

x = Rcos(p), R € [0,r]

y = Rsin(p), ¢ €[0,2n]
_ o |cos(p)  —Rsin(p)| _ Alobis
Jy = det sin(p)  Roos(e) | — R (Jakobian)

f(x,y) = f(Rcos(p), Rsin(p)) = f(S(R,¢))

Vélcové souradnice

y = Rsin(p), ¢ €l0,27]
2=z
cos(p) —Rsin(p) 0
Jp =det |sin(¢) Rcos(p) O0/=R (Jakobién)
0 0 1

f(@,y,2) = f(Rcos(p), Rsin(p), 2) = f(¢(R, ¢, 2))

Sférické souradnice

x = Rcos(y) sin(6), 0 € [0,7] (doplnék zemépisné sitky)
y = Rsin(yp) sin(), v € [0,27] (zemépisnd délka)
z = Rcos(0), Re0,r]

Rcos(p) cos(d) —Rsin(p)sin(f) cos(ip)sin(0)
Jg = det | Rsin(p) cos(0)  Rcos(p)sin(f)  sin(yp)sin(f)| = R*sin(0) (Jakobidn)
—Rsin(6) 0 cos(6)

f(@,y,2) = f(Rcos(p)sin(f), Rsin(p)sin(f), Rcos(0)) = f(H(0, ¢, R))

J Vyplati se nékteré znamé jakobidny pamatovat si nazpamét 2
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5.3.4 Nékteré znamé kiivky/plochy

Ndzev Typ Funként predpis Graficky Poznamka
Sféra objem 22 4+ y? + 22 < r?
Hyperboloid objem y? + 2% — 2% < r? jednodilny
Hyperboloid objem y? — 2% — 2% < r? dvoudilny
Kuzel objem y2 + 22 < 22
Paraboloid objem >+ 22 <z elipticky
Lemmniskdta kiivka (2% + y2)2 =2a? (22 — y?)
Asteroida kiivka 223 423 = g2/3
Kardioida kiivka (22 + y% + ax)? = a? (2% + y?)

Pozn.: Osa kuzelu je vzdy ve sméru ¢lenu s odlisSnym znaménkem.

5.4 Greenova, Stokesova a Gaussova véta

5.4.1 Greenova véta

Oblast Q C R?,  hranice 02 je jednoduchd uzavrend krivka

/ f d_:g = / f1 d(El + f2 d.’bg = / % - % d:cl d(EQ
83:1 81‘2
oQ o0 Q

—

kde f=(f1,/f2), fi(z1,22), fo(z1,22)

Pozndmka 1: To, jestli jest krivka uzavrend, nejlépe pozndme pro explicitné zadany predpis ¢ dosazenim
krajnich mezi do krivky a porovndanim jejich hodnot ¢(a) a ¢(b).

Pokud neni uzavrend, tedy o(a) # p(b), poté nemiZeme Greenovu vétu pouzit.
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5.4.2 Stokesova véta

Oblast  je reguldrni 2D plocha C R3, hranice 99 je regularni k¥ivka C R3

/F-s :/(VXF)~ds

oG G

S——— —
ktivkovy, 2. druhu plosny, 2. druhu

PAK pro F:R3 —»R3 PLATL

Pomiticka pro vypocet vektorového soucinu:

N A 2~ OF, OFy

? J k dy 0z

» | 9 o) 9 oo OF,  OF,
,,det 9r 9y 02 — VX F= 52 e
OF. OF,

F’E EJ FZ a$y - ay

5.4.3 Gaussova véta

Oblast € je téleso C R3,  hranice 99 je plocha C R?

/(v-ﬁ) do dy dz = /ﬁ.ﬁds

Q o0

5.4.4 Véta o potencialu

Pro kfivkovy integrdl 2. druhu (i pro vyssi dimense)
Necht U jest potencial vektorové funkce f (resp. vektorového pole f)

Nutna podminka existence potencialu:

Oh(w.y) = Of2(z,y) obecné: Vi, j T, oT;

Oy Ox Ox; = Oa

Pak plati, Ze derivace jsou zaménné a existuje tedy potencial U

M&-li T potencial, pak:

/fdé’ - /Tldxl b Tadey = U(()) — U(v(a))

~y

kde y(t) = (t1 -+ tn); 7v:{a,b) > R"
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Potencial - 2D pripad:

/M%wm+h@wwy
Integrujeme:
Umz/ﬁwwm=m+am
U@:/bmw@:5+mm

Porovname U(z) a U(y) a uréime ¢leny C(y) a D(x) tak, aby:

U(z) +C(y) = U(y) + D(z) = U(z,y)

Nyni uz vime, jak vypada potencial daného vektorového pole, tedy muzeme nyni do né&j dosadit kfivku s jejimi
krajnimi hodnotami a ziskat tak kyzeny vysledek.

Trik na zaveér:

Priklad kiivky:

a odsud pak dosaditi do potencidlu U(y(b)) — U(v(a)) nez dosadit kiivku do potencidlu a pak dosadit jeji meze.
Usnadni nam to pocitani.
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