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KAPITOLA 1

Vektory a zobrazeni v R"

1. Vektory v R”

Vektor v roviné muzeme zapsat jako usporadanou dvojici realnych &isel

m—<2>.

Takové vektory tradi¢né znazoriiujeme jako tsecky s pocatkem ve zvoleném po-
¢atku kartézskych souradnic v roviné a Sipkou v druhém krajnim bodé o soutad-

nicich (z1,z2). SEitani vektori odpovida konstrukei uhlopficky rovnobéznika jimi
sviraného:

7 obréazku je vidét, ze soufadnice modré Sipky jsou sou¢tem souiadnic Sipek Gerve-
nych, soucet vektorii tedy muzeme definovat i algebraicky

<$1> 4 <y1) . <$1 +y1)
) y2) = \@2+y2

Podobné po slozkdch definujeme i nasobek vektoru skalarem (¢islem r € R):

()= ()

I tato definice odpovida tradi¢ni geometrické konstrukci: Skalovani vektoru uvnitf

jim p¥imky, ve které lezi.
Algebraickou definici operaci snadno zobecnime na vektory v prostoru (uspora-
dané trojice) nebo rovnou na usporadané n-tice, tedy vektory z R* =R x ... x R:
—_———

n

x1 1 1+
xiy=[:|+|:]=]| :
Tn Yn Tn + YUn
1 rIy
TX =T =
Ty Iy,

Cisla z; jsou slozky vektoru x. Vektor, jehoz vSechny slozky jsou nulové, oznacu-
jeme o (nulovy vektor), vektor —x := (—1)x je opacny vektor. Mnozing R™ budeme
tikat n-rozmérny prostor.
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2. Skalarni soudin

Skaldrni soucin dvojice vektorti v roviné je definovan predpisem

Xy = Z1Y1 + Tay2

Pomoci tohoto pFedpisu lze zapsat velikost (normu) vektoru

x| :== Vxx = /2% + 22

TVRZENT 1. Je-li ¢ € (0,7) tihel mezi vektory x,y € R?, pak

x.y = [[x[lllyll cos &

DUKAZ. Oznaéme orientovany thel mezi nezapornou ¢asti prvni souradné osy
a polopfimkou sestavajici z nezapornych nasobkii vektoru x symbolem « € (0, 27)
a podobné zavedme 3 € (0,2n) pro vektor y. Definujme ¢’ := 3 — a. Pro slozky
vektoru x plati x; = ||x|| cos a, z2 = ||x|| sin e, podobné pro slozky y.

Dosad'te do definice skalarniho souéinu:

x.y = ||x|||ly]/(cos acos B + sin asin B) = ||x]|||y|| cos ¢’

Pokud ¢’ = 8 — a € (0, ), pak je tihel mezi vektory ¢ roven ¢, tedy tvrzeni plati.
Pokud ¢’ € (m,2n), pak je ¢ = 2 — ¢’, tedy cos ¢ = cos@’. Pokud ¢’ € (—2m,0),
pak thel —¢’ € (0,27) ma stejny cosinus a podle piedchozi tvahy bud —¢’ nebo
2w + ¢ je rovno ¢, stale se stejnou hodnotou cosinu. O

Zavedeme skalarni soucin a normu vektoru analogicky i na R™ :

n
Xy = inyi, IIx|| ;== vx.x

i=1

V t¥irozmérném prostoru plati stejné tvrzeni o souvislosti skalarniho souc¢inu a thlu
mezi vektory (viz cvifeni). V obecném R™ nevime, co to thel mezi vektory je, ale
miZeme jej (pro nenulové vektory x, y) zadefinovat jako ¢ := arccos m Aby
tato definice byla korektni, potfebujeme védét, ze

1< XY oy,
Il

To je disledkem néasledujici véty:
VETA 1 (Schwarzova nerovnost). Pro kaZdé dva vektory x,y € R™ plati
.yl < [Ixllyl,
pricemZ rovnost je splnéna prdvé kdyz je jeden z vektori ndsobkem druhého.

Nez vétu dokazeme, je uziteéné zavést nékteré dalsi pojmy. Dva vektory pro-
hlasime za kolmé (znacime x L y), pravé kdyz x.y = 0, tedy kdyZ je jeden z nich
nulovy nebo kdyz sviraji thel ¢ = 5. MnoZzina

1._ n _
x:={y e R"x.y =0}

v8ech vektorti y kolmych na vektor x se nazyva ortogondini doplnék vektoru x. V
R? je to piimka, v R? rovina, obé& prochazeji pocatkem:
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2}

MnoZinam tvaru {y € R"|x.y = ¢} fikdme obecné nadroviny. Nadrovina obsa-
huje vektor o, pravé kdyz ¢ = 0.

3. Vektorovy soucin

Vedle skalarniho sou¢inu znédme ze stfedoskolské matematiky jesté soucin vek-
torovy. Pro x,y € R? je x x y vektor definovany po slozkach jako

3 3
(XXY)e =D €ijraiyj,
i=1 j=1

kde €123 = €231 = €312 = 1, €913 — €321 = €132 = —1a Eijk = 0, jsou—li dva indexy
stejné. Diky tomu z deviti ¢lend dvojité sumy preziji jen dva, tedy

X Xy = (€23172Y3 + €32173Y2, €132%1Y3 + £31223Y1, €123T1Y2 + €21372Y1)

= (2y3 — T3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — T2Y1)

TVRZENI 2. Nechtx,y,z € R?, r,s € R, x a 'y sviraji thel ¢. Pak
(1) x Xy =—-y xx, specidlné x x x =0
(2) xx (ry+sz)=r(xxy)+s(x xz)
(3) llxxyll = [x[[llyll]sin |
(4) |(xxy).z| je objem rovnobézinosténu definovaného vektory x,y, z, specidlné
0 pro z =rx + sy.

2wz

Diitkaz nyni nebudeme provadét, navod k nému je ve cviceni [l Z druhé ¢asti
posledniho bodu plyne, Ze x X y je kolmy na rovinu definovanou x a y.

Oproti skalarnimu sou¢inu se nenabizi Zadné pfimocaré zobecnéni vektorového
sou¢inu do libovolné dimenze n. V R? lze vektoru x ptifadit vektor

%= <’5> € R3

a definovat x Xy := (X X ¥)3 € R. Pak je ||x x y|| obsah rovnobé&znika definovaného
xay:

X

Plyne to ze tfeti ¢asti tvrzeni[2] protoze ||y|||sin ¢| je vyska rovnobéznika.
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PozNAMKA 1. Pfi zobecnéni do dimenze n > 3 chceme, aby vektorovy soucin
dal pocital objemy rovnobéznostént, coz lze splnit definici

(X1 X X2 X ... X Xp—1) E E g €kika...kinTlky T2k - - - Tn—1,k, 1,

ki1=1ko=1 kn—1=1

kde symbol € je opét definovan tak, aby ménil znaménko pifi vyméné libovolné
dvojice indexii a aby €12, = 1. Zobecnény vektorovy soucin tedy jiz neni funkce
dvou, ale n — 1 vektorovych argumenti, vysledkem je opét vektor. Jsou ale splnény
analogie vlastnosti 1,2 a 4 z tvrzeni[2} Napiiklad objem rovnobéZznosténu uréeného
vektory a, b,c,d € R?* je roven

4 4 4 4
|(a X b x C Z Z Z Zgijklaibjckdl

i=1 j=1k=11=1

Cviceni 1
DokaZzeme tvrzeni 2

(1) DokaZte body 1 a 2 pfimym dosazenim z definice.
(2) Definujme veli¢inu

3 3
V(x,y, z):= Z Z Z CijkTilYjZk

i=1j=1k=1

S pomoci bodu 2 ukaZte, ze V(x,y,z) = V(x + sy,y,z). Rozmyslete
si, ze rovnobé&Znostén definovany vektory x,y,z ma stejny objem jako
rovnobéznostén definovany vektory x + sy, y, z

(3) Bud 21 = y1 = 21 = 0, nebo je alespont jedno z téchto ¢isel nenulové.
Ukazte, ze

V(vavz) = —V(y,x, Z) = V(Z,X, y)

a odvodte z toho, Ze v druhém pripadé bez tjmy na obecnosti x1 # 0.
Pak lze pomoci pfedchoziho bodu pfevést vektory x,y,z na takové, Ze
Yy = z{ = 0, aniz by se zmé&nila hodnota V nebo objem rovnob&znosténu.
Rozeberte piipad 1 = y; = 21 = 0.

(4) Ukazte, ze vektory lze dale pievést na trojici x,y’,z”, kde 2} = 22 =0a
V' ani objem rovnobé&znosténu se nezménily. Dale ukauzte7 e V(x,y',z") =
x1y42Y aZe |x1yh2Y| je pravé objem rovnobéznosténu definovaného vektory
x,y’,z". Tim je dokadzan bod 4.

(5) Z bodu 4 ukazte, Ze ||x xy|| je obsah podstavy rovnobé&znosténu definované
vektory x,y. Odtud odvodte bod 3.

4. Ortogonalni projekce a zrcadleni

Pomoci skalarniho sou¢inu mizeme vyjadfit kolmy pramét (ortogondini pro-
jekei) vektoru y do sméru jiného (nenulového) vektoru x, kolmy primét do sméru
jeho ortogonalniho dopliiku a vektor zrcadleny podle nadroviny x=.
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X L ) _.-— v
- \ ' y’.““‘ ‘.I.
) . 15[ 'I “. b
. PxJ_ ) >
Zyr (y) °F (y)
X
B B S E—
—05f
X X.y
Pe(y) = |yl cosp7— = X
=l Ix|[?
X.y
Pei(y) =y — Px(y) :y—wx
X.y
Zyi(y) =y —2P(y) =y — QWX

Stejné vzorce lze pouzit jako definice projekce a zrcadleni i v obecné dimenzi n.
Pak plati

TVRZENI 3. Necht x,y € R", x # o. Pak

(1) Pulx) = x

(2) Px(y) =0 prdvé kdyzx Ly

(3) Pey) Lx

(4) Vr s €R,Vy,z € R" : Pc(ry + sz) = rPx(y) + sPx(z)

(5) Vektory lze jednoznacné zapsat jako y| +y L, kdey je ndsobkem vektoru
x ayy je kolmy na x. Navic pak y| = Px(y) ayL = Py (y).

DUKAZ. Prvni ¢tyfi tvrzeni plynou piimo z definic skalarniho souc¢inu, kolmosti
a normy. Napiiklad tfeti plyne z

x.y
x(y — P(y)) =xy— WX.X =0

7 definic Py a P,. a tfeti ¢asti tvrzeni plyne, Ze kazdy vektor y se da zapsat jako
Yy =Px(y) + Per(y) =rx + 2,

kde r je n&jaky skalar a z € x*. Kdyby bylo mozné zapsat vektor y jako sx+z’, kde
z' € x*, pak by (r — s)x = 2’ — z. Vektor z’ — z je kolmy na x, tedy (r — s)x.x = 0.
Protoze x # o, musi byt r = s a tedy i z = z’. Rozklad vektoru y na paralelni a
kolmou ¢ast je tedy jednoznacny. O

Py lze chépat jako zobrazent, tedy jakousi ,masSinku“, do které se vlozi libovolny
prvek y € R™ a ona mu pfifadi jednozna¢né uréeny prvek Py(y) € R™. Ctvrta cast
tvrzeni znamena, Ze toto zobrazeni zachovava soucty a nasobeni skalarem, geome-
tricky tedy prevede kazdy rovnobéznik opét na rovnobéznik. O takovém zobrazeni
tikame, Ze je linedrni. Snadno se lze presvédCit, ze i Py, Zy,1 : R — R”™ jsou
linearni zobrazeni, realizujici projekci, resp. zrcadleni podle nadroviny x*.

Nyni muzeme kone¢né dokazat Schwarzovu nerovnost:

DUKAzZ. Pfedpokladejme, Ze alespoi jeden z vektort je nenulovy, jinak je tvr-
zeni trividlni. Necht je to x. Pak lze diky patému bodu tvrzeni [3] zapsat y jako
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soucet y| +y1. ProtoZze y| L y., plati

Iyl? = (v +yu)-rp+yo) =yl + llyel? = llyyI?

Z patého bodu tvrzeni |3{rovnéz vime, ze y|| = Px(y). Dosazenim z definice ortogo-
nélni projekce a algebraickou tpravou dostaneme, ze

Iy I2[l]* > (x.y)*

ProtoZze normy jsou nezaporné, sta¢i po odmocnéni pfidat absolutni hodnotu jen
na pravou stranu nerovnosti. Rovnost nastava pravé kdyz ||y [|?> = 0, tedy prave
kdyz jsou vSechny slozky y, nulové. To nastane praveé kdyz y =y, tedy je-li y
nésobkem x. O

5. Rotace v R? a R3, dilatace a posunuti

Otoceni (rotaci) vektoru y € R? okolo po¢atku o tihel ¢ proti sméru hodinovych
rucicek lze zapsat jako zobrazeni

(vl cos(a) Iyl cos(a + ¢)
yi= (ynsm(a)) = Roly) = <|y||sin<a+¢>>

Po aplikaci sou¢tovych vzorci méame vyjadieni ve slozkach:
cos ¢ — Y sin . —
na) = (1500 T ) =eoso (1) +ms (1)
Nékolik pozorovanti:
e Ry je linedrni zobrazeni.
e Ry(y) =y, tedy Ry =1Id (identita).
e Slozeni dvou rotaci Rgo Ry je rotace Ry4y. Na pofadi slozeni zde nezalei,
fikdme, Ze Ry a Ry komutugji.
e R_40Ry=RyoR_4 =Ry=1d, tedy zobrazeni R_y4 je inverzni k Ry,
R_y=(Ry)"".
Rotaci vektoru y € R? okolo osy dané vektorem v (||v|| = 1) miizeme zapsat
napiiklad pomoci Rodriguesovy formule:

Ry 4(y) =cospy+ (1 —cos¢)(v.y)v+sing v xy.

Névod k jejimu odvozeni naleznete ve cvic¢enich.
Rotace v R? komutuji, pokud maji spole¢nou osu, jindy komutovat nemusi.
Vektory

1 0 0
e = 0 , €2 = 1 ,e3 = 0
0 0 1

a jejich primocara zobecnéni do R” se nazyvaji prvky kanonické bdze. Nekomutati-
vita rotaci se projevi tfeba na piikladu

Re, z 0 Rey z(€3) = Re, z(e3) = e
Rey 7 0 Re, z(€3) = Rey,z(€1) = €2

PozNAMKA 2. Rotaci v R" je mozné definovat podobné jako v R3, pouze ,,0sa*
jiz nebude piimka, ale bude mit dimenzi n— 2. Piikladem rotace v R* fixujici rovinu
vektorii e; a e4 (znacime (eq,ey)) je

Y1
Yo COS ¢ — Y3 Sin ¢
Yo SIn @ + Y3 €OS ¢
Ya

R<617e4>,¢(y) =
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Dalgim piikladem linearniho zobrazeni z R™ do R™ je roztaZeni(dilatace) fak-
torem A € R:

Di(y) == Ay
Naopak posunuti (¢ranslace) o nenulovy vektor b € R™
Tv(y) ==y +b

linearnim zobrazenim neni. Linearni zobrazeni F' totiz musi spliiovat F'(o) = F'(0.x+
0.y) =0F(x) + 0F(y) = o, pro translaci ale Tp(0) = b.

6. Matice linearniho zobrazeni

Jak tedy pozname, Ze je n&jaké zobrazeni F' : R™ — R"” linearni?
Kazdy vektor x € R™ lze zapsat jako

X =x1€1 +T2€2 + ... +Tp€p,
neboli jako linedrni kombinaci prvka kanonické baze. Z linearity zobrazeni F' plyne,
ze
F(x)=F(z1€e1+ ...+ zpe,) =x1F(e1) + ...+ z,F(ey)

=z1a1 + ... +xra,,

kde jsme jako a; € R" oznadili obraz F(e;) vektoru e;. Oznac¢ime-li i-tou slozku
vektoru a; jako a;j, je to dohromady n? redlnych ¢isel, kterd spole¢né zobrazeni F
jednozna¢né urcuji. Tato ¢isla souhrnné oznac¢ujeme jako matici linedrniho zobrazeni
a znacime A = (a;5).

Zobrazeni ur¢ené matici A oznac¢ujeme symbolem F'4. Pak tedy miZeme zavést
zéapis linedrniho zobrazeni pomoci jeho matice:

a11 ai2 A1n
a21 az2 a2n
Fy(x) =1 . + 22 . + ... +z,
an1l an2 Ann
ail a2 A1n 1
a1  a22 a2n T2 A
= . = Ax
an1 an2 Anpn Tn

Druhou rovnosti jsme jednak zavedli standardni zapis matice jako tabulky ¢isel, v
niz prvni index ¢isluje Fadky a druhy sloupce. Zaroven jsme také zadefinovali soucin
matice a vektoru.

Soucin matice A a vektoru x je vlastné linearni kombinaci sloupcti matice A s
koeficienty rovnymi slozkam vektoru x. Uziva se proto také sloupcovy zdpis matice
A = (aj]az|...|a,). Zobrazeni s matici

10 0

01 0
E:=(e1|...le,) = :

0 0 1

prifazuje kazdému vektoru x vektor
Frp(x)=Ex=x1e1 + ...+ x,e, =X,

je to tedy identita Fg = Id. Matici E se fika jednotkovd matice.
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Oznaé¢ime-li symbolem

277
i-ty fadek matice A, zapsany ovSem jako sloupcovy vektor, pak i-t4 slozka obrazu
vektoru x v zobrazeni F4 je

n
FA(X)i = (AX)l = ;11 —+ ;22 —+ ... Ainlp = Z aijxj,
j=1
coZ lze interpretovat jako skalarni soucin vektort &; a x. Pokud tedy Fa(x); = 0,

je vektor x kolmy na a;. Podobné pokud Fa(x); = ¢, lezi x v nadroviné s rovnict
a;.x =c.



KAPITOLA 2

Matice

V této kapitole se podivime na matice jako na samostatné objekty a zavedeme
na nich operace, jejichz vlastnosti vyplyvaji z vlastnosti zobrazeni. Za¢neme ale tim,
7e se podivame, jak hledani vzoru urc¢itého vektoru v daném linedrnim zobrazeni
vede na soustavu linearnich rovnic.

1. Linearni zobrazeni a soustavy rovnic

PRIKLAD 1. Uvazujme matici a vektor

()

Zajima nas, na jaky vektor zobrazi F4 vektor b a které vektory se naopak zobrazi
na néj. V prvnim piipadé snadno spocéteme, ze

oo (1 (2)- (3120

V druhém hleddme obecny tvar vektoru x, pro ktery

m=(1 5) ()= (G- (7).

coZ je vlastné soustava dvou rovnic pro dvé neznamé z; a xs. Kazdéa rovnice je
rovnici p¥imky v R2, jsou riiznob&zné, jedinym feSenim (a tedy i jedinym vzorem
vektoru b v zobrazeni Fy) je jejich pruseéik, vektor

<= -5
T\ 2
Co kdybychom hledali priise¢nici dvou rovin v R3? Soustavu

a1121 + a12x2 + a13w3 = by

a21%1 + a22%2 + a23T3 = by

lze opét interpretovat jako rovnost vektort

ail ai2 aiz\ _ b1
(o) o () v () = ()

Linearni kombinace na levé strané odpovida definici sou¢inu matice a vektoru, az
na to, Ze matice A nemé stejny pocet fadku jako sloupci. Pojdme tedy tuto definici
rozsitit.

DEFINICE 1. Necht m,n € N a ay,...,a, jsou vektory z R™, x € R". Pak
definujme matici A = (a1]...|a,) a jeji soudin s vektorem x
Ax :=zr1a1 +... + 2,2, € R™

13
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Matice s m fadky a n sloupci se oznacuje jako matice m x n. Pokud m = n,
tika se ji ¢tvercovd. Pokud a je néjaky vektor

pak rovnici nadroviny a.x = ¢ muzeme zapsat pomoci matice 1 x n jako
Z1
(a1 ..o an) | | =c
T

Matice vznikla z matice A vymeénou radku za sloupce se nazyva matice transpono-
vand k matici A:

T ail am1
a1 ai2 e A1n .
AT = . . . . | a2 - am2
aml Am2 ... 0mn
A1p - Qmn

S pomoci operace transponovani miZzeme rovnici nadroviny napsat také jako a’x =
¢, pficemz sloupcovy vektor a interpretujeme jako matici n x 1.

PRIKLAD 2. Vratme se k hledani priiseénice rovin a vezméme né&jakou konkrétni
matici A a konkrétni vektor pravijch stran b:

12 3\ () N
13 4)|™) 7t
€3
Resime tedy soustavu linedrnich rovnic (SLR)
T+ 2x9 + 323 =1
T, + 3xg +4x3 =1

Nahradime-li druhou rovnici soustavy rozdilem druhé a prvni rovnice, mnozina
FeSeni se nezméni (cviceni . Novou soustavu

x1 +2x9+3x3 =1
o + 1’3:0

vyfesime polozenim x3 :=t € R a dosazenim do druhé a poté do prvni rovnice:

X1 1-—t 1 -1
x=|x2|=| =t |=(0]+¢] -1
I3 t 0 1

To je v souladu s oéekavanim pifmka prochézejici bodem (1,0,0)7 a majici smérovy
vektor (—1,—1,1)7.

PRIKLAD 3. Podobné mizeme najit i parametrické vyjadrend roviny xq + 222 +
3z3 = 1. PoloZime nezndmé x5 := t, r3 := s rovny dvéma libovolnym parametrim
a dopolteme 1 = 1 — 2t — 3s. Vektorové lze mnozinu feSeni zapsat jako

1 -2 -3
x=10]+¢tl 1 | +s| 0 ||t,seR >,
0 0 1

tedy jako mnozinu ,bod plus linedrni kombinace smérovych vektori“. Takovy tvar
mé mnozina feSeni kazdé SLR (cvi¢eni [3)).
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Cvideni 2

Necht (z1,...,2,)T je n-tice &isel splitujicich SLR1

a1ry + axe9 + ... + apxr, = C
biz1 + baxs + ... + bpx, = d
Vyvodte z toho, Ze (z1,...,7,)" spliiuje také SLR2
a1x + a9 + ... + ApTn = c
(b1 +ra))ry + (be+ras)zy + ... + (bp+ray)z, = d+rc

pro libovolné r € R. Obdobné dokazte, ze kazdé FeSeni SLR2 je i feSenim SLRI1.
Celkové tedy pri¢teni nasobku prvni rovnice do druhé rovnice neméni mnozinu
feSeni.

Cviceni 3

Necht xp = (xp1,...,2pn)? je FeSenim SLR1
airy + ax2 + ... + apx, = C
bll'l + bQiL’Q + ...+ bnﬂ'}n = d
axyg = (g1, ..., vun)’,y = (Y1, ..., yan)? je Fesenim SLR2
ary + asxs + ... + apxr, = 0
bix1 + boxs + ... + bpx, = O

kterd vznikne ze SLR1 nahrazenim pravych stran nulami. Ukazte, Ze xp + xpg
je TfeSenim SLRI1 a ze libovolna linearni kombinace rxp + sypy je feSenim SLR2.
K dtkazu tvrzeni, Ze mnozina feSeni kazdé SLR je ,,bod plus linearni kombinace
smérovych vektori* se potfebujeme jesté seznamit s pojmem baze, viz definice

2. Skladani zobrazeni a souc¢in matic

Uvazujme dvé zobrazeni Fy : R™ — R™ a Fp : R™ — RP. SloZené zobrazeni
FpoFy:R™ — RP je opét linearni (ovéfte sami) a jeho matici miZzeme urcit tak,
ze spocitame obrazy vektoru eq,...,e, € R™:

(FB o FA)(el) = FB(Aez) = FB(ai) = Bai,
tedy pro obecny vektor x € R™
(FpoFa)(x) = (Bai]...|Bay)x
To nam déava navod, jak definovat soucin matic:
DEFINICE 2. Necht A je matice m X n a B je matice p X m. Pak definujme
BA :=(Bay|...|Ba,)

7 definice automaticky plyne, ze Fgo F4 = Fpa. BA je matice p X n, tedy ma
stejné sloupcii jako A a fadku jako B.

Vyhoda této definice je, Ze je konzistentni s dfive definovanym souc¢inem matice

a vektoru, chapeme-li vektor jako matici o jednom sloupci. Element matice BA na
pozici ¢7 je

m

biraij + bigaz; + ... + bimam; = Zbikakj7

k=1
coz je vlastné skalarni soucin f)iT.aj i-tého fadku matice B a j-tého sloupce matice
A. Odtud je jednoduse vidét, ze

E,A=AE, =A,

kde E,,, E, znad¢i jednotkovou matici m x m, resp. n X n.
Oznafme mnoZinu vSech m x n matic symbolem R™*".
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TVRZENI 4. Necht m,n,p,q € N, A € R™"*" B e R"*P (C € RP*4. Pak
(AB)C = A(BC),
tedy soucin matic je asociativni.

DUKAZ. Pro libovolny x € RY plati

(AB)C)x = (Fap o Fc)(x) = Fap(Fc(x)) =
= Fa(Fp(Fc(x))) = (Fao Fpco)(x) = (A(BC))x,

Pokud za x dosadime prvek e;, ziskdme rovnost mezi i-tym sloupcem matice (AB)C
a matice A(BC). Obé& matice jsou typu m X ¢, tedy se museji rovnat. O

DEFINICE 3. Necht A, B € R™*". Pak soucet matic A+ B definujeme jako
a] ... Qin b11 ... bip a1 +b11 ... ain+bin
—|— . c. . : = . :

aml1 .. Amn bml . bmn am1 + bml eeo Qmp + bmn
a nasobek matice skaldrem r € R jako

aiy e A1n rail . rain

Am1 cee Qmn rami oo Tamn

Je to prirozena definice, protoZe je v pripadé matic s jedinym sloupcem v sou-
ladu s definici souctu vektoru a jejich nésobeni skalarem. Pojmem nulovd matice
oznacujeme matici, jejiz v8echny elementy jsou 0, obvykle ji stejnym symbolem i
znacime.

Dalsi dulezitou vlastnosti sou¢inu matic je jeho distributivita.

TVRZENI 5. Necht m,n,p e N, A,B € R™*", C,D € R"*P. Pak
(A+ B)C = AC + BC
A(C + D)= AC + AD,
DUKAzZ. Nejprve si uvédomme, Ze Vx € R"”
(Fa+ Fp)(x) = Fa(x) + Fp(x) = Ax+ Bx

Odtud ovéfime, ze F4 + Fp je linearni (dosazenim x = ry + sz a rozepsanim pravé
strany) a Ze ma matici A + B (dosazenim x = e; jako pfi hledani matice souéinu
a dokazovani asociativity). Tedy Fa + Fp = Fayp. Pak, opét jako pii dokazovani
asociativity, ukazeme, ze

(A+ B)CO)x = (Fatp o Fo)(x) = Fayp(Fo(x)) =
— (Fa+ Fp)(Fo(x) = Fa(Fo(x)) + Fa(Fo(x)) = ACx + BCx

Rozmyslete si, z jakych presnych davodi plati jednotlivé rovnosti! Jako v dikazu
asociativity vede dosazeni x = e; k rovnosti (A + B)C = AC + BC'. Druha rovnost
v tvrzeni se dokaze analogicky. O
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Maticovy souédin ale ur¢ité neni komutativni. Je-1i definovan sou¢in BA, sou¢in
AB definovan byt nemusi, pfipadné nemusi byt stejného typu:

ai n
(br o b)) || =D bias
an i=1
a1 aibr ... a1b,
(b1 bn): : :
ap, apby ... apb,

I v pfipadé, Ze jsou A i B ¢tvercové matice n X n a tudiZ jsou stejného typu i jejich
sou¢iny AB a BA, obvykle se tyto sou¢iny nerovnaji. Piiklad uz jsme vidéli u rotaci
v prostoru, ale kazdy si snadno muze vyrobit vlastni vygenerovanim néjakych dvou
,hédhodnych“ matic, stac¢ii 2 x 2.

TVRZENT 6. Je-li A matice m x n a B matice n x p, pak (AB)T = BT AT,

DUKAz. Oznatme C' = AB, pak ¢;; = Y ;_, airbr;. Pak

n n n
T T T T T
Cji = Cij = E :aikbkj = E :akibjk = E bk Qi
=1 k=1 k=1

Posledni suma je pravé ji-ty element matice BT AT. O

Cviceni 4
Souéin matic umoziuje definovat také mocninu &étvercové matice AF jako k-

nasobny soudin matice A se sebou samou. Dale definujeme A° = E. Spoéctéte
vSechny pfirozené mocniny matice

01 0
0 0 1
0 0 0
Na zakladé piedchoziho vypoétu se pokuste najit piiklady matic, pro které A* = 0,
ale A*~! =£ 0 pro libovolné k € N.
3. Inverzni matice

Chceme-li nalézt inverzni zobrazeni k Fq : R” — R", muZeme se pokusit jej
hledat ve tvaru Fp pro ngjakou matici B. Podminka

Vx €R": (FpoF4)(x)=x AN (FaoFp)(x) =%

znamend, ze BA = AB = F (dosadte opét x := e;). Naopak pokud takova matice
B existuje, pak Fg o Fy = Fs 0o Fg = 1d, takze Fg je inverzni zobrazeni k Fa.

DEFINICE 4. Necht A € R"*". Matice A™!, ktera spliiuje AA™! = A~'A = E,
se nazyva matice inverzni k A. Pokud matice A inverzni matici mé, nazyva se
reguldrni, jinak singuldrni.

TVRZENI 7. Necht A, B,C € R™*" spliiuji BA= AC = E. Pak B=C.
DUKAZ. Plyne z asociativity soudinu:
B=BE=B(AC)=(BA)C=EC=C
O

7 tohoto tvrzeni plyne, Ze inverzni matice k A muze existovat nejvyse jedna.
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PRIKLAD 4. Zkusme si inverzni matici spoc¢itat pro konkrétni volbu matice

1 2 3
A=|1 3 4
1 0 2

Hledejme 3 x 3 matici B s vlastnosti AB = E. Pak jeji i-ty sloupec spliiuje rovnici
Ab; = e;. Pro ¢ = 1 to znamena

T 1
T2 = 0 )
I3 0
kde jsme oznaéili x := by.
Soustavu linearnich rovnic je zvykem zapisovat ve tvaru rozsifené matice sou-

stavy

1 2 3|1

1 3 410

1 0 210
Kazdy fadek matice odpovida rovnici roviny v R?, cela soustava pak hledani praniku
t¥i rovin. Podobné jako dfive pii hledani prise¢nice miZzeme prvni rovnici odecist
od druhé. V rozsifené matici se to projevi jako p¥i¢teni (—1)-nasobku prvniho fadku
do druhého. Néasledné provedeme stejnou tpravu i se tfetim fadkem.

1 2 3] 1 1 2 3 1
01 1]-1 ~1 0 1 1 |-1
1 0 2] 0 0 -2 —-1|-1

Symbol ~ se ¢te ,,se prevede ekvivalentni tpravou na“. Ekvivalentni dpravy jsou ty,
které zachovavaji mnozinu reSeni.
Po pric¢teni dvojnasobku druhého fadku do tfetiho dostavame soustavu

1 2 3] 1 x1 +2x9+ 33 =1
01 1]-1 < x2+ x3=—1
00 1|-3 T3 = —3
Z ni postupnym dosazenim ziskdme z3 = —3, zo = 2, 1 = 6. MiZeme také
dosazovani nahradit dalsimi ekvivalentnimi upravami:
1 2 0110 1 0 0| 6
~ 0 1 0] 2 ~1 0 1 0| 2
0 0 1|-3 00 1|-3

Ziskali jsme tak x = by, prvni sloupec inverzni matice. Stejny vypocet s pravymi
stranami e; a e3 da zbyvajici dva. Pravé strany nemaji vliv na to, které ekvivalentni
dpravy volime, muzeme tedy FeSit vSechny tfi soustavy naraz, symbolicky

12 3(1 00 1 0 0] 6 -4 -1
13 4/01 0 ])~10120|2 -1 -1
1.0 2(0 01 00 1|-3 2 1

Zjistili jsme tedy, Ze matice za svislou ¢arou je jediné, ktera splituje rovnost AB = E.
Vynasobenim snadno ovéiime, ze i BA = E, tedy B = A~L.

Vime ale, Zze timto postupem ziskand matice bude vzdy davat jednotkovou
matici i pfi vynasobeni z druhé strany? A Ze lze vzdy bud najit ekvivalentni apravy,
kterymi lze A~! najit, nebo ukazat, Ze neexistuje?

Cviceni 5

Dokazte, Zze pokud A, B € R™™ jsou regularni matice, pak matice B~1A~! je
inverzni matici k matici AB, a tedy i AB je regularni matice.
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Cviceni 6
Dokazte, ze pokud A je regularni matice, pak AT je také regularni matice, a
jeji inverzni matice (AT)~1 je (A71)T, tedy matice transponovana k A~1.



KAPITOLA 3

Soustavy lineArnich rovnic

V minulé kapitole jsme se setkali s nékolika tlohami vedoucimi na soustavy
linearnich rovnic:

hledani priseénice rovin (¢ obecné praniku nadrovin)

hledani linedrni kombinace vektora aq, ..., a,, kterd dava vektor b
hledani vzoru vektoru b v zobrazeni Fjy.

hledéni sloupcii inverzni matice

Dalsi priklady jsou feSeni rovnic vyplyvajicich z Kirchhoffovych zakont pro elek-
trické obvody, chemickych rovnic, numerické aproximace feSeni diferencialnich rov-
nic, prolozeni bodi polynomem nebo jinou funkei ¢ kfivkou a mnoho dalsich.

Regenf soustav linearnich rovnic je nejdulezitéjsi tloha linearni algebry. Poku-
sime se ji proto co nejlépe porozumét.

1. Odstupnovany tvar matice

oo .

DEFINICE 5. Elementdrni Fadkovou dpravou (ER U) matice rozumime bud

(1) prohozeni dvou radku

(2) pri¢teni libovolného nasobku néjakého radku do jiného radku

(3) vynasobeni n&jakého fadku nenulovym ¢islem
Elementdrni matici rozumime matici, kterd vznikne z jednotkové matice elemen-
tarni radkovou tpravou.

PRIKLAD 5. Priklady 4 x 4 elementarnich matic jednotlivych aprav jsou
1 0 00 10 00 1 0 00

0 010 01 0 0 0 s 00
010 0)’{r 01 0f’10O O 1 0])°
0 0 01 0 0 01 00 01

kde s # 0. Vyzkousejte si, Ze pokud libovolnou matici A vynasobime nékterou z
téchto matic zleva, mé to stejny efekt jako provedeni pfislusné elementarni fadkové
dUpravy piimo na matici A.

oo . v oy

TVRZENI 8. Elementdrni Fddkovd tuprava rozsiiené matice soustavy (A|b) ne-
meni mnoZinu Feseni. Pokud B je matice této ERU, pak upravend matice je (BA|Bb).

DUkAz. Kazdou ERU lze vratit zpét opét pomoci ERU, naptiklad prictent -
nésobku i-tého Ffadku do j-tého se odstrani pfi¢tenim —r-nasobku i-tého fadku do
j-tého. Staci tedy pro jednotlivé typy ERU ukazat, ze kazdé fesent (A]|b) je také
TeSenim upravené soustavy. Tvar upravené matice vyplyvé z toho, Ze sou¢in matic
je definovan po sloupcich. Pokud tedy vektor x splituje rovnost Ax = b, pak spliiuje
i BAx = Bb, tedy soustavu s matici (BA|Bb). O

Reseni soustavy linearnich rovnic spo¢iva v prevedeni jeji rozsifené matice po-
sloupnosti elementarnich fadkovych aprav do jednodussiho, tzv. odstupnovaného

tvaru. MnoZina TeSeni se tim nezméni, ale je mozné ji z odstupnovaného tvaru
snéaze ziskat.

20
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DEFINICE 6. Prvni nenulovy prvek kazdého rfadku matice se nazyva pivot. Ma-
tice A je v odstupriovaném tvaru, paklize je bud nulova, nebo v ni v8echny nulové
radky néasleduji az po vSech nenulovych a zaroven kazdy pivot nenulového fadku
kromé prvniho méa vyssi sloupcovy index nez pivot predchoziho Fadku. Sloupce, v
nichZ jsou v odstupifiovaném tvaru pivoty, se nazyvaji pivotni sloupce. Matice je
v redukovaném odstupriovaném tvaru, pokud jsou navic v8echny pivoty rovny 1 a
vSechny ostatni elementy pivotnich sloupci jsou rovny O.

h Jz U3 Jr
1 @5,
2 *
3 3,

Na obrazku jsou ay;, az a,j, pivoty, nalevo od nich a pod nimi jsou v matici nuly,
napravo od nich a nad nimi muZe byt obecné cokoliv. V redukovaném odstupnova-
ném tvaru jsou na misté tmavych obdélnika nuly.

TVRZENI 9. Je-li rozsiFend matice soustavy (A|b) v odstupiiovaném tvaru, pak
md soustava rovnic feSent, pravé kdyz sloupec pravijch stran nent pivotni.

DUKAz. Pfedpokladejme, Ze rozsiFfena matice mé r nenulovych fadkt a pivoty
maji sloupcové indexy j; < j2 < ... < j,. Pokud je sloupec pravych stran pivotni,
pak je soucasti soustavy také rovnice, kterda ma na levé strané 0 a na pravé nenu-
lovy pivot b,.. Takova rovnice nemé FeSeni a tedy ani cela soustava. Pokud sloupec
pravych stran pivotni neni, pak je jednim z feSeni vektor x, v némz Vk € {1,...,r}
je xj, = by a ostatni slozky x jsou nulové. O

Obecné feseni SLR v odstupiiovaném tvaru ziskame, pokud polozime kazdou
nepivotni slozku rovnu néjakému readlnému parametru a zpétnym dosazenim dopodi-

tame slozky pivotni. Nejlépe je to vidét na maticich v redukovaném odstupiiovaném
tvaru:
10 -2 -2 0 -39
0 1 3 -1 0 -3|2
0 0 0 01 —-2|4
Zvolime xg = t, x4 = s a x3 = r a dopocCteme
Ty = 4 + 2t
To=2—3r+s+ 3t
1 =94+ 2r +2s+ 3t

Piepsano do vektorového tvaru

T 9 2 2 3
T3 . 0 1 0 0
T4 = 0 +r 0 + s 1 +t 0
Ts5 4 0 0 2
Tg 0 0 0 1
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Vsimnéme si, Ze vektor b pravych stran nemé zadny vliv na koeficienty u parametru
r, s,t. ReSeni SLR s matici (A|o) (prislusné homogenni soustavy) je tedy

X1 2 2 3
T2 -3 1 3
I3 o 1 0 0
e | =7 o | TE | T o
Is 0 0 2
Te 0 0 1

2. Reseni soustav a podprostory

Vztah mezi feSenim nehomogenni soustavy rovnic a pfislusné soustavy homo-
genni se netyka jen soustav v odstupiiovaném tvaru:

TVRZENI 10. Necht xp je néjaké FeSeni SLR (A|b). Pak vektor xp + xp je
Fesenim soustavy (A|b) prdvé tehdy, kdyZ je xpg TeSenim prislusné homogenni sou-
stavy.

DUKAz. Pokud xp 4+ xp je FeSenim soustavy, pak A(xp + xpg) = b. Z distri-
butivity maticového nésobeni plyne

A(Xp + XH) = Axp + Axyg = b+ Axy

Tedy Axy = o. Pokud naopak Axy = o, pak dosazenim do rovnosti vySe dosté-
vame A(xp +xpg) = b. O

Vektoru xp tikame partikuldrni Feseni nehomogenni soustavy. Mnoziné vSech
fegeni homogenni soustavy (A|o) pak jddro matice A, znafime Ker A. MnoZina
FeSeni nehomogenni soustavy se v duchu tvrzeni zapisuje ve tvaru xp + Ker A.

Jadro matice ma vyznacné vlastnosti, které si zaslouzi zavedeni nového pojmu:

DEFINICE 7. Mnozina W C R"™, ktera s kazdymi vektory x,y € W obsahuje
i v8echny jejich linearni kombinace rx + sy, se nazyva podprostor. Mnozina tvaru
u+ W, kde u € R" a W je podprostor v R™, se nazyva afinni podprostor.

TVRZENI 11. Jddro kaZdé matice A typu m X n je podprostor v R™.
DUKAz. Pokud x,y € Ker A, pak Ax = Ay = o. Pak ale
A(rx + sy) =rAx + sAy =ro+ so = o,
tedy i rx + sy € Ker A. O
KaZzdy podprostor musi obsahovat nulovy vektor, staci zvolit » = s = 0. Opacna
implikace, tedy Ze podmnozina R™ obsahujici nulovy vektor je nutné podprostorem,
neplati (najdséte protipiiklad!). Afinni podprostor x + W obsahujici o ovSem uZ
podprostorem byt musi. To nastava pravé tehdy, kdyz x € W. Homogenni a ne-
homogenni soustavy se tedy lisi pravé tim, Ze feSenim prvnich je vzdy podprostor,

feSenim druhych nikdy neni podprostor, pouze afinni podprostor:

W

x4+ 3. =10
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3. Gaussova eliminace

KaZdou matici A typu m x n lze prevést do (redukovaného) odstupiiovaného
tvaru postupem zvanym Gaussova eliminace:

(1) Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacime j. Pokud neexistuje,
je matice nulova, tedy v redukovaném odstupnovaném tvaru.

(2) Pokud je aq; = 0, pak prohodime 1. fadek s libovolnym fadkem ¢, v némz
Qi 7é 0.

(3) Pro kazdé i = 2,3,...,m pfi¢teme (—a;;/a1;)-nasobek prvniho fadku do
i-tého radku.

(4) Opakujeme postup pro matici bez prvniho fadku. Proces se zastavi bud
v bodé 1, nebo tim, zZe dojdou nenulové Ffadky. Pokud v kazdém prichodu
bodu 1 zaznamename index j do proménné ji, dostaneme posloupnost
J1 < J2 < ...J, indext pivotnich sloupct, pfi¢emz fadky r 4+ 1 az m jsou
nulové.

(5) Pro kazdé ¢ = 1,...,r vynasobime i-ty fadek ¢islem 1/a;;, a poté pro
kazdé k < ¢ pfi¢teme jeho (—ay;,)-nasobek do k-tého fadku.

PRIKLAD 6. Ukazme si Gaussovu eliminaci na pfikladé rozsifené matice SLR:

0 3 —6 6 4| -5 3 -9 12 -9 6 3
3 =7 8 =5 8 1 J~13 -7 8 =5 8 1 |~
3 -9 12 -9 6 3 0 3 —6 6 4| -5
3 -9 12 -9 6 3 3 -9 12 -9 6 3
0 2 -4 4 2|-2|~| 0 2 -4 4 2| -2
0 3 —6 6 4| -5 0 0 0 0 1|-2

Prvni apravé, tedy hledani vhodného pivota, se ¥ika pivotace. Po dvou prichodech
body 1,2,3,4 jsme dospéli zpét do 1 a nemame uz zaddné nenulové fadky. Bod 5,
tedy prechod do redukovaného tvaru, je efektivnéjsi provadét odspodu:

3 -9 12 -9 0| 15 1 0 -2 3 0 8
0 2 —4 4 0 2 ~ 01 -2 2 0 1
0 0 0 0 1| -2 0 0 0 0 1|-2
MnozZina feSeni soustavy ma tvar
8 2 -3
1 2 —2
xp + Ker A = 0 +<s| 1 |+t 0 s,teR
0 0 1
-2 0 0

Mnozina v8ech linearnich kombinaci n&jaké mnoziny vektori M C R™ se znadi (M)
a 1ika se ji linedrni obal. S timto znafenim muzeme feSeni zapsat ponékud tspornéji
jako

(8,1,0,0,-2)" +((2,2,1,0,0)", (-3, -2,0,1,0)")

Casto se v zépise vynechava i symbol transponovani.

Prvni 4 kroky Gaussovy eliminace ptrevedou do odstupiiovaného tvaru libovolnou
matici. To plyne jednoduSe matematickou indukei podle poétu nenulovych radki v
matici. Je-li jich nula, pak je matice zjevné v odstupiiovaném tvaru. Pokud je jich
k > 0, pak po provedeni prvnich 3 kroki ziskdme sloupcovy index j; prvniho pivotu,
ktery je mensi nez sloupcovy index vSech nenulovych prvki v8ech ostatnich fadka.
7 indukéniho predpokladu plyne, Zze matice vznikla vynechanim prvniho Fadku se
prvnimi 4 kroky Gaussovy eliminace pirevede do odstuphiovaného tvaru, pri¢emz
sloupcové indexy pivotlu jo < ... < j, musi byt vétsi nez j;. Vysledna matice je
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tedy v odstupiiovaném tvaru a bod 5 ji prfevede do redukovaného odstupiiovaného
tvaru.

4. Izomorfismus

Nésledujici pojmoslovi se uziva pro libovolné zobrazeni, nikoli nutné linearni.
Zobrazeni f : X — Y se nazyva
e prosté (injektivnd), pokud ma kazdy prvek z Y nejvySe jeden vzor, tedy
pokud f(a) = f(b), pak a = b.
e na (surjektivni), pokud mé kazdy prvek z Y alespon jeden vzor
e vzdjemné jednoznacné (bijektiont), pokud ma kazdy prvek z Y pravé jeden
vzor, tedy pokud existuje inverzni zobrazeni f~!:Y — X.
V pripadé, ze f je navic linearni, pouzivaji se pojmy monomorfismus, epimorfismus
a izomorfismus. Z linearnich zobrazeni, kterymi jsme se zabyvali, jsou zrcadleni
Z1, dilatace Dy pro A # 0 i rotace izomorfismy (jak vypadaji inverzni zobrazeni?.
Projekce Py : R™ — R™ neni prosté zobrazeni, protoze libovolny vektor z nadroviny
x1 se zobrazi na o, a neni ani zobrazen{ na, protoze Pyx(y) lezi vzdy v (x). Podobné
pro Py ..

DEFINICE 8. Necht f: X — Y je zobrazeni. Pak mnozina vSech prvki p € Y,
pro které existuje a € X takové, Ze f(a) = p, se nazyva obraz zobrazeni f a znadi
se Im f.

Obrazu se nékdy tika také obor hodnot. Zobrazeni f je na, pravé kdyz Im f =Y.
Zobrazeni Fy : R™ — R™ je prosté pravé tehdy, kdyZ rovnice Ax = b mé pro
v8echna b nejvyse jedno FeSeni, tedy kdyz Ker A = {o}. To nastava pravé tehdy,
kdyz jsou po prevodu A na odstupiovany tvar vSechny sloupce pivotni, neboli
prejde-li A v redukovaném odstupiiovaném tvaru na jednotkovou matici, pfipadné
doplnénou o ngjaké nulové fadky. Soustava Ax = b mé feSeni, paklize b lze zapsat

jako

(a1]...lap)x = z1a1 + ... 28y,
neboliIm A = (ay, ..., a,). Zobrazeni F4 je tedy na, pravé kdyz (ay, ..., a,) = R™.
Linearnimu obalu sloupcti se fika sloupcovy prostor matice A (analogicky definujeme
Yddkovy prostor, ten je roven Im AT). Rovnost (ay,...,a,) = R™ formulujeme také
tak, Ze sloupce matice A prostor R generuji.

TVRZENI 12. Zobrazeni f4 : R™ — R™ je bijektivni, pravée kdyZ A je ctvercovd
a existuje matice X, pro kterou AX = E.

DUKAz. Je-li fa bijektivni, pak pro kazdou pravou stranu b méa SLR Ax =b
pravé jedno feSeni. Nemuze tedy byt m < n, protoze pak by po pfevodu na od-
stupfiovany tvar nemohly byt vSechny sloupce pivotni a tedy Ker A # {o}. NemuZe
byt ani m > n, protoze pak by bylo mozné najit pravou stranu b takovou, Ze po
eliminaci matice (A|b) bude sloupec pravych stran pivotni. Tedy A je &tvercova.
Pro pravou stranu e; ozna¢me x; feSeni soustavy Ax = e;. Pak X = (x1|...|xn)
spliiuje AX = E. Tim je dokdzana prvni implikace.

Dokazme nyni druhou. Pokud existuje matice X spliujici AX = F, pak x :=
XD je feSenim soustavy rovnic Ax = b. Tedy f4 je na. Uvazujme eliminaci rozsirené
matice (A|E) elementarnimi apravami s maticemi By, ..., By. Pak

(A|E) ~ (Bg...B1A|By ... B1E) = (C|By ... By),
kde matice C je v redukovaném odstupfiovaném tvaru. Pokud by méla nulovy radek,

neplatilo by, Ze (A|b) méa feseni pro kazdé b. Protoze je &tvercova, musi tedy mit
n pivotnich sloupci, neboli byt jednotkovou matici. Pak ale j-ty sloupec sou¢inu
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By ... B; je jedinym FeSenim soustavy rovnic Ax = e;, jejimZ FeSenim je i j-ty
sloupec X. Tedy By ... By = X a XA = FE. Tedy X je inverzni matice k A a tudiz
i fx inverzni zobrazeni k f4. O

Pfipomefime, Ze ¢tvercovou matici A, kterd ma inverzni matici, nazyvame re-
guldrni. 7 tvrzeni a jeho dikazu plyne, Ze regularni jsou pravé ty matice, pro které
je fa bijektivni, a Ze staci ovéfovat jen podminku AX = FE, tedy inverznost zprava.



KAPITOLA 4

Vektorové prostory

V prvnich tfech pfednaskach jsme se zabyvali vektory v R™ a setkali se pii tom
mimo jiné s pojmy linearni kombinace, (afinniho) podprostoru, linearniho zobrazeni
a kanonické baze. Tyto pojmy je mozné a uziteéné zobecnit na dalsi typy objektii,
které lze mezi sebou s¢itat a nasobit je skaldrem. Napiiklad leva strana rovnosti

0 0 -1 1 2 0 0 2
(3 1) +2(1 2) + (o 1) = (1 4)
je linedrni kombinaci 2 X 2 matic, leva strana rovnosti

Br4+1)+2(—a3+a2? —2+2)+ 2% - 1) =222+ 2+ 4

je linearni kombinaci polynomu. V obou pfipadech rovnosti fikaji, ze matice/polynom
na pravé strané je v podprostoru generovaném maticemi/polynomy na levé strang.
Oznac¢ime-li

{0 -2 90 ) v

mizeme kazdou matici, resp. polynom stupné nejvyse 3 jednoznac¢né zapsat jako
linedrni kombinaci prvki mnoziny Ky, resp. Kp. Tyto mnozZiny tedy pro ma-
tice/polynomy hraji podobnou roli jako kanonicka baze {ey,...,e,} pro R™. Rov-
nost vyse pak intuitivné vyjadiuje totéz jako vztah

0 1 2 0
0 1 0 2
s 2| T o 1]
1 2 1 4

pro vektory z R*.

Podobné muzeme zachazet s mnoha dalsimi objekty, napfiklad komplexnimi
¢isly, maticemi m X n, spojitymi funkcemi na daném intervalu, nekoneénymi po-
sloupnostmi ¢isel a mnoha dalsimi. Tyto podobnosti vybizeji k tomu, abychom
potfebné vlastnosti vektort abstrahovali a v8echny souvisejici pojmy zavadéli na-
rdz a obecné pro tyto abstraktni vektory. Dokadzana tvrzeni pak budou mit také
obecnou platnost. Jesté pfedtim musime ale zavést pojem télesa, coz je mnozina,
jejiz prvky jsou abstrakci pojmu skalaru, a pojem grupy, ktery se v definici télesa i
vektorového prostoru vyskytuje a ktery ma i sim o sob& pro matematiku a fyziku
velkou dulezitost.

1. Grupa a téleso
DEFINICE 9 (Grupa). Necht o: G x G — G je binarni operace na mnoziné G.
Pak grupou nazyvame dvojici (G, o), ktera spliuje
(1) Va,b,c € G: (aob)oc=ao(boc) (asociativita)
(2) 3e€e G:Va € G:aoce=eoa=a (neutrlni prvek)
(B)VaeG:Ja ' €G:aoa"t =a"toa=e (inverzni prvky)
Pokud navic Va,b € G : aob=boa, pak je (G, o) komutativni grupa.

26
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Pod oznacenim o se mize skryvat jakakoli binarni operace, nemusi jit nutné o
sklddani zobrazeni. Zaroven mnoho pfikladd grup jsou grupy zobrazeni s operaci
jejich skladani. Napiiklad mnoZina viech rotaci okolo po¢atku v roviné R?

({Rs : R* = R?|¢ € (0,2m)}, 0)

je uzaviena na skladani (tedy sloZeni dvou rotaci je zase rotace), obsahuje neutralni
prvek Ry = Id i inverzni prvek R_g4 ke kazdému R,. Asociativita a v tomto pfipadé
i komutativita jsou splnény rovnéz. Dalsim typickym piikladem, ktery muzZzeme
formulovat pomoci znaceni zavedeného v minulych kapitolach, je grupa

({Id7 R27r/3a R—27r/37 Z(l,O)La Z(L\/g)i ) Z(_17\/§)L }7 O)

vy

v8ech zobrazeni, ktera zachovavaji rovnostranny trojihelnik s tézistém v pocatku
a vyskou orientovanou ve sméru druhé soutadné osy. Podobné grupy symetrii geo-
metrickych utvart v roviné a prostoru jsou zakladem disciplin jako krystalografie,
spektroskopie, kvantova mechanika a dalsich.

Pro nas jsou nyni dulezitéjsi grupy zalozené na mnoziné ¢isel s néjakou aritme-
tickou operaci. V pfipadé s¢itani to mohou byt tfeba grupy (Z,+), (R,+), (C,+)
(pro¢ ne (N, +)?) a grupami jsou také mnoziny vektora (R”, +) a matic (R™*", +)
se séitanim zavedenym v minulych kapitolach. Neutralnim prvkem je zde 0, inverz-
nim prvkem k z je opa¢né &islo —z.

Piiklady grup s operaci nasobeni jsou tfeba (Q\ {0},-), (R\ {0},-) nebo ({z €
C| |z| = 1},-). Neutralnim prvkem je zjevné 1, inverznim prvkem k a je % Proto
také v zadné z mnozin nemuze byt 0.

Mnoziny matic typu 2 X 2 s operaci ndsobeni matic naAm davaji mnoho pfikladt
nekomutativnich grup. Napiiklad grupa

¢ —sing
({ (Z?r?qﬁ cf)sn(;s ) |6 € <0,27r)} ,o>

odpovidajici maticim rotaci komutativni je, ale pokud zkonstruujeme analogicky
grupu matic symetrii rovnostranného trojihelnika, zjistime, Ze matice rotaci a zr-
cadleni spolu nekomutuji.

DEFINICE 10 (Komutativni téleso). Mnozina T se nazyva komutativni téleso,
pokud jsou na ni definovany dvé binarni operace + a - , spliiujici
(1) (T,+) je komutativni grupa.
(2) Oznagime-li neutralni prvek (7', 4) symbolem 0, pak (T\ {0}, -) je komu-
tativni grupa.
(3) Va,b,ceT:a-(b+c)=a-b+a-c (distributivita)

Nézev ,téleso nijak nesouvisi s télesy geometrickymi, je jen piekladem slova
Zahlenkorper z némciny. Klasickymi piiklady téles jsou mnoziny @Q, R nebo C s
operacemi s¢itani a nasobeni. V algebie a informatice nachézeji uplatnéni konecnd
télesa, jejichz zakladnim pfikladem je Z, = {0,1,...,p — 1} s operacemi s¢itani a
nasobeni modulo prvodislo p. T€lesa jsou také kli¢ova pro teorii FeSeni algebraickych
rovnic vyssich stupiii, s niz pfisel Evariste Galois v roce 1832. Vétsina jeho mate-
matického dédictvi pochazi z dopisu, ktery napsal dva dny pred tim, nez zahynul v
souboji.

Pokud nepozadujeme, aby bylo nasobeni komutativni, zachovame ostatni axi-
omy a doplnime pravostrannou distributivitu (b4 ¢)-a = b-a+ ¢ a, pak definici
spliwuji napf. tzv. kvaterniony, pouzivané pro elegantni popis rotaci v R3.

Prvky T hraji v linearni algebie roli skalart. VétSina textt buduje linearni
algebru nad obecnymi télesy, coz znamena stravit néjaky ¢as odvozovanim dusledku
definice télesa a zavadénim nékterych pojmi, zejména tzv. charakteristiky télesa,
kteréa zhruba feceno poméha od sebe odlisit télesa s nekoneénym poctem prvki jako
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R nebo C a télesa koneéna. Protoze pocditani s kone¢nymi télesy neni v matematické
fyzice prili§ ¢asto k vidéni, omezime na T rovné bud R nebo C a budeme misto
pojmu (komutativni) t&leso pouzivat pojem mnoZina skaldri. Standardné budeme
mnozinu skalart znacit F, coZ vychazi z vyrazu field, ktery se pro komutativni téleso
pouziva v angli¢ting.

2. Vektorovy prostor

DEFINICE 11 (Vektorovy prostor). Necht F je mnoZzina skalari. Mnozinu V
nazveme vektorovym prostorem nad F, pokud je na ni definovana operace scitdni
vektori

+: VXV =V

takova, Ze (V,+) je komutativni grupa, a operace ndsobeni skaldrem
S F XV =V,

jejiz vysledek pro r € F a v € V oznafime rv, a tyto operace spliuji Vu,v € V a
vr,s € F

(1) 1v = v (nasobeni jednotkou)

(2) r(sv) = (rs)v (asociativita)

(3) (r+ s)v =rv+ sv (distributivita s¢itani skalart)

(4) r(u+v) = ru+ rv (distributivita s¢itani vektort)
Neutralni prvek ve (V,+) znalime o (nulovy vektor) a inverzni prvek k v € V
znacime —v (opacny vektor).

TVRZENI 13. Necht' V' je vektorovy prostor nad F. Pak Yv € V, ¥r € F plati

(1) ov=o0
(2) (-1)v=—v
(3) ro=o0

DUKAZ. Pro libovolny vektor v € V plati
v=1v=(1+0)v=1v+ 0v =v+ Ov,

kde jsme pouzili nejprve vlastnost nasobeni jednotkou z definice vektorového pro-
storu, pak vlastnost nuly jako neutralniho prvku v mnoziné skalara (télese), pak
distributivitu séitani skalari a nakonec znovu néasobeni jednotkou. Protoze (V,+)
je grupa, musi mit v opa¢ny vektor —v a s uzitim asociativity séitani v grupé plyne,
ze

o=(—v)+v=(—v)+ (v+0v) = ((—v) +v)+0.v =0+ 0.0 = 0.,

¢imz je dokdzano prvni tvrzeni. Zbyla dvé nechavame ¢tenafi za cviceni. O

Zakladnim piikladem vektorového prostoru je F" nad F, tedy mnozina vSech
usporadanych n-tic prvki z F, ve které se s¢ita a nasobi skalarem po slozkach. Dopo-
sud jsme vektorem rozuméli prvek R™ a zapisovali ho jako sloupec ¢isel. Od nynéjska
pro nas slovo vektor znamena prvek néjakého vektorového prostoru. Vektorim v
ptvodnim smyslu budeme od nynéjska Fikat aritmetické vektory a vektorovému
prostoru F" aritmeticky vektorovy prostor.

Symbolem F™*"™ oznacujeme vektorovy prostor viech m x n matic s elementy z
F. Podobné jako u aritmetického vektoru se snadno ovéri, Ze je to vektorovy prostor
nad F s operacemi s¢itani matic a nasobeni matice skaldrem, tak jak jsme je diive
zavedli.

MnozZina F(X,F) v8ech funkci z mnoziny X do F s operacemi
(f +9)(x) == f(x) +g(x)
(rf)(x) :=rf(x),
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je vektorovy prostor nad F. Jaky je vlastné vyznam tohoto predpisu? Prvni fadka
definuje funkci f 4 ¢ jeji hodnotou v bodé x, a to tak, Ze pro libovolné x € X je
tato hodnota sou¢tem hodnot funkci f a g v . Druha obdobné definuje nésobek
funkce. Pro X = R to dava prostor vSech funkci jedné realné proménné, pro X = N
prostor vSech nekone¢nych posloupnosti, pro X = {1,...,n} je to prostor vSech
n-prvkovych posloupnosti, které se sé¢itaji po slozkach, coz vlastné neni nic jiného
nez aritmeticky vektorovy prostor F™.

Mnozinu C miizeme chépat jako vektorovy prostor nad sebou samou, nebo
jako vektorovy prostor nad R. Je v tom rozdil, protoze v prvnim pfipadé je kazdy
nenulovy vektor nasobkem kazdého jiného nenulového vektoru, v druhém ale 1 a ¢
nejsou skaldrnim nasobkem jeden druhého. Intuitivné se tedy prvni verze podoba
vice pfimce a druhé vice roviné. Analogicky mé kazdy vektorovy prostor V nad C
svého ,dvojnika“, ve kterém je dovoleno nasobit jen realnymi ¢isly. Pokud ale v
dalsim napiSeme C”, rozumime tim vzdy vektorovy prostor nad C.

Vétsina dalsich zajimavych piikladt vektorovych prostort vznika jako podpro-
story jinych vektorovych prostorti. Obecné definice podprostoru se prakticky nelisi
od té, kterou uz jsme méli v R™:

DEFINICE 12. Necht V je vektorovy prostor nad F a W je neprazdna podmno-
zina V takova, ze Yv,w € W, Vr,s € F plati rv + sw € W. Pak nazyvime W
podprostorem vektorového prostoru V', zna¢ime W < V.

TVRZENI 14. Neprdzdnd podmnozina W C V' je podprostorem ve V , prdvé kdyz
je uzavrend na soucty a na ndsobeni libovolnym skaldrem.

DUKAzZ. Pokud je W uzavifena na soucty a na nasobeni skalarem, pak s kazdymi
vektory v, w € W jsou ve W i rv, sw a rv + sw, pro libovolné r, s € F. Pro dikaz
opacné implikace staci volit r = s = 1, resp. r libovolné a s = 0. 1

Kazdy vektorovy prostor V' ma dva tzv. trividini podprostory, 0 := {o} (nulovy
podprostor) a sebe sama. Symbol 0 se uziva i pro vektorovy prostor obsahujici jediny
prvek, ktery samoziejmé musi byt totozny s neutralnim prvkem v tomto prostoru,
tedy nulovym vektorem.

Podprostor W né&jakého vektorového prostoru V' je opét vektorovy prostor. Tim
myslime, Ze splituje axiomy z definice vektorového prostoru. Pro ovéfeni je klicové,
ze nam definice podprostoru zaruc¢uje uzavienost operaci, tedy ze vSechny soucty a
néasobky skalarem, které se v axiomech vyskytuji, jsou opét prvky W, a to véetné
neutralniho prvku a opa¢nych prvki, které diky prvnimu a druhému bodu tvrzeni
vzniknou také jako nasobky prvku z W skalarem.

DEFINICE 13. Necht V je vektorovy prostor nad Fary,...,r, € F,vy,...,v, €
V. Vyraz > I, rjv; se nazyva linedrni kombinace vektort v; s koeficienty r;. Pro
neprazdnou M C V znaéi (M) mnoZzinu vSech linearnich kombinaci prvka M,
neboli jeji linedrni obal. Pro M = () C V definujeme jako jeji linearni obal nulovy
podprostor 0 < V.

TVRZENI 15. Necht'V je vektorovy prostor nad F a M C V. Pak (M) <V.

DUKAZ. Stac¢i si uvédomit, Ze soucet linearnich kombinaci prvkd W je opét
linearni kombinace prvka W a podobné i pro nasobek skaldrem. O

DEFINICE 14. Necht V' je vektorovy prostor nad F, W < V, v € V. MnoZinu
v+ W, jejimiz prvky jsou v8echny soucty vektoru v s néjakym prvkem podprostoru
W, nazyvame afinni podprostor ve V| podprostor W nazyvame zaméienim tohoto
afinniho podprostoru.

Afinni podprostor je podprostorem, pravé kdyz v € W. Diitkaz ponechavame
opét za cviceni.
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3. Generovani, linearni (ne)zavislost, baze

Necht W je vektorovy prostor (ktery miZe a nemusi byt podprostorem jiného
vektorového prostoru). O mnozing M C W, pro kterou (M) = W, fikime, Ze
prostor W generuje, ptipadné, ze M je mnoZinou generdtori prostoru W.

Typicky existuje mnoho riznych mnozin generujicich stejny vektorovy prostor:

(o) (0)146)-6)- G == 1) (0

jsou viechno mnoziny generatori prostoru R2. Pfirozenou otézkou je, jak najit pro
dany podprostor mnozinu generatori co nejmensi.

DEFINICE 15. Linearni kombinace se nazyva netrividlng, pokud mé alespon
jeden koeficient nenulovy. Podmozina M vektorového prostoru V' nad F je linedrné
zavisld, pokud existuji vektory vy, ..., v, € M a jejich netrivialni linearni kombinace
>, riv; se rovnd nulovému vektoru o. V opatném piipadé je M linedrné nezdvisld.

o) (0)-G)}

je linearné zavisla, protoze 1ze z vektort vytvorit linedrni kombinaci s koeficienty
—2,-3, 1, ktera je netrivialni a dava nulovy vektor v R?. MnoZina

o) (1))

je linearné nezévisla, protoze linearni kombinace

o)+ ()

miZe byt rovna nulovému vektoru pouze pro r = s = 0. Prazdna mnoZina () je
linearné nezavisla. Mnozina {1,4} C C je linearn& nezavisla v C nad R, ale linearné
zévisla v C nad C.

PRIKLAD 7. MnoZina

TVRZENI 16. Necht' V' je vektorovy prostor nad F. Pak plati:
(1) M C V majici alespori dva prvky je linedrné zdvisld, prdvé kdyz existuje
v € M, ktery lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich prvkd M.
(2) Necht M generuje V. Pak M je linedrné zdvisld, prdvé kdyz existuje vlastni
podmnoZina N C M, kterd generuje V.

DUKAZ. Necht existuje netrivialni linedrni kombinace Z?:l rv; = o, kde v;
jsou z M. Vektory v; si mizeme libovolné piecislovat, predpokladejme tedy, ze
r #0. Pakvy =Y 1, _T—:"'vi, tedy vy lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich
vektorii. Naopak, pokud lze néjaky vy € M zapsat jako linedrni kombinaci ostatnich
vektoru Z?:Z siv;, staci polozit s; = —1 a mame linedrni kombinaci Z?:l SiV; =0
rovnou nulovému vektoru. Tim je dokazan prvni bod.

Pro druhy bod vyberme v M vektor v, ktery je dle bodu 1 linearni kombinaci
ostatnich v = Zle r;v;. Definujme N := M \ {v}. Pak miZzeme kazdy vektor u,
ktery je linearni kombinaci v = 2?21 sju; vektorit u; € M, zapsat jako linedrni
kombinaci vektorti z V. Pokud Zadny z vektorti u; neni roven v, je to zfejmé. Pokud
néktery je roven v, sta¢i jej nahradit v linedrni kombinaci sumou Zle TiV; a u je
pak vyjadfen jen pomoci vektora z V. Naopak, pokud N C M, N i M obé generuji
V av e M\ N, pak lze v zapsat jako linearni kombinaci prvkd N a tedy podle
bodu 1 je M linearné zévisla. O

DEFINICE 16. Necht V je vektorovy prostor nad F. MnozZina M, které generuje
V' a zaroven je linearné nezavislé, se nazyva bdze vektorového prostoru V.
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Zakladnim pifkladem béze je kanonicka baze {eq,...,e,} v F". Je hned vidét,
7e je linedrné nezavisla a generuje F™.

Podle predchoziho tvrzeni je baze V takovad mnozina generdtoru V', ktera po
odebran{ libovolného vektoru uz mnozinou generatori V' neni.

TVRZENI 17. Necht'V je vektorovy prostor nad F. MnozZina M je bdzi V', prdvé
kdyz lze kazdy vektor z V' wvyjdadrit jako linedrni kombinaci prvkd M prdave jednim
zptisobem.

DUKAzZ. Pokud je M bazi V, pak V i generuje, a tedy kazdy vektor z V lze
vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki M alesponi jednim zpiisobem. Pokud by
néjaky v € V mél dvoji vyjadient Y ., rv; = >, s;iv;, kde alesponn jeden koe-
ficient r; # s;, pak by rozdil téchto vyjad¥eni byl netrivialni linedrni kombinaci
>t (r; — si)v; rovnou nulovému vektoru.

Je-li naopak kazdy vektor vyjadfen nejvyse jednim zptisobem, plati to i pro
nulovy vektor, jenz je pomoci vektori z M vyjadien trividlni linedrni kombinaci
(¢i kombinacemi). Pak ale nemuze byt vyjad¥en zaroven i netrivialni linedrni kom-
binaci, a tedy je M linedrné nezavisla. Zaroven je kazdy vektor vyjadfen alespon
jednim zptsobem, tedy M generuje V. M je tedy bazi V. O

Piedpokladejme, ze M = {v1,...,v,} je baze vektorového prostoru V' nad F.
Kazdému vektoru v € V' lze podle pfedchoziho tvrzeni prifadit jednoznaéné n-tici
(r1,...,7,) prvki F. Kdyz tedy uré¢ime n&jaké pofadi prvka M, pfifazujeme vlastné
vektoru v z V aritmeticky vektor r z F". Tomuto vektoru se fika vektor soutadnic
vektoru v vzhledem k bdzi M nebo téz reprezentace vektoru v vzhledem k bdzi M.

Pokud napriklad
10 0 1 0 0 0 0
=40 0)-6 o) 006 0]

je baze R%2*2 pak je matice <i1’> i) reprezentovana vzhledem k M vektorem

(1,2,3,4)T. Pocitani v rozliénych vektorovych prostorech miizeme takto prevést
na vypocty s vektory aritmetickymi. Ale jak tyto vypoc¢ty ovliviiuje to, jakou bazi
ve V si zvolime? Budou mit vzdy pfislusné aritmetické vektory stejny pocet slo-
zek? A da se vzdy najit baze s koneéné mnoha prvky? Odpovédi nalezneme v piisti
kapitole.



KAPITOLA 5

Baze a dimenze

V minulé kapitole jsme definovali bazi jako takovou podmnoZinu vektorového
prostoru V', ktera je zaroven linearné nezavisla a zarovei tento prostor generuje.
Béaze nemusi byt nutné kone¢na mnozina.

PRIKLAD 8. Mnozina M := {1,z,2? 23,... 2% ...} ve vektorovém prostoru
P(z,R) vSech redlnych polynomt v proménné z je jeho bézi, nebot kazdy polynom
p(x) = Zf:o a;z* 1ze zapsat jednoznaéné jako linearni kombinaci monoma z*. Né-
jakou jinou kone¢nou bazi prostor P(z,R) mit nemuZe, protoZe v linearnim obalu
konecné mnoziny polynomt N mohou byt jen polynomy, jejichz stupen neni vySsi
nez nejvyssi stupenn v IV zastoupeny.

DEFINICE 17. Vektorovy prostor V nad F se nazyva prostorem konecné di-
menze, pokud v ném existuje kone¢na béaze.

TVRZENI 18. Necht'V je vektorovy prostor nad F. Pak jsou ndsledujici tvrzent
ekvivalentni:
(1) V je koneéné dimenze.
(2) VeV existuje konecnd mnoZina generdtori.
(3) Z kazdé mnoZiny generdtord V lze vybrat koneénou bdzi V.

DUkAz. Implikace 1 = 2 a 3 = 1 jsou zfejmé, staci tedy dokazat 2 = 3.
Mame-li ve V' kone¢nou mnozinu generatori M a néjakou (ne nutné konecnou)
mnozinu generatortt N, pak lze kazdy prvek M vyjadfit jako linedrni kombinaci
prvki N. Ozna¢me N’ mnoZinu vSech prvki N, u kterych je ve vyjadfeni nékte-
rého prvku M nenulovy koeficient. MnoZina N’ je kone¢na a libovolny prvek V lze
vyjadiit jako linearni kombinaci prvka N’. Podle druhé ¢asti tvrzeni [16]je N’ bud
linedrné nezavisla, nebo z ni 1ze odebrat prvky, aniz by se zménil linearni obal. Tedy
odebranim kone¢ného poctu prvki lze nalézt podmnozinu N” C N’| ktera je bazi
V. O

Ze tietiho bodu tvrzeni [18] a druhého bodu tvrzeni [16] plyne, Ze v prostoru V'
kone¢né dimenze museji byt vSechny baze konecné. Dokézeme-li jesté, ze vSechny
béze V museji mit stejny pocet prvki, budeme moci zadefinovat pojem dimenze
V pravé jako tento pocet. Jesté pred tim ale mirné redefinujme pojem baze, aby

soucasti definice bylo i uspofadéni:

DEFINICE 18. Necht V' # 0 je vektorovy prostor nad F kone¢né dimenze, pak
posloupnost B = (vy,...,v,) nazveme bdzi V, pokud pro kazdy vektor v € V
existuje jednoznaéné uréeny aritmeticky vektor [v]® = (ry,72,,...,7,)T takovy,
ze v = Y., r;v;. Bazi prostoru 0 je prazdna posloupnost. Vektor [v]? nazyvame

reprezentace vektoru v vzhledem k bdzi B.

PozZNAMKA 3. Zavést bazi jako posloupnost bychom mohli i u nékterych pro-
storil nekone¢né dimenze, jako je P(x, R). Reprezentaci polynomu p(z) = Ef:o a;zt
by pak nebyl aritmeticky vektor, ale nekoneéné posloupnost (ag, ai, . . ., ax,0,0,...)T.

Protoze lineadrni kombinace jsou vzdy koneéné soucty, bude mit kazda takova re-
prezentace pouze koneény pocet nenulovych slozek.

32
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Zatim hovofime pouze o ,,prostorech kone¢né dimenze* a ,,prostorech nekonecné
dimenze“, ale samotny pojem dimenze definovin nemame. K tomu potiFebujeme
nasledujici velmi dilezitou vétu:

VETA 2 (O poctu prvka béaze). Viechny bdze vektorového prostoru V- konecné
dimenze maji stejny pocet prukii.

DEFINICE 19. Necht V je vektorovy prostor nad F. Je-li V' prostor koneéné
dimenze, pak definujeme nezaporné celé ¢islo dimV jako pocet prvki libovolné
béaze V. Pokud neni, piSeme dim V' = co. V obou piipadech nazyvame tuto hodnotu
dimenzi vektorového prostoru V.

PRIKLADY 1. o dimF" =n
o V F™*™ je baze napf. (E;j,i € {1,...,m},j € {1,...,n}), kde E;; ozna-
¢uje matici s jednou jednickou na pozici 5 a nulami vSude jinde. Tedy

0000

e Posloupnost
je baze prostoru C2 nad R. Obecné je dimenze C™ nad R rovna 2n.

e Oznatme U, (F) = {4 € F"*"|Vi,j,i > j : a;; = 0} podprostor vSech
hornich trojthelnikovych n x n matic. Pak (E;;|i,j € {1,...,n},j > 1) je
bézi Uy (F). Tedy dim U, (F) = 1+ 24 ... +n = 2t

e Ozna¢me P"(z,F) podprostor vSech polynomu stupné nejvyse n v P(z, F).
Jeho bazi je t¥eba (1,z,2%,...,2"), tedy dim P"(z,F) =n + 1.

PozNAMKA 4. 7 teorie mnozin je znamo, Zze nekoneéné mnoziny mohou byt
spocetné nebo nespocetné. Ma-li vektorovy prostor spocetnou bézi, pak je mozné
tuto bazi sefadit do posloupnosti a zachazet s bazemi a reprezentacemi podobné
jako u prostoru P(x,R) vySe. Prostory, které spocetnou bazi nemaji, typicky pro-
story funkci, se studuji jinymi metodami. Obvykle se na nich n&jak zavede pojem
normy vektoru, ktery podobné jako na R™ umoziuje definovat vzdalenost vektorti.
Se vzdalenosti mame definovanou i konvergenci posloupnosti vektort a tedy i (né-
které) nekonecné linearni kombinace. Napiiklad k popisu prostoru vSech spojitych
realnych funkei na uzavieném intervalu [0, 27] je mozné pouzit mnozinu funkei {1}U
{cosnz|n € N}U {sinnz|n € N}, jejiz konvergentni nekoneéné linearni kombinace
se nazyvaji Fourierovymi fadami a samotnd mnozina pak Fourierovou bazi, ackoli
to dle nas{ definice baze daného vektorového prostoru neni.

V tomto kurzu se od nynéjska budeme zabyvat pouze vektorovymi prostory
kone¢né dimenze, aniz bychom to nadéle explicitné vypisovali. Tyto prostory ale
mohou byt zadany i jako podprostory néjakého prostoru dimenze nekone¢né, jako
napiiklad kdyZ je prostor P™(z,R) v8ech polynomu stupné nejvyse n podprostorem
P(z,R).

Véta o poctu prvki béaze plyne z tzv. Steinitzova lemmatu o vyméné:

LEMMA 1 (Steinitz). Necht V' je vektorovy prostor nad F, M jeho n-prvkovd

mnoZina generdtori a N = {vy,...,v;} linedrné nezdvisla mnoZina ve V. Pak
kE < n a prvky M lze usporddat do posloupnosti (ui,us,...,u,) tak, Ze mnoZina
{v1, ., Uk, Ugt1, - .- Un} generuje V.

Nejprve ukazme, jak z lemmatu plyne véta:

DUkAz VETY. Ozna¢me | X| pocet prvki mnoziny nebo posloupnosti X . Aplikujeme-
li lemma na dvé baze Ba C ve V, |B| =p, |C| = ¢, pak p < ¢, protoZe B je linearné
nezavisla a C generuje V. Zaroveii i ¢ < p, protoze C je linearné nezavisla a B ge-
neruje V. Tedy p = q. O
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DUKAZ LEMMATU. Budeme postupovat indukci podle k. Pokud k& = 1, pak
N = {v1}, kde v; # 0. Kdyby n = 0, je M prazdna mnozina, tedy (M) = 0.
Protoze V obsahuje nenulovy vektor vy, neni M = () mnoZzinou generatora V. Musi
tedy byt n > 1 =k, ¢imz je dokdzana prvni ¢ast tvrzeni.

Sefadme M do posloupnosti (u},ub, ..., u!,). Protoze M generuje V, existuji
¢isla ) takova, Ze vy = Y ., rjul, a protoze vy # 0, musi pro néktery index j
byt r; # 0. Vyméime v posloupnosti (uf,us, ..., u,) prvek s indexem 1 a prvek
s indexem j a oznafme nové usporadanou posloupnost (w1, us, ..., u,), analogicky
preved me posloupnost koeficientt (1}, ..., 7},) na posloupnost (rq,...,r,) vyménou

T n
prvniho a j-tého ¢lenu. Lze tedy psat

1 n
uy = —r— ('Ul -+ Zriul'
! i=2

Kazdy vektor, ktery je linearni kombinaci vektori z {uq,...,u,}, je tudiz také
linearni kombinaci vektort z {vy,uz, ..., un}, ¢ili {v1,us, ..., uy} generuje V.

Nyni provedme indukéni krok, tedy predpokladejme, Ze k > 1 a tvrzeni plati pro
vechna pfirozena ¢isla mensi nez k. Pokud N = {vy,...,vx} je linearné nezavisla,
pak {v1,...,vk_1} je linearné nezavisla, a tudiz podle indukéniho pfedpokladu n >
k—1 a M lze usporadat do posloupnosti (u}, ..., u),) tak, ze {vi, ..., vg_1,u,...,u,}
generuje V. Kdyby n = k — 1, 8lo by vy zapsat jako linearni kombinaci vektori
V1,...,Vk_1, COZ je spor s linearni nezavislosti V. Tedy n > k.

Vektor vy, lze pak zapsat jako

k—1 n

! /!

Vg = E ;v + E Uy,
i=1 i=k

kde pro néjaké j > k musi byt r} # 0, jinak bychom opét dostali spor s linearni
nezéavislosti mnoziny {vy, ..., v }. Vyméhme v posloupnosti (u}, ..., ul,) vektory k-
ty a j-ty a oznafme toto nové usporadant (uq,...,u,), totéZ s koeficienty linearni

kombinace. Pak
1 k—1 n
Uk = T (Z TiV; — Vg + Z Ti“i)

i=1 i=k+1
Potom ale kazdy v € V je linearni kombinaci vektort z {v1, ..., Vg, Ugt1,-. - Un}, &
tedy tato mnozina generuje V. O

PRIKLAD 9. Najdéme bazi W = ((1,1,1,1),(2,0,1,-1),(1,3,-3,1)), ktera
obsahuje vektory (0,1,—2,0) a (2,1, —1,—1). Nejprve ovéfime, Ze
M :={(1,1,1,1),(2,0,1,-1),(1,3,-3,1)}
je baze W a vektory z N := {(0,1,—-2,0),(2,1,—1,—1)} jsou linearni kombinace

jejich prvki (provedte sami). Dle Steinitzova lemmatu lze v M nahradit dva vektory
prvky linedrné nezavislé mnoziny N. Zkusme to konkrétné. Protoze

1 1
(0,1,-2,0) = —5(17 1,1,1) + 5(1,3, -3,1),

mizeme tieba nahradit (1,3,—3,1) za (0,1,—2,0). V druhém kole pak z rovnosti
(2,1,-1,-1) =(0,1,—-2,0)+(2,0,1, —1) plyne, Ze za (2,1, —1, —1) musime vyjmout
vektor (2,0,1,—1). Ziskavame tedy

W ={(0,1,-2,0),(2,1,-1,-1),(1,1,1,1))

Pro¢ je posloupnost ((0,1,—2,0),(2,1,—1,—1),(1,1,1,1)) baze W? Vime, Ze
generuje, mohli bychom ovéfit linedrni nezévislost. Lepsi ale bude opfit se o dalsi
dusledek Steinitzova lemmatu:
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DUSLEDEK 1. Necht'V je vektorovy prostor nad F dimenze n a M C V.

(1) Je-li M linedrné nezdvisld, pak |M| < n.
(2) Pokud M generuje V', pak |M|>n
Navic plati-li v nékterém z pfipadi |M| = n, pak je M bdzi V.

DUKAZ. Pro prvni ¢ast staci uvazovat néjakou bazi N prostoru V a pouzit ji
v lemmatu jako mnoZinu generéatort. Pokud navic |M| = |N|, plyne z lemmatu, Ze
(M) = (N) =V, atedy ze M je bazi V. Pro druhou ¢ast naopak bude N hrat
v lemmatu roli linearnd nezavislé mnoziny. Pokud |M| = n a M by byla linearns
zévisla, mohli bychom z ni vybrat bazi, ktera by musela mit méné nez n prvka. To
je ale v rozporu s Vétou 2] O

LEMMA 2. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n a W jeho podprostor. Pak
W je prostorem konecné dimenze a dim W < n.

DUKAZ. V8echny linearné nezavislé podmnoziny W jsou zaroven linearné ne-
zévislé podmnoziny V' a maji tedy podle Dusledku [ nanejvys n prvka. Zvolme z
nich n&jakou N = {v1,...,v;} s maximalnim poc¢tem prvkia. Pokud by N negene-
rovala celé W, pak by existoval vektor u € W, pro néjz u ¢ (N). Kazda netrivialni
linearni kombinace ru + Zlf siv; = 0 je v rozporu bud s u ¢ (N), nebo s linearni
nezavislosti mnoziny N, tedy N U{u} je linedrné nezavisla podmnoZina W. M4 ale
k 4+ 1 prvkd, coz je ve sporu s piredpokladanou maximalitou N. Tedy N generuje
podprostor W, ktery méa konecnou dimenzi £ <n =dimV. O

Podle dalstho dusledku lze bazi podprostoru vzdy doplnit na bazi celého pro-
storu

DUSLEDEK 2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n a W jeho podprostor,
N bdze W. Pak existuje mnozZina M D N, kterd je bazi V.

DUkAz. Podle pFedchoziho lemmatu je W prostor koneéné dimenze a ma tudiz
bazi N = {v1,...,vr}. Zvolme ve V libovolnou bazi M, pak druh4 ¢ast Steinitzova
lemmatu fika, ze mnozina M’ := {v1,..., 0, Ugs1,- -, Un}, Kde Ugi1, ..., Uy jSOU
néjaké prvky M, generuje V. Protoze |M’| = n, musi to byt dle Diisledku [1| baze
V. O

Bude se nam hodit rozsifit pojem elementarni upravy (EU) z posloupnosti
rfadkt néjaké matice na libovolnou posloupnost jakychkoli vektort. Rekneme, ze
posloupnost vznikne elementdrni upravou posloupnosti vektori M = (v1,..., ;)
z vektorového prostoru V nad FF, pokud ma jeden z nasledujicich tvari:

My =(v1,. . Uk—1,V5, Ukg1y -+ Ujm1, Uks Ujp 1y - - - 5 Un)
M, :(vl,...,vk_l,vk +81}j,1}k+1,...,1}m)
Mz =(v1, ..., Uk—1, TVk, Vkt1s- -+, Um)

kde r,s € F, r#£0, j,k € {1,...,m}, j # k.

TVRZENI 19. Necht C je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru V nad F
a posloupnost D z ni vznikne elementdrni ipravou. Pak plati
(1) linedrni obaly C' a D jsou stejné
(2) C je linedrné nezdvisld, pravé kdyZ D je linedrné nezdvisld
(3) C je bazi V, prave kdyz D je bazi V

DUKAzZ. Protoze EU jsou vratné opét pomoci EU, staéi dokézat jen to, Ze
kazdy prvek V, ktery lze vyjadfit jako linearni kombinaci prvka C, lze vyjadfit
i jako line4drni kombinaci prvkia D. Uvazujme elementarni dpravu typu 2 a v =
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Yo riv; € (C). Pro pohodIngjsi zapis predpokladejme k < j. Pak lze sumu prepsat
jako

k—1 Jj—1 m
(1) v= Zrﬂ}i +ri(vx + sv5) + Z riv; + (1 — sr)vj + Z riv;,
i=1 i=k+1 i=j+1

tedy v je linearni kombinaci vektorti z D. Pro ostatni typy EU je postup analogicky.

Déle ukazeme, Ze je-li D linearné nezavisla, pak musi byt i C. UvaZme néjaké
vyjadieni nulového vektoru ve tvaru linearni kombinace prvki C: o = >0 | 7v;.
Pravou stranu prepisme do stejného tvaru jako v rovnici|l} Z linedrni nezavislosti D
plyne, Ze v8echny koeficienty v této linearni kombinaci jsou nulové. To ale znamena
r; = 0, pokud 7 neni k ani j, déle r, = 0, a diky tomu r; = r; — sry = 0. Tedy
linearni kombinace 27;1 r;v; musi byt trividlni, a tedy C je linedrné nezavisla.
Ostatni typy EU opét pienechavame Etenaii. O

PRIKLAD 10. Uréeme dimenzi linearniho obalu mnoziny M = {(3,—6,1, —1),

(1,-2,3,1), (—2,4,0,1), (0,0,2,1)} v R%. Sestavime matici, ktera ma tyto vektory
jako fadky, a provadéjme ERU:

1 -2 3 1 1 -2 3 1
3 -6 1 -1 0 0 -8 —4
2 4 0 1|7 lo o 6 3|7
0 0 2 1 0 0 2 1
1 -2 3 1 1 -2 3 1

0 0 2 1 0 0 2 1
00 6 3| 7lo o oo
0 0 -8 —4 0 0 00

Rédky posledni matice jsou LZ, tedy i M je LZ. Linearni obal fadku se také za-
chovava, tedy (M) je roven linedrnimu obalu LN mnoziny {(1,-2,3,1),(0,0,2,1)}.
Proto dim(M) = 2.



KAPITOLA 6

Hodnost matice

V této kapitole se vratime k maticim a soustavam linearnich rovnic. Elementy
matic a koeficienty soustav linearnich rovnic budou prvky mnoziny skalara F.
Vsechny definice z kapitol |2| a |3| ziistavaji stejné i pro matice z F™*" mame tedy
definovan soucet a sou¢in matic, nulovou matici, jednotkovou matici, pojem matice
transponované, inverzni, ¢tvercové a regularni, matice elementarni radkové apravy
Snadno se zobecni i v8echna tvrzeni, ktera jsme o téchto pojmech dokazali, tedy
asociativita [4 a distributivita [p] maticovych operaci, nutna a postacujici podminka
existence inverzni matice [I2]i fakt, Ze Gaussova eliminace dovede kazdou matici do
redukovaného odstupniovaného tvaru.

Stejné se definuji i jadro a obraz matice:

DEFINICE 20. Necht A = (a1]...a,) € F™*" kde a; € F™. Pak jddrem matice
A rozumime podprostor

KerA={x e F'|Ax =0} <F"
a jejim obrazem nebo téz sloupcovym prostorem pak
ImA=(ay,...,a,) <F"

Diukaz, ze Ker A je podprostorem F" je stejny jako v tvrzeni Im A 1ze defi-
novat i jako obor hodnot zobrazeni F4. Protoze F4(x) = Ax = Z?:l x;a;, je vektor
y € F™ v oboru hodnot Fy, pravé kdyz je v linearnim obalu sloupci matice A.

Transponovani prevadi Ffadky na sloupce, mizeme proto oznacit podprostor
Im AT < F™, &li linearni obal fadkd matice A, jako jeji #ddkovy prostor. Ctvefici
vyznaénych podprostort, jejichz vlastnostmi se v této kapitole budeme zabyvat,
dopliiuje jddro transponované matice Ker AT < F™.

Elementarni fadkovou dpravu matice lze realizovat nasobenim elementarni ma-
tici zleva. Elementarni matice jsou regularni a stejné tak jsou i souiny elementér-
nich matic mezi sebou. Nésledujici tvrzeni tedy jen zobeciuje jiz dokazané vlastnosti
elementarnich aprav, totiz Ze zachovéavaji mnozinu feSeni homogenni soustavy rov-
nic (tvrzeni [§ to ¥ikd dokonce i pro nehomogenni) a fadkovy prostor (prvni bod

tvrzeni:
TVRZENI 20. Necht A = (a;|...a,) € F™*" R € F™*™ reguldrni. Pak
(1) Ker(RA) =Ker A
(2) Im(RA)T = Im AT
DUKAz. Pokud Ax = o, pak RAx = Ro = o, tedy Ker A C Ker RA. Protoze
R je regularni, existuje k ni inverzni matice R~!, ktera je také regularni. Pak
Ker RA C Ker R™1(RA) = Ker A. Tim je dokdz4na i opa¢na implikace.
Kazdy fadek matice RA je linearni kombinaci fadkt matice A s koeficienty
v fadcich matice R, tedy Im(RA)T C Im AT. Druh4 inkluze plyne opét z A =
R™Y(RA). O

Elementdrni sloupcové tipravy (ESU) lze definovat jako ty, které lze realizovat
nasobenim elementarni matici zprava. Opét je jednodussi vzit misto elementarni

37



6. HODNOST MATICE 38

matice libovolnou regulérni a dokézat, Ze ndsobeni zprava neméni sloupcovy prostor
a jadro transponované matice:

TVRZENI 21. Necht A = (a1]...a,) € F™*" Q € F"*" reguldrni. Pak
(1) Ker(AQ)T = Ker AT
(2) Im(AQ)=Im A

Na piikladu
1 0y/1 0 1y (1 0 1
2 1)\1 0 1) \3 0 3

je vidét, ze Im(RA) a Im A se rovnat nemuseji a stejné tak Ker(RA)T a Ker AT.
Radkové upravy tedy sloupcovy prostor nezachovéavaji. Ukazeme ale, Ze zachovavaji
jeho dimenzi. Prvni ¢ast tvrzeni 20| maZeme pieformulovat jako

LEMMA 3. Necht A = (ai|...a,) € F™*", R € F™*™ reguldrni. Oznacéme
RA =1 A" = (a)|...a},). Je-li (s1,...,8,) € F", pak Y1 | s;a; = o, prdve kdy?
7 sial = o.

DUSLEDEK 3. Necht A, A" jsou dvé matice, A ~ A’. Pak dimIm A = dimIm A’.

DUKAzZ. Z lemmatuplyne, Ze n&jaka podposloupnost (a;,, a;,, ..., a;, ) sloupct
matice A, kde i < ... < ik, je linedrné nezavisla, pravé kdyz je linearné neza-
visla odpovidajici podposloupnost (a; ,a; ,...,aj, ) sloupci A’. Maximalni takové
linearné nezavislé podposloupnosti jsou bazemi Im A, resp. Im A’, a pocet prvkii

takovych bazi je roven dimIm A = dimIm A’. O

VETA 3. Pro kaZdou matici A € F™*™ plati dimIm A = dimIm AT

DUKAZ. Matici A lze prevést posloupnosti ERU na redukovany odstuphovany
tvar A’. Posloupnost vSech nenulovych fadki A’ je linedrnd nezavisla, a je tedy
béazi Im A’T. MnoZina viech pivotnich sloupcit A’ je line4rné nezéavisla a nepivotni
sloupce jsou linedrnimi kombinacemi sloupctt pivotnich. Tedy posloupnost vSech
pivotnich sloupcii je bazi Im A’. Pivotnich sloupct i nenulovych rfadkd A’ je stejns,
tedy dimIm A’ = dim Im A’". Protoze fadkové tipravy A ~ A’ zachovavaji fadkovy
prostor, plati Im AT = Im A’". Z duasledku [3] mame dim Im A = dim Im A’, celkové
tedy dimIm A = dim Im A7 O

Na tvrzeni je zajimavé, ze nam dava rovnost dimenzi dvou podprostori ve
dvou obecné ruznych aritmetickych vektorovych prostorech, protoze Im A < F™,
ale Im AT < F™. Je to vidét i na piikladu

10 1
A_(l 0 1)’

kde je bazi Im A jednoprvkové posloupnost ((1, 1)) a bazi Im AT posloupnost ((1,0,1)).
Jednoduchy dusledek véty [3] je tedy , Ze pokud jsou v matici viechny Fadky nasob-
kem jednoho z nich, pak jsou i v8echny sloupce nasobkem jednoho z nich.

DEFINICE 21. Necht A € F™*". Cislo dimIm A = dim Im A7 nazyvame hod-
nost matice A, zna¢ime rank(A).

TVRZENT 22. Necht A € F™*" R € FP*™ () € F"*4. Pak
(1) rank(RA) < rank(A) a pokud p = m a R je reguldrni, rank(RA) =
rank(A)
(2) rank(AQ) < rank(A) a pokudn = q a Q je reguldrni, rank(AQ) = rank(A)
(3) rank(A) = rank(A7T)



6. HODNOST MATICE 39

DUKAZ. Protoze fadky RA patii do linedrniho obalu fadkt A, musi byt rank(RA) <

rank(A). ProtoZe R je regularni, existuje inverzni matice R~!, ktera je rovnéz re-
gularni. Plati pak rank(R™!(RA)) < rank(RA), z ¢ehoZ plyne i opa¢na nerovnost.
Druhy bod se dokéze analogicky, t¥eti plyne z véty [3 O

Dusledkem tvrzeni je nerovnost
rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}

a rovnost
rank(ABC) = rank(B), pro A, C regularni.

Hodnost se tedy da urcovat tak, ze kombinaci fadkovych a sloupcovych tprav preve-
deme matici do tvaru, v némz je mozné ji urcit snadnéji, typicky do odstupiiovaného.
Hodnost nese o matici a o pfislu§ném zobrazeni mnoho informaci:

VETA 4. Necht A € F"*". Pak jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni
1) A je reguldrni

rank(A4) = n

mnozina véech tadki A je linedrné nezdvisld
mnoZina viech tdadki A generuje F™
posloupnost viech 7adki A je bdzi F™

mnoZina vsech sloupcii A je linedrné nezdvisld
mnozina vsech sloupcii A generuje F™
posloupnost viech sloupci A je bdzi F™
ImA=TF"

KerA=0

zobrazeni F 4 je prosté

zobrazeni Fa je na

zobrazeni Fa je bijektivni

existuje X € F™"*" pro kterou AX = E.
existuje X € F"*™ pro kterou XA = FE.

T W N O OO0 Ok Wi
NN AN NN A NN

DUkAz. Dokazeme fetézec implikaci, ktery propoji viechna tvrzeni obéma sméry.

1 = 2 Je-li A regularni, pak existuje regularni matice A~! splitujici A™'A = E.
Nésobeni regularni matici neméni hodnost a rank(FE) = n, tedy rank(A) =
n.

2 = 3 Protoze dimIm A7 = rank(A) = n, tvoii fadky A n-prvkovou mnozinu
generatort vektorového prostoru dimenze n. Ta je podle dusledku [I] jeho
bazi a tudiz je linedrné nezévisla.

3 = 5 Mnozina rfadku A je n-prvkova linearné nezavisla podmnozina v F”, tedy
je dle dusledku [1]i jeho bazi.

4 = 5 Mnozina fadki A je n-prvkova mnozina generatoru F”, tedy je dle du-
sledku[I]i jeho bézi.

2 = 6 se dokaze podobné jako 2 = 3. Analogicky méame i 6 = 8 a 7 = 8.
Implikace 5 = 3,5 = 4,4 = 2,8 = 6,8 = 7, 7 = 2 plynou z definic.
Také je 7<= 9 < 12, 6 & 10 < 11. Odtud plyne ekvivalence vyroki 6 az
12 s vyrokem 13.

13 = 14 Plyne z tvrzeni [I2}
14 = 15 Je dokdzano v druhé ¢asti ditkazu [I2] Z definice regularity matice pak
14 = 1.
15 = 4 Radky X A jsou linearnimi kombinacemi fadki matice A, lze tedy v line-
arnim obalu fadkd A najit libovolny vektor kanonické baze F™ a tedy i
libovolny vektor F.

O
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VETA 5 (O dimenzi jadra a obrazu). Necht A € F™*". Pak
dimKer A +dimImA=n

DUKAZ. Pro nulovou matici je tvrzeni trivialni, pfedpokladejme tedy A # 0.
Matici A je mozné pievést pomoci ERU do redukovaného odstupiiovaného tvaru,
tim se zachovava jak Ker A, tak dim Im A. Dale vynechejme v8echny nulové fadky
(ani tim se Ker A ani dim Im A nezméni) a ozna¢me vyslednou matici A’. Ozna¢me
ki < kg < ... < k;, sloupcové indexy pivotnich sloupcii A’, tedy aj = e; € F".
Oznac¢me sloupcové indexy nepivotnich sloupct j1 < j2 < ... < jp, a tyto sloupce
samotné c; := a}i. Uvazujme vektor x € F", jehoz slozky s indexy ji az j, jsou
zvoleny libovolng. Pokud A’x = 0, pak

T D
g Tk €5 + E Zj,Cq = O,
s=1 q=1

neboli
-'L'kl

p
= — E J)quq
g=1

Tim jsou urceny vSechny zbyvajici slozky vektoru x. Definujme pro kazdé i €
{1,...,p} vektor u; € F™ tak, ze pro kazdé ¢ € {1,...,p} je jeho j,-ta slozka rovna
g-té slozce vektoru e; € F?, a pro kazdé s € {1,...,r} je jeho ks-ta slozka rovna s-té
slozce vektoru —c; € F". Pak x = 25:1 xj Uy, tedy posloupnost M = (uy, ..., u,)

Lk

r

generuje Ker A’. Zarovei, pokud by 25:1 YqUg = 0, musi byt kazdy koeficient y,
roven nule, nebot se rovna j,-té slozce vektoru 25:1 YqUq. Tedy M je linedrné neza-
visla. Musi byt tedy bazi Ker A, dim Ker A’ = p. ProtoZze dimIm A’ =r ap+r = n,
dostavame odtud tvrzeni véty. O

Konstrukce baze M je nazornéjsi, pokud kg = s, j; = 7+ ¢, tedy pokud jdou v
A’ nejprve sloupce pivotni a pak nepivotni:

1 O 0 C11 C12 Clp
A/: 01 ... 0 Co1 (€22 ... C2p
0 0 ... 1 ¢c1 c2 ... cCp

Baze jadra pak mé tvar
M:{(—Cll,—6217...,—CT171,0,...,0)
(7612,7022,...,7CT270,1,...,0)
(—c1p, —C2p, ..., — Crp,0,0,..., 1)}

Dimenze jadra A se nazyva nulita (téZ defekt) matice, znadi se n(A). Véta o dimenzi
jadra a obrazu je proto znama téz pod nazvem véta o hodnosti a nulité:

VA € F™*™ . rank(A) + n(A) =n
Plyne z ni naptiklad
TvRZENI 23. Necht A € R™*"™. Pak Ker ATA = Ker A a rank AT A = rank A.

DUKAZ. Pokud Ax = o, pak jisté AT Ax = o, tedy Ker A < Ker AT A. Pokud
AT Ax = o, pak xTATAx = 0. Oznadme y := Ax, pak y7 = xT AT a tedy 0 =
yly = 3", y?. Musi tedy byt y = 0, neboli x € Ker A. Tim je dokézana druha
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inkluze. Protoze pocet sloupciit AT A je stejny jako poéet sloupct A, plyne odsud
rovnost hodnosti. O

Tvrzeni plati jen pro realné matice. Kde selze dikaz pro A € C™*"? Jak by
se muselo upravit tvrzeni, aby diukaz prosel?
Pomoci hodnosti matice se da také formulovat kritérium Fesitelnosti SLR:

VETA 6 (Frobeniova). Necht A € F™*" b € F™. Soustava Ax = b md fesent,
pravé kdyz rank(A) = rank(A|b).

DUKAZ. Soustava ma feSeni, pravé kdyz je b € Im A, coz nastava praveé kdyz
Im(AJb) = Im(A). Protoze Im A < Im(A|b), nastane toto pravé kdyZ se rovnaji
dimenze. O

Pomoci hodnosti se da formulovat i to, kolik FeSeni soustava ma. Vime, Ze
mnozina v8ech feSeni soustavy Ax = b je afinni podprostor F™ ve tvaru

xp + Ker A

Z véty o hodnosti a nulité vime, ze dimenze Ker A je n — rank(A).



KAPITOLA 7

Reprezentace vektoru a linedrniho zobrazeni

V definici [18] jsme zavedli pojem béze a reprezentace vektoru vici bazi. Repre-
zentaci vzhledem k bazi B = (vy,...,v,) prostoru V nad F dimenze n lze chapat
jako zobrazeni [ )P : V. — F™, které vektoru v = Y | r;v; € V pfifadi aritmeticky
vektor

Toto zobrazeni spliiuje dilezitou vlastnost:

TVRZENI 24. Necht V je vektorovy prostor F konecné dimenze, B jeho bdze,
u,v €V, r,s € F. Pak [ru+ sv]P = r[u]B + s[v]B.

DUKAZ. Necht B = (v1,...,05), u= > o  70;, v =D 1, s;v;. Pak

n

n n B B
[ru + sv]B = lr Z TV + 8 Z sivi] = lZ(rm + ss,-)vi] =
i=1 i=1

i=1
= (rry 4+ 851,...,mrn +85) T =r(re, )T 4 5(s1,. 0 80)T = r[u)® + s[v]P

O

Stejnou vlastnost jsme vidéli poprvé v tvrzeni [3] v prvni kapitole, kde se tykala
zobrazeni ortogonalni projekce Py, a posléze i u dalsich zobrazeni. Definujme ji nyni
obecné:

DEFINICE 22. Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad Fa f:V — W je
zobrazeni spliwjici Vr, s € F, Vu,v € V
flru+sv) =rf(u) +sf(v)
Takové f nazyvame linedrni zobrazens.

Oznatme oy nulovy vektor ve V' a oy nulovy vektor ve W.

DUSLEDEK 4. Necht V, W jsou dva vektorové prostory nad F a f:V — W je
linedrni zobrazeni. Pak
(1) Yu,v € V: fu+v) = f(u) + f(v)
(2) YueV,VreF: f(ru) =rf(u).
(3) flov) = ow
(4) YoeV: f(—v) =—f(v)

DUKAZ. Volime v definici linedrniho zobrazeni postupné r = s = 1; s = 0;
r=s=0;r =0,s = —1 avyuzivame zékladni vlastnosti vektorového prostoru. [J

PRIKLADY 2. Kromé [ |2 a ptikladti uvedenych v prvni kapitole uvedme jesté
nékolik dalsich:

e Pokud A € F™*™ je matice, pak zobrazeni Fa : F" — F™ zavedené stejné
jako v prvni kapitole pfedpisem F4(x) = Ax, je linearni.

42
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e Zobrazeni vyse muZeme snadno zobecnit na zobrazeni f : FxF — Fmxk,
f(X) = AX mezi prostory matic.
e Zobrazeni g : P"(z,R) — P"~!(x,R), které piifazuje polynomu p(z) jeho
prvni derivaci %p(m)7 je také linearni.
e Zobrazeni h : F(R,R) — R, které pfifazuje funkci ¢ € F(R,R) jeji hod-
notu v néjakém bodé, napt h(¢) = ¢(7), je rovnéz linearni.
V avodni kapitole jsme vyvodili, Ze linearnimu zobrazeni f : F* — F™ mi-
Zeme piifadit matici A = (ay|...|a,), jejiZz i-ty sloupec je obrazem i-tého vektoru
kanonické baze, tedy f(e;) = a;. Tuto uvahu miZeme rozsi¥it na obecné linearni

zobrazeni:

DEFINICE 23. Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V — W je
linearni zobrazeni, B = (v1,...,v,) je baze V, C' = (w1,...,wy) je baze W. Pak
matici

(115 = (F@OI][f (w2)]“]- - | [f (0a)])
nazyvame reprezentact linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C.

Zvolime-li za B a C kanonické baze K, = (e1,...,e,) v F*, resp. K, =
(e1,...,ep) v F™ vidime, Ze

[z = (e [[f(e2)] ... [[f(e)] ™) = (fler)|f(e2)] ... |f(en))

Pro zobrazeni F4 mezi aritmetickymi vektorovymi prostory je tedy matice A tohoto
zobrazeni podle definice v prvni kapitole rovna reprezentaci [F4] ﬁzl zobrazeni F4
vzhledem ke kanonickym bézim.

PRIKLAD 11. Uvazujme zobrazeni g : P?(z,R) — P'(z,R), g(p(z)) = -Lp(z),

a baze B = {1,z,2?} C P?(x,R), C = {1,2} C P'(z,R). Reprezentace obecného
prvku prostoru P?(x,R) vzhledem k bazi B je

c
[az® + b+ P = | b
a

Obrazy prvki baze B (¢ili derivace monomii) jsou

g(1)=0, gla)=1,  g(z*)=22

a jejich reprezentace vzhledem k bazi C jsou

o = (p) . b= (g). e =(3).

tedy reprezentace g vzhledem k B a C je [g]G = (8 (1) g)

PRIKLAD 12. Uvazujme linearni zobrazeni F4 : R2 — R3, dané piedpisem

x bl x
< 1> 11 0 ( 1> = Ax
Pokud K,, oznacuje kanonickou bézi v F", pak [F A]gz = A. Zvolme jiné béaze nez
kanonické: B = ((1,2)7,(1,3)T), C = ((1,1,0)7,(1,0,0)T, (1,0,1)T). Uréime

() () (6)-
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Zbyvé najit reprezentaci obou vektoru vzhledem k C'

11 1|3 4 1001 1 11
1001 1 ]~[010]2 2 |=[Fd8=12 2
00 1[0 1 00 1[0 1 0 1

TVRZENI 25. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V. — W
linedrnt zobrazeni, B bize V, C bize W, v € V. Pak

[f(@)° = [f]5l]"

DUKAZ. Ozna¢me B = (vy,...,v,) azapiSmev =y . r;v;, kde (r1,...,7rp
[v]7, pak

n C n
[F()]° = [Z Tif(“z‘)] =D _rilf ()] = [f15[]"
i=1 i=1
Nejprve jsme vyuzili linearitu f, pak linearitu | ]¢ a nakonec definici sou¢inu matice

a vektoru. O

Bijektivni linearni zobrazeni se nazyva izomorfismus. S timto pojmem jsme se
setkali uz v kapitole [3] a ve v&té [] jsme ukézali, ze F4 je izomorfismus, pravé kdyz
A je regularni matice. To se d& snadno zobecnit. Nejprve ale potiebujeme dokazat
nékteré vlastnosti izomorfismu:

TVRZENI 26. Necht V.W jsou vektorové prostory nad F, f : V. — W je izo-

morfismus a (v1,...,0,) je posloupnost vektori ve V. Pak
(1) (v1,...,vy) je linedrné nezdvisld, prave kdyz (f(v1),..., f(vn)) je linedrné
nezdvisld.

(2) (vi,...,v,) generuje V, pravé kdyz (f(vi),..., f(vn)) generuje W.
(3) (vi,...,vy) je baze V, prave kdyz (f(v1),..., f(v,)) je bize W.

DUKAzZ. Oznafme oy nulovy vektor ve V' a oy nulovy vektor ve W. Pokud
Yo riv; = oy, pak 1 Y rif(v;) = ow. Je-li tedy (f(v1),..., f(vx)) linearns
nezavisla, musi byt v8echna r; = 0, tedy (v1,. .., vg) je také linedrné nezavisla. Necht
naopak Y., 7; f(v;) = ow, pak z linearity zobrazeni f plyne f(} ., riv;) = ow.
Protoze také f(oy) = ow a f je prosté, musi byt Y., rv; = oy. Je-li (v1,...,v,)
linearné nezavisla, znamena to, Ze vechna r; jsou nulova, tedy i (f(v1), ..., f(v,)) je
linedrné nezavisla. Tim jsme ukazali obé implikace, které dohromady déavaji tvrzeni
v prvnim bodé.

Protoze f je na, existuje ke kazdému w € W vektor v € V takovy, ze f(v) = w.
Pokud (v1,...,v,) generuje V, pak existuji r; takova, ze v = > r;v;. Pak ale
z linearity dostavame, ze w = Y., 7 f(v;), tedy (f(v1),..., f(v,)) generuje W.

1=

Naopak, je-liv € V,w = f(v)aw =Y., i f(v;), pak z linearity f(v—> 1, riv;) =

ow. Protoze f je prosté, znamena to, ze v = Y., 7;v;, tedy (v1,...,v,) generuje
V. Tim je dokdzan druhy bod.
Tteti bod plyne z prvniho a druhého. O

DUSLEDEK 5. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad F a f:V — W je
izomorfismus. Pak dimV = dim W.

DUKAZ. Ze t¥etiho bodu tvrzeni[26] plyne, Ze pokud je ve V nebo ve W koneéné
béze, pak je v druhém z prostort také konecné baze o stejném poctu prvki. Pokud
ani v jednom z prostort koneéna baze neni, pak dimV = dim W = co. O

TVRZENI 27. NechtV, W jsou dva vektorové prostory nad F konecné dimenze,
f:V = W linedrni zobrazeni. Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:
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(1) f je izomorfismus
(2) Pro viechny dvojice bizi B CV, C C W je [f|G requldrni
(3) Pro nékterou dvojici bizi je B CV, C C W je [f]G requldrni

DUkAz. Pokud je f izomorfismus, pak je to i prosté zobrazeni, plati tedy f(v) =
ow pouze pro v = oy. Zvolme bazi B € V a C' € W, pak z disledku[5|plyne, Ze pocet
prvki B a C je stejny, oznacme jej n. Plati f(v) = oy pravé kdyz [f(v)]¢ = o € F™
a v = oy pravé kdyz [v]? = o € F*. Tedy [f(v)]¢ = [fIS[v]® = o, pravé kdyz
[v]® = o, neboli Ker[f]§ = 0. Protoze matice [f]§ je &tvercova, plyne z toho na
zéklad® tvrzeni [d] Ze je i regularni. Tim je dokdzéna implikace 1 = 2. Implikace
2 = 3 je ziejm4, zbyva dokizat 3 = 1. Pokud [f]§ je regularni matice z F"*™,
pak z tvrzeni [4 vyplyva Ker[f]§ = 0 a Im[f]§ = F". Z prvni vlastnosti plyne, 7e
[f(v)]¢ = o, pravé kdyz [v]? = o, tedy f(v) = ow pravé kdyz v = oy, tedy f je

prosté. Z druhé vime, Ze ke kazdému y € F" existuje x € F" takovy, ze y = [f]§x.
Protoze ke kazdému x existuje v € V takovy, ze x = [v]Z, plyne z toho, Ze pro

kazdy y € F" existuje v € V takové, ze [f(v)]¢ = y. Pokud y = [w]® pro né&jaky
w € W, pak [f(v)]¢ = [w]® a tedy i f(v) = w. Zobrazeni f je tudiz nejen prosté,
ale také na, je to tedy izomorfismus. U

Aplikujme tvrzeni na [ |B:V - F™
DUSLEDEK 6. Necht (v1,...,vx) je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru
V dimenzen a B je baze V. Pak
(1) (v1,...,vx) je LN, prdvé kdyz? ([v1]?,...,[vx]?) je LN.

(2) (v1,...,vx) generuje V, prave kdy? ([v1]B, ..., [vk]B) generuje F™.
(3) (v1,...,vx) je bdaze V, pravé kdy? ([v1]%, ..., [vk]P) bdze F".

)
B

Tento dusledek ndm umoznuje pfevést mnoho vypocétt na hledédni hodnosti
néjaké matice. Napiiklad

{22 + 24+ 1,2° + 22 — 1,22° — 52 + 3} je LN &

1 1 2 1 1 1
11,12 1],]-5 jeLNerank |1 2 -1 =3
1 -1 3 2 -5 3

DEFINICE 24. Necht f:V — W je linearni zobrazeni. Pak mnoZina
Ker f ={v e V|f(v) = o}
se nazyva jddro zobrazeni f a mnoZina
Imf={weW|FveV: flv)=w}
se nazyva obraz zobrazeni f.

Definice je stejné, jako jsme méli pro jadro a obraz zobrazeni mezi aritmetic-
kymi vektorovymi prostory. Vime uz, Ze tam je Ker F)y = Ker A, tedy mnozina
vSech feSeni homogenni SLR s matici 4, a Im Fy = Im A, tedy sloupcovy prostor
matice A.

Pokud M je mnozina vektort z V', zavedeme oznadeni f(M) pro mnozinu viech
obrazii mnoziny M v zobrazeni f. Specialné [M]P je mnozina reprezentaci vech
vektori z M vzhledem k bazi B.

TVRZENI 28. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni, B = (v1,...,v,) bdze V,
C = (wi,...,wy) bize W. Pak

[Ker f]” = Ker[f]5,  [Im f]° = Im[f]§
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DUKAz. Plati x € [Ker f]Z, pravé kdyz v := Y, x;0; € Ker f. To zase na-
stava pravé kdyz f(v) = ow, coz je ekvivalentni s [f(v)]¢ = o neboli [f]§[v]?
Protoze x = [v]?, je tim dokizéna prvni ¢ast tvrzen.

Vektor y patif do [Im f]¢, pravé kdyz existuje v € V takovy, ze [f(v)]¢ = y.
Protoze [f(v)] = [f]G[v]E, znamena to rovnéz, ze y € Im[f]G. Tim je dokizana
druhé ¢ast tvrzeni. O

Bude-li zobrazeni f ve vztahu [f(v)]¢ = [f]$[v]? identita Id : V — V, dosta-
vame 7z néj rovnost

= 0.

[v]“ = Md|§[v),
ktera vyjadiuje reprezentaci vektoru v vzhledem k béazi C' pomoci reprezentace
téhoz vektoru vzhledem k bazi B.

DEFINICE 25. Necht V' je vektorovy prostor nad F dimenze n, B, C jsou baze
V. Matice [Id]§ € F™*" se nazyva matice piechodu od bdze C k bdzi B.

Protoze Id je izomorfismus, je podle tvrzem’ [1d]§ regularni matice. Ze vztahu
[v]B = [Id)B[v]® vzniklého vyménou bazi dostavame, Ze Vv € V plati

[v]? = 1dJE [1d]5[v]”

Pokud do prvni rovnosti dosadime za vektor v i-ty prvek baze B, mame na levé
strané vektor e; a na pravé i-ty sloupec matice [Id]3[Id]§. Ta je tudiZ rovna jednot-
kové matici E. Z posledniho bodu tvrzeni |4| pak plyne, Ze [Id}% je regularni matice
a [Id)Z je k nf matice inverzni.

PRIKLAD 13. Spo¢téme matici pfechodu od baze C' = {(0,1),(—1,1)} k bazi
B =1{(1,2),(1,3)} v R?. Zobrazime pomoci Id prvky B a hledame jejich reprezen-
taci vzhledem k C| tj. feSime

0 —1|1 1 1 0 3 4

1 112 3 0 1]-1 -1
, . . . c 3 4 . »
Hledana matice pfechodu je tedy [Id]G = 1 1 ) Otestujme piikladem:

1 .
reprezentace vektoru v = ( 9 ) Jsou

c_ [ 3 B_ (1
o= (2 ) wr=(
a skutecné plati

nage = (3 1) (o) =( 2 ) -we



KAPITOLA 8

Linearni zobrazeni

Necht V, W jsou vektorové prostory nad F. V predchozi kapitole jsme definovali
linearni zobrazeni f : V' — W a dva podprostory s nim spojené, jadro Ker f <V
a obraz Im f < W. Linearni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory koneéné
dimenze je mozné reprezentovat matici [f]G, kde B je n&jaka baze V a C je n&jaka
béze W. Jadro a obraz zobrazeni f je mozné vyjadrit pomoci jadra a obrazu matice

115

Uvazujme nyni dalsi linearni zobrazeni g : V' — W. Soudet zobrazeni f a g je
zobrazeni f + g : V — W definované piedpisem

Yo eV (f+9)(v):=flv)+g(v)
Pro r € F je r-nasobek f zobrazeni rf :V — W definované
Yo eV :(rf)(v) =rf(v)
Snadno se ovéii, ze jak f + g, tak rf jsou také linearni zobrazeni.

TVRZENI 29. Necht VW jsou vektorové prostory konecné dimenze nad F, B
je baze V., C je baze W, f,g:V — W linedrni zobrazeni, r € F. Pak

[f+ 95 =[5+ a5 PNl =r[f%
DUkAzZ. Necht B = (vy,...,v,). Pak z definic plyne
[f+ 915 = ((F+ @] . [ [(F+9)(wa)])
= ([f () +9()] | - | [f(va) + 9(0a)])
= ([f )]+ [g)]° | ..o | [f(0a)] + [9(vn)]) = [f]E + 95
Podobné
A5 = (rf )] | oo [ Irfa)]9) = r[f]5

Je-li U dalsi vektorovy prostor nad F a h : U — V linearni zobrazeni, pak lze
opét jednodule ovérit, ze slozené zobrazeni foh : U — W je také linearni.

TVRZENI 30. Necht U,V,W jsou vektorové prostory konecné dimenze nad F,
D je baze U, B je bize V, C je baze W, f:V — W, h:U — V linedrni zobrazent.
Pak

[f o Rl =[5 (WD
DUkAZ. Necht D = (uq,...,u,), u € U. Pak
[(f o ) ()] = [f(h(u)] = [f15 [Mw)]® = [f15 A5 [u]”
Dosadime-li za vektor u -ty prvek baze D, dostavame, Ze i-ty sloupec matice

(1S [MB je roven [(f o h)(u;)]¢, tedy i-tému sloupci matice [f o h]$,. O

Jinymi slovy reprezentace slozeného zobrazeni f o h je rovna sou¢inu matic re-
prezentujicich f a h. Specialné odtud plyne transformacni formule pro reprezentaci
linedrniho zobrazent:

47
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TVRZENI 31. NechtV,W jsou vektorové prostory konecné dimenze nad F, B, B’
jsou bdze V., C,C" jsou baze W, f:V — W. Pak

(115 = Mg (115 1),
DUKAZ. Sta¢i pouZit tvrzeni [30] na slozeni tii linearnich zobrazeni Id of o Id:
[A15 = [dof o1dIg, = 1dIE [f]5 1d1F,
O

PRIKLAD 14. V minulé kapitole jsme méli zobrazeni F' : R? — R? s reprezen-
tacemi

1 1 1 1
Fle=(1 o], [FI5=(2 2],
-2 1 0 1

kde B = ((1,2)7,(1,3)T), C = ((1,1,0)7,(1,0,0)", (1,0,1)T). Protoze

11 1 . A
= (10 o) mag, = (nag) = (% ).

2 -2 1

0 01

miZeme oveFit [Id]g3 [FIG )%, = [F]g; dosazenim:

1 11 1 1 1 1

1 00f(2 2 (_32 _11> 1 0

0 01 0 1 -2 1

Linearnimu zobrazeni f : V — W se fikd také homomorfismus vektorovich
prostord V. a W. Zobrazeni, pro které V = W, tedy se stejnym zdrojovym a cilovym
prostorem, se nazyva endomorfismus vektorového prostoru V. Pokud B, B’ jsou dvé
baze V', ozname

e R :=[Id]5, matici pfechodu od B k B’
o A:=[f]B matici endomorfismu vzhledem k bdzi B.
e A’ :=[f]B, matici endomorfismu vzhledem k bazi B’.

Pak dostavame transformacni formuli pro matici endomorfismu:
A= [f15 = 15 [/]d]E = R AR

Dvé matice A/, A, pro né% existuje regularni matice R takova, ze A’ = R™1AR, se
nazyvaji podobné. Podobnost je relace ekvivalence. Charakterizovat t¥idy této ekvi-
valence, a tedy umét poznat, zda jsou dvé matice podobné, se nau¢ime v kapitole
o Jordanové tvaru.

Pripomenime z minula, Ze izomorfismus je bijektivni linedrni zobrazeni. Slo-
Zenim dvou izomorfismii je opét izomorfismus. Inverzni zobrazeni k izomorfismu
f V. — W diky bijektivité existuje a je také bijektivni. Abychom ukéazali jeho
linearitu, definujme pro n&jaké wy,ws € W vektory vy = f~H(wy) a va = f~1(wy).
Pak pror,s € F

flrog + sve) = rf(v1) + sf(v2) = rwy + swa, tedy
FHrwy + swy) = rv1 4+ svg = rfHwy) + sfH(we).

Dva vektorové prostory, mezi nimiz existuje izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.
Izomorfnost je relace ekvivalence vektorovych prostort. Uz v dusledku [5] jsme uké-
zali, Ze izomorfni vektorové prostory maji stejnou dimenzi. V nasledujici vété uka-
zeme, ze pro vektorové prostory konecné dimenze plati i opacné implikace.

VETA 7. Dwa vektorové prostory V,W nad F konecné dimenze jsou izomorfni,
pravée kdyz magi stejnou dimenzi.
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DUKAzZ. Pokud dimV = dim W =: n, pak zvolme bazi B ve V', bazi C ve W a
oznacme

g=[18:V>TF"
h:=[19:W = F"
ProtoZe g i h jsou izomorfismy, jsou izomorfismem i zobrazeni
R F - W
hlog: VW
Tedy V a W jsou izomorfni. O

Necht V, W jsou dva vektorové prostory nad F. MnoZina vSech homomorfismt
z V do W je vektorovy prostor s operacemi sou¢tu homomorfismii a nasobeni ho-
momorfismu skalarem z F, zna¢i se Hom(V, W). Ovéfeni, Ze je splnéna definice
nechavame na ¢tenafi.

VETA 8. Pokud dimV =n a dim W = m, pak dim Hom(V, W) = mn.
DUKAZ. Zvolme ve V bazi B a v W bazi C. Zobrazeni
[ 1% : Hom(V, W) — F™*",

které pfifazuje homomorfismu f jeho reprezentaci | f]g, je linearn{ a bijektivni, tedy
izomorfismus. Protoze prostor F™*" ma bazi napiiklad {E;;|i € {1,...,m},j €
{1,...,n} o mn prvcich, je dimF™*"™ = mn a tedy také dim Hom(V, W) =mn. O

Vektorovy prostor viech endomorfismi prostoru V' se misto Hom(V, V') astéji
znadi symbolem End(V), dimEnd(V) = n? Prosty homomorfismus se oznacuje
slovem monomorfismus, pokud je na, pak mu fikime epimorfismus.

VETA 9 (O zadani homomorfismu hodnotami na bazi). Necht V,W jsou vek-

torové prostory nad F, B = (vy,...,v,) je bize V. a M = (w1, ..., wy,) posloupnost
vektorid ve W. Pak existuje prdve jeden f € Hom(V, W) takovy, Ze
flor) =wi,  flv2) =w2, ..., f(vp)=1wn

Navic f je monomorfismus, pravée kdyz M je linedrné nezdvisld a f je epimorfismus,
prdvée kdyz M generuje W.

DUKAZ. Jeli v € V, x := [v]?, pak definujme f(v) := Y. , x;w;. Ditkaz, Ze
f je homomorfismus &, stejné tak dikaz jednoznacnosti a ekvivalentni podminky
mono-/epimorfismu. O

V nésledujici vété nemusime predpokladat, Ze vektorové prostory maji konec-
nou dimenzi.

VETA 10. Necht U, V,W jsou vektorové prostory nad F, f € Hom(V,W), g €

Hom(U, V). Plati

(1) f je monomorfismus, prdvé kdyz Ker f =0

(2) f je epimorfismus, prave kdyZ Im f = W
(3) Jsou-li f,g monomorfismy, pak je f o g monomorfismus.
(4) Jsou-li f,qg epimorfismy, pak je f o g epimorfismus.
(5) Je-li f og monomorfismus, je g monomorfismus.
(6) Je-li fog epimorfismus, je [ epimorfismus.

DuUkAz. Pokud pro vi,ve € V plati f(v1) = f(ve2), je f(v1 —v2) = ow a tedy
vy — vy € Ker f. Tedy Ker f = 0 znamend, ze vy = vg, ¢ili f je monomorfismus.
Naopak pokud f je monomorfismus, nemiZe byt vzorem oy jiny vektor nez oy,
tedy Ker f = 0. Tim jsme ovéfili prvni bod, druhy plyne z definic.
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Pokud f je monomorfismus a f(g(v)) = ow, pak g(v) = oy, a je-li i g mo-
nomorfismus, musi byt v = oy. S vyuZitim prvniho bodu odtud plyne tfeti bod.
Podobng, je-li w € W a f je epimorfismus, pak existuje v € V takovy, ze f(v) = w.
Je-li g epimorfismus, pak existuje u € U takovy, ze g(u) = v. Celkové tedy pro
kazdy w € W existuje u € U takovy, ze (f og)(u) = w, ¢imZ je dokazan &tvrty bod.

Pro paty bod si sta¢i uvédomit, ze pokud ¢ neni monomorfismus, tedy dle
prvniho bodu existuje nenulovy u € U takovy, Ze g(u) = oy, pak i (fog)(u) = ow,
tedy i f o g ma nenulové jadro. Podobné Sesty bod vyplyva z toho, ze vektor, ktery
nen{ v obrazu f, nemutze byt ani v obrazu f o g. (|

VETA 11 (O dimenzi jadra a obrazu). Necht V,W jsou vektorové prostory nad
F, dimV =n, f € Hom(V,W). Pak

dimKer f + dimIm f =n

DUKAZ. Argumentace je jednodussi, pokud predpokladame, Ze dim W < oo.
Zvolime-li bazi B ve V a bazi C ve W, pak
dim Ker f = dim[Ker f]? = dim Ker[f]§
dimIm f = dim[Im f]¢ = dim Im[f]§
Protoze n je rovno podtu sloupci matice | f]%7 plyne tvrzeni z v&ty o hodnosti a

nulité pro tuto matici. O

Dimenzi Ker f nazyvame nulitou homomorfismu f, znac¢ime n(f). Dimenzi Im f
nazyvame hodnosti homomorfismu f, znac¢ime rank(f). Predchozi véta se tedy da
nazyvat i vétou o hodnosti a nulité homomorfismu. Plyne z ni

TVRZENI 32. Necht'V je vektorovy prostor nad F koneéné dimenze, f € End(V).
Je-li f mono- nebo epimorfismus, pak uz must byt i izomorfismem.

DUkAzZ. Pokud f je monomorfismus, je Ker f = 0, tedy n(f) = 0. Pak ale
rank(f) = n, tedy dimIm f = dim V. Musi byt proto Im f = V, neboli f je epi-
morfismus a tudiZ i izomorfismus. Pokud f je epimorfismus, méa dikaz tytéz kroky,
jen v opa¢ném poradi. O

Izomorfismus f € End(V) se nazyva automorfismem prostoru V.
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Determinant

V prvni kapitole jsme se dotkli souvislosti vektorového souc¢inu a uréeni objemu

rovnobé&znika a rovnobéznosténu. Ve cviceni l jsme zavedli veli¢inu

V(X7Ya ) . X X y z= Z Z ngkxzyjzk;

1=1 j=1 k=1

uréenou trojici vektorii x,y,z € R3. Ukazali jsme, Ze jeji absolutni hodnota udava
objem rovnobé&znosténu uréeného vektory x,y,z € R3. Diikaz byl zaloZzen na tom,
7e zobrazeni V : R? x R3 x R? — R maé nasledujici vlastnosti:

(1) V(TXl + sX2,Y, Z) = TV(Xla Yy, Z) + SV(XQa Yy, Z)

(2> V(Xa Yy, Z) = _V(Y>X7 Z) = V(Y7 va)

(3) V(er,ez,e3) =1
Prvni vlastnost, linearita, je hned vidét z definice V. Druha vyplyva z toho, Ze
€ijk = —Ejik = Ejki Pro vSechny mozné trojice indexu i,j,k € {1,2,3}. Pokud
zobrazeni pri vyméné proménnych v néjaké dvojici argument zméni znaménko,
tikadme, ze je v této dvojici argumentt antisymetrické. Je-li antisymetrické v kazdé
dvojici argumentii, fikdme, Ze je uplné antisymetrické. Posledni vlastnost plati,
protoze €123 = 1. Z druhé vlastnosti plyne linearita i ve 2. a 3. argumentu a také,
7e V(x,y,2z) = 0, kdykoli se nékteré dva vektory z x,y,z rovnaji.

Neni tézké si rozmyslet, Ze zobrazeni V je témito tfemi vlastnostmi urceno

jednozna¢né. Chvili pfedstirejme, Ze definici V' neznéame, a pouzivejme jen vlastnosti
a jejich dusledky. Pak

V(x,y,z) = V(ﬂflel + zo€9 + x3€3,y1€1 + Yo€2 + yzes, z1€1 + 22€9 + 23€3)

3
— Zzleyjzkv €;,€ej,€ex)

= $1y223V(el, ey, e3) + r1y322V (e, e, ) + xay123V (€2, €1, €3)

+ z2y321V (€2, €3, €1) + z3y122V (€3, €1, €2) + 23y221V (€3, €2, €1)

= T1Y223 — T1Y322 — T2Y123 + T2y321 + T3Y122 — T3Y221
Druhé rovnost je dusledkem linearity ve vSech tfech argumentech, ve tfeti jsme z
3.3.3 = 27 sc¢itancit vynechali 21, které jsou nulové, protoze se do néjaké dvojice
argumentt dosazuji dva stejné vektory. Nakonec vyuzivime druhé a tieti vlast-
nosti. Vysledné vyjadreni V(x,y,z) se shoduje s jeho definici pomoci vektorového
a skalarniho soué¢inu.

V této kapitole zobecnime V' do libovolné dimenze n, tedy na zobrazeni

VR x...xR*" =R
| S ——

Jednou z cest by bylo pozadovat opét linearitu v kazdém argumentu, antisymetrii
v kazdé dvojici argumentii a V(ey,...,e,) = 1. Tim bychom ziskali jednozna¢né
vyjadfeni V (xq, .. xn) pomoci slozek vektori x;, a znaménka v tomto vyjadieni by
definovala hodnoty €iy..i, - Lobecnéné vlastnosti (1),(2) a (3) pak zarucuji, ze je V
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rozumnym vyjadienim objemu rovnobéznosténu definovaného vektory xi,...,X,.
My se vydame opacnou cestou: nejprve zobecnime velidinu €, a vlastnosti (1),(2)
a (3) a s nimi i souvislost s objemem ziskdme jako disledky.

1. Permutace

Uvazujme né&jakou kone¢nou mnozinu, napiiklad M = {1,2,...,n}, a mnoZinu
vSech bijektivnich zobrazeni z M do M. Pak tato mnozina s operaci skladani{ zobra-
zeni spliuje definici[ga je to tedy grupa. Neutralni prvek této grupy, tedy zobrazent
identita na M, znacime id.

DEFINICE 26. Grupa v8ech bijektivnich zobrazenf mnoziny {1,2,...,n} do sebe
s operaci skladani se nazyva symetrickd grupa a zna¢i se S,. Jeji prvky se nazyvaji
permutace.

Dva zékladni zptsoby zapisu permutace si muzeme ukézat na pfikladu

T X N~ _ (1 23 4567
me 2T 2= 5 7 1 2 6

V' tabulkovém zapisu je kazdy sloupec tvoren dvojici vzor, obraz, tedy napriklad
m(4) = 1. Sipkovy zapis miizeme pTepsat jako

1——3 < 2 D 6

4 v

4<——7 5 U

DEFINICE 27. Necht © € S,. Prvek ¢ € {1,...,n} nazyvame samodruing,

paklize 7(i) = i. Permutaci m nazyvame cyklus délky k, pokud existuje posloupnost
(t1,...,%) z {1,...,n} takova, ze pro viechna j € {1,...,k — 1} je n(i;) = ;41 a
(i) = i1, a Ze viechny prvky {1,...,n} mimo tuto posloupnost jsou samodruzné.
Cyklus délky 2 nazyvame transpozice.

V pojmoslovi i v zapise byva bézné ztotoznovat cyklus délky alespon 2 s pii-
slusnou posloupnosti nesamodruznych prvkii. Cykly jsou nezdvislé, pokud tyto po-
sloupnosti neobsahuji zadny spoleény prvek. Permutaci 7w z piikladu pak mutuzeme
zapsat jako (1374)(25), tedy jako rozklad na nezéavislé cykly délky alespoii 2, nebo
jako (1374)(25)(6), pokud vypiSeme i samodruzné prvky coby cykly délky 1. Je
snadné si rozmyslet, Ze takovy rozklad méa kazda permutace a Ze je urcen jedno-
znaéné. Muzeme ho chépat bud jako mmnozinu cyklt v permutaci se vyskytujicich,
nebo jako sloZeni pfislusnych permutaci, v prikladu (1374) o (25).

Permutace obecné nekomutuji, to je vidét tfeba na prikladu transpozic z S

wean=(3 2 (3002 2)-om
e (2002 )03 3 D)o

Pokud ale skladame nezévislé cykly, na poradi nezélezi, permutaci 7 tedy lze zapsat
i jako (25) o (1374).

Podobné jako jsme zapsali cyklus (41,12, ¢3) délky 3 jako sloZeni dvou transpozic
(i1,13) o (i1,12), miZeme obecny cyklus délky k zapsat jako
(il,ig, [P ,ik) = (il,ik) O (il,ig, c 7ik—1) =...= (il,ik) o (ilyik}—l) 0...0 (il,ig),
tedy jako slozeni k — 1 transpozic. Takovych rozkladi je mnoho, naptiklad

(1374) = (14) o (17) o (13) = (13) o (37) o (74) = (47) 0 (43) 0 (41) = ...
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Kazdou permutaci tedy umime zapsat jako sloZeni transpozic, napf m = (14)o(17)o
(13) 0(25). Budeme chtit na zakladé takového rozkladu pfiradit permutaci hodnotu
+1 nebo —1, které bude odpovidat hodnoté €;;, z ivodu kapitoly.

LEMMA 4. Je-li m € S, permutace a (ij) € S, transpozice, pak oznacme p,
resp. q pocet cykli sudé délky v rozkladu permutace 7, resp. wo (ij) na nezdvislé
cykly. Pak |p—q| = 1.

DUKAZ. Rozebereme dva p¥ipady. Pokud jsou i, j soucasti dvou rtiznych ne-
zavislych cykli v rozkladu 7, zapisme tyto cykly jako (4,42,...,4.) a (4,42, --,7s)s
r,s € N. Pak

(iai27"'7ir) o (jaj?a"'ajs) o (Z]) = (i7j27"‘7j87j7i27"'77;’r‘)

Tedy ze dvou cykla délek r,s vznikl jeden cyklus délky r + s. Ostatni cykly v
rozkladu 7 se sloZzenim s (ij) neméni. Jsou-li 7, s obé sud4, je i r + s sudé. Je-li
pravé jedno z r, s liché, je r+ s liché. V obou pfipadech pocet cyklu sudé délky klesl
o 1. Jsou-li r, s obé lich4, je r + s sudé a pocet cykli sudé délky vzrostl o 1. Tedy
p a q se lisi vzdy o 1.

Jsou-li naopak i, j soucasti téhoz cyklu v 7, pak pro tento cyklus plati

(i5j27'"ajs7jai27"'7i7‘) © (7’]) = (i7i2a"'7i7")O(j?j?v'--7js)

a muzeme pouZzit tytéz tvahy jako v pfedchozim piipadé. O

DEFINICE 28. Necht 7 € S, je permutace a 71,...,7T, € S, jsou transpozice
takové, ze m = m o my o ... o m,. Pak definujeme znaménko permutace m jako
sgnm := (—1)*. Pokud sgn7 = +1, mluvime o sudé permutaci, pokud sgnm = —1,
je mw lichd permutace.

Permutaci 7 lze zapsat jako sloZeni transpozic mnoha zpusoby. To, Zze v8echny
vedou ke stejné hodnoté znaménka, a tedy Ze je definice korektni, lze ukazat s
pomoci lemmatu [l Protoze m obsahuje pravé jeden cyklus sudé délky a slozeni s
transpozici podle lemmatu méni pocet cykla sudé délky pravé o 1, nahoru, ¢i dol,
je parita (sudost ¢i lichost) po¢tu cykla sudé délky 7 stejné jako parita éisla k. To
ale bude platit pro jakykoli jiny zapis 7 jako slozeni transpozic 7] o ... o 7], tedy
parita ¢isla [ je stejna jako parita k.

DUSLEDEK 7. Nechtw,p € S, ap je pocet cykli sudé délky v rozkladu permutace
T na nezdvislé cykly.
(1) sgnm = (—1)P.

(2) sgn(mwo p) =sgnmwsgnp
(3) sgnm— ! =sgnm

PRIKLAD 15. Grupa S3 obsahuje 3! = 6 prvki: identitu, t¥i transpozice a dva
cykly délky 3. Jejich znaménka jsou

sgnid = +1 sgn(12) = -1 sgn(123) =1
sgn(13) = -1 sgn(23) = -1 sgn(132) =1
Pokud definujeme (1) (2)x(3) := sgnm a g;jx = 0 jindy, dostavame presné veli¢inu
¢ 7z definice zobrazeni V.
2. Determinant a jeho vypocdet

DEFINICE 29. Necht A € F**". Determinantem matice A rozumime &islo

det A := Z SENT G17(1)A27(2) - - + Anw(n)
TESy
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Determinant n x n matice je tedy soucet n! séitanci, z nichz kazdy je az na
znaménko soucinem n-tice elementii matice, z nichz zadné dva nelezi ve stejném
rfadku ani sloupci. Pro 2 x 2 a 3 x 3 matice 1ze definici pouzit pfimo k vypoctu:

det (au a12) = sgnidajag + sgn(12)aisas;
as1 Q422

= 11022 — G12G021

ail G2 a3
det | ag1 a2 az3 | = ai1a2a33 + a12a23a31 + a13021a32
asz1  asz2 ass
— 11023032 — 13022031 — 412021033
Pro n > 3 je uz pocet potiebnych operaci neprakticky vysoky. Dilezity specidlni
pripad je dolni trojihelnikovd matice, v niz a;; = 0 pro i+ < j. Pro kazdou per-
mutaci 7 # id plati, Ze 7(i) > 4 pro nejmensi prvek {1,...,n}, ktery neni vici
m samodruzny. Pak ale ze s¢itanct v definici determinantu zbyde jen ten prvni
1122 . . . Qnp, ostatni obsahuji vzdy alesponi jeden Cinitel a;r(;) rovny nule. Stejné
tak i determinant horni trojuhelnikové matice je roven soucinu jejich diagonélnich
prvki. Plyne to i z nasledujici véty:

VETA 12. Necht A € F**", Pak det A = det AT .

DUKAz. Kazda permutace m ma k sobé jednozna¢né pfifazenou permutaci in-
verzni p := 7!, v definici determinantu tedy miiZeme séitat i pies ni:

det A = Z SgN(T) a1 (1) @27 (2) - - - G (n)
TES,

= Z Sgn(pfl)alpfl(l)a%fl@) o Qpp=1(n)
PESK

Z dtisledku [7| vime, Ze sgn p = sgn p~!. Mnozina uspoiddanych dvojic {(1, p~1(1)),
(2,p71(2)),-- -, (n,p~"(n))} obsahuje tytéz prvky jako mnozina {(p(1), 1), (p(2),2),
.., (p(n),n)}, jen v jiném poradi. Tedy

det A = Z SEN(P)Ap(1)1Gp(2)2 - - - Cp(n)n = Z sgn(p)alTp(l)aQTp(Q) . ..afp(n),
pPESH pPESH
coZ je z definice rovno det AT O

Ukazme nyni souvislost determinantu se zobrazenim V' z tvodu kapitoly. Pro
X,y,z € R3 definujme A := (x|y|z). Pak z véty plyne, Ze

det A =det AT = 3 sgn(p)apy1ap2)205m3 = D s80(0)2,(1) () 20()
pPES3 PES3

= Z Z Zf:‘ijkxz‘yjzk =V(x,y,2)

3 3
i=1 j=1k=1

Determinant je tedy skute¢né zobecnénim zobrazeni V a vyplati se na néj nahli-
zet jako na funkci, ktera prifazuje n-prvkové posloupnosti vektorta ay,...,a, z F"
¢islo det(ay] ... |a,). Ze t¥i vlastnosti uplné charakterizujicich zobrazeni V' i jeho
zobecnéni do vyssi dimenze vidime tu tfeti ihned:

Viel,...,en) =det(er]...|lep) =1

Uplnou antisymetrii a linearitu v kazdém argumentu ukdzeme v nésledujicim tvr-
zeni:

TVRZENI 33. Necht'i € {1,...,n}, a1,...,a,,a, €eF" r ' €F, pe S,. Pak
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(1) det(ay]...|ra;+r'al|...|a,) = rdet(a|...|a;|...|a,)+r det(al]...|a}]...

(2) det(ay(n)] ... |aym)) = sgn(p) det(ay|...|a,)
DUKAZ. Pro prvni tvrzeni stadi jen roznasobit kazdy ¢len sumy
Z sgn(p)apyr - - - (rap@yi + T’a’p(i)i) e Op(n)n
pPESnH

Druhé plyne z uprav vyuzivajicich dusledek [7|a skute¢nost, ze mnoziny {x|r € S,}
a{pom|m € S,} jsou totozneé:

det(@y(m)] -+ [3p(m) = D SEOT a1 p(x(1))02,p((2)) - - - A p(m(m)
TES,

=sgnp™t Y sen(p o) a1 (pom)(1)82,(pom)(2) - - A, (pom) ()
TES,

sgn p Z SENT a1 +(1)A2,7(2) - - - An,7(n)
TESK

DUSLEDEK 8. Necht A € F"*" r € F. Pak

(1) Md-li A dva sloupce stejné nebo jeden ze sloupci nulovy, pak det A = 0.

(2) ESU typu pricteni r-ndsobku sloupce do jiného sloupce neméni determi-
nant.

(3) ESU typu ndsobeni sloupce ¢islem r ndsobi celyj determinant cislem r.

(4) ESU typu prohozeni dvou sloupcii obraci znaménko determinantu.

(5) Plati i analogickd tvrzeni pro Fidky o ERU.

DUKAZ. Prvni a ¢tvrté tvrzeni plynou z druhé ¢asti tvrzeni tfeti z jeho
prvni ¢asti. Druhé dostaneme z rovnosti

det(ai]...|a; +ra;|...|a,) =det(ai]...|a;|...|a,) + rdet(a|...|a;j|...|a,),

v niz je druhy ¢len na pravé strané nula z prvni ¢asti tohoto tvrzeni. Paty bod plyne
z véty [[2] O

Determinant matice muzeme tedy efektivné vypocitat pomoci posloupnosti
ERU a ESU, které matici pfevedou na jednodussi, nejlépe horni & dolni trojthel-
nikovou matici. Zkusme si vypocet determinantu na piikladé, v rdmci néjz rovnéz
za¢neme pouzivat obvyklé znaceni determinantu matice nahrazenim zévorky svislou
¢arou.

7 2 1 4 7 2 1 4 7 1 1 4
36793_312731_611731_
2 4 0 3 712 4 o0 3 "2 2 0 3
5 -2 3 0 5 —2 3 0 5 -1 3 0
1 7 1 4 1 7 1 4 11 7 4
1 1 -3 1 0 -6 —-4 -3 0 4 6 3
__62 2 0 3__60 —-12 -2 —5_240 2 12 5|
-1 5 3 0 0 12 4 4 01 3 1
11 7 4 11 7 4
01 3 1 01 3 1
**240 0 6 3 *720 0 2 | = 288
0 0 -6 -1 000 2
VETA 13. Matice A € F™*™ je reguldrni, pravé kdyz det(A) # 0.
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DUKAZ. Regularita i nenulovost determinantu se zachovévaji pomoci ERU a
ESU, sta¢i se tedy divat jen na matici v odstupfiovaném tvaru. Ta je regularni,
pravé kdyz mé v8echny prvky na hlavni diagonéle nenulové, coz nastava pravé kdyz
je nenulovy determinant. O

Minorem nebo téz subdeterminantem rozumime determinant néjaké ¢tvercové
podmatice, tj. matice vzniklé vynechanim nékterych radku a sloupcu.

TVRZENI 34. Necht A € F™*". Pak rank(A) = k, privé kdyz nejuétsi idd
nenulového minoru A je k.

DUkAz. Je-lirank(A) = k, pak lze ze sloupci A vybrat ngjakou bazi (a;,, ..., a;, )
prostoru Im A. Protoze A’ = (a;, | ... |a;, ) ma hodnost k, 1ze vybrat k-prvkovou bazi

jejtho fadkového prostoru. Vysledna k x k podmatice je reguléarni a mé tedy nenu-
lovy determinant. Kdyby v A existoval nenulovy minor vyssiho fadu, pak by jeho
sloupce byly linearné nezavislé a tudiz by musely byt linearné nezévislé i prislugné
sloupce matice A. To je ale v rozporu s tim, Ze kazda linearné nezéavisla posloupnost
Im A ma nejvyse k prvki. (]

Oznacme A;; podmatici matice A vzniklou vyskrtnutim é-tého fadku a j-tého
sloupce.

VETA 14 (Laplaceiv rozvoj podle sloupce). Necht A € F**™ j € {1,...,n}.
Pak

n
det A = Z(—l)iJrjaij dCt(Aij)
i=1
DUKAZ. Protoze a; =) ., a;;je;, dostavame z linearity v j-tém sloupci

n
det A = Z (%71 det(31| . |aj_1|ei|aj+1| . |an)

i=1

U determinantu v i-tém séitanci je tfeba n—j transpozic na presunuti j-tého sloupce
na posledni pozici a n — ¢ transpozic na presunuti ¢-tého fadku na posledni pozici,
determinant se tim vynasobi faktorem (—1)"~/t"~ = (—1)i+J. Matice A’, ktera
takto vznikne, ma podmatici A}, rovnu A;;, a posledni sloupec e,,. Jeji determinant
je s vyuZitim véty [I2] roven

r_ I ’ _ ’ I ’
det A" = g SGUT Q1)1 ---Or(n)n = g SENT (1)1 - r(n—1)n—1%n,n
TESn TES
w(n)=n

kde jsme se v poslednim vyrazu mohli omezit jen na permutace spliwujici 7(n) = n,
protoZe pro ostatni je a;(n) , =0 Alea,, =1asgnm =sgn7’ pro 7’ € S, 4
vzniklou ziZenim 7 na mnozinu {1,...,n — 1}. Tedy

det A" = Z Sen T Ay - A1y e = det(A7,) = det(Ay;)

T E€Sn—1

Tedy determinant v i-tém séitanci je roven (—1)"7 det(A;;). O

Laplaceiv rozvoj je vlastné rekurentni predpis pro determinant. Z véty [12]
plyne, Ze jej lze provést i podle kteréhokoli fadku. Kombinace tiprav a rozvoje
podle Ffadku ¢ sloupce s velkym poc¢tem nul je obvykle nejrychlejsi cesta k vypoctu
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determinantu:

2 0 3 0

0 0 2 0 3

0 0 0 3
0
2

4 2 2 1

4 2 2 1

715 3 0
4 2 0 2 1

—5|+15|-1 0 -1

=2|-11 0

1

213 2 1|+1513 2

)
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Aplikace determinantu

Jednou z nejstarsich aplikaci determinantu je explicitni ureni feSeni soustavy
linearnich rovnic, tzv. Cramerovo pravidlo:

VETA 15. Necht A € F**" je reguldrni matice, b € F*. Oznacme A;, matici,
kterd vznikne nahrazenim i-tého sloupce A vektorem b. Pak i-td sloZka vektoru x,
ktery je jedingm Fesenim soustavy rovnic Ax = b, je rovna

= det Ai,b
" detA
DUKAZ. Pro feSeni SLR Ax = b plati }_7_, z;a; = b. Pak

n
det A;p = det(ay]...a;_1] > wja5lai]. .. [an)
j=1

n
= xjdet(ay]...|a;1lajla; 1] .. [an)
j=1

=z;det(aq]...|a;—1|a;|ait1]| ... |a,) = z;det A

Vyuzili jsme linearitu v i-tém sloupci a fakt, ze determinant matice se dvéma stej-
nymi sloupci je roven 0. Je-li A regularni, pak det A # 0, po vydéleni det A dosta-
vame vyjadfeni x;. 0

Jednoduchym piikladem uziti Cramerova pravidla je

4 8 7 4
<2 3><$2><1)§$1785’ 2T s
;3 ;3

Pro vétsi soustavy je Gaussova eliminace rychlejsi, ale i tak Cramerovo pravidlo
naléza vyuziti v teorii, pfipadné pro vypocet konkrétni i-té slozky FeSeni, ktera nas
zajima.

Ve vété o Laplaceové rozvoji se vyskytly vyrazy tvaru (—1)"7 det(A;;), jimz
se Tika algebraicky dopinék prvku a;;. Matice, kterd ma na pozici ij algebraicky
doplnék prvku aj; (pozor, indexy jsou obracené!) matice A, se nazyva matice
adjungovand k A a znaci adj(A). Ma jednoduchy vztah k matici inverzni:

VETA 16. Necht A € F**" je requldrni. Pak A~! = ﬁ adj(A).

DUKAz. Jedinym FeSenim soustavy rovnic Ax = e; je j-ty sloupec matice
A~!. Podle Cramerova pravidla ma z;, tedy element A~! na pozici ij, hodnotu
ﬁ det A; ¢;. Rozvojem podle i-tého sloupce dostdvame, Ze det A; ¢, je roven

det(a1| SN |ai_1|ej|ai+1| cee |an) = (—1)j+i det AJL = adJ(A)U

58
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PRIKLADY 3.
(7 8 oy 3 —8 1 1/3 -8
A_<2 3)%@(/1)_(2 7);% _(2 7)

5
05 |2 2 3
0 1 0 0 5
pe T R
1017 1 1 1 1 4 5|’
4 1
1 4

of |1
0 1

O N—— W

2

0
0—2 10

coz je po vycisleni % ((1) —22 _78 ) Pro vétsi matice nez 3 x 3 se uz vzorec nevyplati,

ale opét je uziteény pro teorii a pro ziskani konkrétniho elementu inverzni matice

bez nutnosti spocitat inverzni matici celou.

Je-li A regularni matice, existuje posloupnost elementarnich matic Fy, ..., Ey,
které pfevede A na matici jednotkovou:
Ey...EoE1A=F

Pak ale A™' = Ej...ExFy a A = E{'E;'...E; ", a protoze inverzni matice
k elementarni matici je elementarni, plyne z toho, ze kazdou regularni matici lze
zapsat jako sou€in elementarnich matic. Determinant elementarni matice umime
snadno uréit:

e matice pri¢teni nasobku fadku do jiného fadku ma determinant 1
e matice vynasobeni{ fadku ¢islem r» méa determinant r
e matice prohozeni dvojice fadkt mé determinant —1.

Uvazujme nyni sou¢in AB dvou ¢tvercovych matic, pficemz A = E1Fs ... Ey, kde
E; jsou elementarni matice. Pak jisté
det(AB) = det(F1(Fs ... ExB)) = det(E7) det(Es ... EB),

protoze nasobeni matici F; je fadkova tprava matice Es ... Ey B, ktera zméni jeji
determinant presné stejné, jako kdyby se vynésobil ¢islem det F;. Opakovanim
stejné tvahy zjistime, Ze
det(AB) = det(E;) det(Es) . .. det(Ey) det(B)
det(A) = det(El) det(Eg) ... det(Ek)
Odtud plyne
VETA 17. Necht A, B € F"*"™. Pak det AB = det Adet B.

DUKAzZ. Je-li A regularni, plyne véta z uvah vySe. Je-li A singularni, pak je
singularni i AB a ob& maji determinant 0. O
DUSLEDEK 9. Necht A, R € F"*" R reguldrni. Pak
(1) det(R™) = gig
(2) det(R"'AR) =det A

DUKAzZ. Prvni bod plyne z
det(R™1)det(R) = det(R™'R) = det E = 1,
druhy z

1
det R

det(R™'AR) = det(R™ ') det Adet R = det Adet R = det A
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Podobné matice maji tedy stejny determinant. Pokud A je matice [f]5 né&ja-
kého endomorfismu f € End(V) vzhledem k bazi B a A’ = [f]5, je matice tého¥
endomorfismu vzhledem k bazi B’, plyne z transformacni formule, Ze det A = det A’.
Nasledujici definice je tedy korektni:

DEeFINICE 30. Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad F, B jeho
baze a f € End(V). Pak determinant endomorfismu f je determinant jeho matice

15

Uvazujme bazi B = (v1,...,v,) realného vektorového prostoru V a posloup-
nost C' = (wy,...,w,) vzniklou z posloupnosti B jednou z elementarnich tprav
definovanych nad tvrzenim Podle véty [9 existuje pravé jeden endomorfismus
f1 € End(V) takovy, ze f1(B) = C, tedy Ze pro vSechna i € {1,...,n} je fi(v;) =
w;. Nazyvejme jej elementdrni endomorfismus. Snadno si rozmyslime, Ze matice
E1 := [f1]5 je elementarni matice, a Ze det E; je aZ na znaménko roven poméru
objemt rovnobéznostént definovanych posloupnostmi f;(B) a B. Stac¢i si uvédomit,
Ze pri elementarni upravé prvniho i druhého typu se zachovava n — 1 vektori, které
mizeme vzit jako zakladnu rovnobéznosténu, a zména zbyvajiciho vektoru vysku
méfenou od této zékladny bud neméni (aprava prvniho typu), nebo nasobi ¢islem r
(aprava druhého typu). Uprava tietiho typu rovnobé&znostén nemént, jen ho zadava
posloupnosti vektori v jiném poradi.

Obecny regularni endomorfismus f s matici A = [f]5 miizeme s pomoci roz-
kladu A na souéin E1FEs ... Ej elementarnich matic chapat jako sloZeni elementar-
nich endomorfismi f = f; o... o fx. Protoze det A = det F ...det F}, je roven
soucinu koeficienti, jimiz endomorfismy f; méni objem rovnobéznosténu uréeného
posloupnosti B, mtZeme det A interpretovat jako podil objemt f(B) a B. ProtoZe
det f = det A nezavisi na volbé baze B, miZeme determinant endomorfismu chapat
jako koeficient, jimZ se méni pii zobrazeni f objem libovolného rovnobé&znosténu,
nebo dokonce jakéhokoli atvaru ve V', ktery lze rovnobéZnostény (infinitezimalng)
pokryt. Toto pozorovani je zékladem teorie vicerozmérné integrace.

DEFINICE 31. Necht B = (by,...,by) je baze R™. Pokud det(by]...|by) je
kladny, nazveme bazi B pravotocivou, pokud je zaporny, pak levotocivou. Levotodi-
vost nebo pravotocivost baze nazyvame souhrnné jeji orientact.

Z avah vyse vyplyva, ze elementarni iprava neméni orientaci baze, pravé kdyz je
determinant prislusné elementarni matice kladny. Tedy znaménko det f vyjadiuje,
zda maji baze B a f(B) stejnou orientaci. I v pfipadé bazi v realném vektorovém
prostoru V, ktery neni aritmeticky, mtzeme zavést orientaci jako rozdéleni mnoziny
vSech bazi na dvé tfidy ekvivalence vzhledem k relaci ,existuje endomorfismus
f € End(V) s kladnym determinantem, ktery zobrazuje jednu na druhou® nebo
ekvivalentné ,,matice prechodu mezi témito bazemi ma kladny determinant*.

Dalsi veli¢inou, ktera se zachovava pii podobnosti je stopa matice A € F™"*™,
definovana jako Tr A = Y | a;;, tedy soudet prvkii na diagonéle. Pro A € F"*P,
B e FP*1 O € F9*" plati

n p q n
Tr ABC = Z Z Zaijbjkcki = Z ijkckiaij = TI‘BCA,

p q
i=1 j=1 k=1 j=1k=11i=1

tzv. cykliénost stopy. Odtud pak

TTR'AR=TrRR'A=TrA
Proto i stopu lze definovat pro libovolny endomorfismus f € End(V) jako stopu
Tr[f]5 jeho libovolné matice. Dalsi maticové veli¢iny, které lze takto vztahnout na

prislusné endomorfismy (tzv. invarianty, protoze nezavisi na zvolené reprezentaci)
potkédme v kapitole o diagonalizaci.
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Diagonalizace

Diagonalizace n x n matice A je hledani diagonalni matice

Ao... O
D=|: . | =diag(A;,...,\n),
0 ... M\
splhujici pro néjakou regularni matici R vztah
A=RDR!

Protoze D* = diag(\y,..., \k) a

A* = RDR™'RDR™!...RDR™! = RD*R™!,
k

stadi ndm znalost D a R k nalezeni libovolné mocniny matice A. Protoze A = [F4]%,
lze vztah D = R~'AR chépat jako transformaéni formuli

[Falp = [Id]% [Falk 1d]5,

pro néjakou vhodnou bazi B, zvanou bdze z vlastnich vektori. Budeme se tedy
nejprve zabyvat tim, jak se takova baze da nalézt.

1. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

DEFINICE 32. Necht V je vektorovy prostor nad F. Cislo A € F je vlastnim
dislem endomorfismu f € End(V), paklize pro n&jaky nenulovy vektor v € V' plati
f(v) = M. Kazdy vektor, ktery toto splituje, se nazyva vlastnim vektorem f pii-
slusnym vlastnimu &islu A.

Podminku f(v) = Av lze pfepsat jako (f — AId)(v) = 0. Vlastni vektory jsou
tedy prvky Vy := Ker(f — AId) neboli vlastniho podprostoru endomorfismu f pii-
slusného vlastnimu cislu .

Dle definice je A vlastni ¢islo f, paklize Ker(f —AId) # 0. Je-li dimV =n a C
baze V, nastava to pravé kdyz [f — A1d]% je singularni matice. V oznaceni [f]S = A
to znamena, Ze

all — A a2 e A1n,
det(A—AE)=| 920 22— A =0
an1 .. Apn — A

PRIKLAD 16. Pro n = 2 a n = 3 mizeme pfimym vypoctem ovérit, ze

air — A a12

as1 ass — A = (*A)Z + (@11 + a22) (=) + (ar11a220 — ag1a12)

=M -TrA\+detA
det(A — AE) = (=A)® + (Tr A)(=A)* + (Tr(adj(A)))(—A) + det A

61
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DEFINICE 33. Charakteristickym polynomem matice A € F"*™ nazyvame po-
lynom pa () := det(A — AE). Charakteristicky polynom endomorfismu f je det(f —
A1d), ¢ili charakteristicky polynom jeho libovolné matice [f]S.

Charakteristicky polynom n X n matice mé stupenn n a koeficient (—1)™ u A\,
protoZe jediny s¢itanec v definici determinantu det(A — AE), ktery k A\™ pfispiva,
je ten odpovidajici identické permutaci. Protoze kazdy s¢itanec odpovidajici nei-
dentické permutaci obsahuje alesponi jeden ¢initel nad diagonédlou a alesponi jeden
¢initel pod ni, pochazi i koeficient \»~! pouze ze soucinu diagonalnich elementi
(@11 — A) ... (ann — ) a je tedy roven (—1)""1Tr A u A"~1. Absolutni ¢len p4(\)
je roven p4(0), tedy det A.

Obecny koeficient u A% roven

(_1)n—k Z det(A]]),
Ic{1,...,n}
|T|=k
kde Ajr je k x k podmatice A vznikla vynechanim vSech fadku a sloupcu, jejichz
indexy nejsou v mnoziné I. Specialné koeficient u A je roven — Y .  det(4;;) =
—Tr(adj(A)), kde A;; je n—1 xn—1 podmatice vznikla vynechanim i-tého fadku i
sloupce. Nejlépe je to vidét, kdyZ si predstavime kazdé A na diagonale det(A — \E)
obarvené jinou barvou a nahlédneme, Ze koeficient u i-tého barevného A\ je praveé
det(A“)

PRIKLADY 4.

(1) Zobrazeni f : P"(x,R) — P"(z,R) definované jako derivace polynomu
[f(p))(z) :== “Lp(z) ma4 jediné vlastni &islo 0, vlastni podprostor je tvoren
konstantnimi polynomy.

(2) Vlastnimi ¢isly D = diag(dy,...,dy) jsou di,...,d, a prislusné vlastni
podprostory jsou (pro pfipad vzajemné riznych d;) linearni obaly prvki
kanonické baze (e1),...,{(e,) € C".

(3) Pokud Az = Az a A je regularni, pak A~lz = A7z, ¢ili inverzni matice
mé stejné vlastni podprostory, ale prevracena vlastni ¢isla.

(4) Pokud A = Q7 'BQ, pak Ar = Az znamena BQzr = \Qz, tedy ) je
vlastnim ¢islem B s vlastnim vektorem Qz. Podobné matice maji tedy
stejné vlastni Cisla.

(5) det(AT —A\E) = det(A— \E)T = det(A — \E), tedy AT ma4 stejna vlastni
¢isla jako A.

2. Diagonalizace matice

Vlastni ¢isla 1ze tedy nalézt jako kofeny charakteristického polynomu. Teorie se
zjednodussi, kdyZz budeme moci predpokladat, Ze A je komplexni matice a vlastni
¢isla také hleddme v C. Opirame se pritom o tzv. Zakladni vétu algebry:

VETA 18. KaZdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty md alespori
jeden koten v C.

Dikaz je nad ramec kurzu. Mazeme ale odvodit jednoduchy dusledek:

DUSLEDEK 10. Necht p(z) je polynom stupné n > 0 s komplexnimi koeficienty.
Pak md n komplexnich kofeni vietné ndsobnosti.

n

Ditkaz indukei. Pro n = 1 zjevné plati. Necht 2o € C je kofen p(z) = > i a;z’.
Pak p(z) = p(z) — p(zo) = Y ai(z’ — zf), coz lze zapsat jako(z — zo)g(x), kde
g(z) je polynom stupné n—1. Ten méa z indukéniho pfedpokladu n—1 kofeni véetné

nasobnosti. Tedy p(x) mé n kofend véetné nasobnosti.
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DEFINICE 34. MnozZina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva jeji spektrum,
znadi se o(A). Pro \; € o(A) je jeho algebraickd ndsobnost definovana jako nasob-
nost \; coby kofenu pa()), a jeho geometrickd ndsobnost jako dimenze prostoru
Ker(A — \;E). Analogicky jsou definovany tytéz pojmy pro endomorfismus.

LEMMA 5. Necht V' je vektorovy prostor nad F dimenze n, f € End(V) a
pro viechny prvky mnoZiny M = {A1,...,\x} je zvolena néjakd bize B; vlastniho
prostoru Vy,. Pak je mnoZina B = By U ...U By linedrné nezdvisld.

DUKAz. Uvazujme mnozinu N C V nenulovych vektorti, v niz kazdy prvek
patii jinému vlastnimu prostoru Vj,. Je-li NV linedrné zavisla, 1ze z ni vybrat bazi
N" = {vi,,...,vs,} jejiho linedrniho obalu, kde v;; € Vy, , a vyjadiit n&jaky v; €
N\ N’ jako v; = >1

p=1
zaroven

i

Tp’Uip. Je-li Uj S V)\j, pak f(Uj) = )\jvj = 22):1 Tp)\j’Uip, ale

Flog) = rpf(oi,) =Y rphi v,
p=1 p=1

Tedy > 7, rp(Ni, — Aj)vi, = 0. Protoze zadny rozdil A;, — A; neni 0 a i nekteré
rp musi byt nenulové, je to ve sporu s linearni nezavislosti N’. Tedy N nemuze byt
linearné zavisla.

Ozna¢me nyni B; = (w1, ..., Wis,) a uvazujme linedrni kombinaci ve tvaru
ni Nk
E 15, Wi, + ...+ E Tki, Whi;, = O
i1=1 in=1

Ozna¢me jednotlivé sumy jako v1,...,vk, pak v; € V). Kdyby byly nékteré¢ z
vektorl vq, ..., v nenulové, pak bychom méli jejich linearni kombinaci rovnou nu-
lovému vektoru, coz podle tvahy z prvniho odstavce nemize nastat. Tedy musi byt
viechny v; nulové, a protoZe posloupnosti B; jsou linedrné nezavislé, musi byt pak
nulové i vSechny koeficienty ;.. Tedy B je linearné nezévisla. O

Je-li V nad C, M = o(f) a kazdé vlastni ¢islo f ma stejnou algebraickou i
geometrickou nasobnost, pak |B| = n a je to tedy na zakladé lemmatu baze V.
Specialné to musi nastat v pfipadé, ze jsou v8echny algebraické nésobnosti vSech
Ai € o(f) rovny jedné. Protoze dim Ker(f — A; Id) je vZdy alespon 1, ma B alespon
n prvki, a protoze je linearné nezévisla, musi jich mit pravé n.

Pfedpokladejme nyni, Ze pro f € End(V) v prostoru V mame bazi B =
(v1,...,vy,) slozenou z vlastnich vektort f. Pokud v; € V) pro n&jaké \; € o(f),
pak f(v;) = A\jv;, neboli [f(v;)]® = \;e;. Pak ale

A ... 0
(115 = ((f))P| - |[f )Py = | = 0
0 ... A
V tomto vztahu na rozdil od lemmatu [5| nepfedpoklddame vSechna \; vzajemné
riizna. Specialng pro f = F4 s bazi z vlastnich vektortit B = (vy,...,Vv,) mame
A= [Fal§ = (15 [Falj 1d]E =
AM ... 0
=il fvp) | 2 e (vi]...|vp)!
0 ... M\

PRIKLAD 17. Diagonalizujme matici A = ( 1 1). Char. polynom je

-3 5
paN) = A2 —TrAX+det A=X—6A+8=(\—2)(\—4)
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Tedy o(A) = {2,4}. Vlastni podprostory pak jsou

amre ()= () e (1) -((0)
= (3) -G )6 D )

Ma-li A véetné nasobnosti n vlastnich ¢isel, pak je jeji charakteristicky polynom
rozlozitelny, tj.

pa(N) = ()" + Tr A(=\)""1 4+ ... + det(A)
=M =N =A)... (A=)
=(=N)"+ A+ ) ENT A,

7 porovnéni absolutnich ¢lent vidime, Ze det A je roven sou¢inu vSech n vlastnich
¢isel a Tr A je rovna souctu v8ech vlastnich ¢isel. Charakteristicky polynom, vlastni
¢isla a jejich algebraické i geometrické nasobnosti, stopa, determinant i ostatni
koeficienty charakteristického polynomu se neméni p#i podobnostni transformaci
A — R7'AR. Jsou to tedy invarianty, lze je zavést i pro endomorfismy, se zachové-
nim vztahtt mezi nimi. Jeden takovy, ktery plati pro 2 x 2 matice a lze jej snadno
oveérit pfimym vypoctem, je

Tedy

det A — %(Tr(A)2 — Tr(42)

Obecné plati, 7e koeficienty pa()\) lze vidy vyjadiit pomoci Tr(AF), k < n.

Nékteré endomorfismy a matice diagonalizovatelné nejsou, protoze linedrné ne-
zévisla mnozina B = B; U ... U By neobsahuje dost vektori, aby to byla baze.
Prikladem je tfeba matice

1= o) = = v ((g))

nebo endomorfismus D prostoru V = P"(x, C), ktery pfifazuje polynomu p(z) jeho
prvni derivaci podle z. Pokud definujeme ve V bazi C = (1, z, I—;, ey %), spojuje

ji D do fetizku

D D D 42 D | D, g1 D v
0 i1 1 T 57 ... P =1 [y
z néhoz lze vycist, ze
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
DS = | ¢ 0 0
““lo oo 10
0 0 O 0 1
0 0 O 0 0

Matice tohoto typu se objevuji v teorii Jordanova tvaru, ktera fesi otdzku matic,
které diagonalizovatelné nejsou.

PRIKLAD 18. Rotace v roviné R? o pravy thel ma matici vzhledem ke K
K_ 4_ (cosg —sing) (0 -1 2%
[Falk = A= <sin’27 cos 5 )_ (1 0 €R

Ta mé charakteristicky polynom A? + 1, tedy nema realna vlastni &sla, ani nem4
v R? 7adné vlastni vektory. Chapeme-li ale F4 jako endomorfismus prostoru C2,



3. DIAGONALIZACE SYMETRICKE MATICE 65

pak o(A) = {i,—i} a pfislusné vlastni podprostory jsou {((1,—i)), resp. {(1,%)).
Diagonalizace pak mé tvar

)= D6 9HC )

Pro obecnou matici rotace se da analogicky spocitat, ze

cosa —sina)\ (1 1 eter 0 l 7 —1
sinae  cosa ) \—i 3 0 e ™@)9;\i 1

3. Diagonalizace symetrické matice

Necht A € C™*", pak A oznatuje matici stejného typu, jejiz kazdy element a;;
je komplexné sdruzeny k odpovidajicimu elementu a;; matice A. Matice AT := AT
se nazyva matice hermitovsky sdruZend k matici A.

TVRZENI 35. Necht A € C"™*"™ B € C"*P. Pak
(AB)T = BtA*"
Pokud m =n a A je reguldrni, pak (AT)~1 = (A=1)*.

DUKAzZ. Z vlastnosti operaci na C plyne, ze AB = AB. Vztah (AB)* = Bt A*
pak plyne z tvrzeni@ Druha ¢ast vety vyplyvaz (A~H)TAT = (AAH)F =Et=FE
a jednoznac¢nosti inverzni matice. O

Pokud A" = A, ¥ikame, Ze A je hermitovskd matice.

VETA 19. Necht A € C™*™ je hermitovskd matice. Pak kazdé jeji vlastni ¢islo
je redlné.
~ Dukaz. Pokud A € C, v € C" spliiuji Av = Av, mame z tvrzem’i vtAtT =
Avt. Pak s vyuZitim A = AT

Wiy =viAv=vTAtv =Avty
Protoze vv =31 [v;|? # 0 pro v # 0, musi byt A = \. O
Specialnim p¥ipadem hermitovské matice je realna symetricka matice, tedy A =

AT . Pokud X € R je jeji vlastni ¢islo, pak i A — AE je realna matice a baze jejiho
jadra sestava z vektoru z R™.

TVRZENI 36. Necht A € R"*™ je symetrickd matice, \, pu dvé riznd vlastni ¢isla
matice A, v,w € R" piislusné vlastni vektory, tj. v € Vy, w e V,. Pakv L w.

DUKAZ. Z Av = A\v a Aw = uw plyne, Ze
wliw =viAw = viATw = (Av)Tw = \Wwl'w
Protoze A # p, musi byt vi'w = 0, neboli v L w. (]

Ma-li matice A v8ech n vlastnich ¢isel vzajemné riznych, je v bazi z vlastnich
vektort kazdy vektor kolmy na kazdy jiny. Takové bazi se k& ortogondini. Pozdéji
ukaZzeme, Ze ortogonalni bazi z vlastnich vektori lze najit pro kazdou symetrickou
matici.

Z kazdé ortogonalni baze (vy,...,v,) v R™ lze vytvorit bazi (ﬁ, ce ”“:—:H) ,
které je stale ortogonalni a navic ma kazdy vektor normu 1. Takové baze se nazyva
ortonormdlni. Protoze ||v|? = vT'v, plyne odtud

TVRZENT 37. Necht B = (uy,...,u,) je ortonormdlni bize R™, U = [Id]%. Pak
vt =u-1.

DUKAz. Plati UTU = (uq]...|u,) T (wy]... |Ju,) = E. O
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Reélné étvercova matice U s vlastnosti UTU = E se nazyvé ortogondini matice.
Pokud tedy A je redlnd n x n symetrickd matice, kterd ma n vzédjemné raznych
vlastnich &isel, vime, ze musi existovat ortogonalni matice U takova, ze UT AU je
diagonalni.

Nékolik pozorovani k ortogonalnim maticim:

(1)
(2)

Endomorfismus Fr € End(R"™), kde R je ortogonalni, zachovava normu,
nebot |[Rv||? = vIRTRv = ||v|%.
Zachovava i skalarni soucin, protoze ten lze vyjadrit pomoci norem

VIw = 2l wi v - wl?)

Stadi overit, ze |[v £ w||? = viv £ 2viw + wliw.

Naopak kazda ¢tvercova matice U, kterd zachovava skalarni soucin, tedy
(Uv)TUw = vT'w pro libovolné v, w, je ortogonalni, protoze (Ue;)T Ue; =
e;TUTUe; se rovna ij-tému elementu matice UTU a e;”e; je 1 prave kdyz
i = j, jinak 0. Tedy napiiklad matice rotace vzhledem ke kanonické bazi
je také ortogonalni matice.

Snadno se ovéfi, Ze mnoZzina v8ech n X n ortogonalnich matic tvofi grupu,
tedy souéin dvou ortogonalnich matic je ortogonalni matice a U~ = U7 je
ortogonalni matice, pokud U je ortogonalni matice. Pak i matice UT RU,
kde U, R jsou ortogonalni, je ortogonalni. Pokud tedy B je ortonormalni
baze a U = [Id]%, pak [Fg]5 je ortogonélni matice, neboli zobrazen{ uréené
ortogonélni matici vzhledem ke kanonické bazi je reprezentované ortogo-
nalni matici i ke v8em ostatnim ortonormalnim bazim.

Chapeme-li F, kde R je redlna ortogonalni matice, jako endomorfismus
prostoru C™ a v € C je jeho nenulovy vlastni vektor piislusny vlastnimu
¢islu A\ € C, pak

Mvtyv = (Rv)T(Rv) =vTRTRv =vTRTRv = vTv,
tedy musi byt A\ = |A\|? = 1, neboli vlastni ¢isla Fr musi lezet na jednot-
kové kruznici v C.

Podrobnéji se témito vlastnostmi budeme zabyvat v kapitole o obecném skaldrnim
sou¢inu v letnim semestru.
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Direktni soucet

Pfipomenime z prvni kapitoly ortogonalni projekci Px € End(R™) do sméru

nenulového vektoru x € R™:
X.y

P = e
Zvolme By = (rx) bazi prostoru (x) a Ba = (uy, ..., u,_1) néjakou bazi ortogonal-
niho doplitku x*. Pro bazi R" ve tvaru B = (rx,uy, ..., u,_1) ma reprezentace Py
jednoduchy tvar
1 0 0
0 0 0
[Px]g = . :
0 0 ... 0

Mame tedy dvojici podprostortt Wy := (x), Ws := x* takovych, e sjednocenim je-
jich bazi By, Bs vznikne baze celého prostoru. Pravé takova konfigurace se popisuje
pomoci direktniho souctu.

1. Soucet a direktni soucet

DEFINICE 35. Necht V je vektorovy prostor nad F a Wi, W5 jeho dva pod-
prostory. Pak jejich souctem Wi + Wy je mnozina vSech vektori, které lze zapsat
jako soucet wy + wq, kde w; € W;. Pokud navic W7 N Wy = 0, nazyvame Wy + Wy
direktni soucet podprostori a oznacujeme jej Wy @& Ws. Pokud Wy @ Wy =V, pak
Wy je doplnkem podprostoru Wy ve V.

PRIKLADY 5. V R? jsou co do moznych dimenzi t¥i netrivialni piiklady souctu
podprostort:

1 0 1 0
e Dvé rizné piimky, napft. < 0 > ® < 1 > = < 01,1 >
0 0 0 0

1 0 0 0
e Dvé riazné roviny, napf. < 0],11 >—|—< 11,10 > = IR3, ale soucet
0 0 0 1

neni direktni, protoze prinikem rovin je jejich prisecnice.
1 0 0
e Rovina a piimka v ni nelezici, napf. < 0,11 > D < 0 > = R3.
0 0 1

Zbylé moznosti by zahrnovaly bud trivialni podprostory 0 a R?, nebo situaci, kdy
je jeden podprostor rovny druhému podprostoru nebo je jeho podprostorem.

TVRZENI 38. KazZdy prvek W1 @& Wy lze zapsat jako soucet vektoru z wy € Wi
a vektoru wy € Wy prdvé jednim zpisobem.

DUKAZ. Stadf ukdzat jednozna¢nost. Pokud by existovaly wy, w] € Wi, wa, w} €
W, takové, ze wy + we = wj + wh, pak wy — w) = wh — ws. Leva strana rovnosti
patii do Wy, prava do Ws, musi tedy byt obé nula. O

67
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Sjednoceni dvou podprostortt obecné neni podprostor (stacéi si predstavit dvé
rizné p¥imky v R?), ale soucet ano:

TVRZENT 39. Pokud Wy, Wy jsou podprostory ve V., pak Wi+ Wo = (W UW,),
tedy soucet podprostori je také podprostor. Pokud M; je mnoZina generdtori Wy a
Ms je mnozina generdtord Wa, pak jejich sjednoceni My U Ms generuje Wy + Wa.

DUKAz. Kazdy soucet vektort wy + ws je linearni kombinaci prvka z Wy U W,
a lze jej zapsat jako linearni kombinaci prvka z My U Ms. Naopak kazdou linearni
kombinaci prvki z Wi U W5 lze zapsat jako soucet vektoru z Wi a z W, stejné tak
pro linearni kombinaci prvkia z M7 U Ms. (|

Tuto charakterizaci sou¢tu muzeme rozsifit na soucet libovolného mmnozZstvi
podprostort:

DEFINICE 36. Necht W je mnozina podprostort ve vektorovém prostoru V.
Pak definujeme jejich soucet jako

> we (U w)

wew wew

I zde je ziejmé, Ze sjednoceni mnozin generatoru jednotlivych podprostori ge-
neruje jejich soucet. Je tfeba si uvédomit, ze ackoli mnozina W miiZe byt nekone¢n4,
V Y wew W se vyskytuji jen soucty kone¢né mnoha vektort.

VETA 20 (O dimenzi sou¢tu a pruniku). Necht Wi, Wy < V', oba konecné
dimenze. Pak

dim(W1 + WQ) =dim Wi +dim W5 — dim(W1 N WQ)

DUkAzZ. Necht (ug,...,up) je baze Wi N Wy. Dopliime ji podle dusledku 2 na
bazi (u1,...,up,v1,...,ve) prostoru Wi a na bazi (ug,...,up, wy,...,w,) prostoru
Wa. Posloupnost (w1, ..., Up, V1, .., Vg, W1, . .., W,) generuje Wy + Wy, ukdzeme, Ze
je linearné nezévisla. Pokud

p q T
E a;u; + E b;v; + E C;W; = 0
i=1 =1 =1

pro né&jaké skalary a;, b;, c;, pak > a;u; + > bv; = = c;w; je vektor, ktery je
diky tvaru levé strany ve Wi a zaroven diky tvaru pravé strany ve Wa. Je tedy ve
W1 N Wy alze jej zapsat jako Y b d;u;. Pak ale

p r
E du; + E cC,W; = 0,
=1 1=1

coz z linedrni nezéavislosti posloupnosti (u1, ..., up, w1, ..., w,) znamena, ze viechny
koeficienty d;, ¢; jsou rovny nule. Pak ale

p q
E a;U; + E bi'l}i = 0,
i=1 =1

takze z linedrni nezavislosti (ug,...,up,v1,...,v,) dovodime, Ze i v8echny a;,b;
jsou rovny nule. Tedy (u1,...,up,v1,...,0q,W1,...,Ww,) je baze Wi + Wy a staci
jen ovéfit, ze dimenze splhuji

prag+r=p+q+@+r)—p



2. BLOKOVy ZAPIS 69

Pro direktni soucet tedy plati dim(W; & Ws) = dim W 4+ dim Ws. Navic po-
sloupnost (B1, Bs), kde B; je baze W;, je bazi W1 @& Ws. Chceme definovat direktni
soucet vice nez dvou podprostori tak, aby pro néj platily analogické vlastnosti.
Mohli bychom zkusit pozadovat, ze soucet tii podprostorit Wy, Wy, W3 je direktnd,
pokud vSechny priuniky dvojic i celé trojice jsou nulové, ale to nefunguje: staci uva-
Zovat t¥i rizné pifmky v R3, z jejich prunikd neni poznat, zda jejich sjednoceni
generuje cely prostor nebo jen rovinu. Zalozime tedy definici na tvrzeni

DEFINICE 37. Necht Wy, ..., W, < V. Pak sou¢et W = Wi +...+ Wy oznacime
za direkini, pokud lze kazdy vektor w € W zapsat jako soucet wy + ... + wy, kde
w; € Wy, pravé jednim zptsobem. Oznacéujeme jej pak

k
W=wo..oW.=Hw
i=1

VETA 21. Necht Wy,..., Wy <V jsou konecné dimenze. Pak

dm(W1 @ ... W) =dim Wi + ... + dim Wy

DUkAz. Necht B; je baze W;, pak ukdZeme, Ze (By, ..., By) je baze W1 @ ... &
Wi. Libovolny vektor w € Wy + ... 4+ Wy lze zapsat jako soucet wi + ... + wg,
kde w; € W;, a kazdy w; lze zapsat jako linedrni kombinaci prvki posloupnosti B;.
Tedy w lze zapsat jako linearni kombinaci prvka posloupnosti (B, ..., By). Kdyby
existoval druhy takovy zapis, pak jej zapidme jako wj + ... w}, kde w} je linearni
kombinace prvki B;. Protoze soucet W1 @ ... @ Wy, je direktni, musi byt w; = w
pro vSechna i, a protoze B; jsou baze, jsou koeficienty linedrni kombinace tvorici
wj uréeny jednozna¢né. Tedy koeficienty v zapisu w jako linearni kombinace prvki

posloupnosti (B, ..., Bi) jsou urfeny jednoznacné, a tedy dle tvrzeni[17] (nebo dle
definice je to baze W1 @ ... d Wy. O

Bazi direktniho souctu, ktera vznikne z béazi jednotlivych s¢itanct, budeme
tikat bdze podrizend direktnimu souctu, poptripadé rozkladu. Direktni soucet jakozto
podprostor ma samozfejmé mnoho dalsich bazi, napiiklad B = ((1,1),(1,—1)) je
baze prostoru ((1,0)) & ((0,1)) = R?, jejiz prvky nelezi v zadném z direktnich
s¢itancii. Pokud bychom R? zapsali jako direktn{ soucet ((1,1)) @ ((1, —1)), pak by
B tomuto rozkladu podfizena byla.

2. Blokovy zapis

Uvazujme dva vektorové prostory a jejich rozklady na direktni soucet V =
VieVaaW =W, @ W, a jejich dimenze n = n; + ng a m = m; + mo. Pokud B;
je baze V;, B = (Bi, B2) baze V, v = v1 + va, kde v; € V; a x; := [v;]P, mzeme
reprezentaci vektoru v zapsat blokovym zdpisem

e (2]« ()

Aritmeticky vektor o n slozkich je zde zapsan jako vektor sloZeny ze dvou blokii,
jimiz jsou aritmetické vektory o mi, resp. no slozkach.

Oznac¢me (1 : V1 — V linearni zobrazeni vloZeni definované predpisem ¢q(vy) =
v1 € V. Jeho reprezentace pak spliiuje

()% = )3, [ = [0]” = <x)

(0]
€1 (e
(], = (

enl . Enl
olo|""lo ) "L 0 )

kde 0 € F*2*™_ Podobné lze definovat 1o : Vo — V.

Tedy
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Déle zavedme linearni zobrazeni projekce m; : W — W; tak, Ze pro libovolny
w € W, w=w; + wsy, kde w; € W;, je m;(w) = w;. Pokud C = (Cy, Cy) je baze W

slozend z bazi Wy, Wy a [w;]C =: y;, pak
[mlE! @;) = [m]g' w]” = [w]” =¥

Tedy [11]S" = (e1]. .. |em,|o]...|0) =: (B, 0), kde 0 € Fm1xm2,
Uvazujme nyni f € Hom(V, W) s reprezentaci [f]§ = A € F™*" a &tyii zobra-
zeni f;; € Hom(V;, W;), fij = m o f ot;. Pro fi; méame reprezentaci
En m n
1], = IT1]¢c Bll1lB, = m =i4dn )
s = mle A5G, = (Bn, 00 A7) Ay € Frxm

kde A1 je matice vznikla vySkrtnutim poslednich ns sloupcii a poslednich mo fadki
z matice A. Analogicky lze zavést matice

[le]g; = [ﬂl]gl [f]g[LQ]gz = (Em1 0) A (E(i > =:A;p € [ xn2

ETL m n
i = (I GIE, = 0 Bna) 4 (5 = A e
0
el = (el IGIE, = O B4 (5 ) = A 70
. L . (A A
Ty davaji dohromady blokovy zdpis matice A = .
A1 Az

TVRZENI 40. Necht n = ng +ng, m = mq + me, p = p1 + p2, A € F™*",
B € F™*P s bloky A;; € F™i*™i B;; € F™*Pi. Pak soucin C := AB md blokovy
2dp1s
<C11 Cu) _ <A11B11 + A12B21 A1 DBy +A12322>
Co1 Coa)  \A21Bii + AgeByy A Bia + Az By

Dikaz lze provést rozepsanim

n ni n
iy =Y ainbiy =Y _ainbrj + Y aixb;
k=1 k=1

k=ni1+1
a interpretaci obou sum jako elementii sou¢inu néjakych blokt matic A, B. Nebo
mizeme zavést ¢ € Hom(U,V), U = Uy @ Uz, D = (D1, D2) podfizenou bazi, ¢},
vlozeni U; do U a 7}, projekci V na V;, rozmyslet si, ze
t10m 4+ 107y =1d € End(V)
a poté odvodit, Ze pro ¢q,r € {1,2}
(fog)pr=mgofogor,
—ryofo(uom +iom)ogol
— (mgo fou)o(mogoil)+(ryofoim)o(rsogod)
= fql o gir + fq2 O gor,

odkud dostavame

[(f o 9)prl . = U)o lgre] 2L + [fa2] 52 lg20] 22 = A1 Biy + ApaBay

Protoze direktni séitanec v rozkladu V = Vi @ Vo muze byt sam direktnim
souCtem néjakych svych podprostorti, mohou mit i jednotlivé bloky matice samy
blokovou strukturu. Tvrzeni se pak snadno zobecni pro matice s libovolnym bloko-
vym ¢lenénim, pouze musi pro kazdy vyskytujici se soucin blokt A;jBy; mit blok
Aji, stejné sloupct, jako ma blok By; radki.
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Pro f € End(V), V = V1 ® ... ®V; s bazi B = (By,...,Bx), kde B; je
baze V;, jsou diagonalni bloky [f]5 &tvercové matice [ fii]gz, a pokud jsou zaroven
mimodiagonalni bloky nulové, mluvime o blokové diagondlni matici, jsou-1i nulové
jen na jedné strané diagonély, o blokové horni/dolni trojihelnikové matici.

TVRZENT 41. Necht A = diag(A11, Aaa, ..., Agr) je blokove diagondlni matice.
Pak

(1) Vp € N : AP = diag(AY,,..., AY,) a jsou-li vSechny Aj; reguldrni, pak i
AP =diag(Af, ..., AL)

(2) rank(A) = rank(A11) + rank(Agq) + ... + rank(Agx)

(3) TI‘(A) = TI‘(AH) + TI‘(AQQ) + ...+ TI‘(Akk)

(4) det(A) = det(All) det(AQQ) . det(Akk)

(5) 0(A) =0(A11)U...Ua(Agk) vietné algebraickijch ndsobnosti.

Navic éisti 8,4 a 5 plati i pro horni/dolni trojihelnikovou matici s tymiz diagondl-
nimi bloky.

DUKAZ. Stadf uvazovat k =2 a A = diag(A’, A”), kde A’ € FP>*P A" € FI1*9,
p+q =mn. Body 1 a 3 jsou jasné, v bodé 4 lze v definici determinantu uvaZovat
pouze permutace ™ € Sy, pro néz m(i) < p pro viechna i € {1,...,p}. Rozlozme
7 na nezavislé cykly, pak ©# = «’x”, kde 7’ je sloZeni cykli na mnoziné {1,...,p}
a 7' slozeni cykld na mnoziné {p + 1,...,n}. Oznac¢me p’ € S, permutaci, ktera
vznikne zaZenim 7’ na mnozinu {1,...,p} a p” € S, permutaci definovanou p” (i) =

7"(i) — p. Pak je det(A) = > ¢ SgnTair(1)- - Apr(n)

— /1 1
= Z Z sg(m' ) a1, (1) - - App! (p) Ap1,p+07 (1) -+ - Aptq.p+0" (0)

p'ESp p' €Sy

_ } N ’ ) A/ "

= E sgn(p")a’t (1) - - - A () E sgn(p”)al 1y - Agpr(q)
p'ES, P €S,

Z bodu 4 plyne 5, protoZe vlastni &sla jsou kofeny polynomu det(A — AE,) =
det(A’ — AE,) det(A” — AE,). Bod 2 plyne z Gaussovy eliminace provedené zv1ast
na prvnich p fadku a zvlast na zbylych g fadki, kterou se A’, A” prevedou do od-
stupfhovaného tvaru, takze jejich hodnost je rovna po¢tu nenulovych fadkt z prvnich
p, resp ze zbylych q. Cela matice A se tim rovnéz dostala do odstuptiovaného tvaru,
takZe jeji hodnost je rovna poc¢tu nenulovych fadkt v celé upravené matici. Zobec-
néni 3 horni/dolni trojahelnikovou matici je zfejmé, pro zobecnéni 4 a 5 si staci
uvédomit, Ze kazda permutace, kterou nelze napsat jako /7" dle prvniho odstavce,
zobrazuje alespoii jeden index z mnoziny {1,...,p} do mnoziny {p + 1,...,n} a
alespon jeden index naopak. Tedy s¢itanec v definici determinantu pfislusny této
permutaci bude obsahovat alesponi jeden ¢initel z bloku nad diagonalou a alespon
jeden ¢initel z bloku pod diagonélou, pficemz alesponn jeden z téchto Ciniteli je
nulovy. (]

PRIKLAD 19. Necht x € R”, ||x|| =1, Px(y) = (x.y)x a B = (B4, Bs) je baze
slozena z bazi (x) a x*. Ozna¢me 0,,_; nulovou matici z F*~'*"~! a o,,_; nulovy
vektor z F*~1. Pak

s_ [ 1 oh, s_( 0 o5,
[PX]B B <0n1 Onfl ’ [PXL]B N On—1 Enfl

a matice zrcadleni Z,1. = Id —2Px mé& blokovy tvar

-1 o7F
Zx B _ n—1
[ L]B <0n—1 En—l)
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Pokud n = 3 a By je ortonormalni baze x*, pak matice rotace okolo osy (x) o thel
¢ vzhledem k bézi B je
5 1 ol 1 0 0
[Rx.0l5 = <0 R ]32) = |0 cos¢ —sing
2 1B, 0 sing cos¢

PRIKLAD 20. Uvazujme blokové horni trojuhelnikovou matici D := (61 g),
kde A € FP*P (C € F9*? jsou regularni. Pak plati

A=Y —AT'BCY\ (A B\ [(A7'A A'B-A"'B
0 c-t 0o C) 0 c-ic

Matice napravo je jednotkové, tedy D je regularni a prvni matice nalevo je rovna
D~'. Jak jsme mohli inverzni matici uhodnout? Staéf se podivat na vypocet inverzni
matice k 2 X 2 matici s elementy a,b,c z F, a,c # 0:

a b\ " _ e —b\_ (2 7(1%
0 ¢/ —ac\0 a) \0 1
Mezi tvary blokového a neblokového inverzu je zifejmé analogie, aZ na to, ze matice

A~Y B,C~! na rozdil od prvkii a=',b,c¢”! nekomutuji a nemusi jit ani v jiném
poradi vynéasobit.

Jako ilustraci pouziti blokovych matic v ditkazech uvedme
TVRZENI 42. Necht A, B € F**". Pak 0(AB) = o(BA) véetné ndsobnosti.

DUKAZ. Vypocétem ovérime, ze

E, —A\ (AB 0,\ (E. A\ (0, 0,
0, E,)\B 0,)\0, E,) \B BA

Leva strana ma tvar RCR™!, tedy matice C' a matice C’ na pravé strané jsou
podobné a maji stejnd vlastni ¢isla véetné nasobnosti. Protoze C' i C’ jsou obé&
blokové dolni trojuhelnikové, plati pro né o(C) = o(AB)Uc(0,,), o(C’) = c(BA)U
0(0,) vEetné nasobnosti. O

Tvrzeni i dikaz se snadno zobecni na obdélnikové matice A € C™*" B €
C™*™ pouze se bude u AB a BA ligit algebraickd nasobnost vlastniho &isla nula.



KAPITOLA 13

Skalarni souc¢in

Skalarni sou¢in umoziuje definovat na vektorovém prostoru geometrické
vlastnosti jako vzdalenost, kolmost nebo thel. To se hodi nejen v geometrii sa-
motné, ale také tfeba k zavedeni konvergence posloupnosti funkci nebo popisu
chyb pfi numerickém pocitani s maticemi. S komplexnim skaldrnim sou¢inem
se setkate v kvantové mechanice pii popisu pravdépodobnosti pfechodu jed-
noho stavu do druhého. Mnoho oblasti matematické fyziky se neobejde bez
raznych variant ortogonalnich polynomu a jinych funkci, prikladem mohou byt
Fourierovy fady nebo multipdlovy rozvoj. Metody jako linearni regrese ukazuji
vyuziti skalarniho sou¢inu v analyze dat.

Doposud jsme méli skalédrni soucin definovany pouze na R™ viéi ortonormélni
béazi predpisem

n
xy=Y ziyi=x"y
i=1
Pomoci néj jsme pak zavedli velikost vektoru, vzdalenost vektori, ortogonalni do-
plnék, ortogonalni projekci, ortogonalni matici a dalsi pojmy.

Tuto definici budeme chtit zobecnit na libovolny vektorovy prostor V. Uva-
7ujme jeho libovolné baze B, B’ a vektory u,v € V vidi nim vyjadiené jako
x = [uB, x = [P,y = [v)P, y = [v]F. Jelikoz x = Rx/, kde R je ma-
tice pfechodu od B k B’. Pak

XTy — X/TRTRy/
Protoze RT R neni obecné jednotkova matice, vyrazy x’y a x'Ty’ se ligi. Skalarni
soucin vektord w,v € V nelze zadefinovat jednozna¢né pomoci jejich reprezentaci,

coz znamend, ze skalarnich sou¢intt na V musi byt vic. Pravé proto je nutné zade-
finovat néjaké zakladni vlastnosti, které maji spliiovat.

DEFINICE 38. Necht V' je vektorovy prostor nad R. Zobrazeni g : V x V — R
je skaldrni soucin na V', paklize

(1) Yu,v,w eV, r,s eR:
gru+ sv,w) = rg(u,w) + s9(v, w)
g(u,rv+ sw) = rg(u,v) + sg(u, w)

(2) Yu,v € V : g(u,v) = g(v,u)
(3) Vu e Vu#0: g(u,u) >0

Zobrazeni g : V x V' — R spliujici pouze vlastnost (1) nazyvame bilinedrni
forma, spliuje-li navic (2), pak je symetrickd, splije-li i (3), pak je pozitivné defi-
nitng. Ovéite sami, 7e zobrazeni g : R™ x R" — R definovana g(x,y) := x'y, které
se nazyva standardni skaldrni soucin na vektorovém prostoru R™, tyto vlastnosti
splituje. Uvaha nad definici ukazuje, Ze na jinych vektorovych prostorech zadny
,standardni“ skalarni soudin zavést nemuZeme.

73
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Dalsi potize jsou s rozsifenim definice na komplexni vektorové prostory. Zob-
razeni g : C2 x C?> — C stejnym piedpisem g(x,y) = x'y sice bude spliiovat
vlastnosti (1) a (2), ale s vlastnosti (3) vzniknou potize, jak ukazuji priklady

(1 z')G):o, (0 i) ((D:—l, (0 1+14) (122.):2@,

DEFINICE 39. Necht V' je vektorovy prostor nad C. Zobrazeni g : V x V — C
je skaldrni soucin na V', paklize

(1) Yu,v,we V,rseC:

g(ru+ sv,w) = 7g(u, w) + 3g(v, w)

)
g(u, rv + sw) = rg(u,v) + sg(u, w)

(2) Yu,v € V : g(u,v) = g(v,u)
(3) Vu e Vu#0: g(u,u) >0

Zobrazeni spliwujici vlastnost (1) se nazyva seskvilinedrni forma, termin vychézi
z latinského vyrazu pro ,jeden a pul“, protoZe zobrazeni je v druhém argumentu
linearni a v prvnim antilinedrni. Nékdy se muzete setkat i s opa¢nou konvenci, kdy je
skalarni soucin definovéan jako antilinedrni v druhém a linearni v prvnim argumentu.
Standardni skalarni sou¢in na C" je definovan piedpisem g(x,y) := xty. Ovérte
opét sami, Ze splije vlastnosti (1), (2) a (3).

Dvojice (V, g), kde V je vektorovy prostor a g skalarni sou¢in na ném, se nazyva
prostor se skaldrnim soucinem nebo téz unitdrni prostor.

DEFINICE 40. Necht V je vektorovy prostor a g bilinearni/seskvilinearni forma
na ném. Je-li dimV = n a B = (u;)} baze V, pak matice [g]p € C"*", jejiz ij-
ty element je g(u;, u;), se nazyva matice bilinedrni/seskvilinedrni formy vzhledem
k bdzi B. Je-li forma skalarnim sou¢inem, mluvime o matici skaldrniho soucinu
vzhledem k bdzi B.

Diky vlastnosti (1) matice G = [g]p skalarniho sou¢inu jednozna¢né definuje
jeho hodnotu na libovolné dvojici vektort:

n n n
glu,v) =g inuiazyjuj = Z Ziy;9(ui, uj) = x* Gy
i=1 j=1

i,j=1
Vlastnost (2) znamena, ze g;; = gji, tedy, ze G je hermitovska matice, proto mlu-
vime o hermitovské seskvilinedrni formé. Z pozitivni definitnosti (3) pro matici G
plyne, Ze xTGx > 0 pro libovolny nenulovy x € C*. Kdyby byla matice diagonalni
G = diag(glla s agnn)7 pa‘k by
xTGx = g11T1T1 + - -+ GanTn Ty > 0,

coZ nastava pravé kdyz g;; > 0 pro vSechna i € {1,...,n}.

DEFINICE 41. Je-li V vektorovy prostor a g symetricka biline4drni, resp. hermi-
tovska seskvilinearni forma na ném. Bazi B’ = (u})} ve V nazyvame poldrni bdze
formy g, paklize je matice [g]p- diagonalni.

Je-li R = [Id]%, matice piechodu od B k B’, plati tedy u}, = ", ripu;. Pak

n n n
Iy — T o = o
Q(Upvuq) =9 E Tipti, E :quuj = E , Tpi9iiT5q
i=1 j=1

i,j=1
neboli N
9]z =G = R"GR = (1d]5,) " [g]5[1d] 5,
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Tedy matice bilinearni, resp. seskvilinearni formy se pfi zméné baze transformuji
podle vztahi

G’ = RTGR, resp. @' = R"GR
Uvédomte si rozdil oproti transformac¢ni formuli pro matici endomorfismu A’ =
R7'AR.

Pokud tedy dokdZeme nalézt matici R takovou, ze RTGR, resp. RTGR je dia-
gonéalni, nagli jsme i polarni bazi a muZzeme ovérit, zda je forma pozitivné definitni.
Ze to vzdy jde nam zarucuje nésledujici véta:

VETA 22. KaZdd symetrickd bilinedrni forma na vektorovém prostoru V' ko-
necné dimenze md poldrni bdzi, stejné tak kaZdd hermitovskd seskvilinedrni.

V dikazu se naAm bude hodit tzv. polariza¢ni identita:
TVRZENI 43. Je-li g hermitovskd seskvilinedrni forma na V nad C, pak Yu,v €
V plati, zZe
1
Reg(u,v) = §(g(u+ v, U+ U) - g(uv u) - g(v,v))

Im g(u,v) = %(g(w +v,iu+v) — g(u,u) — g(v,v))

Pro symetrickou bilinedrni formu na V nad R

1
g(u,v) = i(g(u—kv,u—kv) _g(uv U) - g(v,v))

DUKAZ TVRZENI. Stag¢i rozepsat dle vlastnosti (1) a (2)
g(u+v,u+v) = g(u,u) +g(u,v) +g(v,u) +g(v,v) = g(u,u) +2Re g(u,v) + g(v, v)
a podobné pro imaginarni ¢ast. Redlna verze se dokaze stejné. (]

DUKAZ VETY. Vétu dokdZeme pro komplexni piipad indukei podle dimenze
V. Pro dimV = 1 neni co dokazovat, protoZe kazda 1 x 1 matice je diagonalni.
Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro vSechny prostory dimenze mensi nez n,
ze V mé dimenzi n a Ze g je nenulova. Z polarizacni identity plyne, Ze existuje
vektor uy € V, pro ktery g(u1,u1) # 0. Dopliime jej na bazi B = (u;)} prostoru V

a oznatme G := [g]g. Chceme najit R takové, aby G’ = RTGR byla diagonalni.
Volme nejprve matici pfechodu ve specidlnim tvaru a piSme blokové

1 0\ /g1 ht\ /1 rt
. + _ ~
Gl'_RlGRl_(r E)(h G>(O B

_ g11 I‘+911~+ h*
gnr—|—h GI

kde G’ := G4+rh* +hrt + g rrt je hermitovska matice. Protoze gi1 = g(uq,u;) #

0, mtzeme volbou r = —g%h zajistit, ze G'; bude blokové diagonalni. Podle induké-

nfho prfedpokladu existuje matice R, 7e R*G'R je diagonalni. Pak ale

1 0 I 1 0
(0 a+)mrom(y 5)
je hledana diagonalni G’.
Dikaz pro redlny pfipad se provede obdobné. O

PRIKLAD 21. Uvazujme t¥eba g : R? x R? — R s piedpisem

1 1
g(x,y) =x" (1 5) Y = 21y1 + T1y2 + Toy1 + 52y
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Pouzijeme-li jako RT matici vhodné ¥adkové tipravy, ziskame

o= (1 () (7)Y =

kde polarni bazi B = ((1,0),(—1,1)) ¢teme jako sloupce matice pfechodu R; =
[Id]%. Nasobeni matici R zprava se chova jako sloupcova tiprava odpovidajici fad-
kové tpravé RT. Vzhledem k asociativité nasobeni matic je jedno, ktera z nich se
provede difv. Upravam typu G — RTGR se fika symetrické dipravy, jejich kom-
plexni verzi G — RTGR hermitovské tpravy. ProtoZe 1 a 4 jsou kladna &isla, je
g je pozitivné definitni a B je polarni baze. Dalsi symetrickou apravou, sestavajici
z vydéleni druhého radku a druhého sloupce ¢islem 2, prevedeme matici [g]p na
jednotkovou. Cely vypocet se obvykle zaznamenava pomoci rozsifené matice

1110 1 0ol1 0 1 o[ 1 0
1 5/0 1 0 4|-11 0 1|—-5 5 )°

kde v prvni poloviné matice provadime symetrické Gpravy a v pravé jen odpo-
vidajici tpravy fadkové. Pak je na konci vypoétu matice vpravo rovna matici
]?T transponované k matici pfechodu do polarni baze. V naSem pfipadé tedy pro
B =((1,0), 5(—1,1)) plati [¢] 5 = E.

DEFINICE 42. Pokud g je skalarni sou¢in na vektorovém prostoru V kone¢né di-
menze a B je jeji polarni baze, fikdme, ze B je ortogondlni bdze unitarniho prostoru
(V,g). Je-li dokonce [g]p = E, je B béaze ortonormdlni.

Skalarni sou¢in budeme od nyné&jska znacit misto g(u,v) pouze (u,v).

DEFINICE 43. Necht (V,(,)) je unitarni prostor. Dva vektory u,v € V jsou
kolmé, paklize (u,v) = 0, znac¢ime u L v. Je-li M C V, pak jeji ortogondlni doplnék
M+~ je mnozina viech vektorit V kolmych na vSechny prvky M. Norma vektoru

u € V je ¢islo ||ul] = v/(u,u), vzddlenost vektori u,v € V definujeme pomoci
ni jako p(u,v) := ||lu — v||. Jsou-li w,v nenulové, pak jejich whel definujeme jako
[{u,v)] (u,v)

arccos ey v komplexnim a jako arccos Tl v redlném piipadé.

VETA 23 (Pythagorova). Pokud u 1 v, pak |ju+ v||? = |Jul|® + |Jv]|*.
DUKAZ. Stac¢i dosadit do polariza¢ni identity a pouzit definici kolmosti. O

Ortogondlni projekce na nenulovy vektor v € V je zobrazeni P, : V — V
definované predpisem
(v, u)

[l
Ortogonalni projekci na ortogonalni doplnék v+ je pak definovana predpisem P, =
Id —P,, tedy

P,(u) =

(v, u)
P,i(u)=u— v
o]

TVRZENI 44. Necht' V' je unitdrni prostor nad F, u,v € V, v # o. Pak

(1) P,,P,. jsou linedrni zobrazeni

(2) P,(v) =v, Ker P, = v+, Im P, = (v),
(3) Ker P,. = (v), ImP,. =ovt

(4) PyoP,=P,, P,LoP,. =P,

DUKAz. Prvni bod plyne z vlastnosti (1) skalarniho sou¢inu. Protoze

(v, u)

Polw) = e

v=0&ulw,
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vidime, ze fﬁ)ﬂ‘g = 0, dosazenim u = v plyne z definice normy P,(v) = v. Vektor

P,(u) je vZdy nasobkem v a volbou u = Av dokaZeme takto ziskat libovolny nasobek
v, tedy plati i tfeti tvrzeni druhého bodu. Obdobné se dokaze t¥eti bod. Z linearity
P, méame Yu € V
(v, u) (v, u) (v, v)
(R,OR,)(U)PU< v = g v = Py(u),
[[o]? [ol[* ]?

a podobné plyne i druha ¢ast ¢tvrtého bodu. O

étvrty bod tvrzeni odpovida obecné matematické definici projekce jako linear-
niho zobrazeni, pro které P? = Po P = P. Je dobré si také uvédomit, Ze prvni bod
(uv

by v komplexnim piipadé neplatil pro zobrazeni u > HT\P)U’ které je antilinearni.
Pii definici projekce P, tedy na pofadi vektort v Citateli zalezi.

VETA 24 (Schwarzova nerovnost). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor, u,v € V.
Pak

[(u, )] < [lulflvll,
pricemZ rovnost plati, pravé kdyZ je jeden z vektori ndsobkem druhého.

DUKAZ. Pro v = 0 tvrzeni plati, pfedpokladejme tedy v # o. Z definice

ortogonalni projekce a jejich vlastnosti plati, ze v = P,(u) + P,1(u), pfi¢emz
P,(u) L P,i(u). Z Pythagorovy véty pak
[{u, v)|? [(u, v)|?
[ull* = 1P, (w)* + P (w)* = WHUH2 + P ()]? > o

V poslednim kroku plati rovnost, pravé kdyz P,.(u) = o, tj. pravé kdyz u je
nasobkem v. Nasobenim &islem ||v]|? dostavAme Schwarzovu nerovnost. O

VETA 25 (Trojuhelnikova nerovnost). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor, u,v €
V. Pak
lu+ ol < lull + [lv]

DUKAZ.
lu+ol* = ull® + (u,v) + (v,u) + |[v]1* = [Ju]|* + 2Re(u, v) + [[v]]?
< JJul® + 2w, )| + [[0)|* < [Jull® + 2/|u|l|v]| + [l

= (llull + lv]l)?
Ve tfetim kroku jsme vyuZili nerovnost Re(a+ib) < va? + b = |a+1b|, ktera plati
pro kazdé komplexni ¢islo, ve ¢tvrtém pak Schwarzovu nerovnost. O
Posloupnost (w1, ...,ws) ve V, pro kterou plati (w;, w;) = &;; (Kroneckerovo

delta, tj. 1 pro i = j a 0 jindy) se nazyva ortonormdini.

TVRZENT 45. Necht (V,(,)) je unitdrni prostor, (w;)¥ ortonormdini posloupnost
v ném, W jeji linedrni obal. Definugme Py :'V — V predpisem

k
Py (u) := (wy,u)wy + ... + (wg, wywg = Z Py, (u)

Pak
(1) w e W prdvé kdyz Py (u) = u; Im Py = W.
(2) Pw o Py = Py
(3) u— Py(u) € W+
(4) Yu e V 1 ||Pw (uw)|| < ||lull, pFicemz rovnost nastdvd praveé kdyz u € W
(6) Yo € W : |lu — Pw(u)|| < |lu —v||, pFidemZ rovnost nastdvd pravé kdyz
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Podle druhého bodu je tedy Py projekce a podle prvniho promita vektor or-
togonalng na W. Ctvrty bod ¥ka, ze Py (u) je vektor W, ktery je nejblize vektoru
u € V, a ze je tento vektor urcen jednoznacné. Nezélezi tedy na tom, pomoci které
ortonormélni baze W zobrazeni Py zadefinujeme. Snadno se ale ukaze, ze pokud
by (w;)¥ nebyla ortogonélni bazi, pak Zle P,,, nebude spliiovat bod (1) a nebude
tedy projekei.

DUkAzZ. Pokud Py (u) = u, pak je na pravé strand u a na levé linearni kombi-

nace vektori z (w;)¥, tedy u € W. Naopak pokud u = Zle rjw; € W, pak
k k k
Py (u) = Z <wi,erwj> w; = Z ri{w;, wi)w;
i=1 j=1 ij=1

|
VM»

750w = E riwW; = U

Odtud plyne i Im Py = W a (Py)? = Py . Pro ditkaz t¥etiho tvrzeni spoctéme

i,j=1

k k

(wj,u = Py (u) = (wj,u) = Y (wiywy)(wy, u) = (wj,u) = Y 655w u) = 0

=1 =1

Tedy u— Py (u) je kolmé na viechny vektory z (w;)¥, tedy i na kazdou jejich linearni
kombinaci, patii tedy do W+. Diky prvnimu bodu je pak u— Py (u) L Py (u). Podle
Pythagorovy véty potom

[ul® = 1Py ()| + llu = P (u)[I* > || Pw ()|,

pri¢em? rovnost nastava pravé kdyz Py (u) = u, coZ je podle prvniho bodu prave
kdyz v € W. Tim je dokdzan ¢tvrty bod.

Podobné v poslednim bodé vime, Ze vektor Py (u) —v € W je kolmy na u —
Py (u). Z Pythagorovy véty aplikované na soucet téchto vektora dostavame, Ze

[u = [|* = llu = Pw (uw)|[* + | Pw (u) = 0||* > lu = P ()%,
s rovnosti pravé v pfipadé v = Py (u). O

TVRZENI 46. Necht (V,{,)) je unitdrni prostor, W <V je podprostor konecné
dimenze. Pak
1) WeWt=V
(2) Ker Py = W+
(3) WhHt=w
(4) Pokud V je konecné dimenze, pak dim W = dimV — dim W+

DUKAz. Je-li u € V, pak se da zapsat jako soucet Py (u) 4+ (v — Pw (u)), ze
tfetitho bodu tvrzeni a definice sou¢tu podprostorii tedy V.= W + W=, Je-li
w € WN WL, pak (w,w) = 0, z vlastnosti (3) skalarniho sou¢inu tedy w = o,
soucet je tedy direktni.

Diky prvnimu bodu méa kazdy vektor v € V jednozna¢ny rozklad na soucet
vektoru z W a vektoru z W+, a to v = Py (v) + (v — Py (v)). Prvni slozka Py (v)
rozkladu je nulova, pravé kdy# je v roven druhé slozce v — Py (v) € W+, Tim je
dokazano druhé tvrzeni.

Pokud w € W, pak je jisté kolmy na viechny vektory W+, tedy w € (W=+)+.
Necht naopak pak je w € (W+)+. Z prvniho bodu tvrzenivime, 7e Py (w) € W,
a ze t¥etiho bodu, ze w — Py (w) € W+. Pak ale

lw = P (w)||* = (w,w — Py (w)) — (Pw(w),w — Pw(w)) = 0+0,
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neboli w = Py (w) € W. Posledni bod tvrzeni je aplikace véty o dimenzi direktniho
souctu. t



KAPITOLA 14

Ortogonalizace

V minulé kapitole jsme definovali ortogonalni projekci Py na podprostor W
unitarnitho prostoru V' pomoci ortonormélni baze ve W. Zatim ale nevime, Ze ta-
kova baze v kazdém unitarnim prostoru existuje. Nasledujici véta tika, ze ano, a
dava navod na jeji konstrukci ortogonalizaci obecné neortogonalni baze. Libovolné
dlouhy zacatek zkonstruované baze navic bude generovat stejny podprostor jako
odpovidajici zacatek baze ptuvodni.

VETA 26 (Gramova-Schmidtova ortogonalizace). Necht (V,(,)) je unitdrni pro-
stor a B = (uy,...,uy,) jeho bdze. Pak existuje ortonormding baze C' = (wy, ..., wy,)
prostoru V' takovd, Ze Yk € {1,...,n} plati (u1, ..., ux) = (wy,..., wg).

DUKAZ. Budeme postupovat indukci podle dimenze n. Pro n = 1 definu-
jeme vy = wp a wy = m a v&ta plati trivialng. Necht n > 1 a predpokla-
dejme platnost véty pro v8echny prostory dimenze mensi nez n, tedy i pro prostor
Wp—1:= (u1,...,un—1). Podle indukéniho pfedpokladu v ném méme ortonormalni
bazi (w1,...,wy—1), kde pro Vk € {1,...,n — 1} plati (uq,...,ux) = (wy,...,wg).
Nyni ortogonalizujeme vektor uy,:

n—1
Vp 1= Up — Py, (Un) =ty — Z(wz,unﬁu,

i=1

Ze je vy, skuteéné kolmy na podprostor W,,_1, se miizeme piesvédcit jeho skalarnim

vynasobenim se v8emi piedchozimi vektory. Pro vSechna j € {1,...,n — 1} tak
dostavame
n—1
(W, vn) = (wy,un) = Y (W, un) (w;, w;) =0,
i=1

kde posledni rovnost plyne z ortonormality posloupnosti (w;)} ", tedy (wj, w;) je
rovno 1 pro i = j a 0 jinak. Kdyby v, = o, pak by u, € ((w)?™') = W,_1.
Z indukéniho piedpokladu W, _1 = ((u;)}™1), tedy by (u1,...,u,) byla linearng
zavislé, coZ je v rozporu s predpokladem, Ze (u;)} je baze. MiZeme proto definovat

Wy, = ”Z—“” To je vektor s normou 1, kolmy na vSechny vektory wi,...,w,_1. 7Z
induké¢niho pfedpokladu vime, ze (w1, ..., w) = (u1,...,ux) pro véechna k < n, a
pro k = n to plyne z definice vektoru v, a w,. O

Soucasti ditkazu je i algoritmus vypoc¢tu. Pfi ruénim pocitani je vyhodné&jsi
normalizaci provést az na zavér se viemi vektory a k-ty krok Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace zapsat jako

k—1
Vg i= U — Z <U“Uk>’l)i

2 o

PRIKLAD 22. V R* se standardnim skalarnim sou¢inem ortogonalizujme po-
sloupnost

(u1,ug,u3) :=((1,2,2,-1),(1,1,-5,3),(3,2,8,=7))

80
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Zafneme vektorem vy := u; a dopoc¢teme vektor

(ug,v1) -10
= gy — —(1,1,-5,3) — —(1,2,2,—1) = (2,3, 3,2
V2 1= U2 TAE v = ( ) 10 ( )= ( )
Vidime, Ze skutetnd vy L v1. Spocteme ||va||? = 26, (uz,v1) = 30 a (us, v2) = —26,
takze
30 —26
= 2,8, -7 ——(1,2,2,-1) — —(2,3,-3,2) = (2,—-1,—-1,-2
U3 (33 »8a 7) 10(7 ) 4y ) 2 ( 737 3, ) (a ) ) )7

coZ je opét vektor kolmy na vy i v;. Ortonormélni baze pak bude

1 1 1
C=(—(1,2,2,-1), —(2,3,-3,2), —(2, -1, -1, -2
<\/1o( ) \/26( ) \/10( )>

TVRZENI 47 (Fourierovy koeficienty). Necht C = (w;)} je ortonormdlni bdze
unitdrniho prostoru (V,{(,)). Pak lze kaZdy vektor u € V reprezentovat vici C' jako

<w17u>
=1 : |ecC”
<wn,u>

DUKAzZ. Stadi si uvédomit, Ze ortogonélni projekce na podprostor V ve V je
n
u= Py(u) = Z(wi,wwi,
i=1

O

Pojmenovani Fourierovy koeficienty pro takto vyjadrené souradnice vektoru
viéi ortonormalni béazi vychazi ze souvislosti s Fourierovymi fadami. Mame-li na
vektorovém prostoru vSech redlnych funkei na intervalu [—m, 7], které jsou line-
arni kombinaci funkci 1, cosx,cos2z,...,cosnx,sinx,sin 2z, ...,sinnz, definovan
skalarn{ soucin predpisem

(h0) =1 [ f@ots,

je posloupnost generatort (%, coSZ,...,cosnz,sine, ..., sin na:) ortonormalni baze

a koeficienty a;, b; v rozvoji

aop ~ n .
flz) = ?—l—;akcoskx—i—kz_lbksmkx

maji vyjadieni

ay = {coskz, f(x)) = 71r i f(x) cos kxdx

b = (sinkz, f(x)) = % ! f(z)sin kxdx

V teorii Fourierovych fad se pak tato myslenka zobecfiuje na situaci, kdy ma pro-
stor funkei nekone¢nou dimenzi a f(z) miiZe byt libovolna funkce, pro kterou jeji
vyjadieni nekone¢nou fadou s koeficienty (a;)5°, (b;)3° konverguje. Plati pak vztah

] ] 1 T
Slanl?+ > k> == [ f(x)*da,
k=0 k=1 TJ-m

ktery se nazyva Parsevalova rovnost. V nasi kone¢né dimenzionalni verzi mé nésle-
dujict tvar:
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TVRZENI 48 (Parsevalova rovnost). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor konecné
dimenze, C = (wy, ..., wy) jeho ortonormdlni bize a w € V. Pak

n
> Hwi,u)l? = Jlul)?
i=1

DUKAZ. Protoze u =Y, (w;, u)w;, dostavame z definice normy, tvrzeni {47 a
vlastnosti skalarniho soucinu

n
lull* = (u,u) = <sz, Ywi, Y (wy,u) >=
i=1 j=1
non

= § wza w]7 wszj § | Wi, U

i=1 j=1

ZapfSeme-li u = )" | x;w;, da se Parsevalova rovnost prepsat jako

Jul = V]z1]2 + ... + |zal?,

je to tedy vyjadieni normy na V pomoci standardni normy v prostoru soutradnic
C™. Obdobny vztah je mezi skalarnim soufinem na V a standardnim skalarnim
sou¢inem na C™:

TVRZENI 49. Necht (V,{(,)) je unitdrni prostor konecné dimenze, C' = (wy, ..., wy,)
jeho ortonormdlni bize, u,v € V, x = [u]®, y = [v]°. Pak

n
v) = Z TiYi
i=1

DUkAZ
(u,vy = <Z<wi,u>wivz<wﬁv>w1> = Z {wi, u){ws, v)(wi, wj)
= Z (wi, u){w;,v) = szyz

O

Tvrzeni se da rovnéz dokazat pomoci polariza¢ni identity a Parsevalovy rovnosti
(Tvrzeni 43| a 48)). Skalarni sou¢in na V' i na C" se daji vyjad¥it pomoci norem, a
ty se rovnaji.

PRIKLAD 23. Chceme-li vektor u := uz = (3, 2,8, —7) vyjadiit vici C, pocitame
misto nehomogenni soustavy rovnic jen tii Fourierovy koeﬁcienty'

(w1, u) = 30 = 3V/10,
(~26) = V5,

1
—10 = v10
V10

1
(02:2,21,3,2,8,-7) =

1
<’LU2, u> = \/7273
1

V10

Otestujme, ze plati i Parsevalova rovnost:

[ul® =9+ 4+ 64+ 49 = 126

((2,3,-3,2),(3,2,8,-7)) =

” m

(ws,u) = ((2,-1,-1,-2),(3,2,8,=7))

3

> [wi,u)]® = 90 + 26 + 10 = 126
i=1
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S Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci tizce souvisi maticovy rozklad, ktery

patfi k nejdilezitéj$im nastrojim numerické linearni algebry.

VETA 27 (QR rozklad matice). Necht A € C™*™ je matice s linedrné nezdvis-
lymi sloupci. Pak existuje prdavé jedna dvojice matic Q € C™*", R € C"*" takovd,
ze

(1) A=QR

(2) sloupce Q tvori ortonormdlni mnoZinu vzhledem ke standardnimu skaldr-
nimu soucinu na C™

(3) R je horni trojuhelnikovd matice s kladngmi cisly na diagondle.

DUKAz. Oznatme A = (ay|...|a,) a budiz (qi,...,qy,) ortonormalni posloup-
nost vznikla Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci posloupnosti (ai,...,a,). Po-
lozme @ := (qi] ... |qn). Vyjadfeni a; pomoci Fourierovych koeficientii

k

ag = Z<Qi,ak>q1‘

i=1
zapiSme maticové jako

<(h(,)a1> éqhazi éql,ani
(ai]...|a,) = (ai] ... |an) | q2; az QQ,: n
0 0 (an,an)

Oznatme q}, := ay, 721.:11 (qi, ax)q; vektor ortogonalni baze, ktera vznika v Gramové-
Schmidtové algoritmu pied normalizaci. Pak

k—1 p
(qk, ax) = <qk,q§€ + Z(qi,ak>qz—,> = {(ax, q;) = <”25“,q2> = [lall > 0
i=1 k
Druh& rovnost plati diky linearité skaldrniho souc¢inu ve druhém argumentu a or-
togonalité posloupnosti (qi,...,qx). Tim je dokdzana existence @ a R s danymi
vlastnostmi.

Jednoznac¢nost dokédzeme sporem. Predpokladejme ze existuji dva rozklady,
tedy A = Q1R; = Q2Ry. Z ortonormality sloupcti Q2 plyne Q3 Qs = E, Ry je
regulérni, mame tedy rovnost QF Q1 = Rngl. Inverzni matice k horni trojuhel-
nikové matici je horni trojihelnikova, sou¢in dvou hornich trojuhelnikovych matic
je rovnéz horni trojihelnikova, zachovava se i kladnost prvkia na diagonéle, z toho
plyne, ze prvni sloupec matice RgRl_l je kladny nasobek vektoru e;. Tedy druhy
az n-ty sloupec Q2 jsou vSechny kolmé na prvni sloupec Q1. Protoze prvni sloupec
Q1 lezi v linearnim obalu sloupct matice Q2 a zarovenn v ortogonalnim doplitku
jejtho druhého az m-tého sloupce, musi byt nasobkem prvniho sloupce Q5. Oba
prvni sloupce maji normu 1 a jejich skalarni soucin je kladny, musi se tedy rovnat.
Analogickym zptisobem ukéZeme rovnost ostatnich odpovidajicich si sloupcti matic
Q1 a Qq. Pak je oviem Q5 Q) = F a tedy R = Rs. (]

Dukaz jednozna¢nosti se trochu zjednodusi, kdyz je A &tvercova, a tedy je
Stvercova i Q. Vztah QTQ = E, ktery je maticovym vyjadfenim ortonormality
sloupcii, znamena, 7e QT je inverzni matici ke Q. Ta je ale inverzni i zprava, tedy
QQ™T = E, neboli ortonormalni bazi C™ tvoi{ i fadky matice Q.

DEFINICE 44. Ctvercova matice U € C"*" s vlastnosti UTU = UUT = E se
nazyva unitdrni. Readlna unitarni matice se nazyva ortogondini.

TVRZENI 50. Jsou-li U,V € C™*" unitdrni matice, pak i Ut = U1 a UV jsou
unitdrni matice.
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DUKAz. Pf¥imym dosazenim do definice. (]

TVRZENI 51. Necht (V,{(,)) je unitdrni prostor, B = (v1,...,0,), C = (w1, ..., wy)
jeho ortonormdlni bize. Pak je matice piechodu U = [Id])8 unitdrni.

DUKAZ. Z definice matice prechodu plati wy = Z;;l U;pV; a tvrzeni pak
dava

n n n n n
_ _ — _ — _ +
O = (Wi, wj) = E E Uiy (vi, V) = E E Uy 051 = E Uy Uiy
i—1

i=1 1=1 i=1 1=1
tedy UTU = E. Protoze U je ¢étvercova, tak i UUT = E. O

Matice piechodu v opaéném sméru je U~ = [Id]§ = U*. Transformaéni for-
mule pro matici A := [f]5 endomorfismu f € End(V) vzhledem k ortonormalni
bazi B pak je

A= [fle = Md5[fIE1d]¢ = UTAU
nebo v redlném piipadé A’ = UT AU. Zjistili jsme pozoruhodnou vlastnost, totiz ze
v ortonormalnich bazich transformaéni formule pro endomorfismy a pro bilinearni
resp. seskvilinearni formy splyvaji. V dalsich kapitoléch se dozvime, jak toho vyuzit
napiiklad pfi klasifikaci kuzelosecek.

PozNAMKA 5. K ¢emu se miize QR rozklad hodit? Uvazujme soustavu rovnic
Ax = b, kde A je regularni matice. Mame-li k dispozici QR rozklad A, muzeme
soustavu upravit na tvar Rx = Q'b. ProtoZe R je horni trojthelnikova matice, lze
tuto soustavu snadno vyresit postupnym dosazovanim odspoda. To je numericky
stabilnéjsi nez Gaussova eliminace, lze totiz ukézat, Ze nasobeni unitarni matici
Q™ neméni velikost chyby ve vstupnich datech (matici A a vektoru b). Gramova-
Schmidtova ortogonalizace, ktera vedla k nalezeni QR rozkladu, sice také neni nu-
mericky stabilni, ale existuji jiné metody jeho nalezeni, pomoci Householderovych
nebo Givensovych transformaci. Ty jsou realizovany pomoci unitarnich matic a tedy
opét nezvétsuji chyby ve vstupnich datech.



KAPITOLA 15

Ortogonalni diagonalizace

V nékterych oblastech matematiky a fyziky (funkcionéalni analyza, kvantova
teorie) se pouziva misto pojmu (linedrni) zobrazeni mezi vektorovymi prostory po-
jem (linedrni) operdtor. Operator mezi vektorovymi prostory V a W budeme znagit
velkym tuénym ¢i zdvojenym pismenem

AV W

a Av € W oznacuje obraz vektoru v € V pomoci operatoru A. Budeme pfedpokla-
dat, ze V' a W jsou unitarni prostory nad C a pojmem operator rozumét vzdy line-
arni operator. Pokud V' = W, mluvime o operdtoru na V. Operator A* : W — V,
ktery spliuje Vo € V, w € W

(w, Avyyw = (A"w,v)y,

nazyvame operator adjungovany (¢i sdruZeng) k A. Indexy W, V rozlisuji, ve kterém
z prostoril skalarni souéin pocitame. To je obvykle zfejmé z kontextu, proto déle
znadime oba skalarni souéiny jen (, ). Pokud oba prostory popisujeme viéi ortonor-
malnim bézim, existuje jednoduchy vztah mezi operatorem a jeho operdtorem k
nému adjungovanym:

TVRZENI 52. Necht B = (v;)7, C = (w;){" jsou ortonormdlni baze V', resp. W,
A =1[A]§ € C™*". Pak A* existuje a [A*]B = AT € Cm.
DUKAZ. Z definice matice pfechodu vime, ze Av; = Y " a;jw;. Definujme

operator A* hodnotami na béazi C' jako A*wy := Z?:l ag;v;. Ze seskvilinearity
skalarniho soudinu a ortonormality bazi plyne

m
(w, Avj) = <wk, E aww1> = E aij (We, wi) = ag;
i=1
n
(A" wy, vj) g akiVi, v ) = g ag;i (Vi, V) = a;.
i=1

Pro libovolné vektory w = Zk:l ryw, € Wav= le s;v; € V pak plati

(w, Av) ii s (wk, Avj) iiT (A wy, vj) = (A"w, v)
k=1 j=1 j=1

k=1

Z toho plyne, ze takto definovany operator A* spliiuje definici operatoru adjungo-
vaného k A. Z jeho definice je jk-ty element jeho matice [A*]Z roven ay; = ajk.
Pokud by existoval jiny operator B : W — V spliiujici definici adjungovaného ope-
ratoru k A, pak by specialné musel byt pro vSechna k € {1,...,n} aj e {1,...,m}
splnén vztah (Bwyg,v;) = ag;. Na levé strané vztahu jsou Fourierovy koeficienty
vektori Bwy vzhledem k bazi B. Tyto koeficienty vektor Bwy jednoznacéné urcuji a
posloupnost (Bwyg)T* zase jednoznaéné uréuje operator B. O

Operace * sdruzeni operatoru je tedy v ortonormaéalni bazich vyjadfena operaci
+ hermitovského sdruzeni matic.

85
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TVRZENI 53. Necht V,W.,U jsou unitdrni prostory, AB:V - W, G:U =V
operdtory, k nimz existuji operdtory adjungované, o, B € C. Pak plati
(1) (aA + BB)* = aA* + B*
) (AG)” G*A*
) (AM) =
) KerA = (ImA*)J- Ker A* = (Im A)*
) Ker A = Ker A*A
6) Pokud je navic dimV = n € N, pak rank(A) = rank(A*) a rank(A) =
rank(A*A)

(2
(3
(4
(5
(

DUKAZ. Prvni tfi tvrzeni plynou okamzitd z definice. Pro vektor v € V plati
Av = 0, pravé kdyz Yw € W je (Av,w) = 0, tedy pravé kdyz v L A*w. Analo-
gicky se dokaze i druha pulka ¢tvrtého tvrzeni. Pro dikaz patého tvrzeni nejprve
predpokladejme, ze v € Ker A*A. Pak

0= (A*Av,v) = (Av, Av) = ||Av|?,

coz nastava pravé tehdy, kdyz v € Ker A. Naopak pokud v € Ker A, musi Av =0
a tedy A*(Av) = 0. Sesté tvrzeni odtud plyne aplikaci véty o hodnosti a nulité na
ctvrté:

rank(A) = n — dim Ker(A) = n — dim(Im A*)* = dim Im A* = rank(A*)
a obdobné i na paté tvrzeni. O

DEFINICE 45. Operator A : V — V se nazyva

e samosdruZeny, pokud A = A*.
e unitdrni, pokud AA* = A*A = Id.
e normdini, pokud AA* = A*A.

Z definice plyne, Ze samosdruzeny nebo unitarni operator je nutné také nor-
malni. Z tvrzeni 52 ma samosdruzeny operator vzhledem k ortonormalni bazi her-
mitovskou matici, matice unitarniho je unitarni. Matice normalnfho operatoru ko-
mutuje se svou hermitovsky sdruZenou, tj. ATA = AAT. Takova matice se nazyva
normdlni.

Hlavni vysledek této kapitoly je Véta[29 o ortogonalni diagonalizaci, ktera rika,
Ze jsou to pravé normalni operatory a matice, které lze prevést na diagonalni tvar
pomoci unitarni matice prechodu. Nejprve ukdzeme, ze kazdy operéator lze takto
prevést na horni trojihelnikovy tvar.

LEMMA 6. Necht V' je unitdrni prostor dimenze n a (wi,...,wy) ortonor-
mdalni posloupnost ve V. Pak lze tuto posloupnost doplnit na ortonormdlni bdzi
(wi,...,wy) prostoru V.

DUKAZ. Stac¢i doplnit posloupnost na bazi V a pouzit na doplnénou posloup-
nost Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci. O

VETA 28 (Schurova reprezentace operatoru). Necht V' je unitdrni prostor ko-
necné dimenze, A operdtor na ném. Pak existuje ortonormdlni bdze B ve V takovd,
Ze matice [A]B je horni trojihelnikovd.

DUSLEDEK 11 (Schuriv rozklad matice). Necht A € C"*™. Pak existuji U €
C™*™ unitdrni matice a R € C"™™ horni trojihelnikovd matice takové, Ze A =
URUT.

DUkAz. Disledek plyne z véty diky transformaéni formuli a tvrzeni
A= (A = )5 [AB1d)E = URU*
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Pro dikaz véty potfebujeme Disledek Zakladni véty algebry, podle néjz mé
operator A alespon jedno vlastni ¢islo A € C. Mezi vlastnimi vektory k tomuto
vlastnimu ¢islu vyberme né&jaky normalizovany v, tj. ||v]| = 1. Na zdkladé lemmatu
|§| zvolme néjakou ortonormalni bazi C' = (v,C”) ve V a reprezentujme operétor

blokovou matici .
A X
wg=() %)

kde x € C"! je n&jaky vektor a A’ = [A’]g: € C~t*n=1 definuje operator na
podprostoru v+. Z indukéniho piedpokladu méa A’ Schuriv rozklad U'R'U’*, kde
R' = [A'), je horni trojuhelnikova matice a B’ je n&jaka ortonormalni baze v'.

Baze B := (v, B’) je ortonormalni a

A]E — 1 of A xT\ (1 oT\ (/X XTU
B7\o U*t)\o A J\o U') \o R
Posledni matice je horni trojihelnikova, ¢imz je ditkaz dokoncen. O

VETA 29 (Ortogonalni diagonalizace normélniho operatoru). Necht V je uni-
tdrni prostor konecéné dimenze. Pro operdtor A : V. — V existuje ortonormdlnt bdze
prostoru V, nici niZ je jeho matice diagondlng, prdavé kdyzZ je A normdlni.

DUKAZ. Existuje-li ortonormalni baze B takova, ze [A]B =: D = diag(dy, .. .,d,)
je diagonéalni, pak
[A*A]F = [A"[A]F = DY D = diag(|di ... |dn|*) = DD* = [A]5[A"]F = [AA™]F

Tim je dokdzana implikace zleva doprava. Predpoklddejme tedy naopak, ze A
je normélni operator. Dokazeme indukci, Ze kazda norméalni horni trojuhelnikova

matice je diagonalni, pro 1 x 1 matice je to trivialni. Necht B je ortonormélni béaze
V z Véty Pak A := [A]5 je horni trojihelnikova a zaroveit normélni. Matice A’

v blokovych zapisech
A xT i A ol
a=(0 W) 4= e
je tedy také horni trojihelnikova. Podminka AT A = AA™T dava blokove
A2 AxT (AP HxTx xTAT
Ax o oxxT +ATA ) A'x AAT
Protoze xTx = Z;:ll |z;|%, dostavdme z porovnani obou levych hornich rohi, Ze
x = 0. Z pravého dolniho rohu pak plyne, Ze A’ je i normalni matice. Z induke-

niho pfedpokladu je A’ diagonélni a tedy je i A. Schurova reprezentace norméalniho
operatoru je tedy diagonalni matice. O

Velmi dulezitym dusledkem véty je, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A, ktera
je hermitovska nebo unitarni, existuje unitarni matice U takovd, ze Ut AU je dia-
gonalni.

PRIKLAD 24. Provedme ortogonalni diagonalizaci matice

0 2 2
A= 2 0 2
2 20

Vlastni ¢isla jsou 4 a —2, druhé z nich je dvojnasobné. Ptislugné vlastni podprostory
jsou {(1,1,1)) a {((1,-1,0),(0,1,—1)), vidime, Ze jsou skuteéné navzajem kolmé.
Ve druhém z nich pomoci Gramovy-Schmidtovy metody najdeme ortogonalni bazi
((1,-1,0),(1,1,-2)). V predpisu pro diagonalizaci A = UDU™ je matice U pre-
chodu od kanonické baze do baze z vlastnich vektord unitarni, jeji sloupce tedy
tvori normalizované vlastni vektory. V tomto piipadé, kdy bylo mozné vzit vSechny
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vlastni vektory realné, je Ut = U7, tedy U je ortogonalni matice. Celkové méame
A zapséano jako souc¢in

1 1 1 1 1 1
VIR 4 0 0 v A
1 1 1 0 -2 0 1 1 0
Boovz g 0 0 9 ooy,
v R 7 - R A

VETA 30 (Spektralni rozklad normalnitho operatoru). Necht A : V. — V je
normdlng operdtor, Py : V. — V operdtor ortogondlni projekce na vlastni podprostor
prislusny vlastnimu ¢islu . Pak

A= AP,
A€o (A)

DUKAZ. Necht (w;)} je ortonorméalni baze, vzhledem k niz ma A diagonalni
matici. Vektor w; je vlastnim vektorem A s vlastnim ¢islem A € o(A), takze Pyw; =
w; a Py w; = 0, pokud p # A. Prava i levé strana rovnosti tedy maji na w; hodnotu
Aw;, rovnaji se proto na bazi a tudiz i celkové jako operatory. O

PRIKLAD 25. Spektralni rozklad pro matici A = U diag(4, —2, —2)UT" z pied-
choziho prikladu, kde ozna¢ime U = (u;|uz|us), vypada jako

A =4uu] —2(ugul 4 uzul)

Zde
1 1 11 2 -1 -1
uul = 3 11 1|, uwul+ u3u3T =3 -1 2 -1
1 11 -1 -1 2

jsou matice [Py, ], resp. [Py, ug)) i jsou matice ortogonélnich projekei na jednot-
livé vlastni podprostory.
Prikladem spektralniho rozkladu unitarni matice miize byt t¥eba

—sinZ 0 -1
Sm,ﬁ) = (1 0 ) = )\;lwlwl+ +)\2W2W; =

2
1 /1) 1 N o, oo 1 /1y 1 N L1y 11 —i
-5 ()7 () 0 -5 (L )Y
Vsimnéte si, ze vSechny matice projekci jsou hermitovské.

7Z prikladu vidime, jak zapsat matici ortogonalni projekce na podprostor W <
C™, v némz zname ortonormalni béazi. Konkrétné ortogonalni projekce do sloupco-
vého prostoru Im(A) matice A € C"** s linearné nezavislymi sloupci ma matici

b K

ZP%‘

i=1

[PImA]g = ZQ1QT++quz :QQ+a

K
kde Q = (q1]...|ax) je matice z QR-rozkladu matice A.

VETA 31. Operdtoru A : V. — V je samosdruZeny, pravé kdyZ je normdini a
vSechna jeho vlastni ¢isla jsou redind.

DUKAzZ. Je-li operator samosdruzeny, pak je normélni. Pokud Av = Av,v # 0
a A = A", pak
Mol = (v, \) = (v, Av) = (A*v,v) = (Av,v) = (A, v) = A||v[|?
Protoze ||v|| # 0, musi byt A = X, neboli A\ € R. Naopak je-li A normalni operator,

pak 1ze vyjadrit vzhledem k ortonormalni bazi diagonalni matici s vlastnimi ¢isly na

diagonale. Jsou-li tato ¢isla realna, je matice hermitovska a tedy A je samosdruzeny.
O
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DUSLEDEK 12. Je-li A € R™"*"™ symetrickd matice, existuje ortogondlni matice
U takovd, Ze matice UT AU je diagondlni.

DUKAzZ. Operator Fy : C* — C" je samosdruzeny a tedy ma dle véty
realné spektrum a dle véty 29 je diagonalizovatelny. Existuje tedy baze C™, ktera je
sjednocenim béazi jednotlivych vlastnich podprostora matice A. ProtoZe pro kazdé
A € 0(A) je A—\E realna matice, lze v kazdém vlastnim podprostoru Ker(A — \FE)
zvolit béazi slozenou pouze z redlnych vektori a tu ortonormalizovat. Spojenim
vSech téchto bazi je ortonormélni baze C™ sloZzena pouze z redlnych vektora. Ta je
ortonormélni bazi R™ a definujeme-li U jako matici pfechodu od kanonické baze do
této, pak je U ortogonalni matice a U AU = UT AU je diagonalni. (]

TVRZENI 54. Necht V nad C je unitdrni prostor dimenzen a U :V — V je
operdtor. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
(1) U je unitdrnt.
(2) Vv eV je [Uv] = vl
(3) Yv,w eV je (Uv,Uw) = (v, w)
(4) Pokud B je ortonormdlni bize V, je U := [U]B je unitdrni matice.
(5) Je-li (w;)} ortonormdlni baze V , pak je 37 i (Uw;)T.
(6) U je normdlni operdtor, jehoZ vlastni ¢isla leZi na jednotkové kruznici.

DUKAz. Pokud U*U = E, pak Vv € V
lv]]* = (U*Uv, v) = (Uv, Uv) = ||Uv]|?,

tedy (1) = (2). Z polarizaéni identity [43] mame (2) = (3). Plati-li (3), pak z
(U*Uv,w) = (v,w) po apravé plyne, ze vektor U*Uv — v je kolmy na libovolny
vektor w € V a musi byt tudiz roven nule. Pokud ale U*Uv = v pro libovolny
vektor v € V, je U*U = Id. Obdobné ukdzeme UU* = Id, dohromady mame
implikaci (3) = (1)

Je-li (w;)} ortonormalni baze V', plyne ze (3), zZe

(Uw;, Uwy) = (wj, w;) = &;5,

tedy dostavime tvrzeni (5). Oznaéime-li B = (w;)}, pak je [U]5 rovna matici
pfechodu od baze B k bazi (Uw;)} a diky tvrzeni[51| matice je unitarni, mame tedy
(5) = (4). Z bodu (4) plyne (1) na zékladé tvrze

Unitarni operétor je normalni a z bodu (2) plyne, Ze pro Uv = Av musi byt |A|
rovno jedné. Naopak normalni operator je mozné vyjadrit vzhledem k néjaké orto-
normalni bazi diagonalni matici a lezi-li jeho vlastni ¢isla na jednotkové kruznici,
pak tato diagonilni matice ma tvar D = diag(e‘®,..., e'*) pri ngjaka o; € R.
Takova matice je unitarni a vzhledem k jakékoli jiné ortonormélni bazi mé matice
operatoru tvar VDV, kde V je unitarni. Souc¢in VDV T je diky tvrzeni [50] op&t
unitarni matice, tedy z (6) plyne (4). O



KAPITOLA 16
Singularni rozklad

Rikame, Ze soustava rovnic Ax = b je preurcend, pokud ma vice rovnic nez
nezndmych a v disledku toho nema feSeni. Pro takové soustavy rovnic miizeme
hledat alespon feSeni aproximativni, pro néz ma vektor Ax — b minimélni normu.
Uvidime, ze takové tloha je ekvivalentni k hledani ortogonalni projekce vektoru b
na podprostor Im A. Podobné pro podurcéené soustavy, které maji vice neznamych
nez rovnic, a v disledku toho vice feSeni, mtiZeme mezi témito TfeSenimi hledat
to, které ma minimalni normu ||z||. Obé& ulohy vedou na speciélni tvary tzv. pseu-
doinverzni matice. Pfipomenme si, Ze pro A regularni mé soustava Ax = b FeSeni
x = A~ 'b. Pseudoinverzni matice AT umoziiuje vyjad¥it aproximativni fesent, které
navic minimalni normu, ve tvaru x = A'b. Matice AT se da spocitat pomoci tzv.
singularniho rozkladu (nékdy téz SVD z anglického singular value decomposition).

v analyze dat.

1. Preurcena soustava

DEFINICE 46. Je-li (uq,. .., uy) posloupnost vektori unitarniho prostoru (V; (,))
nad F, pak Gramovou matici této posloupnosti rozumime matici G € FFX*_ jejiz
ij-ty element je gi; = (u;, u;).

Ze seskvilinearity skaldrniho souéinu plyne, Ze g;; = gji, tedy G je hermitovska
matice. Je-li B ortonormalni baze V a A = ([u1]?|...|[ux]?), pak AT A = G, nebot
ij-ty element matice AT A je roven

aja; = (a;,a;) = (u;, uy)

Druhéa rovnost plyne z tvrzeni [9]

TVRZENI 55. Gramova matice posloupnosti (u1, . .., ux) je requldrni, pravé kdyz
je tato posloupnost linedrné nezdvisld.
DUKAZ. Plyne z Sestého bodu tvrzeni O

Ukazme nyni, jak se d4 pomoci Gramovy matice formulovat hledani ortogo-
nalni projekce na podprostor a najit matici této projekce bez nutnosti hledat v
podprostoru ortonormaélni bazi.

Uvazujme W := (uy, ..., u) podprostor unitarniho prostoru V a vektor v € V,
ktery v ném obecné nelezi. Jeho projekce w := Py (v) bude linearni kombinaci ge-
neratora W, tedy w = Zle x;u; pro néjaké skalary x;. Vektor w bude ortogonalni
projekce vektoru v, pravé kdyz je jejich rozdil kolmy na vSechny prvky mnoziny ge-
neratora W, tedy paklize Vi : (u;, v—w) = 0. Dosadime-li za w a pouZijeme linearitu
skalarnfho soucinu ve druhém argumentu, dostavame pro koeficienty x1, ...,z li-
nearni rovnice tvaru

(uj,v) = Ty (ug,ur) + ...+ xp{u;, uk)

Ty lze dohromady zapsat jako soustavu Gx = y € F*, jejiz matice je Gramova
matice G a prava strana je y; := (u;, v).

90
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Zvolme ve V né&jakou ortonormalni bézi B a oznacme b = [v]® € F", A =
([u1)B] .. - [[ux])B). Soustavu Gz = y lze pak piepsat do tvaru
AtAx=A"b

To je tzv. normdlni soustava prislusejici soustavé rovnic Ax = b. MiZeme se na to
divat tak, Ze jsme jakoby nejprve zkouSeli Fesit soustavu Ax = b, ktera je soufad-
nicovym vyjadfenim hledani x € F* takového, aby Zle z;u; = v. Neni-li v € W,
tedy nemé-li preuréena soustava Ax = b feSeni, nalezne jeji normalni soustava
vektor minimalizujici hodnotu || Zle x;u; — v|| nebo ekvivalentné || Ax — b||, tzv.
aprozimativni FeSend. Najde tedy x takové, pro néz se leva strana Ax lisi od pravé
strany b nejméné, méfeno normou vektoru.

Ma-li matice A linearné nezavislé sloupce, je AT A regularni a ma tedy inverzni
matici. Pak miiZeme FeSeni normalni soustavy zapsat jako x = (AT A)"1ATb. Ma-
tici projekce Py miizeme pak odvodit z rovnosti

k
[Pw]B[]" = [Pw ()5 = [w]” = in[ui]B = Ax = A(ATA)T AT[]7,

neboli [Py]8 = A(ATA)"rAT. Jeli W definovan p¥imo jako sloupcovy prostor
néjaké matice A, miZeme tento vysledek zapsat jako

TVRZENI 56. Je-li A € C"*F matice s linedrné nezdvislymi sloupci a K kano-
nickd bdze v C™, pak

[P a] = A(ATA)1A*

Klasicky priklad uziti aproximativniho feSeni je linearni regrese, tj. prokladani
funkce zadané v n bodech linearni funkci metodou nejmensich ¢tvercta. Minimalizace
vyrazu

n
> lawi + b — yil?
i=1

vzhledem k a,b € R se zadanymi (x;,y;),¢ € {1,...,n} vede na aproximativni
TeSeni preurcené soustavy linearnich rovnic

jejiz normalni soustava je

(B ) 0)- ()

Tu je mozné explicitné vyfesit tfeba Cramerovym pravidlem, tj.

LMY Ty = ) T ) Y b— DT I Y — DT ), T
ny @i — (@) ny i — (3 w)?

Meze sum jsou pro lepsi ¢itelnost vynechany. Podobné je mozné spocitat libovolnou
regresni funkci, které se da vyjadiit jako linearni kombinace kone¢né mnoha danych
funkci, tedy napiiklad prolozit data polynomem zvoleného stupné, nebo hledat
regresni funkce vice proménnych.
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2. Poduréena soustava

UvaZzujme nyni pfipad poduréené soustavy rovnic Ax = b, A € C™*", ktera
mé mnozinu FeSeni tvaru x, + Ker A, kde Ker A # {o}. Ortogonalni dopln&k jadra
je fadkovy prostor komplexné sdruzené matice, z ¢ehoz spolu s tvrzenim [46] plyne,
ze

C"=KerA® (KerA)t =KerA@Im A"
Kazdy vektor z C™ a tudiz i kazdé feSeni soustavy Ax = b muzeme tedy jednozna¢né
rozloZit na souéet x = xg + xg, kde xg € Im At a xy € Ker A.

A

/ \\\xH
o / ~.
/ N\
// \\ .
, r
Ker 4 wo + Ker A™-..

OBRAZEK 1. ReSeni s nejmensi normou

Jak xq, tak xp jsou ortogonélni projekci vektoru x na prislusny podprostor,
speciélné xg = Py, a+(x). Ze &tvrtého bodu tvrzeni 5] plyne, Ze [|xo < [|x]|, a tedy
X mé mezi vemi feSenimi soustavy Ax = b nejmensi normu. Navic z xg € Im AT
plyne existence vektoru z € C™ takového, Ze xg = AT z. Plati tedy

AAYz = Axg=Db

Vektor z nemusi byt uréen jednoznaé¢né, ale splituje-li soustavu AATz = b, pak je
xg = ATz Fefenim soustavy Ax = b s nejmensi normou. Ma-li A linearné nezavislé
fadky, je AAT regularni, z je uréen jednoznaéné a xo = Atz = AT(AAT)"1b. To
nam umoziuje zapsat vztah mezi obecnym feSenim x soustavy Ax = b a feSenim
Xp s nejmensi normou jako

xo = AT(AAT) TAx = [Py a+]K X = Py a+(x),

coZ nabizi alternativni zpisob ditkazu tvrzeni

3. Pseudoinverzni matice

DEFINICE 47. Necht A € C™*", pak matice AT € C"*™ spliujici
(1) AATA=A
(2) ATAAT = AT
(3) AAT i ATA jsou hermitovské matice
se nazyva Moore-Penroseova pseudoinverze matice A.

To je axiomaticka definice, neni z ni jasné, ze AT existuje nebo Ze je jen jedna.
Pro A s linearné nezavislymi sloupci je diky poslednimu bodu tvrzeni ATA
regularni matice a definujeme-li

Al = (AT A)71AT,

vidime okamzité, Ze prvni dvé podminky jsou splnény. U tfeti zjevné ATA = E,, a
7 AAT = [Py a)E, jak plyne z tvrzeni 7 v&t (30| a i z explicitniho tvaru matic
projekei plyne, Ze [Pim A]g je hermitovské matice, F,, je o¢ividné také.
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Podobné pro A s linearné nezavislymi fadky je AAT regularni a o
Al = AT (AAT)!

7 feeni poduréené soustavy vime, ze ATA = [Py, 4+]%. I takto definovana AT tedy
spliiuje podminky definice Pro A regularni v obou p¥ipadech vyjde AT = A~

Pro obecny piipad, kdy A nemé linearné nezéavislé radky ani sloupce, musime
zkonstruovat AT jinak. Cestou k tomu bude singularni rozklad, ktery existuje pro
kazdou matici A a lze pomoci néj jednoduSe napsat matici spliiujici podminky
definice [7} Nejprve jesté dokaZeme jednoznac¢nost:

TVRZENI 57. Necht A € C™*" q matice B,C € C"*™ spliuji podminky defi-
nice[{7 Pak B =C.

DUKAzZ. Vlastnost 1 fiké, ze ACA = A, tedy AB = ACAB. Podle vlastnosti
3 jsou AC i AB hermitovské, z vlastnosti hermitovského sdruZeni a z rovnosti
ABA = A pak plyne
ACAB = (AC)"(AB)" = CTAT(AB)" = CT(ABA)t = CTAT = (AC)t = AC
Tedy AB = AC, podobné ukiazeme BA = C'A. Odtud nésledné z vlastnosti 2
B=BAB=BAC=CAC=C
O

Rekneme, 7e samosdruzeny operator B : V. — V je pozitivné semidefinitni,
pokud ma v8echna vlastni ¢isla nezaporna. Je-li C ortonormélni baze V', pak diky
véte 29] existuje unitarni matice U takova, ze

A0
An

kde A\; > 0. Ozna¢me D diagonaln{ matici uprostied a pro vektor v € V s repre-
zentaci [v]¢ =: x oznaéme y = UTx. Pak z tvrzeni plyne, Ze

(v,Bv) =xTUDU x =y Dy = Z Ailyil?
i—1

Tedy B je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz (v,Bv) > 0 pro kazdy vektor v €
V. Pro pozitivné semidefinitni operator B pak muzeme definovat jeho pozitivné
semidefinitni odmocninu VB : V — V operatoru B predpisem

VA1 0
VBIE:=U| o - Ut
VAn
Necht nyni A : V' — W je libovolny operator. Pak operator A*A je samosdru-
zeny a
(v, A*Av) = (Av, Av) = ||Av|?* >0,
tedy i pozitivné semidefinitni. Jeho odmocninu |A| := v A*A nazyvame modul ope-
ratoru A. Modul méa diky poslednimu bodu tvrzeni |53 stejné jadro i hodnost jako
ptuvodni operator. Nenulova vlastni ¢isla modulu |A| se oznacuji jako singuldrni
hodnoty operdtoru A, je jich tedy v¢etné nasobnosti pravé r := rank(A). Oznacuji
se 01, ...,0. a konvenéné byvaji fazeny sestupné podle velikosti. Modul |A| muZe
mit i vlastni ¢islo nula, to se mezi singularni hodnoty operatoru A nepocita.
Oznacenim D = diag,, ., (o1, ...,0,) rozumime obdélnikovou matici, na jejiz
diagonéle dy1,dao, . .. jsou postupné ¢&isla o1, 09, ...,0, a zbytek diagonaly i matice
je nulovy.
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VETA 32. Necht A : V — W je operdtor mezi unitdrnimi prostory. Pak exis-
tuji ortonormdlini bize B = (v;)} ve V, C = (u;)7* ve W takové, Ze [A]G =
diag,, . (01,...,0.), kde o; jsou singuldrni hodnoty operdtoru A.

DUKAZ. Bazi B volme tak, aby vic¢i ni byl operator A*A diagonalni a byla
sefazena tak, aby vq,...,v, byly vlastni vektory operatoru A*A s vlastnimi ¢isly
02,...,0% a zbylé v,41,. .., v, piislufely vlastnimu &slu 0. Prvnich r prvki baze
C pak definujme predpisem u; := U%Avi. Potom

2
<1Avi, 1AU]'> = L<U¢,A*A’Uj> = Uij<’Uz’, ’Uj> = 5@',
g; (Tj O'iO'j O’Z'(Tj
tedy (uq,...,u,) je ortonormalni posloupnost. Tu miZzeme na zakladé Lemmatu |§|
doplnit vektory w41, ..., U, na ortonormalni bazi prostoru W. Pak Av; = o;u; pro
i < r a nula jindy, protoZe z Sestého bodu tvrzeni [53| a z vlastnosti baze B plyne,
ze
Ker A = Ker A"A = (Up41,...,0n).

Tedy [Av;]¢ je vektor, ktery ma na pozici i vlastni &islo o; a jinak samé nuly, tudiz

matice [A]§ mé pozadovany tvar. O

Je-1i operatorem A zobrazeni F'y uréené matici A € C™*"™ mezi prostory C™ a
C™ se standardnimi skalarnimi souciny, vyplyvéa z véty [32] Ze lze matici A zapsat
jako

A=UXVT = alulvf +...+ aruTv;",
kde U = (uy|...|uy,) € C™*™ a V = (vq]...|vy) € C™ ™ jsou unitarni matice
a ¥ = diag,,.,(01,...,0.). Prvnimu zapisu se ¥ika singuldrni rozklad matice A,
druhy z ngj vznikne analogicky jako vznikl spektralni rozklad z véty [30]z ortogonalnt
diagonalizace z véty Na rozdil od spektralniho rozkladu ale matice ul-vi+ hod-
nosti 1 neodpovidaji ortogonalnim projekcim, t¥eba uz jen proto, Ze nejsou nutné
Ctvercoveé.

Navod k jeho nalezeni nam davéa dikaz véty 32}

(1) Ortogonalni diagonalizaci vyjad¥ime matici AT A jako sou¢in ATA =
VAV*T kde V = (vi]...|v,) je unitarni a A = diag(\q, ..., A,,) ma vlastni
C¢isla sefazend od nejvétsiho po nejmensi, poéinaje .41 jsou to nuly.

(2) Singularni hodnoty jsou o; = /A;, proi < r, potom ¥ = diag,,..,,(o1, ..., o)

(3) Prvnich r sloupcii matice U je dano jako u; = U%AVZ-, zbylé nalezneme
libovolnym doplnénim na unitarni matici.

Singularni rozklad méa celou fadu aplikaci. Pokud ze souc¢tu EZZI oiuivj' ode-
bereme urcity pocet ¢lenti od konce, dostaneme tzv. low-rank aproximaci matice A.
Da se ukazat, ze napriklad matice Ululvfr je matice hodnosti 1, ktera je v uréitém
presném smyslu nejméné vzdéalena od matice A. To se da vyuzit ke kompresi dat
(naptiklad je-li A obrazek o m x n pixelech, da se jeho aproximace ranku s ulozit
jen jako r(m +n + 1) ¢isel) nebo k tzv. analyze hlavnich komponent (PCA), ktera
poméaha nalézt veli¢iny, které nesou nejvice informaci o daném souboru dat.

Pomoci singuldrniho rozkladu lze také popsat, jak linearni zobrazeni natahuje
& zkracuje vektory. Uvazujme jednotkovou kouli K; := {x € R" | [|x]| = 1} a
zobrazme ji pomoci zobrazeni F4 : R® — R™. Matice V v singularnim rozkladu
A bude realna a ortogonalni a stejné tak i U. Zobrazeni pak muzeme zapsat jako
Fao=FyoFsoFyr.7Z tvrzeni@vime, ze

[Py (x)|| = [V x| = |x]
a VT je regularni, tedy Fyr(K;) = K;. Néasobeni matici ¥ prevede K; na r-
rozmérny elipsoid v R™ s poloosami délek o1, ..., o,. Posledni zobrazeni Fy opét

zachova normu a tedy i délky poloos elipsoidu. Pokud bychom nahradili A jeji
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aproximaci hodnosti 1, zobrazila by se jednotkova koule na tsecku, ktera je nejdelsi
osou elipsoidu, kdybychom zvolili aproximaci hodnosti 2, byla by vysledkem elipsa,
jejiz osy by byly dvé nejdelsi osy piivodniho elipsoidu. Tento geometricky pohled
poskytuje i intuitivni davody, pro¢ jsou ofiznuté sumy nejbliz§imi aproximacemi
daného zobrazeni ranku 1, 2, atd.

Nasim planem bylo ale pfedevsim vyuzit singularni rozklad ke konstrukci Moore-
Penroseovy pseudoinverzni matice. Definujeme-li ¥ := diag,, ., (07", ...,0.!) (po-
zor, to neni nutné inverzni matice k X), a

At .= vyiut,

pak
AATA =Uxvtvstvtusvt = unyfsvt =uxvt = 4

a podobné ovéifme i zbyvajici podminky v definici[47] Nasledujici véta osvétli, pro¢
matici AT fikdme pseudoinverzni:

VETA 33. Necht A € C™*", b € C™. Pak vektor A'b je aprozimativnim
Fesenim soustavy rovnic Ax = b, které md navic nejmensi moznou normau.

DuUkAz. Predpokladejme nejprve, ze A = diag,,,,(01,...,0.), kde 09 > ... >
o, > 0. Pak

T m
2 2 2
|Ax — b||* = E loiz; — b + E |b;
i=1 i=r+1
bude pro volbu z; = %bi pro i = 1,...,r rovno druhé sumé, kterd sama na x
k2

nezévisi a je minimaln{ moznou hodnotou vyrazu ||Ax — b||2. Norma vektoru

T
1 1

X = 71)1,...,*()7‘,3}7«4’_1,...,33“ ’
g1 g

T

v némz uz mame prvnich r slozek pevné urcenych, bude minimélni pro x,; =
... =axy, = 0. Celkové tedy

x = diag,,,n (07 .. .,0, )b = A'b

UvaZujme nyni obecnou matici se singularnim rozkladem A = UXV*. Norma vek-
tort UTAx — Utb a Ax — b je stejna. Stejné tak je stejnd norma vektori x a
x' 1= V*x. Tedy

min [|[USV*x — b|| = min [SV*x — U*b|| = min |[2x" — U*b||

a posledni vyraz nabyva dle diskuse v prvni ¢asti ditkazu minima s minimé&lni nor-
mou pravé pro x' = LTUTb. Tedy x = Vx' = VEIU*tb = A'b. O

Posledni aplikaci singularniho rozkladu, kterou zde uvedeme, bude véta, na
zaklad€ niz je mozné kazdou ¢tvercovou matici zapsat jakou soudin unitarni a her-
mitovské matice. Specidlné pro redlné 3 x 3 matice to znamena rozklad matice
na sou¢in matice rotace a matice symetrické, tedy s redlnymi vlastnimi &isly. To
se hodi napfiklad v mechanice kontinua pii zavedeni tenzoru malych deformaci,
tedy vlastné k rozdéleni infinitezimalniho pohybu kontinua na ¢ast rota¢ni a Gast
deformacni.

Upravme singularni rozklad ¢tvercové matice A € C"*"™ na

A=USVt =UVIVEVT = WP,

kde W := UV je unitarni matice a P := VXV ™ je pozitivné semidefinitni hermi-
tovska matice. V Teéi linedrnich zobrazeni tato tvaha dava vétu o poldrnim rozkladu
operdtoru:
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VETA 34. Necht A :' V — V je operdtor na unitdrnim prostoru. Pak existuji
unitdrni operdator W a pozitivné semidefinitni samosdruzeny operdtor P takové, Ze
A =WP. Navic P = |A| a pokud je A izomorfismus, pak je W urcen jednoznacné.

DUKAZ. Je-li C ortonormalni baze V, definujme A := [A]S. Z konstrukece mo-
dulu vime, Ze je uréen jednoznatné a ze [|A[]S = VIV, kde %, V jsou matice
vyskytujici se v singularnim rozkladu A = ULV ™. Definujeme-li W na bazi jako
[W]g =W = UV, je to podle tvrzeni [54| unitarni operator. Je-li A izomorfismus,
pak je jim i podle posledniho bodu tvrzeni 53| A*A a |A| =: P. Pak W = AP~! je

rovnéZ izomorfismus a je timto predpisem urcen jednoznacné. O

V dimenzi 1 odpovidé polarni rozklad zapisu komplexniho ¢&isla v polarnich
soufadnicich:

z—aJrib—(

> Va2 +b2 = ez

a .
+1
Va2 +b>  Va? +b?
Zde lze |z| chapat jako pozitivng semidefinitni 1 x 1 matici a €!® = cosa + isina
jako unitarni 1 x 1 matici.



KAPITOLA 17

Kvadratické formy

1. Polarni baze kvadratické formy

DEFINICE 48. Necht g je bilinearni forma na V. Zobrazeni Q, : V — R de-
finované predpisem Qg (u) := g(u, u), nazyvame kvadratickd forma na V pfislusna
bilinearni formé g.

PRIKLAD 26. Bilinearni forma na R?

1 -3
g(xy) =x" (1 1 ) Yy = 21y1 — 31y + x2y1 + 22y

urcuje kvadratickou formu

Qg(x) —x7 (1 13> X = l‘% — 21129 —l—x%

Stejnou kvadratickou formu ov8em urcuje i bilinearni forma
1 -1
h(x,y) = x” (_1 1 ) Y =2Z1Y1 — T1Y2 — T2Y1 + XT2y2

DEFINICE 49. Necht g je bilinearni forma na V. Jeji symetrizace a antisymet-
rizace jsou bilinearni formy definované Yu,v € V predpisy

95(u,0) = =(g(u,0) + g(v, w))

2
1
gA(% U) = i(g(ua 7)) - g(va u))
Hned vidime, Ze gs(u,v) = gs(v,u), gs je tedy opravdu symetricka, a podobné
ga(u,v) = —ga(v,u), takové bilinearni formeé ¥ikame antisymetrickd. Protoze

9(u,v) = gs(u,v) + ga(u,v),

da se libovolné bilinearni forma rozlozit na soucet symetrické a antisymetrické bi-
linearni formy. Pro formu z naseho piikladu je timto rozkladem

({1 -3 _or(1 -1 (0 =2
"(11-‘>’_X 11 )Y e 0)Y
Antisymetrie g4 znamena také, %e ga(u,u) = 0, proto
Qg(u) = g(u7 u) = gs(u,u),

tedy kvadratickd forma je urfena pouze symetrickou ¢asti bilinearni formy g. Z
polariza¢ni identity [A3] plyne, ze

95(u,0) = 3 (Qulu-+v) — Qyl) ~ Qy(v),

tj. Ze symetricka bilinearni forma gs je naopak urcena kvadratickou formou Q.
Zjistili jsme tedy, ze:

TVRZENI 58. Kuvadratickd forma Q)4 je jednoznacné urcena symetrickou cdsti
gs bilinedrni formy g.

97
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B

9

Je-li B baze V a G = [¢g]p matice bilinearni formy, pak pro u,v € V, x = [u]
y = [v]" je
g(u,v) =xTGy
Symetrické ¢dst gg ma matici Gg := (G + GT), antisymetrickd g4 matici G4 :=
%(G — GT). Kvadratickou formu je mozné psat v souradnicich jako

Q,(u) = xTGx = x"Ggx

To umoziiuje matici kvadratické formy [Qq]p vzhledem k bazi B definovat jako ma-
tici Gs = [gs|p symetrické ¢asti pFislusné bilinearni formy. V dalsim textu budeme
predpokladat, ze symetricka je uz pfimo g, a tedy G = Gg.

Poldrni baze kvadratické formy je definovana jako polarni baze prislusné syme-
trické bilinearni formy g, tedy takova B’, Ze [g]p' je diagonalni. Z véty [22] vime,
ze polarni baze existuje a umime ji nalézt symetrickymi tpravami, tedy vlastné
hleddnim matice prechodu R = [Id]5, takové, ze G’ := RTGR je diagonAlni.

PRIKLAD 27. Ruznymi posloupnostmi symetrickych tprav muzeme ziskat rov-
nosti

1 0y (1 0 1 -1\ /1 1

0 0/ \1 1/\-1 1 0 1
1 0y (1 0 1 -1\ /1 2
0 o/ \2 2/\-1 1 0 2
4 0y _ (20 1 -1\ /2 1
0 0/ \1 1/\-1 1 0 1

Sloupce posledni matice na fadku tvori vzdy néjakou polarni bazi symetrické bili-
nearni formy h na R2.

Jinou moznost, jak polarni bazi najit, dava disledek [I2} Podle ngj k symetrickeé
matici G existuje ortogonalni matice U takova, ze G’ := UTGU je diagonalni ma-
tice, jejiz diagonala je tvorena vlastnimi ¢isly matice G. Interpretujeme-li matici
U jako matici pfechodu od baze B k né&jaké bazi B’, je G’ matici bilinearni formy
g vzhledem k této bazi B’, tedy je to polarni baze. Jeji prvky jsou vzhledem k
bézi B reprezentovany vlastnimi vektory matice G. Byla-li pavodni baze B orto-
normalni vié¢i néjakému skalarnimu soucinu ve V, je diky ortogonalité matice U a
tvrzeni [49] ortonormalni i polarni baze B’. Je to tedy vlastné polarni baze pro dvé
rizné symetrické bilinearni formy na V: pro g a pro onen skalarni soucin. Napii-
klad pokud je B kanonickd baze v R™ se standardnim skaldrnim soucinem, pak je
i B’ = (u;)7 ortonormalni poldrni baze g, tedy jak Gramova matice ((uj,uj})), tak
matice [g]pr = (g(uj, u})) jsou obé diagonélni, Gramova je pfimo rovna jednotkové
matici.

PRIKLAD 28. Rovnost

1 1 1
20y _ (L Y (v
0 0 % . -1 1 _1 1
2 V2 V2 ooV2

ziskame nalezenim vlastnich ¢isel a normalizovanych vlastnich vektort matice vpravo
uprostied. Sloupce posledni matice davaji opét polarni bazi, kterd je navic orto-
normalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu. V tomto i pfedchozim
prikladé se jednotlivé matice na levé strané, které jsou vyjadfenim h vzhledem k
raznym polarnim bazim, lisi. Na rozdil od endomorfismi tedy nelze mluvit o jednom
konkrétnim diagonalnim tvaru symetrické bilinedrni formy.

=S
S

Vyuziti ortogonélni diagonalizace mé vyhodu na unitarnich prostorech, protoze
zména soufadnic zachovava velikosti a thly vektort. V kapitole o kvadrikach uvi-
dime, Ze se pak pii pfechodu do novych soutradnic zachovaji napiiklad délky poloos
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u elipsoidu, zatimco pfi diagonalizaci symetrickymi ipravami piejde obecné elipsoid
v jiny elipsoid s jinou délkou poloos. Vyhoda symetrickych tprav je zase v tom, Ze
nevyzaduji vypocet vlastnich ¢isel a daji se tedy vzdy provést v pfesné aritmetice.
Nasledujici véta ukazuje, ze a¢ je polarnich bazi i zptisobi jejich nalezeni mnoho,
néco maji prece jen vSechny spolecné:

2. Signatura

VETA 35 (Sylvestertiv zakon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht B,C
jsou dvé poldrni bize kvadratické formy Qg na V. Pak je pocet kladngch hodnot na
diagondle matic [g|p a [g]c stejny, a stejné tak pocet zdporngjch hodnot a podet nul.

Dukaz. Matice [g]g, [g]c vzniknou jedna z druhé symetrickymi tpravami a
ty zachovavaji hodnost, pocet nul tedy musi byt stejny. Staci proto dokazovat jen
shodnost po¢tu kladnych hodnot, a to sporem.

Necht B = (u;)* a C = (v;){" jsou sefazeny tak, Ze v maticich

lg]p = diag(ai,...,ap,b1,...,04,0,...,0)
l9lc = diag(cy, ..., cs,d1, ..., ds,0,...,0)

jsou v8echna ¢isla a;, ¢; kladna a vSechna b;,d; zaporna. Vime, ze p + ¢ = s + t,
bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme p > s, jinak mtzeme prohodit baze B a C.
Definujme podprostory U := (u1,...,up), W := (Usj1,...,Um). Pak z véty 20| o
dimenzi sou¢tu a priniku dostavame

dmUNW =dimU +dimW —dimU+W >p+(m—s) —m>1

Tedy existuje nenulovy u = Y7 wu; = i~ yv; € UNW a

Q) = () gl sful® = > a;a? > 0
=1

s+t
Qy(u) = (W) [glclu]” = Y di—syi <0
1=s5+1
Nerovnosti vyplyvaji ze znamének ¢isel a;,d; a nenulovosti vektoru (z1,...,xp).
Jsou ale ve sporu, musi tedy byt p =s a ¢ =t¢. O

Sylvestertiv zdkon umoziiuje definovat signaturu sign (), kvadratické formy @,
jakoZto trojici nezapornych &isel (p, ¢, n), ktera udavaji pocet kladnych, zapornych
a nulovych elementii na diagonale matice kvadratické formy vzhledem k né&jaké
polarni bazi. Vime uz, Ze forma je pozitivné definitni, ma-li jeji signatura tvar
(p,0,0), kde p > 0. Dalsi podobna oznaceni jsou

sign Q4 = (p,0,n), kde p,n > 0: Q, je pozitivné semidefinitni
sign @, = (0,¢,0), kde ¢ > 0: Qg je negativné definitnt

sign Q4 = (0,¢,n), kde ¢,n > 0: Q4 je negativné semidefinitni
sign Qg = (p, ¢,0), kde p, g > 0: Qg je reguldrni indefinitnd
sign Qg = (p, ¢, n), kde p, ¢, n > 0: Qg je singuldrni indefinitni

Tytéz pojmy se vztahuji i na symetrické bilinedrni formy a symetrické matice. Cely
dosavadni vyklad véetné Sylvesterova zakona bychom mohli zobecnit i na piipad
hermitovské seskvilinearni formy, pro ktery uz jsme formulovali a dokazovali vétu
Stejné tak muZzeme mluvit o signatufe hermitovské matice a samosdruzeného
operatoru.
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3. Sylvesterovo kritérium

Necht G € R™ ", oznaéme Gy € R¥** jeji podmatici vzniklou vyskrtnutim
poslednich n — k fadka a sloupcii.

VETA 36 (Jacobi-Sylvesterova). Necht g je symetrickd bilinedrni forma na V,
B = (w;))T" bdze V, G = [g]p spliiuje podminku Yk € {1,...,m} : det Gy, # 0. Pak
md g poldrni bdzi C = (v;)7* takovou, Ze vy, = 2?21
hornt trojihelnikovou matici R € R™*™ q

1 det Gl det GQ det Gm_1
det G1 ' det Gy’ detGs =7 det G,y

Tiku; pro néjakou reguldrni

l9]c = diag (

Tedy signatura g je (p,q,0), kde q je pocet znaménkouvgch zmén v posloupnosti
(1,det G4, . ..,det Gy,).

Véta byva oznaCovana také jako Sylvesterovo kritérium a je to dalsi zpisob
ur¢eni signatury kvadratické formy, ktera ale musi byt regularni. Dikaz trochu
pripomind Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci:

DUKAZ. Zvolme v; := g%ul, pak g(vi,v1) = q%g(ul,ul) = g%, protoze
J11
911 = g(u1,u1). Predpokladejme, Ze jsme zkonstruovali vektory (vy,...,vp—1), tedy

i prvnich k£ — 1 sloupcti matice R. Zkonstruujme jeji k-ty sloupec tak, Ze nalezneme
vektor vy = Z?Zl riru; tak, aby pro ¢ < k platilo

k k
g(ui,ve) = g | ui, erk-uj = Zgz‘ﬂ’jk =0
j=1 j=1
Pfidame-li podminku g(ug,vy) = 1, mame pro vektor (r1x, ..., ;)" soustavu rov-

nic s matici Gy a pravou stranou e. Protoze det Gy, # 0, feSeni soustavy existuje
a je jednozna¢né. Z prvnich k — 1 podminek této soustavy plati g(u;,vx) = 0 pro
j < k, a z konstrukce pfedchozich k — 1 sloupct R mame v; € (uq,...,u;), tedy
g(vj,v) = 0 pro j < k. Kdyz takto zkonstruujeme celou bazi C' := (v;)7", plyne od-
tud, Ze [g]c je horni trojthelnikova matice, ale protoZe je zaroveil symetricka, musi
byt diagonélni. Tedy C je polarni baze pro g. Diagonalni elementy [g]c ziskame
Cramerovym pravidlem:

k

9wk, o) = g | D rikug,ve | = g(rawur, vk) = rie =
j=1

det Gr_1
det Gy,

V druhém kroku jsme vyuzili bilinearitu g a vlastnost g(u;,vi) = 0 pro i < k, ve
druhém pak podminku g(ug,vg) =1 O

PRIKLAD 29. Uréeme signaturu kvadratické formy na R3

1 0 1
Qux)=x"[0 -3 3|x=a]+2x25— 323 + 6z0x3 + 23
1 3 1

Spocteme det Gy = 1, det Go = —3, det G3 = —9. V posloupnosti (1,1, —3,-9) je
jedna znaménkova zména, tedy sign @, = (2,1,0), forma je indefinitni. Znamena
to, Ze vzhledem k libovolné polarni bazi bude @, vyjadiena diagonalni matici,
na jejiz diagonéle budou dvé kladn& a jedno zaporné &islo. Protoze navic vzdy
Ize symetrickou tpravou udélat z kladné diagonalni hodnoty +1 a ze zaporné —1,
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znamena to, Ze lze v R3 zavést nové (¢arkované) soufadnice, pomoci nichz je Qq(x)
vyjadiena jako

1 0 O

0 1 0 |x"=(21)*+ (25)" — (5)°
0 0 -1

x'T

DEFINICE 50. Nulovd mnoZina kvadratické formy @), je mnoZina
Ny :={v e V|Q,(v) =0},
obsahujici vSechny vektory, které se zobrazi pomoci ()4, na nulu.

PRIKLAD 30. Pro @, na R? s predpisem

1 0
QQ(X)ZXT <0 _1>X_£L'§£C§

je Ny, = ((1,1)) U ((1,-1)), tedy sjednoceni dvou rtuznob&znych piimek. Takova
mnozina neni podprostorem R?. Podobné situace nastava u viech indefinitnich
kvadratickych forem. Jedna takové, tzv. prostorocasovy interval v R* se signatu-
rou (3,1,0), je dileZita pro specialni teorii relativity, a jeji nulové mnoZziné se ¥ika
svételny (nebo téz nulovy) kuzel. Jeho trojrozmérnou verzi je nulova mnozina kvad-
ratické formy z predchoziho prikladu, jeji tvar lze nejlépe nahlédnout v ¢arkovanych
soufadnicich, v nichZ je to rota¢ni kuZelova plocha s osou x%.

Matice A € R™", kterad zachovava obecnou kvadratickou formu @, s matici
[9]% = G, musi splitovat Vx,y € R"

9(Ax, Ay) = x" ATGAy = x" Gy = g(x,y),

neboli ATGA = G. Pro Q, prostorotasovy interval a matici G v zakladnim tvaru
G = diag(1,1,1, —1) se mnozina vsech takovych matic A nazyva Lorentzova grupa,
nebo téz grupa Lorentzovych transformaci. Je v ni obsazena grupa vSech rotaci v
prostoru, ale také stfedovd soumérnost, symetrie podle ¢asové proménné a piede-
v&im tzv. vlastni Lorentzovy transformace (boosty), které odpovidaji pfechodu do
inercialni soustavy souradnic pohybujici se vii¢i ptivodni soustavé néjakou rychlosti.
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Kvadriky

1. Afinni prostor

V zimnim semestru jsme zavedli pojem afinniho podprostoru vektorového pro-
storu V' jako mnozinu a + W, kde a € V a W < V. Podprostor W se nazyva
zamérend afinniho podprostoru. Podmnozina a + W ve V neni obecné uzaviené na
séitani vektora a nasobeni vektoru skalarem, neni tedy podprostorem V. S afinnimi
podprostory jsme se zatim setkali pfedevsim jako s mnozinami feSeni nehomogen-
nich soustav linearnich rovnic, které jsme si zvykli zapisovat jako xp+Ker A, soucet
partikularniho FeSeni a jadra matice soustavy.

DEFINICE 51. Afinni podprostor A, := {x € F"*x = (1,21,...,7,)T} vek-
torového prostoru F*"*1 se zaméfenim V,, := {x € F"*x = (0,21,...,7,)7} se
nazyva aritmeticky afinni prostor.

Slozky vektoru x ¢islujeme od nuly, takze A, je také mozno popsat rovnici
Zo = 1, nebo blokovym zapisem
x € ]F"}

e )

Aritmeticky afinni prostor je vhodna struktura, uvniti niz se daji studovat primky,
roviny, nadroviny a dalsi linearni utvary neprochézejici po¢atkem, ale také kuze-
losecky, kvadratické plochy a dalgi. NeZ se k tomu dostaneme, zavedeme na A,
analogie nékterych konstrukei na vektorovych prostorech.

Jak A,, tak V,, lze identifikovat s mnozinou F" pomoci pfirozenych bijekci

1a " — A, w F =V,

“ (o) < (3

Prvky prvniho typu oznac¢ujeme jako body a druhého jako wvektory. Pro lepsi
odliseni bodu a vektorti budeme u bodu uzivat hranaté zavorky, netuény font a
obvykle i pismena ze zacatku abecedy:

a 1 T 0
1 1
1| ® 1|
a= =1y , X= =1y .
a ’ T

Rozdil dvou prvki A, je prvkem V,, a prostiednictvim bijekci ¢4,y 1ze tuto
operaci pienést i na odpovidajici prvky F” :
aq bl ay; — bl
a—b:=u"(tala) —ea®), tj. || —-|:]=

Qnp by an — by
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Podobné soucet bodu a vektoru je
ay x a1+
a+x:=u3"(al@) +w), | |+ | =

an Tn ap + Tn,

[y

Na vektorech jsou (narozdil od bodi) samozfejmé definovany i soucet a nasobek
skalarem.
Afinni p¥imka spojujici body a, b se da zapsat jako mnoZina bodu

{a+A(b—a)A€F} CF"

Vyraz a + A(b — a) lze formalné piepsat i jako (1 — A)a + Ab. Ackoli na bodech
souCet ani nasobek skaldrem nedefinujeme, vyraz pea(a)+ Aea(b) smysl dava a pro
w~+ A =1 je tg-obrazem néjakého bodu.

DEFINICE 52. Necht aq,...,ar € F" jsou body a Aq,..., A\ € F skalary, které
spliuji Zlf A; = 1. Pak vyraz

Aag + Aoas + ...+ Agag,
oznacujeme jako afinni linedrni kombinaci danych bodi.

7Z prikladu s pfimkou je vidét, Ze mnoZina vSech afinnich linearnich kombinaci
bodil aq,...,a; je néco jiného nez linedrni obal v F™. Da se ale vyjadfit pomoci
linearniho obalu odpovidajicich vektord F?*! jako

Ut ((ealar), .. oyealar)) N Ay)

V pripadé afinni pfimky prochézejici body a, b je to priunik dvourozmérného pod-
prostorou (14 (a), t4(b)) v F"*! s nadrovinou A, identifikovany pomoci ¢ ;' s afinni
piimkou v F. Podobné priinik nadroviny {x € F"*!|roxg + ...+ rp2, = 0} a A,
je ztotoznén s afinni nadrovinou {x € F"*|rg + riz1 + ... 4+ rpa, = 0},

Ztotoznéni afinnich pfimek, rovin, nadrovin a dalsich linearnich objekti v F™
s podprostory vektorového prostoru F**! by nam spolu s vétou o dimenzi spojeni
a pruniku umoznilo zobecnit standardni teorii o vzajemné poloze dvou piimek ¢i
pfimky a roviny v R3 do libovolné dimenze. My se analytické geometrii linearnich
objektu vénovat nebudeme, prejdeme rovnou k objektim kvadratickym. Afinni pro-
stor vyuzijeme pfedevsim jako vhodny ramec ke studiu kvadrik, tj. mnozin ztotoz-
nénych pomoci ¢4 s prinikem nadroviny A,, s nulovou mnozinou néjaké kvadratické
formy na Fn+1,

Ztotoznéni mezi prvky F” a A, budeme pouzivat natolik Casto, Ze psat vSude
bijekci ¢4 nebo jeji inverzi by bylo zbyte¢né nepiehledné, podobné u F” a V.
Obvykle bude z kontextu, ze znaceni a z pouzitych operaci jasné, s jakym typem
objektu méame co do ¢inéni. Napiiklad v nasledujici definici by bylo pfesnéjsi psat
ta(a),ea(b) € A, amisto b—a vzdy ty (b —a):

DEFINICE 53. Necht a,b € A,. Pak vzddlenost p(a,b) téchto bodi definujeme
jako [|b — a|, tj. velikost vektoru b — a € V,, v normé indukované standardnim
skalarnim soucinem.

Prostor A,, s takto definovanou funkci p se nazyva eukleidovsky prostor E,.
Snadno se ovéii, ze spliiuje axiomy metrického prostoru:

DEFINICE 54. Metricky prostor je dvojice (X, p), kde X je mnozina a p: X —
Ry je funkce spliiujict
(1) plz,y) =0 z=y
(2) Yo,y € X : p(2,y) = p(y, )
(3) Va,y,2 € X : p(z,y) + ply, 2) > p(z, 2)
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TVRZENT 59. Necht A € Frr1xn+l pak linedrni zobrazent Fji:Frtl o prtd
zachovdvd A, a V,, prdvé kdyz

- 1 of
=%,

kde A € F**™, r € F™ mohou byt libovolné. Navic Fj; zachovdvd vzddlenost mezi
body A, prdvée kdyz je A unitdrni matice.

DUKAz. Ma-li byt nulta slozka vektoru

1) =)0 =Cat)

rovna jedné nezavisle na hodnoté a, musi byt s =0 a A = 1. Pro matici A v tomto

tvaru pak
T(O) _ (1 o\ (o) _ (0
x) \r A)\x) \Ax
Z definice [53| plyne, ze F'; zachova vzdélenost, pravé kdyz Vx € F™ bude x| =
||Ax]||. Z tvrzeni[54] plyne, Ze to nastava praveé pro A unitarni. O

Zavedeme-li soudin matice z F"*"™ a bodu z F" standardné, miZzeme zuZeni
Fj; na A, psit ve tvaru a — Aa + r. Takové zobrazeni na aritmetickém afinnim
prostoru se nazyva afinni zobrazeni. Je-li A unitarni, nazyva se takové zobrazeni
izometrie.

DEFINICE 55. Soustava soufadnic v A, je dvojice S = (p,B), kde p € A,
a B = (v;)7 je baze V,. Bod p je jeji pocditek a soustava soufadnic S se na-
zyvéa ortogondlni/ortonormdlng, pravé kdyz je ortogonalni/ortonormalni baze B.
Souradnicemi bodu a € A, vzhledem k soustavé sourfadnic S oznaéime vektor
[a]s = [a — p]B € F™.

Zvolme S’ = (p/, B'), jakozto dalsi soustavu soufadnic, kde B’ = (v})T, a pro

a € A, oznatme x := [a]g, X' := [a]ss € F". Pak
n n
a=p+y wvi=p +Y v
j=1 i=1
Ozna¢me déle U := [Id]5, a dosadme z definice matice piechodu

Z%Vy (" —p) "‘Z Zuﬂvj

Vektor p’ — p lze zapsat jako >

i=17jVj, plicemz r := [p' — p]B. Pak lze posledni
rovnost upravit na

n
E TjVj = E rjvj—i—g E xuﬂvj
Jj=1

j=11i=1

a z jednoznadnosti reprezentace Vektoru vudi bazi ziskat vztah mezi j-tymi slozkami
vektort x, x’ soufadnic bodu a vzhledem k soustavam S a S’:

n
Tj =715+ E Ujidy
i=1

Ten se d& pfepsat maticové jako

B-¢ D
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Podobnost mezi vztahem pro zménu soufadnic a predpisem pro afinni zobrazeni
je jasné patrna a analogickd podobnosti mezi matici pfechodu a matici linearniho
zobrazeni ze zimniho semestru. Predpokladame-li, ze soustavy soufadnic S a S’
jsou ortogonalni, je U unitarni matice, podobné jako u izometrii.

2. Kvadriky

Kuvadrika je podmnoZina realného aritmetického afinniho prostoru A,, popsana

(kvadratickou) rovnici
T
TAx = (1 xT) (E t;l > ()1() =x"Ax+2b"x+c¢=0,

kde c € R, b € R™ a A € R"*" jsou bloky matice oznacené A. Z predchozi kapitoly
vime, Ze v kvadratické formé x — x”7 Ax na R™ miiZzeme bez jmy na obecnosti
pfedpokladat, Ze A je symetricka, a budeme tak €init. Zobrazeni @, : X — xT A% na
R™*! je rovnéz kvadraticka forma uréena symetrickou matici A = [g]x a kvadrika je
prinikem jeji nulové mnoziny IV, s aritmetickym afinnim prostorem A,. Znamymi
priklady kvadrik na A, jsou elipsa, hyperbola a parabola. Napfiklad rovnici elipsy
se stfedem v 0 a délkou poloos a, b lze piepsat do tvaru

-1 0 0 1 2 g2
(1 T 1'2) 0 a2 0 T =142 _1=0

0 0 b2 \z) @

Kvadrika se nazyva reguldrni, pokud je regularni matice A, a stFedovd, pokud je

regularni matice A. Vlastnosti kvadriky budeme studovat pomoci pfechodu do jiné

soustavy soufadnic, vzhledem k niz je jeji rovnice v kanonickém tvaru, jako nap¥i-

klad vySe zminéna elipsa. VSechny kanonické tvary kvadrik se vyznacuji diagonalni

matici A, coz znamen4, Ze se v rovnici kvadriky nevyskytuji smiSené ¢leny x;x;.
Zmeéna soufadnic zméni matici formy ()4 na matici

1 o7 c b\ (1 o\ [ b7
o UT)\b A r U) \po UTAU )’
kde ¢’ := c+2bTr+rT Ar a b’ := UT (b+ Ar). Protoze A je symetricka matice, exis-

tuje matice U takova, ze UT AU =: D = diag(dy,...,d,). Je-li kvadrika st¥edova,
pak existuje A~! a volbou r = —A~'b zajistime, ze b’ = 0. Zaroveii

d=c—2bTA" b+ b7 (A H)TAA b =c-bTA"'b

Protoze A je regularni a regularita se zachovava pii nasobeni regularnimi mati-
cemi, musi byt ¢ nenulové. V novych, éarkovanych soufadnicich, které s ptivodnimi

spojuje vztah
1y /1 0 1
x) \r UJ\X')’

n
d+ Z diz? =0
i=1

Absence linearnich ¢lenti znamend, Ze je mnozina bodi x’ € R™ spliujicich rovnici
soumérna podle vSech nadrovin kolmych na soutfadné osy v R", dava tedy smysl
oznacit bod se soufadnicemi x’ = o jako jeji stred. V ptivodni bazi jsou jeho sou-
fadnice rovny x = r + Ux’ = —A~'b a daji se tedy snadno zjistit uz z pivodni
matice, bez nutnosti hledat U a r.

Na R? vidime, 7e rizna znaménka &isel di a do davaji v arkovanych sou-
Fadnicich rovnici hyperboly a stejn& znaménka bud rovnici elipsy, nebo prazdnou
mnozinu, v zavislosti na znaménku ¢’. Znaménka diagonalnich elementi matice D

mé rovnice kvadriky tvar
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jsou déana signaturou A a znaménko ¢’ je stejné jako znaménko podilu mezi deter-
minanty matice D a matice diag(c’,dy,...,dy). Tyto determinanty maji ale stejné
znaménko jako determinanty matice A a A. Plati tedy
VETA 37. Je-li xTAx + 2bTx + ¢ = 0 reguldrni stFedovd kvadrika takovd, Ze

signatura matice A je (p,q,0) a C := 3221‘3, pak pro

e g=0AC <0 nebop=0AC >0 je to elipsoid,

e ¢g=0AC>0mnebop=0AC <0 je to prizdnd mnoZina,

e p#0Aq#0 je to hyperboloid.

PRIKLAD 31. Uvazujme kvadriku na R? s rovnici 322 —10zy+3y°+14x—2y+3 =
0. Prepisme levou stranu maticové jako

-1 1

(x y)(_35 _35> (z>+2(7 —1)(§>+3:(1 z y) 3 ; 5| |

-1 -5 3 Y

Protoze sign A = (1,1,0) a velka 3 x 3 matice A je regularni, jedna se o hyper-
bolu.

Véta umoziuje urcit typ stfedové kvadriky z jeji rovnice v puvodnich soutrad-
nicich. Elipsoid je zobecnénim elipsy, je to tedy kvadrika s (kanonickou) rovnici

Délky jejich poloos jsou rovny a; = ,/—3—;. Zvolime-li matici U ortogonalni, pak
zména soutadnic zachovava vzdélenost a stejné délky poloos ma elipsoid i v pavod-
nich, nec¢arkovanych soufadnicich. Cisla d; na diagonale matice D jsou v takovém
pripadé rovna vlastnim ¢islim matice A, tedy i ty lze zjistit jiz z pavodni rov-
nice kvadriky. Sméry poloos jsou v ¢arkovanych soufadnicich dany prvky kanonické
béze, v puvodnich soufadnicich to tedy musi byt vlastni vektory matice A.

OBRAZEK 1. *2
Elipsoid: &3 + % + % =1
Tuto diskusi je mozné vztdhnout i na pfipad hyperboloidu, tedy kvadriky s
kanonickou rovnici
>+
as
i=1 i
kde v8echna znaménka nalevo nejsou stejna. Pocet kladnych a zapornych, tedy
signatura matice A umoziiuje zavést jemné&jsi déleni hyperboloidid, v R? jsou dva



2. KVADRIKY 107

- jednodilny a dvojdilny. Odpovidaji rota¢nimu télesu, jehoZ plast je hyperbola,
vzniklému rotaci okolo dvou hlavnich os této hyperboly.

OBRAZEK 2. *
Hyperboloid:z—; + blj — ’Z—j =1 Dvojdilny hyperboloid:i—z +HE-5=-1

Rozeberme jesté piipad nestfedové regularni kvadriky. Stejné jako u stiedové
miZeme najit ortogonalni matici U takovou, ze U7 AU je diagonalni matice D,
jejiz alespon jeden diagonalni element je 0. Necht je to ten posledni, tedy D =
diag(dy,...,dn—1,0). Posledni sloupec matice

C/ b/T
(%)

tedy musi byt nasobkem prvniho vektoru kanonické baze e; € R™T!. Musi to byt
nésobek nenulovy a zadny jiny sloupec uz nasobkem vektoru e; byt nemuze, bylo
by to v rozporu z regularitou kvadriky. Tedy ¢isla dy, ..., d,_1 uz musi byt vSechna
nenulova a rank A = n — 1. Chceme opét zvolit r, aby b’ = U (b + Ar) bylo
co nejjednodussi, ale se singularni matici A uz nebude mozné, aby to byla nula.
Oznaéme b” := UTb, pak

b’ =b" +UTAUUTr =b" + Dr”,

kde r’ := U”Tr. Proi € {1,...,n — 1} polozme r/ := —diib;’, pak m4& matice tvar
d ol v
o D' o],
b oT 0

kde D" = diag(dy,...,d,_1) a ¢ :=c+ 2bTr + rT Ar. Po dosazeni
d =c+2b"UTUY" +v""UT AUY' = ¢ + 2b"y" + """ Dr”

n—1

—c—9 Z b// b// " Z b// _ Z di(b;/)Q + bgr;z,

i=1
Protoze b]! # 0, lze zvolit 7/ tak, aby ¢ = 0. Tim jsme zvolili vektor r”’ a tedy i
r = Ur” tak, aby v piislugné soustavé souradnic méla kvadrika rovnici

Zd$/2+2bu I

Pro n = 2 je to parabola, jejiZ rovnici je mozné pfepsat jako

" o_ dl 2
Lo = — o5, %1
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obecné se jednd se o paraboloid. Parametry v rovnici je mozné ur¢it z ptivodni
matice A, protoze di,...,d,_1 jsou vlastni ¢isla jeji podmatice A a

n—1
det A= —(0)* [ di
i=1

Na signatufe matice A opét zavisi jemnd&jsi déleni typi paraboloidi, v R rozli§ujeme
elipticky a hyperbolicky paraboloid.

OBRAZEK 3. 2* )
Hyperbolicky paraboloid: %y — 4> — 2z =0

Smeér osy paraboloidu je definovan jako linearni obal vektoru, jehoz ¢arkované
soufadnice jsou e,, tedy jako vlastni vektor A s vlastnim ¢&islem 0, neboli Ker A.
Vircholem paraboloidu je bod urcéeny v ¢arkovanych souradnicich vektorem x' = o.

POzZNAMKA 6. V této kapitole jsme klasifikovali vSechny regularni kvadriky do
trid ekvivalence. Ty, které maji vzhledem k néjaké ortonormalni soustavé soufad-
nic stejnou rovnici, jsou na sebe prevoditelné odpovidajici izometrii. Rikame, ze
jsou stejného metrického typu a seznam téchto typu nazyvame metrickou klasifi-
kact kvadrik. Metrickych typt kvadrik je nekoneé¢né mnoho, protoze napiiklad dveé
elipsy, které se 1isi délkami poloos, jsou rizného metrického typu.

Afinnd klasifikace kvadrik pfipousti i neortonormalni soustavy soutradnic, jinymi
slovy kvadriky jsou stejného afinniho typu, pokud se na sebe daji prevést afinni
transformaci. Afinnich typa regularnich kvadrik je kone¢né mnoho, v dimenzi 2
jsou to elipsa, hyperbola, parabola a prazdna mnozina, v dimenzi 3 je to elipsoid,
jednodilny hyperboloid, dvojdilny hyperboloid, hyperbolicky paraboloid, elipticky
paraboloid a prazdnd mnozina. Afinni typ kvadriky je mozné urcit jen ze signatury
matic A a A.

Klasifikaci singulérnich kvadrik se zabyvat nebudeme, podobné jako u regu-
larnich sta¢i k uréeni afinniho typu nalezeni signatur. V R? jsou typu afinnich
singularnich kvadrik

e bod: 22 +23=0
e dvé riznobdzky: 23 — 23 =0
e dvé rovnobdzky: ¥2 —1 =0
e pifmka: 27 =0
e rovina: 0 =0
Piiklady singularnich kvadrik v R? jsou napiiklad tyto:
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OBRAZEK 4. *

Elipticka valcova plocha:i—z +

%,’—5 =1 KuZelova plocha:i—j +

109



KAPITOLA 19

Jordanuv tvar

Necht V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze nad C, f € End(V) a A € C je
vlastni ¢islo endomorfismu f. Zavedme oznadeni fy := f — AId pro endomorfismus
posunuty oproti f o —A-nasobek identity. Posloupnost nenulovych vektori C =
(v;)% ve V takovou, Ze f\(vi) =0 a Vi€ {2,...,k} je f(v;) = v;_1 nazveme Fetizek
prislusny f a A. Definujici vlastnost fetizku je mozné ve zkratce zapsat také formou
diagramu

Vs a Vr_1 a a o fa v a o

Prvni vektor v Fetizku splituje f(v1) = vy, patii tedy do vlastniho podprostoru V)
endomorfismu f. Ostatni vektory uz vlastnimi vektory nejsou, spliiuji podminku

f(vi) = (fx+ Ald)(v;) = vie1 + A
Takovym vektoru se Fika pridruZené vlastni vektory endomorfismu f viéi vlastnimu
¢islu .

Pokud je C navic i baze V, pak z definice matice endomorfismu plyne, ze
[f1S € C**k m4 tvar

A1 0 O 0 0
0O X1 0 0 O
0 0 X 1 0 O
Dk =|: . 0 0
0O 0 0 O 1 0
O 0 o0 o0 ... x 1
0O 0 0 0 ... 0 X

Této matici se fika Jordanova burika. Hlavnim vysledkem této kapitoly je, ze pro
kazdy endomorfismus V' existuje baze B ( Jordanova bdze ) prostoru V sloZena
7 fetizkl piislugnych jeho vlastnim &sliim. Vidi této bazi je [f]5 blokové diago-
nalni matice, jejiz diagonalni bloky jsou Jordanovy buiiky, fikaime, Ze je to matice
v Jordanové tvaru. Maji-li v8echny fetizky v Jordanové bazi délku 1, je Jordantv
tvar diagonélni matice, a tedy ze f je diagonalizovatelny endomorfismus. Druhym
dusledkem véty o Jordanové tvaru bude, Ze je urcen pro dany endomorfismus jed-
nozna¢né az na pofadi Jordanovych bunék. Z toho plyne, ze matice ma netrivialni
Jordaniv tvar (tj. s alespoil jednou Jordanovou buiikou Fadu vétsiho nez 1), pravé
kdyz endomorfismus neni diagonalizovatelny.

V kapitole [11] jsme vidéli, Ze diagonalizace matice umoznuje efektivné spocitat
jeji mocniny. Nalezeni Jordanovy baze a Jordanova tvaru endomorfismu ¢i matice
umoziuje rozsifit tuto metodu i na matice nediagonalizovatelné. Nejprve dokazeme,
ze pro komutujici matice plati obdoba binomické véty:

LEMMA 7 (Binomicka véta). Necht A, B € F¥*k AB = BA. Pak
(A+B)" = i "aripe
iz \!
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DUKAZ. Indukei s vyuZzitim relaci pro kombinac¢ni ¢isla, podobné jako u bino-
mické véty pro realna cisla. O

K uréeni mocniny endomorfismu tedy staéi reprezentovat ho vac¢i Jordanové
béazi a spoc¢itat mocninu Jordanovych bunék na blokové diagonale. ProtoZze matice
AE komutuje s kazdou matici, 1ze pouzit binomickou vétu:

(Jaw)" = (AE+ Jop)" =Y (’Z) N Jok)' =

=0
A7 pAn—1 (g) A2 (kil) )\nkarl
0 A" wAnl (") An 2
_ 0 0 A" . (kﬁ?,) /\nkarB
6 0 0 e AT n/\’.‘_1
0 0 0 ... 0 A"

Vyuzili jsme jednoduchého tvaru mocnin Jordanovych buné€k s vlastnim éislem O.
Pro dostate¢ns velké ¢ (konkrétné i > k) je dokonce (Jy )" = 0, matice i endomor-
fismy s touto vlastnosti se nazyvaji nilpotentns.

DEFINICE 56. Invariantnim podprostorem endomorfismu f € End(V) rozu-
mime podprostor W < V takovy, ze f(W) C W.

Napftiklad W := Ker f je invariantnim podprostorem, protoze f(W)=0C W.
Podobné je vidét, Ze invariantnim podprostorem jsou i Im f a lineérni obal vektori
libovolného fetizku ve V' spojeného f).

LEMMA 8. Jsou-li U;W <V invariantni podprostory pro f € End(V), pak jsou
gmiitUNW a U+ W.

DUKAZ. Z definic. O

LEMMA 9. Je-li W <V invariantni podprostor endomorfismi f,g € End(V) a
r,s € F, pak je invariantni i pro endomorfismus rf + sg.

DUKAZ. Z definic. t

Protoze pro Id je invariantni kazdy podprostor, ma f) = f — AId stejné in-
variantni podprostory jako f. Zvolime-li bazi B = (C, B’) ve V tak, ze C je baze
invariantniho podprostoru W, pak prvnich dim W = |C| sloupcii matice [f]5 ma

poslednich dim V' — dim W = | B’| slozek nulovych. Je to tedy blokové horni troju-
helnikova matice
A X
B _
[f}B - <O G> )

kde |C| x |C| matici A jde s pomoci zobrazeni ¢ : W — V, 7w : V — W zavedenych
v kapitole o direktnim souctu zapsat jako A = [ro fo L]g Je to tedy matice fjy =
mo for € End(W) ziZeni endomorfismu f na podprostor W. Charakteristicky
polynom ptvodniho endomorfismu py(X) = det(f — A1d) je diky tvrzeni [41|roven

det(A — AE) det(G — AE) = det(fijw — Ald) det(G — AE) = py,,, (M)g(N),
tudiz kazdé vlastni ¢islo endomorfismu fy je i vlastnim ¢islem endomorfismu f.

Pro specidlni volbu W odtud plyne nerovnost mezi algebraickou a geometrickou
néasobnosti vlastniho ¢isla:

TVRZENI 60. Nech? f € End(V). Pak algebraickd ndsobnost viastniho cisla w
endomorfismu f je vidy vétsi nebo rovna jeho ndsobnosti geometrickeé.
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DUKAzZ. Je-li v pfedchozi avaze W vlastni podprostor f s vlastnim ¢&islem pu,
pak A = pE, tedy py,, (A) = (u — AW - Odtud vidime, 7e u je kofenem pjy(\)
alespon nasobnosti dim W. O

Existenci Jordanovy baze budeme dokazovat ve dvou krocich. Nejprve ukazeme,
ze mnozina vektori v fetizcich je linedrné nezavisla, pravé kdyz je linearné nezavisla
posloupnost jejich pocatecénich vektori, tedy téch, které se v fetizcich zobrazuji
na nulovy vektor. Druhym krokem bude ukazat, Ze lze sestrojit mnozinu retizku
spliujicich tuto podminku, které je dostateéné velka, aby generovala celé V.

LEMMA 10. Necht B = (B, ..., B,) je posloupnost fetizki pro f € End(V).
B je linedrné nezdvisld, prave kdyZ je linedrné nezdvisld posloupnost (vi,...,v7)
jejich pocdtecnich vektorii.

DUKAz. Implikace = je zjevna, implikaci < dokézeme indukei podle celkového
poctu vektort v B. Necht Bj, ..., B, jsou fetizky spojené fy, tedy jejich poc¢atecéni
vektory vi, ..., v{ spliwji (f —A1d)(v}) = o, ¢ili jsou to vlastni vektory f s vlastnim
¢islem A. Podivejme se nejprve, na co se zobrazi linedrni kombinace prvki nékterého
z prvnich g fetizka v zobrazeni fy. Je-li i < ¢, pak

k; k; ki ki—1
a E riv; | = g rifavy) =) rivi_g = g 105 € (B)),
=1 =1 i=2 =1

kde B; := BZ\{U,’C } je Fetizek B; po odebrani posledniho vektoru. Pokud i > ¢, tedy
pokud B; je fetizek prislugny jinému vlastnimu &slu p, pak je (B;) diky pfedchozi
tvaze invariantni podprostor pro f,, tedy i pro f a tedy i pro fi. Tedy fi-obrazem
linearni kombinace prvki B; bude opét néjaka linedrni kombinace prvka B;.

Linearni kombinaci vSech vektord ve vSech fetizcich By,..., B, rozdélme na
dvé dvojité sumy: prvni bézi pres fetizky prislusejici vlastnimu ¢&islu A, druha pies
fetizky prisluSejici ostatnim vlastnim ¢islam:

ki P ki

1,0 7,1

YD v Y Y il
i=1 j=1 i=q+1j=1

Endomorfismus f) zobrazi tuto linearni kombinaci na linearni kombinaci vektortu

z posloupnosti (B, ..., By, Byt1,...,By), kde koeficient u vé pro i < q je r§+1.

Posloupnost po¢atecnich vektord fetizkt B,..., By, Byi1,..., By je bud stejna

jako posloupnost pocatecnich vektoru fetizki Bi,..., Bg, Bgt1,...,Bp, nebo je

to jeji podposloupnost, je tedy linearné nezavisla. Protoze posloupnost vektori

(B1,-.., By, Byt1, - - -, By) obsahuje méné prvki nez posloupnost (B, . . ., By), plyne
z indukéniho pfedpokladu, Zze prvni z posloupnosti je linedrné nezavisla.

Polozme tedy ptivodni linearni kombinaci rovnu o, pak je roven nulovému vek-
toru i jeji fy-obraz. Z indukéniho predpokladu a tvaru koeficienti fy-obrazu vek-
tori z prvnich g fetizka plyne, Ze r;- = 0 pro vSechna i < g a j > 2. Opakujeme-li
stejnou Gvahu s ostatnimi vlastnimi ¢isly a odpovidajicimi zobrazenimi f,, dosté-
vame, Ze r§ =0iproi>qaj> 2 Pak mé ale puvodni linearni kombinace tvar

P_, vl = o a tedy i z linearn{ nezavislosti po¢atecnich vektort plyne ri = 0 pro
vSechna 4. Tedy vSechny koeficienty piivodni linearni kombinace musi byt nulové a
posloupnost (B, ..., B,) je tudiz linedrné nezavisla. O

VETA 38 (O existenci Jordanova tvaru). Necht V' je komplexni vektorovy pro-

stor konecné dimenze, f € End V. Pak existuje bize B prostoru V takovd, Ze [f]B

je matice v Jordanové tvaru.
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DUKAzZ. Indukei podle dimenze V. Pro dimV = 1 je tvrzeni zfejmé, pied-
pokladejme tedy, ze n = dimV > 1 a pro vSechny prostory nizsi dimenze tvr-
zeni plati. Pro A € o(f) jsou Ker f) a Im f) f-invariantni podprostory a protoZe
dimKer fy > 0, plyne z véty o dimenzi jadra a obrazu, ze dimIm f) < n. Pro-
toze W := Im fy je invariantni podprostor f, 1ze z indukéniho pfedpokladu najit
Jordanovu bazi C' endomorfismu f|w v prostoru W. Necht je v C pravé r fetizki
s vlastnim &slem . Protoze C' C Im fy, lze ke kazdému koncovému vektoru v},
takového Fetizku najit néjaky jeho vzor v}'ﬂ 41 v zobrazeni fy. Lze také doplnit r po-
Catecnich vektoru téchto retizki na béazi Ker f), tim ziskdime dalsich dim Ker f) —r
vektort tvoricich fetizky délky 1 spojené fy. Tim jsme z C' ziskali novou posloupnost
fetizkt B, v niz je o

r + (dimKer f\ —r) = dimKer fy = n — dimIm f), =n — |C]

vektort vice, ma tedy celkem n prvki. Podobnou tvahou jako v dikazu lemmatu
odvodime, Ze sjednoceni linearné nezavislych mnozin, z nichz kazdé lezi v jiném
vlastnim podprostoru, je linearné nezavisla mnozina. Mnozina C; vSech pocatec-
nich vektort v C' je z indukéniho predpokladu linedrné nezavisla, tedy je linearné
nezavisly i jeji prunik s kazdym vlastnim podprostorem f, specialné is Ker fy, ktery
ozna¢me C]. Mnozina By vSech pocate¢nich vektori v B vznikla doplnénim C] na
bazi Ker fy a pridanim v8ech ostatnich prvka Ci, je tedy linedrné nezavisla. Podle
lemmatu [10] je B linedrné nezavislé a jelikoZ ma n prvki, je to baze V. O

PRIKLAD 32. Zkonstruujme Jordanovu bézi pro endomorfismus F4 : C* — C*
uréeny matici
1 0 -1
2 0 1
03 0
0 0 4
Spoéteme postupné o(A) = {3}, dimKer(A—3E) =2a (A-3E)> =0, (A-3E)? #
0. Zvolime vektor vi tak, aby se nenachazel v jadru matice

3
0
A_O
1

-1 -1 0 0
e |11 000

A=8EF =109 o 0 ol
1 1 00

napiiklad vi := (1,0,0,0)7. Nasobenim matici A — 3E zleva ziskime Fetizek

1 1

V3=
(1,0,0,0)74=2F (0, 0 0, 1)TA 3 (- 1,1,0 T o
Vektor vi doplnime na bazi Ker(A — 3E) napt. vektorem v? := (0,0,1,0)T. Z

lemmatu|10|je (vi,vi, vi,v?) linedrné nezéavisla, je to tedy hledana Jordanova baze.

Jordaniiv tvar matice A je diag(Js 3, Js.1)-

Zapisme [f]5 blokové jako diag(J, K), kde blok J zahrnuje viechny Jordanovy
bunky pfislusejici vlastnimu ¢islu A a K vSechny ostatni Jordanovy buiiky. Pak
existuje k € N, Ze k-t4 mocnina matice [f,]5 je

(<J _OAE)k (K —OAE)’f> - (8 1%) :

kde R je regularni matice. Nejmensi takové k je rovno délce nejdelstho fetizku
z TetizkG DB, ... B, pfisluejicich vlastnimu ¢islu A. Protoze R je regularni ma-
tice, je podprostor Zx := (By,..., B,) vidi bazi B vyjadien jako Ker([f,\]5)* =
Ker[(f\)*]B). To znamena, 7e samotny Z, je roven Ker(fy)*. Posledni vyjadfeni
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zévisi pouze na endomorfismu f a jeho vlastnim é&isle A, ale uz ne na volbé Jorda-
novy béaze B.

DEFINICE 57. Necht f € End(V), A je vlastni ¢&slo endomorfismu f a k € N je
nejmensi takové, ze Ker(fy)* = Ker(f\)**!. Podprostor Zy := Ker(fy)* nazyvame
zobecnény vlastni podprostor f prislusny vlastnimu ¢islu .

Rozmyslete si, Zze tato definice Z) souhlasi s definici v pfedchozim odstavci. Ideu
nezévislosti na volbé baze vytézime v nasledujicim tvrzeni, jehoz disledkem bude,
7e poCty a délky fetizkt musi byt v kazdé Jordanové bézi daného endomorfismu
stejné.

TVRZENI 61. Necht V' je vektorovy prostor konecné dimenze n nad C, f €
End(V) a A € o(f). Pak

(1) Zy @ Im(f\)* =V, dim Z je rovno algebraické ndsobnosti A
(2) Je-li O’(f> = \{)\17 . ,/\m}, pak'V = Z)\l D...D Z)\m
(3) Pocet fetizki prislusnijch \ s délkou alespon j je roven

dim Ker(fy)? — dim Ker(fy)’~*
4) Pocet tetizku prislusnijch A s délkou prdvé j je roven
(
—dim Ker(fy )’ + 2dim Ker(fy)? — dim Ker(/fy) ™"

DUKAZ. Necht B je Jordanova baze f a matice J, K jsou zvoleny stejné jako

vyse. Matice
[(72)")5 = <(J _OAE)k (K —O/\E)’f) - (8 ]0%)

mé blokovou strukturu, v niZz je rozmér nulové matice v levém hornim rohu roven
rozméru J, neboli podtu vyskyti A na diagonéle horni trojihelnikové matice [f]5,
jinymi slovy algebraické nésobnosti A\. Ozna¢me rozmér regularni matice R jako
n —m. Zjevnd Im[(f2)*]1B = (emy1,...,en) a Ker[(£1)¥]B = (e1,...,en). Jadro a

obraz matice [(f1)*]5 tedy tvori direktni soucet rovny C”, 7 &ehoz
Ker(f,)" ® Im(f,)" =V

Druhé tvrzeni ziskdme indukei z prvniho a z pozorovani, ze Z,, C Im( ) pro
u# X To je opét nejlépe vidét z maticového vyjadieni, protoze matice K obsahuje
na diagonale v8echny Jordanovy buiiky s vlastnim &islem p. Pro ovéreni tietiho
tvrzeni si stac¢i rozmyslet, ze v Ker(fy)? lez z baze B pravé ty vektory, které patii
do négjakého Tetizku spojeného fy a jsou vzdéleny od pocateéniho vektoru nejvyse
o j — 1 Sipek. Ctvrté tvrzeni plyne ihned ze tfetiho. O

étvrty bod vyjadiuje pocet Fetizkt délky j spojenych f) nezavisle na zvo-
lené Jordanové bazi. Kazdému takovému fetizku odpovida v matici [f]5 Jordanova
buiika J) ;. Z toho plyne

VETA 39. Jordaniv tvar endomorfismu f € End(V) je urden jednoznacéné aZ
na zmeénu poradi Jordanovych bunék.

P1i praktickém hledani néjaké Jordanovy baze postupujeme po jednotlivych
zobecnénych vlastnich podprostorech Z), v kazdém nejprve zjistime strukturu fe-
tizkt z dimenzi Ker(fy)’. Konkrétni vektory v Fetizcich nejsou uréeny jednoznaéné,
néjakou vhodnou volbu muZzeme ziskat nasledujicim postupem:

Pro k nejmensi takové, ze Ker(fy)* = Ker(fy)**! najdéme nejprve ngjakou bazi
Ker fyNIm(fy)*~!, oznaéme ji jako ,nové pocateéni vektory* a polozme j = k — 1.
Nasledné:
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(1) Prohlasime nové pocateéni vektory za staré poGateéni vektory a prodlou-
zime je na Tetizky délky j + 1 opakovanym hledanim vzori v zobrazeni
Ia-
(2) Doplnime staré pocateéni vektory novymi pocatednimi vektory na bézi
Ker f) NIm(fy)7 1
(3) Je-li j =1, skonéime, jinak snizime j o 1 a jdeme na bod 1.
Tento postup zarucuje, ze vzniknou retizky s linedrné nezavislymi poc¢ateénimi vek-
tory a spravnymi délkami. Pro malé matice je nékdy vyhodnéjsi konstruovat fetizky
od konce, protoZe hledani obrazu v f) je jednodussi nez hledani vzoru v ném. Pak
ale nemusi pocateéni vektory vyjit linedrné nezavislé a je nutné to dodateéné ovéfit.

PRIKLAD 33. Matice

0 1 1
A=|(-3 4 3
2 -1 1

ma spektrum o(A4) = {1,2} a vlastni podprostory
Vi =Ker(A - E) = {(1,2,-1)T), Vo = Ker(A — 2E) = ((1,3,-1)T).

Protoze 1 ma algebraickou nasobnost 1, je V4 uz roven Z;. Prostor Ker(A —2E)? =
((0,0,1),(1,3,0)) je roven Z,, protoZe uz ma dimenzi rovnou algebraické nasobnosti
vlastnfho ¢&isla 2. Dimenze V5 je 1, bazi Zs tedy bude tvofit jeden Fetizek délky 2.
Vektory v ném miuizeme najit bud jako (napf.) (1,3, —1) a néjaky jeho vzor v Fa_op,
nebo jako (napt.) (0,0,1) a n&jaky jeho obraz v Fa_sp. Obraz se spocte snaz a je
roven (1,3, —1). Nalezena Jordanova béaze a Jordantiv tvar jsou pak

1 1 0 100
B=((2].13].lo]], Ja=[0 2 1
1) \-1/ \u 00 2

Mocniny matice A lze spoéist jako A" = RJTR™, R := [Id]X.

PozNAMKA 7. Pfi numerickém hledani Jordanova tvaru narazime na problém,
ze libovolné mal4d zména vstupnich dat miize zménit strukturu retizkd. Napiiklad

matice
0 1
=0 o)

nen{ diagonalizovatelné a je sama svym Jordanovym tvarem. K ni blizk4 matice

=6 %)

diagonalizovatelna je, protoZze méa prosté spektrum {e, —¢}. Jeji Jordanuv tvar tedy

je
e 0
n=(5 %)

Vlastni podprostory ((1,0)T) a {(1,—2¢)T) matice A pro ¢ = 0 splynou v jediny
vlastni podprostor matice N.
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Exponenciala

OzNACENI 1. Standardné zna¢ime maticové elementy matice A symbolem a;;.
V nékterych piipadech, napiiklad u inverzni matice A=', by oznaceni elementi
(napf. ai_jl) bylo zavadéjici. Proto budeme znaéit ij-ty element matice A v pfipadé
potfeby také (A);;. Naopak (a;;) bude oznacovat matici, jejiz elementy jsou a;;.

Pomoci Jordanova tvaru umime spocitat libovolnou mocninu libovolné kom-

plexni matice a tedy i dosadit matici do polynomu. Je mozné matici dosadit i do
mocninné fady?

DEFINICE 58. Je-li (B;)g2 posloupnost matic z C™*", pak matici B € C™*"
nazveme limitou limg_, ., By posloupnosti, pokud Vi € {1,...,m}, Vj € {1,...,n}
plati limqi)oo(Bq)ij = (B)”

Soucet nekone¢né rady matic je pak definovan jako limita jejich ¢aste¢nych
souCtl. Definici limity muZzeme preformulovat i pomoci zavedeni normy na mnoziné
matic vztahem || B|| := max; ; |(B);;|. Plati

LEMMA 11. Necht (B,)32, je posloupnost matic z C"*". Pak B € C™*" je
jejt limita, pravé kdyz lim,_, | B, — B|| = 0.

DUkAz. Jednoduché cviceni. O

DEFINICE 59. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A definujme jeji exponencidlu

|
expA = Z —'Aq
q=0 T

LEMMA 12. Pro libovolnou c¢tvercovou matici je exp A absolutné konvergentni
rada.

DUKAzZ. Necht A € C"*™. Pro viechna g € N plati nerovnost || A9|| < n?=1||A||9,
ktera se snadno dokaze indukci. Pro ¢ = 1 je tvrzeni trividlni. Pfedpokladejme, Ze
plati pro né&jaké ¢ € N. Pak

AT = [ A7A] = max | D7 (AD)(A)es | < max D [(A)iel [(A)gs| <
k k
< ]| max |(A%)a] = nlAJA%) < n?]l A",

kde jsme v poslednim kroku pouzili indukéni predpoklad.
Pak ale pro libovolné @ € N

Q Q

QR
1 1 n9 n
PIEICONEDS a4 = > Al =e 1Al

|
q=0 ¢ qg=0 1’ q=0

116



20. EXPONENCIALA 117

PRIKLAD 34. Pokud je néjakd mocnina matice A rovna nule, fikime, Ze je
A nilpotentni matice. Pak je fada exp A déna konednym souétem. Piikladem je
Jordanova buitka Jg

1 _
eXpJOk—E+J0k+ (JOk) ---er(Jo,k)k 1

U nékterych specidlnich matic je mozné spocéitat obecnou mocninu p¥imo a i fada
se da pak secist. To je piipad diagonalni matice

1 (a9 e’ 0
(5 ) -2a (s #)-(5 )
ale také napiiklad matic
0 t\ _ (cosht sinht 0 —t\ [cost —sint
Py 0) 7 \sinht cosht)’ P\t 0 )7 \sint cost
VETA 40. Necht A, B,Q € C™*™, Q reguldrni. Pak

(1) Pokud AB = BA, pak exp(A—|— B) =expAexp B
(2) exp A je requldrni a (exp A)~! = exp(—A)

(3) exp(Q71AQ) = Q™" exp(4)Q

(4) detexpA=expTrA

DUKAZ. exp A a exp B jsou dvé absolutné konvergentni fady, jejich soudin
exp A exp B je tedy roven rfadé

Ool qool T:wp#qp—q:
goq ;r!(B) g;q!(p—q)!AB
0o p 00
:ZO;Z()(];)AQBP_Q Zp'(A—FB)
p=0*" q=

v posledni rovnosti jsme vyuzili lemmal[7] Tim dostéavame prvni tvrzeni. Druhé plyne
z prvniho, protoze A a — A komutuji a exp 0 = E na zékladé ptimého dosazeni. Tteti
je diisledkem vlastnosti QAIQ~! = (QAQ~1)? a véty o aritmetice limit.

Posledni tvrzeni dokadZeme pomoci véty o Jordanové tvaru. Pokud A = QJ,Q 1,
kde Ja je Jordaniv tvar A, pak plati detexp A = detexp Ja ze tfetiho bodu a
vlastnosti determinantu a exp Tr A = exp Tr J4 z vlastnosti stopy. Z tvaru mocnin
Jordanovych bunék vidime, Ze exp J4 je horni trojuhelnikova matice, kterd mé na
diagonale ¢isla e, i € {1,...,n}, kde \; jsou vlastni ¢isla A, kazdé tolikrat, kolik
je jeho algebraickd nasobnost (viz téZz niZze explicitni tvar exponencialy Jordanovy
buiiky). Pak ale

n
detexp J4 = He’\i = exim i = TrJa

i=1

O

Jordantv tvar umoziuje explicitné spocitat exponencialu libovolné matice. Pro
jednoduchost se vénujme pifpadu A = QJQ !, kde J je Jordanova buiika stupné
n s vlastnim ¢islem A. Pak J = AE 4+ N je rozklad na soucet dvou komutujicich



20. EXPONENCIALA 118

matic, takze diky prvnimu bodu predchozi
expA=Qexp(J)Q ' = Qexp(\E + N)Q™*
= Qexp(AE)exp NQ ™! = Qe* exp NQ 7!
1 1

1
1! 21 (n—=1)!
0 1 % (n712)!
=Qe| ; Q!
0o ... 0 1 4§
0 ... O 0 1
Pokud ¢ € C, lehkym zobecnénim tohoto postupu plyne
t2 tn71
rt 5 .. Tt
0 1 t e m
exp(tA) = Qe | . —_— . QL
0o ... 0 1 t
0O ... 0 O 1

coz, jak za chvili uvidime, je vysledek kli¢ovy pro feSeni soustav linearnich diferen-
cialnich rovnic.

PRIKLAD 35. Hleddme dvé funkce x1, x5 : R — C spliiujici rovnice

d:Cl

— () = (1) — z2(0)
dCC2

() = A (1) — a (1)

s pocateéni podminkou z1(0) = 2, 29(0) = 1. Zadani miZeme kompaktné prepsat
jako

. -1 -1 T

x = Ax, kde A = ( 4 ),X(O):(2,1)
Takova tloha se nazyva homogenni soustavou linearnich diferencialnich rovnic prv-
niho Fadu s konstantnimi koeficienty. UkaZzeme, Ze jeji obecné feSeni ma tvar x =
exp(t4) - c.

DEFINICE 60. Derivaci maticové funkce Q) : R — F™*" v bodé ¢t € R rozumime

QU =QW) _ o dQ()
T eI

Je z¥ejme, ze derivaci maticové funkce Q(t) je matice (Q(t))”7 jejiz elementy
jsou derivacemi maticovych elementit (Q(t));;.

LEMMA 13. Necht P,Q : R — F™*" A € F"*P B € F"*™ R : R — F"*P,
f:R—=TF a funkce P,Q, R, f maji derivaci v bodé t. Pak

(1) L(P(t)+Q(t) = 20 4 290

(2) L(Q(t)A) =414

(3) £(BQ(t)) = B

(4) L(Q)R(t)) = ‘LU R(t) + Q(t) LB
(5) L(fOQE) = LEQ(t) + f(1)2%
(6) Pro A étvercovou plati

% exp(tA) = Aexp(tA)
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DUKAZ. Prvnich pét tvrzeni plyne okamzité z vlastnosti derivace &iselnych
funkei a definic maticového s¢itani a nasobeni. Pro posledni potfebujeme vétu z ma-
tematické analyzy, kterd fiki, Ze mocninné fada, ktera vznikne derivaci mocninné
fady ¢len po ¢lenu, mé stejny polomér konvergence a uvnitf kruhu konvergence
je rovna derivaci sou¢tu ptvodni fady. Mocninné fada (exptA);; konverguje pro
vSechna t € R, tedy jeji derivace v t je rovna

d d & ta=1(Ad
4 (exp(t)) Eg Z(qfl)) — (Aexp(t4)),;

O

PozNAMKA 8. Posledni tvrzeni se da také dokazat Cisté algebraicky prechodem
k Jordanovu tvaru exp(tA) = U exp(tJ)U ! = Uexp(tD) exp(tN)U !, kde matice
exp(tD) a exp(tN) explicitné zname.

VETA 41. Necht A € C"*™, ¢ € C™. Pak jedind funkce x : R — C™, splriujici
rovnici X(t) = Ax(t) s pocdteéni podminkou x(0) = ¢ je x(t) = exp(tA)c.

DUKAZ. Rovnosti x(0) = exp(0)c = ¢ a x(t) = Aexp(tA)c = Ax(t) jsou pro
x(t) z véty splnény. Pokud by y(t) spliiovalo tyto rovnosti také, pak plati

%(exp(—tA)Y(t)) = exp(—tA)y(t) + (—A) exp(-tA)y(?)
= exp(—tA) [Ay(t) — Ay(t)] = 0,

tedy exp(—tA)y(t) =: d je konstantni vektor. Protoze y(0) = ¢, plati d = c¢. Tedy
y(t) = exp(td)c = x(t). O

PRIKLAD 36. Matice A z tuvodu tohoto oddilu je diagonalizovatelna, plati

()= (s ()

Regenf soustavy rovnic je pak
zi(t) ) _ 1 11 et 0 2 -1
zo(t) ) 4\ -2 2 0 e 3 2 1
1 [ 3e' +be %
4\ —6e! + 10e3
Budeme-li interpretovat vektorovou funkei (z1(t), x2(t)) jako pohyb bodu v roving,
pak v soufadnicich vzhledem k Jordanové bazi ma feSeni tvar z () = cet, xh(t) =
che™3t. Bod (s, 0) na vodorovné ose se tedy z po¢ateéniho stavu vzdaluje s rostoucim
¢asem do nekonecna, bod (0, s) na svislé ose konverguje k nule. Body mimo osy se
pohybuji po drahéch trochu pfipominajicich hyperboly smérem k bodim (+o00,0).
Tyto drahy jsou v kazdém bodé x € R? te¢né k vektoru V4 (x) := Ax a nazyvame
je integralnimi kiivkami vektorového pole V4 : R? — R2.
Kazda 2 x 2 realna matice se dvéma riznymi vlastnimi &isly je diagonalizo-

vatelné a jeji vlastni ¢isla jsou bud obé realné, nebo jsou komplexné sdruzena. V
druhém piipadé oznaéme \ = k + iw a vytknéme spoleény faktor e**:

tA itw
e =Q( G S Jet=ere () )

= N
~—

e
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Unitarni matici uprostied je mozné unitérni transformaci pfevést na matici rotace
a obé& matice pfechodu sloudit do jedné:

gy (1LY (o) it ) (Y
et (ol )

Je vidét, ze P musi byt realnd matice. Integralni kiivka v soufadnicich vzhledem k
bézi ze sloupci P méa parametrické vyjadieni

ik cos(tw) sin(tw) ¢
Yelt) = e ( —sin(tw) cos(tw) c2
Pro k = 0 je to kruZnice, pro k < 0 spirala smé&fujici k (0,0), pro k > 0 spirala
smétujici k nekoneénu.

Na soustavu linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koe-
ficienty lze pfevést i soustavy fada vysSich. Jednoduchym piikladem je rovnice
harmonického oscilatoru

jt) = —w?y(t)
Definici 21 (t) := ¢(t) a x2(t) := wy(t), lze rovnici piepsat jako

(0 —w)\ [(z1(t)
T \w 0 x2(t)
a tuto soustavu pak vyresit:

o =ewt (5 ) %0 = (et o) (260)
Tim dostavame standardni feSeni harmonického oscilatoru ve tvaru
y(t) = ixg(t) = %y(O) sinwt 4 y(0) cos wt
Soustavy s pravou stranou lze fesit pomoci tzv. variace konstant:

VETA 42. Necht A € C"*™, b : R — C". Pak vsechna FeSeni nehomogenni

soustavy diferencidlnich rovnic
x(t) = Ax(t) + b(t)

jsou tvarux(t) = exp(tA)c(t), kdec : R — C" je funkce spliiujici ¢(t) = exp(—tA)b(t).

DUkAzZ. Pokud x(t),%(t) jsou dvé feSeni soustavy x(t) = Ax(¢) + b(t), pak
jejich rozdil x(t) — x(t) je feSenim homogenni soustavy x(t) = Ax(t). Stadi tedy
najit partikularni feSeni nehomogenni soustavy. Pokud ho budeme hledat ve tvaru
xp(t) = exp(tA)c(t), pak s vyuzitim lemmatu |[13| dostavame

xp(t) = %(exp(tA)c(t)) = exp(tA)e(t) + Aexp(tA)c(t) = exp(tA)e(t) + Axp(t),

a po porovnani s rovnici dostavame ¢(t) = exp(—tA)b(t). Obecné feseni nehomo-
genni soustavy je

x(t) = exp(tA)c(t) + exp(tA)d = exp(tA)(c(t) + d),
a protoZe %(c(t) +d) = ¢(t), maji vSechna FeSeni pozadovany tvar. O

PRIKLAD 37. Zajimava specialni situace nastavé, kdyz A mé vlastni vektor v
s vlastnim &islem A a pravé strana je ve tvaru b(t) = e#tv. Pak

¢(t) = exp(—tA)b(t) = ety
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¢ili
ety

1
y(t) = exp(tA)c(t) = me(“_Mt exp(tA)v =

Pokud A i p jsou ryze imaginarni, popisuje vysledek periodicky pohyb s dhlovou
frekvenci p a amplitudou imérnou M%)\ Cim jsou si A a u blize, tim vice roste
amplituda. Dostavame tedy jednoduchy model rezonance pii pisobeni vnégjsi sily s
frekvenci blizkou frekvenci vlastnich kmita systému.
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Tenzory

Necht V' je vektorovy prostor nad F. Linearni zobrazeni ¢ : V' — F se nazyva
linedrni forma (n&kdy téz linedrni funkciondl ¢i kovektor).

PRIKLADY 6. Linearnich zobrazeni uz jsme vidéli mnoho, linearni formy jsou
pouze ty z nich, jejichz hodnoty jsou skalary, napf.:
e ¢:R? > R, ¢((w1,22)") = 221 — bao
e p:R"™™ R ¢p(A)=TrA
* ¢:Pl@,R) =R, o(p) =p(0)
o ¢:C%[0,1],R) = R, ¢(f) = [, f(a)dx
Je-li B = (e;)} baze V, pak 1 xn matice [¢]5" = (¢(e1), ..., d(en)) reprezentuje

¢ vitdi bazim B ve V a K1 = (1) v FL. Je to tedy fadkovy vektor, ktery budeme od
nyné&jska znacit [¢]p. Pro v € V plati

K
6(v) = [¢]5' [v]” = [¢]B[]”

DEFINICE 61. Prostor Hom(V,F) v8ech line4rnich forem na V' se nazyva dudini
prostor k'V a zna&i se V*. Posloupnost B* := (¢/)} C V*, kde [¢!]p = el (neboli
e'(ej) = 6;), se nazyva dudini baze k B.

Zduraznéme, Ze v definici

e ¢; znadi i-ty vektor kanonické baze v F"

e ¢; znadi i-ty vektor baze B ve V

o ¢’ znadi i-ty vektor dualni baze B* ve V*.
Rozlisovani typu objektu pomoci pozice indexu je jednim z hlavnich rysi tenzorové
notace. Dalsim je tzv. sumac¢ni konvence, kdy vyskyt dvojice stejnych indext v

horni a dolni poloze znamena, Ze se pres tento index s¢ita. Je-li naptiklad v € V' s
reprezentaci [v]? = (v!,...,v")T, miZeme psat

n
v = E v'e; =: v'e;
i=1

Proto také souradnice vektort budeme jiz od ted psat vzdy s hornim indexem. Pro
prvky B* plati

n n n
e'(v) =e' Zvjej :Zvjei(ej):ZUj(S;:vi
j=1 j=1 j=1

¢ili ¢-ty prvek duélni baze B* pfifadi vektoru z V jeho i-tou soufadnici vzhledem k
bazi B. Pro lepsi pochopeni jsme ve vyrazech zachovali sumy, se sumad¢ni konvenci
by stejné odvozeni bylo zapséno

e'(v) = e'(vVe;) = vie'(e;) = vjéj- =
Souradnice a; := a(e;) kovektoru o € V* budeme psat s indexy dolnimi. Ré,dkovy
vektor [a]p je vlastné roven transponovanému sloupcovému vektoru o5, ktery

122
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reprezentuje a vzhledem k bazi V*:
a(v) = [a]p[v]? = av’ = azet(v) = (e (v)

Protoze rovnost plati pro libovolny vektor v € V, zobrazeni a a a;e® z Hom(V,TF)
jsou si rovna.
Pokud V = F", ozna¢me K jeho kanonickou bazi, jeji prvky ¢; :=e; a

K*:={e',...,e"}
bézi ke K dualni. Zobrazeni ¢’ tedy pfifazuje vektoru x € F™ jeho i-tou slozku.

PRIKLAD 38. Necht V =R% M = {(3,2), (4,3)} = {e1, ea}. Prvky duélni baze
M* = {e',e?} lze zapsat jako e! = ac! + be?, e? = ce! + de?, kde a,b, c,d jsou
néjaka ¢isla. Podminky na dualni bazi fikaji, ze

et(er) = ag'(e)) + be?(ey) =3a+2b =1
et(eg) = ac'(e) + be®(e2) = 4a+3b=0
e*(e1) = ce'(er) +de*(er) =3¢ +2d =0
e?(e9) = ce'(ea) + de(ez) = 4c+3d =1

(ca)(2a)=(0 )

¢ili tiloha na inverzni matici. Jejim vypoctem dostavame dualni béazi {3e —4¢2, —2¢1+
3e%}.

Je-li B' = {e},...,el,} jina baze V a R := [Id]5, je matice prechodu od B k
B’, pak
n
6;- = ZGZ(R)” = R;el
i=1
Prvni vyjadreni vychazi z definice [25] matice prechodu, druhé opét rozsifuje nasi
konvenci: fadkovy index matice pfechodu piSeme nahofe a sloupcovy dole, sumu
pies i vynechdvame. Rovnost [v]? = [Id]5, [v]?", nejprve bez sumaéni konvence a

poté s ni, nabyva tvaru
n

v = Z(R)jiv” = RIv"
i=1
nebo téz
'Ulj — (Rfl)gvi
LEMMA 14. Necht B* = {e!,... e"}, B = {e't,... €™}, jsou bdze V* dudlni
k bdzim B a B’, R je matice prechodu od B k B', a € V*. Pak
et = (Rfl)éej
o) = Ria;
DUKAz. Pokud v € V, pak v"* = (R™")jv/. Protoze v/ = €’ (v), v = ¢ (v),
plyne odtud
i) = ((R™V)ie) (0)

neboli rovnost zobrazen{ e = (R~! el Podobné

= Rla(ej) = Rla;
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Doposud odvozené transformaé¢ni vztahy muzeme shrnout do tabulky:

Objekt maticové tenzorové
prvky baze V e; =2 ;¢ Rji ¢, = Rle;
prvky baze V* et = Ej(R_l)ijej e = (R™1)ke.
souf. vektoru  ([v]B)T = ([0]B)T(R-H)T i = (R‘?);-vj
souf. kovektoru [a]p = [a]BR ai = Rla;

f{ik{émme, ze prvky béze V a soufadnice kovektoru se transformuji kovariantné, zbylé
dva objekty kontravariantné. Matice (R™1)T =: R=7 se nazyva matice kontragre-
dientni k R.

Vidime z ni, Ze typ transformace objektu je uréen polohou indexu. Objekty s
indexem dole se transformuji pomoci matice R, tzv. kovariantné. Objekty s indexem
nahofe se transformuji pomoci R™1, tzv. kontravariantné.

Transformaéni vztahy pro vektor a kovektor je mozné také ovérit (¢i alterna-
tivné odvodit) pomoci nezévislosti vypo¢tu hodnoty linearni formy « na vektoru v
na pouzitych soutadnicich:

o(v) = [a]p[0]” = [a]gRR™"[v]” =[] [0]”
DEFINICE 62. Necht XY jsoumnoziny a f: X = F, g:Y — F dvé funkce na
téchto mnozinach. Jejich tenzorovym soucinem rozumime funkci
fRg: XxY —>TF
Hx,y) = f(2)g(y)

Tenzorovy soudin neni komutativni (f(x)g(y) # f(y)g(z), dokonce to ani ne-
musi byt definovano, pokud X # Y'), ale je asociativni:

(f@g)@h)(z,y,2) = f(x)g()h(z) = (f @ (g @ h))(z,y,2)
M4 tedy smysl psat prosté f ® g ® h. Plati také

((rifr +r2fe) @ g)(z,y) = rifi(z)g(y) + rafa(x)g(y) =
=71(f1 ®g)(x,y) +r2(f2 ® 9)(2,y)

a podobné v druhé sloZce, je tedy bilinearni, nebo pfi rozsifeni na vice nez dva
Cinitele multiline4rni.

Tenzorovy souéin dvou linearnich forem o : V. — F a 5 : V — F je bilinearni
forma a ® [, ktera spliuje

(a® B)(v,w) = a(v)B(w)
Jsou-li a = €, B = e prvky baze B*, pak
(¢! ®@ ) (v, w) = viw’
Je-li H € F™*™ matice, pak
h = (hije' @ €?)(v,w) = hjjv'w! = ([v]2)T H[w]?

je bilinearni forma, jejiz matice [h]p = (h(e;, e;)) vzhledem k béazi B dle definice
[40] je rovna H. Poprvé vidime vyraz, kde jsou dvé dvojice indexti, pies které se
s¢itd. Narozdil od matice prechodu, u niz nas konvence ,,donutila® psat radkovy

index jako horni a sloupcovy jako dolni, u matice bilinearni formy musime psat oba
indexy dole. Bilinearni forma typu a ® § méa matici hodnosti 1:

o ® Bl = ((a® B) (e, e5))7j=1 = (alei)B(e;))} =1 = [a]51B] B
Podobné bychom mohli zavést trilinearni formu a ® 8 ® 7, bazové trilinearni formy
e’ ®el @ e a jejich linearni kombinace Tijkei ® el ® eF. Piejdéme rovnou k obecné
definici:
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DEFINICE 63. Necht V, W jsou dva vektorové prostory nad F, k& € N. Pokud
pro zobrazeni
T:Vx..xV->W
—_——

k
plati, ze Yu,v,v1,...,0, € V., VA, u € F
T(v1,. ..y Vi1, MU+ U, Vg1, ..., V) =
=T (v1,.. oyt ) + uT (V1,00 V),
nazyvame ho multilinedrnim nebo specifi¢téji k-linedrnim zobrazenim. Pokud W =

F, mluvime o multilinedrni formé.

Tenzorovy soudin k linearnich forem je k-linearni forma. MnoZinu vSech k-
linearnich forem na vektorovém prostoru V' ozna¢me symbolem T} (V). Pak tenzo-
rovy souéin definuje také zobrazeni

@ Tp(V) x Tg(V) = Tpaq(V)
LEMMA 15. Necht B = {e1,...,e,} je baze V. Oznaéme

el =t @, @elh € T, (V)

—_————
q
MnoZina o

(B*)9 :={e" iy, ..., ig € {1,...,n}}

tvoii bdzi prostoru Ty(V) a VT € T,(V) plati
T =T, """

kde

Ty ig = T(eiys- -5 €5,)
jsou soutadnice T vzhledem k (B*)9. Pokud B’ = {€},...,el,} a R je matice pie-
chodu od B k B’, pak

et = (RTY)I (R el s
Till...iq = Rfi T RZ:le..-jq
DUKAZ. Podle definice tenzorového sou¢inu
ey, L w) =L w'
Pak ale
T(v,...,w) =T(v"€;,...,w'"e;,) =T,

vt = (Ty, e ) (v, w)

Vztah plati pro libovolnou g-tici vektort v, ..., w, takze T = T;,  ; e""¢. Odtud
zérovei plyne, Ze (B*)? generuje Ty(V). Pokud by existovala ¢isla S;,..4,, pro néz
Siy.ig ehta = (), pak po dosazeni vektort €jy5- -+, €5, do levé strany plyne

) o i1.d ) ) Q. i iq _ Q. -
(S'Ll...lqe q)(eh?' ce e]q) = Sz1...zq5‘ cee 6jq = SJl...jq =0,

J1

1.0g 1...1q

¢ili vSechny koeficienty musi byt nulové a (B*)? je také linearné nezavisla.
Multilinearita tenzorového sou¢inu dava
ghie =il @ el =
=R M. @R = (R} .. (R eI
a posledni tvrzeni plyne z

/ _ / A Ji . Ja,  \ _ pJ1 Jarp,
/I’il..‘iq = T(eil,...,eiq) = T(Rileh,...,Riqeh) =Ry "'Riqulqu
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Na zakladé tvrzeni budeme sadu n? &isel (T'(e;,, ..., e;,)) oznacovat jako repre-
zentaci multilinedrni formy [T]p. Je to vlastné zobecnéné matice s vice nez dvéma
indexy, g-rozmérna miizka ¢isel.

Pokud Typ.. 1 & Sii...¢ jsou soufadnice T € T,(V) a S € T(V) vaci M, pak

(T'® 8S)av...t = Tab...kSui...t

jsou soutfadnice T'® S € T),14(V) viéi stejné bazi, jak je lehce vidét z lemmatu.

PRIKLAD 39. Soufadnice linearni formy « se transformuji podle vztahu o/, =
R! o, maticové [a]pr = [a]pR. Pokud g je bilinearni forma, méa transformadni
vztah
ab = RoRigrs
maticovou podobu G’ = RTGR, kde interpretujeme souradnice G = (g.3) jako
matici bilinearni formy vzhledem k B. Pro trilinearni formu 7" mtZeme interpretovat
soufadnice T, bud jako n x n x n krychlicku ¢isel, nebo jako fadkovy vektor matic

(T1ves Taves - - - Tve) =2 ((T1)ve)s (T2)be)s - - (Tn)be))

Transformac¢ni vztah

Yoo = RLRERLT o

abce

se pak da prepsat jako

(11,...,T)) = (i ra RTTR, zn: roRTTiR,. .., En: rmRTTZ-R>
=1 i=1

i=1
Samoziejmé nas nic nenuti vzit jako ,maticové* indexy zrovna ty dva posledni a
jako ,,vektorovy“ ten prvni. Zavedeni matic T; je jenom pocetni a nota¢ni pomiicka,
coz je zduraznéno i tim, Ze jsme v poslednim vztahu nepouzili sumaéni konvenci a

vvvvv

VETA 43 (Duéal dualu). Necht' V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad F.
Pak existuje izomorfismus V a (V*)*, ktery nezdvisi na volbé bize ve V.

DUKAz. Necht v € V. Definujme homomorfismus f, : V* — F, jehoZz hodnota
fv(@) pro libovolnou linearni formu je rovna &islu a(v). Plati, Ze f, je linearni forma
na V*, protoze Va, 8 € V*, Vr, s € F plati

folra+sB8) = (ra+s8)(v) = ra(v) + sf(v) = rfy(a) + sf,(B).
Méame tedy zobrazeni
.V — (VH*
v = fy
Toto zobrazeni je homomorfismus, protoze Yv,w € V, Vr,s € F, Va € V* plati
[©(rv + sw)](@) = fro4sw(@) = a(rv+ sw)

=ra(v) + sa(w) = rfy(a) + sfw(a)

=r[®(v)](a) + s[®(w)](c)
Zobrazeni ®(rv + sw) a r®(v) + s®(w) se rovnaji pro viechna o € V*, jsou tedy

totozna.
Dale ovérime, ze @ je prosté. Podle definic

Ker® = {v e V|®(v) =0} ={veVNVae V" f,(a) =0}
={veV|Vae V" alv) =0}

Pro kazdy nenulovy vektor v ale existuje linearni forma «, pro kterou a(v) # 0.
Staéi napiiklad zvolit doplnék W prostoru (v) ve V' a definovat a(u + rv) = r pro
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libovolné u € W a r € F (ovéfte sami, Ze takto definované « je linearni forma).

Tedy Ker ® musi byt nulovy podprostor.
Protoze dimV = dim V* = dim(V*)*, musi byt (diky vété o dimenzi jadra a
obrazu) ® izomorfismus. Byl definovan bez vybéru béaze, ¢imz je tvrzeni dokazano.
O

Zobrazeni ® se nazyva kanonickym izomorfismem V a (V*)* a umoziuje zto-
toznit prvky V (vektory) a (V*)* (,ko-kovektory*). V nekoneéné dimenzi to obecné
izomorfismus neni, mame pouze kanonické vnoieni V do (V*)*. Slovo ,kanonicky*
zde znamena ,nezavisly na volbé baze“. Prostory V a V* jsou samoziejmé také
izomorfni, protoze maji stejnou dimenzi. Jednim z moznych izomorfismi muze byt
zvolit ve V bazi B a vektoru v € V pfifadit kovektor @ € V*, jehoz soufadnice
[]B" jsou rovny [v]Z. Pro riizné baze B C V dostaneme takto mnoho riiznych
izomorfismi V' a V*, zaddny z nich neni lepsi nezZ ty ostatni.

Kanonicky izomorfismus nam umoziuje interpretovat vektory jako linearni formy
na kovektorech a na zakladé toho definovat prostor 79(V') v8ech g-linearnich forem
na kovektorech, kterym budeme fikat multivektory. Zcela analogicky jako v lemmatu
dostavame

LEMMA 16. Necht B = {ey,...,en} je bize V. Oznacme

e .
11...%¢q

=, ®...Q¢, € TY(V)
q
MnoZina
BT = {e;,. q,li1,...,ig €{1,...,n}}
tvori bazi prostoru TYV) a VT € TY(V) plati
T =T""e, ;

q?

kde

jsou soutadnice T vzhledem k B1. Pokud B’ = {€},... e} a R je matice piechodu
od B k B’, pak

/ _ pJ1 Ja .
€iy.iy = It ...Riq €j1..da

iy.dg —1yi —1\%qqj1...5
Tt = (R (R) )T
Sadu n¢ &isel T(e', ..., e') budeme opét znait [T]p a nazyvat reprezentaci
multivektoru.

PRIKLAD 40. Soufadnice bivektoru g = g*e, ® e, € T?(V) se transformuji

podle pfedpisu
g7 = (R)(R)g"
Definujeme-li matici bivektoru jako (G);; := g%, pak se da transformacni vztah
zapsat jako
G'=R'G(R™H"

Soufadnice trivektoru T = T, ® e, @ e lze ché_pat jako n x n x n krychlicku,
nebo jako fadek matic (T1,...,T,), kde (T;);x := T%*. Pak je (T},...,T) rovno
(i (BRI T(RYT, L (R R T(RTT)

Multilinearni formy oznac¢ujeme také jako kovariantni tenzory a multivektory

jako kontravariatni tenzory. Nejobecnéjsi typ tenzoru je kombinaci téchto dvou
typt:
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DEFINICE 64. Necht V' je vektorovy prostor. Symbolem T2 (V') ozna¢ime mno-
Zinu v8ech zobrazeni

T:V*Xx .. xV*xVx...xV—=R,

p q

ktera jsou linearni v kazdém argumentu. Mluvime o mnoziné p-krdt kontravariant-
nich a q-krdt kovariantnich tenzord na V nebo téz o tenzorech typu (p,q). Cislo
p + ¢ se oznaluje jako stuperi tenzoru. Soufadnicemi ¢i reprezentaci [T)|p tenzoru
T € TP(V) vzhledem k bazi B = (e;)7 ve V rozumime soubor ¢isel

T;ll;: =T(e",....e"%e5,...,¢j5,)
O dolnich indexech hovofime jako o indexech kovariantnich a horni se nazyvaji
indexy kontravariantnima.

Na smiSenych tenzorech méme definovan tenzorovy soucin

®:TP(V) x TF(V) = TV (V)

a reprezentace vzhledem k B je tvorena ve skutefnosti soufadnicemi vzhledem k
bazi BP x (B*)? v TP(V):
i1, j i pitedp j1ed
T=T; 7, ®...Q¢€,R0"®...0e =T, Fe !
PV)=V®.. VeV e...oV",
P q

které vyjadiuje, Ze libovolny tenzor typu (p, q) lze zkonstruovat jako linearni kom-
binaci tenzorového soucinu p vektort a g kovektori.

PRIKLAD 41. Prostor T} (V) = V ® V* je piirozené ztotoznén s prostorem
End(V') v8ech endomorfismi na V. Prvek v ® o, kde v € V a o € V*, definuje
linearni zobrazeni f,zq : V — V pfedpisem

foga(u) = a(u)v
Odpovida to vlastné ¢astecnému dosazeni do druhého argumentu zobrazeni
vQa:VxV* =T

Baze {e; ® €7|i,j € {1,...,n}} v TL(V) je v tomto ztotoznéni slozena z endomor-
fisma majicich na bazi B hodnoty

(e; @ e¥)(ex) = €;07,

neboli matice endomorfismu [e; ® e/]5 m4 na pozici ij jednicku a viude jinde nuly.
Endomorfismus 7" := T}e; ® ¢/ ma na béazi hodnoty

T(er) = (Tje; @ €')(ex) = T;eiéi = Tiei,

jeho matice vzhledem k M je proto T,ﬁ;, kde horni index chépeme jako radkovy
a dolni index sloupcovy. Vsimnéte si, Ze to je stejnd konvence jako pro matice
prechodu. To neni prekvapivé, vzhledem k tomu, Ze matice pfechodu se déa definovat
jako speciélni pfipad matice endomorfismu. Odtud je také jasné vidét, ze prifazeni
TH(V) a End(V) je opravdu izomorfismus. Kroneckerovo delta §% je pak matice
identického endomorfismu, kterd je vuci kterékoli bazi stejné, rovna jednotkové
matici:
(1v)(exr) = ope; = ey

VETA 44. Necht V je vektorovy prostor, B = {e1,...,en}, B’ = {e},... e}
dvé baze v ném, T € TP(V). Pak

fi1.dp —1\i —1\ip pb bgrpar...ap
T = (R (R R RST

Ji---Jq ai
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Ditkaz spociva jen v dosazeni vztahi e = Rle, a €' = (R™')re” do definice
soufadnic.
PRIKLAD 42. SmiSeny tenzor f typu (1,1) se transformuje pfedpisem fj’»i =
(Rfl)fLR?fﬁ. Pro matici F' s elementy (F)qp := fi' z toho dostédvame
F'=R'FR
tedy vlastné standardni vztah pro zménu matice endomorfismu pti zméné béze.
Soufadnice smiSené¢ho tenzoru T' = T} e; ® e; ® e typu (2,1) mtizeme zapsat
napiiklad jako n-tici matic s elementy (7}); := T}’ . Pak
n
Ty =Y (R u(R™'TiR)
i=1
Pro tenzor typu (1, 2) se soufadnicemi zapsanymi maticemi (7T}) ;5 := Tfk mame
n
T, =Y (R")aui(R'TiR)

i=1
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Tenzory podruhé

Pokud do k-tého kovektorového argumentu tenzoru

T: VX ... xV*xVx...xV =R,

p q

7 qu(V) dosadime pevny kovektor «, vzniklé zobrazeni

T:=T(,...,a,-....")

je linearni ve vSech zbylych argumentech oznacenych teckami, je to tedy tenzor typu

Necht napi. g € T9 (V) je bilinearni forma a v € V, pak je zobrazeni

g(,v):V—=TF
u > g(u,v)

linearni forma a podobné g(v, ). Vzhledem k bézi je g(u,v) = g;ju‘v’, souradnice
obou linearnich forem tedy budou

l9(sv)lB = (gljvj, e agnjvj)
[Q(U, )]B = (gilviu s 7ginvi)

Podobné z tenzoru T := T;ei ® el € T} (V) dostaneme dosazenim v € V vektor
T(-,v) :=Tje;e? (v) = Tjv/e; se souradnicemi

(T(, )P = (Thi, . Tl
Kazdému T € T (V) tedy lze piifadit operator T piedpisem
Tv :=T(-,v),

jeho# reprezentace [T]5 = (T})i ;=1 = [T] 5. Toto pfifazeni jsme v piedchozi kapitole
nazyvali kanonicky izomorfismus mezi 77 (V) a End V.

TVRZENI 62. Necht g je requldrni bilinedrni forma na V. Pak zobrazeni
by :V — V™
v = g('a U)
je izomorfizmus prostori V a V*.

DUKAZ. Vzhledem tomu, ze V' a V* maji stejnou dimenzi, staci ukazat, ze b,
je prosté. Necht g(-,v) je nulovy kovektor, pak pro vSechna u € V je g(u,v) = 0.
Vyjadfime g vzhledem k bazi B = (eq,...,e,) a dosadime za u = e;, pak

g(u,v) = g(ei,vjej) = ngij =0
ProtoZe (g;;) je regularni matice, musi byt viechna v/ nulové a tedy i v = 0. O

130
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Nejcastéji se s timto izomorfizmem setkédvame, kdyz V' je realny vektorovy pro-
stor a g = gape® ® e’ symetricka bilinearni forma na ném, pak jsou kovektory g(-,v)
a g(v,-) totozné. V soufadnicich méame

byv = (bgv)ie’ = (gije’ @ €?)(-,v) = gijv'e’,
tedy kovektor b,v ma soufadnice (byv); = gi;v’. Proto se zobrazeni b, nazyva
spustént indexu a oznacuje odpovidajicim hudebnim symbolem.

Pokud (V,g) je unitarni prostor, pak se predpoklada, Zze spusténi indexu pfi-
slusi skalarnimu sou¢inu (metrickému tenzoru) g a soufadnice kovektoru byv byvaji
oznaceny misto (bgv)i = gijvj pouze v;. Ze symetrie g a interpretace v jako prvku
(V*)* pak

(bgv)(u) = g(u,v) = g(v,u) = v(g(+ u)) = (voby)(u)
Z rovnosti byv = v o by mizeme definovat spousténi indexit pro libovolny tenzor
TP(V) s p > 0. Naptiklad pro T' € T3(V) je T(by, - by, ) tenzor typu (1,3) vznikly
spusténim prvntho a tfetiho indexu. Jeho soutradnice jsou

. . ibi
Ta bcd = T(bgea7 6b> bgea ed) = T(gaieza eb7nge]7 6d) = gaigcjj—‘Z ]d

Piseme T, bcd misto T(fcd, abychom dokézali rozlisit, které indexy byly spustény a
které ne.

Definujme bivektor g=! := g%, ® e, jehoz soufadnice splituji g*°g., = ¢,
¢ili matice skalarniho soudinu ¢ a bivektoru ¢g—! jsou navzajem inverzni. Dosazenim
transformac¢nich vztaha pro bilinearni formy a bivektory snadno odvodime, Ze tato
definice nezavisi na volbé baze. Viiéi ortonormalni bazi B = (e,)7 je i g? jednotkova
matice a tedy g~! je pozitivné definitni symetricks bilinearni forma na V*, tzv.
dudln? metricky tenzor. Zobrazeni

g :V* =V

= gil('v a)a

1

které v souradnicich nabyva tvaru
foa = (fg0)"e; = (97e; @ €5) (-, @) = g7 aje;,
tj. (#,0)° = g¥ v, nazyvame zdviZeni indezu. Protoze
(ﬁgbgv)i = gijgjkvk = 5livk = ’Ui;
je fy inverzni izomorfizmus k b,. Podobné jako u by pak ;o0 = o 8, a zdvizeni
indexu lze aplikovat i na tenzory vyssiho stupné.

MuZete se divit, pro¢ se viibec zaobirame situaci, kdy (g.») neni jednotkova
matice, kdyz ortonormalni bézi lze zavést pro kazdy skalarni sou¢in. Existuji tii
oblasti, kvili nimz je dulezité naucdit se poéditat s obecnym metrickym tenzorem.
Jsou to kfivocaré systémy souradnic, kde se metricky tenzor méni v prostoru (je
to vlastné tenzorové pole), specialni teorie relativity, kde neni pozitivné definitni
(mluvime o pseudometrickém tenzoru), a analytickd mechanika, ktera se popisuje
pomoci pojmu symplektické geometrie, v niz je ,skalarni sou¢in“ antisymetricky.
Nase formulace se da snadno adaptovat i na tyto t¥i odliSné situace.

Zpét k operatorum. Stopa T € End(V) je rovna

T = Z([T]B)” = ii = (Tgeq ® eb)(ei,ei) = T(ei,ei)

Na volbé baze B nezalezi, protoze

T(e' €)= T((R™ )% Rley) = 6°T (e, e) = T(e”, ep)

rra

a Tr miizeme chapat jako zobrazeni z T} (V) do skalarit T3 (V') := F. Konstrukei lze
zobecnit:
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DEFINICE 65. Necht V' je vektorovy prostor, (e;)} je baze V, p > 0, ¢ > 0,
ac{l,...,p},be{l,...,q}. Zobrazeni

Cap : TP(V) = TPZH(V)

T—T(..,e ... ep...)
a b

se nazyva kontrakce tenzoru (ndkdy téz ziZeni nebo stopa) pies a-ty kontravariantni
a b-ty kovariantni index.

Na unitarnim prostoru lze zkombinovat kontrakci a zdvihani/spousténi indexu.
Pokud ¢ je metricky tenzor a napt. T' € T5 (V) trilinearni forma, pak

T

j

‘el = g*Tijpe! = CuT (-, 4g) € T(V)
Ze symetrie g plyne, Ze Tiji, tedy kovektor vySe lze zapsat i jako C12T (84, ")-
Kovektory
T,%¢’ = CuuT (- 4, -) nebo Tj'e? = C1oT (- g+, )
se ale od né&j obecné lisi.
Pokud v € V, a € V*, 1ze hodnotu a(v) = a;v chapat jako kontrakci Cp1 (v®a)

tenzorového soucinu. Analogicky lze pomoci tenzorového sou¢inu a kontrakci zapsat
hodnotu libovolného tenzoru stupné p + ¢ na (ko-)vektorech v, ..., w:

T,...;w)=(Co...cOYTRv®...0w),
———
ptq

DEFINICE 66. Necht T € Tg. Pak definujeme uiplnou symetrizaci, resp. tplnou
antisymetrizaci tenzoru T predpisem Vovy,...,v, € V

1
[rs(D)](v1, ..., 0q) : i Z T(Vp(1ys - -+ Vp(q))s TESD.

PES,

[Ta(T)](v1, ..., vq) = % > sen(p)T(vy(a)s - Vp(g))

PES,

Snadno se ovéri, ze

TAOTA =T4

TS OTMg =TS

mponmg =mgoms =0
ODbg zobrazeni jsou tedy projekce na dva podprostory, podprostor So(V) = S (V*)
aplné symetrickych kovariantnich tenzorti a podprostor A, (V) = A9(V*) aplné

antisymetrickych tenzoru, v jejichZ pruniku je pouze nulovy tenzor.
Pro g = 2 definice fika, ze

1
[7T5’ (T)]llb = §(Tab + Tba) = T(ab)
1
[ma(T)]ab = §(Tab — Tha) =t T{ap)
Zde jsme zavedli tradi¢ni zavorkovou notaci pro symetrizaci a antisymetrizaci in-
dexti. Zjevné plati T(qp) = T(pa) @ Tiap) = —Tfpa), tedy matice (T(4p)) je symetricka a

matice (T}qp)) antisymetricka. Vlastnost Top = T{ap) +17ap) znamend, ze kazdy tenzor
typu (0,2) je mozné (jednozna¢ng) rozloZit na jeho symetrickou a antisymetrickou
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Cast
T=Tue @e’ = Tiapye” @ e’ + Tiape® ® e
1 1

= (“b)i(ea @e’+e’@e?) + T[ab]i(ea ®e — e’ @e?)

= T(ab)e(ab) + T[ab]e[ab]
Linearné nezavislych tenzori el je pravé tolik, kolik je dvouprvkovych mnozin
¢isel z {1,...,n}, tedy (;‘) Pocet tenzort e(®) se zase rovna poétu dvouprvko-
vych kombinaci s opakovanim z {1,...,n}, tedy (”erl) Soucet obou ¢&isel je n?, coz
je rovno dimenzi T9(V), jak jsme mohli pfedpoklddat na zékladé véty o dimenzi
spojeni a priniku.

(Anti)symetrizaci indexd miizeme zavést i pro tenzory vyssich stupiii:

1
Ta..b) = P Z T(p(eas---,ep))

pPES,
1
T[a...b] = a Z Sgn(p)T(p(em s 7€b))7
& PESq
kde p(eq, - - ., €p) znamené pieuspoiradani posloupnosti vektori e, . . . , €, permutact

p- (Anti)symetrizaci prvki baze {e®*} v T2(V) dostévéme prvky e(®?) a ele-l,

které tvoii bazi v S9(V*) a AY(V*). Je vidét, ze

dim S9(V*) = (” ta- 1),

q
dim A9(V*) = (")
q
Pro ¢ > n tedy uz zadné netrivialni Gplné antisymetrické tenzory nejsou, zatimco
prostor uplné symetrickych tenzori je nenulovy pro vSechna q. Pro ¢ > 2 stale plati,
7e S1(V*)N AL(V*) = 0, ale narozdil od pfipadu ¢ = 2 je

dim S9(V*) 4+ dim AY(V*) < dim T(?(V)7
tedy existuji tenzory, z nichZ po odec¢teni tiplné symetrické a uplné antisymetrické
Casti jesté néco zbyde.

(Anti)symetrizaci miizeme uplné stejné zavést i pro kontravariantni tenzory,
pripadné pro tenzory smiSené. U smiSenych mé ale smysl provadét ji pres indexy
stejného typu.

Pomoci zdvihu a spusténi indexu je moZné definovat kontrakci pies libovolné
dva indexy: tenzor

ClgT = CllT(bg', ‘y )
mé soufadnice
Ta ac _ gaiTmc _ giaTaic _ Taac.
Pokud je T tuplné symetricky, pak se vSechny jeho kontrakce rovnaji,
Ta ac _ gaiTiac — gaiTCia — Tc a apod.

a )
Je-li T aplné antisymetricky, jsou v8echny jeho kontrakce nulové, nebot diky syme-
trii gqp méme

Ta ac _ gaiTiaC _ gai(_TaiC) — _giaTaic _ _Tz ic



KAPITOLA 23

Pozdni sbér

Tato kapitola obsahuje zajimava a uzite¢na tvrzeni, kterd bychom byvali zvladli
formulovat a dokizat uz diive, ale zavedlo by nés to stranou od hlavniho vykladu.

1. Cayley-Hamiltonova véta

Dosazenim 2 x 2 matice do jejiho charakteristického polynomu ziskdme pozo-
ruhodnou rovnost:

(¢ g)z_mw(g W wtaa—sa (y = (5 9)

VETA 45 (Cayley-Hamilton). Necht A € C"*™ a p4 jeji charakteristicky poly-
nom. Pak pa(A) =0.

DUKAzZ. Necht o(A) = {A1,..., Am},pa(A) = £, (A-X)¥, J = R1AR =
diag(Jx, - - -, Jk,,) Jordantv tvar A, kde Jy, je k; x k; blok obsahujici buiiky s
vlastnim ¢&islem A;. Protoze

pa(\) =det(A — A\E) = det(RJR™' — ARR™') = det(J — AE) = ps(\),

plati pa(A) = ps(A). Zaroveir A? = RJIR™! pro viechna ¢ > 0, tedy i ps(A4) =
Rpj(J)R™!. Protoze Ji, — \; E ma na blokové diagonale Jordanovy buiiky s vlastnim
¢islem nula velikosti mensi nebo rovné k;, plati (Ji, — \;F)* = 0. Charakteristicky
polynom mé tvar pa(A) = [T/~ (A; — M), tedy

Ty ek (T = MERE 0\
ps(J) = (-1) 1:[1(J N B = ( 0 1) =0
kde K je matice [~ ,(J — A\;E)¥. Prvni blok na diagonéle je tedy nulovy, ale
obdobnou tvahou musi i vSechny ostatni bloky skryté v matici L byt nulové, protoze
obsahuji nulovy ¢initel. O

Z Cayley-Hamiltonovy véty plyne, Ze A™ je linedrni kombinace matic B, A, ..., A",

napifklad pro 2 x 2 matice
A% = (Tr A)A — (det A)E

Lze odtud napf. spoéitat rekurentné libovolnou mocninu matice, aniz bychom po-
tfebovali znét jeji spektrum. Pro A regularni lze takto vyjadfit i inverzni matici,
napiiklad pro 2 x 2 matice

1
-1
=—(TrAE—-A
der A (T4 )
2. Soucasna diagonalizovatelnost

Necht A;B € End(V), AB = BA, A € o(A), W < V vlastni podprostor A
prislusny A. Pak W je invariantni podprostor A a pro v € W plati

ABv) =B(Av) =B(MA)=ABv = BveW

134
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Zuzeny operator Bly ma vlastni &islo p a jemu pFislusny vlastni vektor w € W je
spole¢ny vlastni vektor komutujicich operatori A, B. Kdybychom takovych vektori
nasli dim V', méli bychom bézi, vzhledem k niZ jsou oba operatory reprezentovany
diagonalni matici. Rikdme pak, Ze mnozina operatori A = {A,B} je soucasné
diagonalizovatelnd. Obecné plati

VETA 46. Necht A C EndV je mnozZina diagonalizovatelngch operdtori. Pak
A je soucasné diagonalizovatelnd, pravé kdyz kaZdé dva operdtory v ni komutuyji.

DUKAz. Implikace = je snazsi. Pokud A, B € A a existuje baze C ve V takova,
7e Dy = [A]S a Dp := [B]S jsou diagonélni, pak

[AB — BAJG = [AJG[B]G — BIGA]G = DaDp — DpDa =0

tedy A a B nutné komutuji.

Druhou implikaci dokazeme indukci podle n = dim V. Operatory na prostoru
V dimenze 1 jsou reprezentoviny maticemi 1 x 1, které spolu komutuji vSechny a
vSechny jsou automaticky diagonélni, takZe neni co dokazovat. Uvazujme A mno-
zinu komutujicich diagonalizovatelnych operatorti na V' dimenze n > 1, zvolme ve
V bazi B a oznatme A’ mnozinu vSech matic operatori z A vzhledem k bazi B.
Predpokladejme, Ze tyto n x n nejsou vSechny nasobkem jednotkové matice, jinak
by nebylo co dokazovat. Vyberme A € A’, ktera neni nasobkem jednotkové matice
a regularni matici R takovou, Ze D := R™'AR je diagonalni. Pro kazdou matici
X € A’ plati, ze Y := R™'XR komutuje s D. Matici D miizeme psat v blokové
diagonalnim tvaru

ME,, 0 ... 0
0 AoE,, 0
0 .0 AnE.,

kde \; jsou navzajem riizné. ZapiSeme-li Y ve stejné blokové struktufre jako ma D
a porovname odpovidajici bloky sou¢ini DY a Y D, je snadno vidét, Ze Y musi byt
také blokové diagonalni

i 0 0
0 Y 0

Y = ,
0 ... 0 Y,

kde Y; € F"*™. Podle indukéniho predpokladu existuji regularni matice S; €
Fix"i takové, ze pro v8echny takto ziskané matice Y a

St 0 ... 0
0 Sy 0
S = . . .
o ... 0 S,

je ST1Y'S diagonalni matice. Pak pro viechna X € A’ a Q := RS je Q7'XQ
diagonélni matice. O

Vétu muzeme formulovat i tak, ze pokud mnozina matic komutuje, pak lze najit
spole¢nou béazi z vlastnich vektort. Je-li spektrum prosté, staci spocitat vlastni
vektory jedné matice a ty budou vlastnimi vektory i pro ostatni. Véta mé vyznam
v kvantové mechanice a kdekoli, kde jsou dilezité symetrie.
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3. Gersgorinovy kruhy

VETA 47 (GerSgorinovy kruhy). KaZdé vlastni éislo A € C"*™ lezi pro néjaké
i€{1,...,n} v kruhu o stiedu a;; a poloméru 3, ; |ai;|.

DUKAZ. Pro A € 0(A) zvolme x € Vy a i tak, ze z; =1 a Vj # i, 1 > |z;|. Pak
((A— AE)x); =0 dava

A —ail = D> aiwy| <Y laiglles| <Y lay]

J#i J#i J#i
O

Matice je diagondlné dominantni, pokud |a;;| > Zﬁéi |a;;]. Ger3gorinovy kruhy
pak neobsahuji poc¢atek, tedy A musi byt regularni. Dalsi aplikaci je odhad chyby
a test ukondceni iterativnich algoritmi pro vypocet vlastnich ¢isel.

Prikladem takového algoritmu je QR-algoritmus. Je-li A =: Ay reélné &tvercova
matice s QR-rozkladem Ay = QR, definujme

A= RQ=QTQRQ = QT 4Q = Q' AQ

Protoze Ay a Ay jsou podobné, maji stejné spektrum. Bez dikazu uvedme, Ze pokud
je A symetricka, dé se iteraci tohoto postupu ziskat posloupnost, ktera konverguje k
diagonalni matici, jejiz diagonalni prvky jsou vlastni ¢isla A. Pro vétsinu ostatnich
matic konverguje algoritmus k matici blokové diagonalni s bloky velikosti 1 a 2 (ty
odpovidaji dvojici komplexné sdruzenych kofenti). Priklad:

3 1 -1 , ~(5.9940  0.0284 —0.1323
A=|1 3 —1|°%m 00284 20002 —0.0009
-1 -1 5 —0.1323 —0.0009  3.0058

7 véty o GerSgorinovych kruzich plyne odhad spektra
o(A) = {5.9940 + 0.1607, 2.0002 + 0.0293, 3.0058 + 0.1332}

4. Gaussuv integral

O Gaussové integrdlu ffooo e’ dx je znamo, ze je roven /7. Odtud snadno pro
)\1, ey )\n >0
efAlef...fknxidml dzr., = ™
n " AL

Pokud A € R™*" je pozitivné definitni symetrickd matice a U ortogonélni matice,
pro kterou UT AU = D = diag(\y, ..., \n), pak

T T T
/ e X Xdpy .. dr, = / e X UPUXqop. . da,
n n

Protoze |det U| = 1, substituce x’ = UTx zachovavad objem, tedy dz} ...dz], =
dxq ...dx, =: dx. Protoze det A = det D, dostavame

_ T _ T ’ T
e X Ade — e~ X Dx Xm _
n n det A

5. Adjungovany operator jako polynom

TVRZENI 63. Necht N je normdlni operdator na unitdarnim prostoru V. dimenze
n. Pak existuje komplexni polynom p stupné nejugse n takovy, Ze N* = p(N).
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DUKAZ. Ozna¢me N matici N vzhledem k libovolné ortonorméalni bazi B a D
jeho diagonalni matici vzhledem néjaké ortonormalni bazi C' zaru¢ené vétou 29
Pro tyto matice a unitarni matici pfechodu U pak plati N = UDU™. Protoze
NT = UDTU™" je matice N*, sta¢i jen dokdzat, ze DV je mozné vyjadfit jako
p(D) pro né&jaky polynom p. Je-li D = diag(\1,...,\n), pak D = diag(A1, ..., \n)-

Polynom, pro ktery plati p(A\;) = A; pro vSechna i lze zkonstruovat jako Lagrangeiv
interpolacni polynom pro k vzajemné ruznych vlastnich ¢isel operatoru N. O
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