12 Normalni faktorizacéni safari

Resgeni
verze ze dne 4. kvétna 2025.

Cile cviceni: Vydame se na dobrodruznou faktoriza¢ni vypravu, pfi¢emz hlavnim cilem nasi expedice
budou faktorgrupy. Nejprve ovSem dikladné rozvazime, jak poznat takzvané normalni podgrupy, bez
jejichz pomoci se neobejdeme, nebot jako jediné disponuji platnym povolenim k lovu faktorgrup.

Ulohy, které bychom uré¢ité méli umét Fesit:

Uloha 12.1. Necht M = {id, (12)(34)} a K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} jsou podmnoziny grupy
S4. Dokazte, ze

(a) M neni norméalni podgrupa grupy A, ani Sy,

(b
(c

(d) relace ,byti normalni podgrupou“ obecné neni tranzitivni.

K je normalni podgrupa grupy S4 a M je normalni podgrupa grupy K,

)
) K je jedina vlastni normalni podgrupa grupy Ag,
)

Reseni. (a) Stadi si viimnout konjugace prvku (12)(34) € M prvkem (123)
(123)0(12)(34)0(123)' =(23)(14) ¢ M,

coz znamena, ze M ur¢ité nemtze byt normalni podgrupou grupy Ay, a tedy ani Sy.

(b) Vidime, Ze vSechny neidentické prvky obou podgrup jsou fadu dva, proto jsou samy k sobé inverzni. To
znamena, Ze jsou ob& mnoZiny uzaviené na inverzni prvky.! Déale snadno ovéfime, Ze soucin kazdych dvou
riznych neidentickych prvkt K nam dava zbyly neidenticky prvek, ¢imz jsme dokoncili dikaz, Ze mnoziny
M a K predstavuji podgrupy grupy S;. Nyni miizeme pfimocate ovétit pro vSechny ¢tyrti permutace o € K,
zZe
co(12)(34)o0 ' =(12)(34) e M

(pro identitu a (12)(34) je to navic bezpracné), coz znamend, ze M je normélni podgrupa grupy K; tento
vypocet je ovSem zbytecny, uvédomime-li si, ze K je komutativni grupa, tim padem jsou vSechny jeji
podgrupy normalni. Konecné tii neidentické prvky grupy K jsou praveé vsechny prvky grupy S, sestavajici
ze dvou nezavislych cykli, takze konjugovani prvky S, jenom ony tii prvky permutuje; proto je K normalni
podgrupa S;.

(¢) Normalni podgrupa alternujici grupy musi byt uzaviend na vSechny konjugace. Jestlize tedy normalni
podgrupa G 4 A, obsahuje néktery z netrividlnich prvka K, pak vypocet jako v (a) ukazuje, Ze uz musi
obsahovat celou K. Pokud G obsahuje trojcyklus, pak jeho konjugovanim prvky A, dostaneme jesté tii
dalsi trojcykly (pozor, pouhym konjugovanim nedostaneme vSechny trojcykly, protoze konjugujeme pouze
sudymi permutacemi) a zbyvajici ¢tyfi trojcykly jsou pravé ty inverzni k tém jiz ziskanym, tedy se musi
také nalézat v GG. Dle Lagrangeovy véty uz podgrupa obsahujici alespont 8 prvki musi obsahovat vSech 12
prvki, tedy jde o celou Ay. Jediné vlastni podgrupa je tedy K.

(d) To, ze M je norméalni podgrupa K a K je normélni podgrupa S, plyne z (b), a Zze M neni nor-
malni podgrupa grupy S, jsme dokazali v (c), coz dosvédcuje, Ze relace ,,byti normélni podgrupou® neni
tranzitivni.

Uloha 12.2. Jaké jsou mozné faktorgrupy grupy Ss?

!Poznamenejme, Ze tuto podminku neni pro konecné podgrupy nutné ovéfovat, jestlize ovéiime uzavienost na grupovou
operaci.



Reseni. V S; mame pravé tfi normélni podgrupy Ss, As a {id}. Kromé trividlnich faktori {0} = S3/S3
a S3 = S3/{id} tudiz zbyva uz jen dvouprvkovy, tedy cyklicky faktor podle alternujici grupy Z, = S3/As;.

Uloha 12.3. Rozhodnéte, které znamé grupé je izomorfni dana faktorgrupa:
(a) S,/A, pro libovolné n > 2,
(b) R*/R*, kde R* = {r € R* | r > 0},
(c) C*/S' kde S* ={z € C* | |z] =1}
(Napovéda: Naleznéte vhodny homomorfismus, jehoz jaddrem bude zadand podgrupa, a pouZijte 1. vétu o izomorfismu.)

ReSeni. (a) Stadi si vzpomenout, 7e zobrazeni znaménko sgn: S, — Z* spliiuje podminku sgn(o7) =
sgn(o)sgn(7), tedy jde o homomorfismus na multiplikativni grupu Z* = {£1}. Protoze jeho jadro tvoii
pravé sudé permutace A,,, dostavame diky prvni vété o izomorfismu a faktu, ze dvouprvkova grupa je
nutné cyklicka, izomorfismy

S./A, =S,/ Ker(sgn) 2 Z* = {+1} = Zs.
(b) Uvazime homomorfismus r — sgn(r) multiplikativnich grup R* — Z*. Jeho jadro je rovno R, tudiz
podle prvni véty o izomorfismu dostdvame obdobné jako v tloze (a) R* /Rt = Z* =~ Z,.

(c) Tentokrat vidime, ze C*/S' = R*, jak dosvéd¢uje homomorfismus z + |z| grupy C* na grupu R*,
jehoz jadro tvoii pravé podgrupa S*.

Uloha 12.4. Pro podgrupu H = 3Z x 5Z = {(3a,5b) € Z x Z | a,b € Z} popiste faktorgrupu (Z x Z)/H
jako soucin aditivnich grup Z,. Je tato faktorgrupa cyklicka?

Reseni. I tentokrat zkonstruujeme zobrazeni
p: Z XL — L3 x Zs predpisem p(a,b) = (a mod 3,b mod 5)

Vidime, Ze jde o zobrazeni na Zs x Zs, a diky vlastnostem modulu se jedna o grupovy homomorfismus.
Nez vyuzijeme 1. vétu o izomorfismu, spocitame si jadro

Ker(p) ={(u,v) € ZxZ|u=0 (mod3), v=0 (mod?5)}={(3a,5b) €Z xZ|a,beZ}=H.
Nyni podle 1. véty o izomorfismu dostaneme
ZyxZs=p(ZxZ)=(ZxZ)Ker(p)=(Zx7Z)/H.
Protoze podle ¢inské véty o zbytcich Zs X Zs = Zy5, tedy grupy Zs X Zs i (Z x Z)/H jsou cyklické.
Uloha 12.5. Pro aditivni grupu Z,
(a) dokazte, ze plati Z12/(3) = Zs a Z12/{4) = 74,
(b) vysvétlete, pro¢ Zi5/(5) % Z4 a rozhodnéte, jaké cyklické grupé Z,, je Zi2/(5) izomorfni.

Reseni. (a) Jako obvykle zkonstruujeme homomorfismy f: Zis — Zs3 a g: Z1 — Z4 podminkami f(a) =
amod 3 a g(a) = a mod 4, o nichz piimocare ovéfime, zZe jde o surjektivni homomorfismy. Poté spocitame
jadra

Ker(f)={a€Zy| fla) =0} ={a€Zi2|a=0 (mod 3)} = (3),

Ker(g) ={a €Zyz|g(a) =0} ={a€Zis|a=0 (mod4)} = (4).

Nyni ndm 1. véta o izomorfismu tika, ze

Z12/<3> = Zlg/ Ker(f) = Zg a Zlg/<4> = Zlg/ Ker(f) = Z4.

(b) Prvek 5 nedéli fad grupy, dokonce NSD(5,12) = 1 a je tedy generatorem celé cyklické grupy Zis. To
znamend, ze Zio/(5) = Zi2/Z12 = {0} (pfifemz trividlni grupa je cyklicka).
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Kdyz se ¢lovék rozfaktorizuje, (miize, ale) nechce prestat:

Uloha 12.6. Urcete ¥ad prvku P = ((1234)(56789))Agy v grupé Sg/Ag. Lze prvky (levé) rozkladové
tiidy P popsat pomoci znaménka a kolik jich je? Co tvoii t¥idu P~1?

Reseni. Protoze je grupa Sg/Ag podle Lagrangeovy véty fadu % = [So : Ag] =2 aprvek P # Ay, tedy

neni jednotkou faktorové grupy, nutné musi jit o prvek faddu 2 a P = Sg \ Ay, tedy ho tvori vSechny liché

permutace. Vidime, Ze |P| = |[Ag| = £ a P~! = P, nebot kazdy prvek f4du dva je sam k sobé inverzni.

Uloha 12.7. Rozmyslete si, jak se poéita v aditivni abelovské grupé Q/Z, jejiz prvky miizeme reprezen-
tovat jako rozkladové tiidy raciondlnich ¢isel z intervalu [0, 1):

(a) Spocitejte [2] + [3], 5 [£] a najdéte opaény prvek k [1],
(b) vyfeste rovnici 3 -z = [1],
(c) ukazte, 7e pro kazdé prvocislo p a k € N existuje v Q/Z prvek tadu p*. Kolik jich je?

Reseni. Nejprve uvazime, ze ¢itatel visledného zlomku kazdého v§poctu je t¥eba upravit modulo jmeno-

vatel, tedy [4] = [2modb],

(a) Nyni uz snadno spo¢itdme

1 1 2 1 ) 2 1 —1 2

— — = |- = O 5 cl= = =] = | = — =] = — = |—].

3Bl -B)-o o BB -6 6156
(b) Hledame 3 - [%} = [3—;} = [%], kde predpoklddame, Ze jsou a a b nesoudélné a 0 < a < b. Potom nutné
be {2,6}. Pokud b = 2, pak 3a =1 (mod 2), tedy a = 1 a pokud b = 6, pak 3a = 3 (mod 6), tedy opét
3a =1 (mod 2), tedy a = 1,3. Dostavame 3 feSeni [1], [§] a [3].
(c) Snadno uvéazime, Ze prvek tvaru [[%] pro celé a je fadu p*, pravé kdyz p 1 a. Rizna feseni tilohy potom
reprezentuji prvky :z% z intervalu [0, 1), tedy a spliiujici podminku 0 < a < p*. Vidime tudiz, Ze mame

v Q/Z prave p(p*) prvki fadu p*.

Uloha 12.8. Dokazte existenci izomorfismu D /{id, rot, } = S3 pro dihedrédlni grupu D9, kde rot, znaci
rotaci o thel 7. (N4dpovéda: Naleznéte t¥i vhodné ,objekty“, které standardni geometrické piisobeni D15 permutuje.)

ResSeni. Opét zkonstruujeme grupovy homomorfismus, ktery symetrii Sestitthelniku pfifadi permutace
tfi thlopficek Sestithelnika (po o¢islovani thlopficek dostavame grupu S;). Vidime, Ze jadro je préaveé
{id, rot,} a obraz celé Ss, proto diky prvni vété o izomorfismu mame izomorfismus D15/ {id, rot,} = Ss.

Uloha 12.9. Ozna¢me I C Z [i] ideé4l generovany prvkem 1+ 3i a bud R = Z[i] /I. Postupné ukazte, Ze:
(a) v R plati [i] = [3], [10] = [0],
(b) pro kazdy okruh S existuje jeding homomorfismus ¢: Z — S a toto ¢ je pro S = R surjektivni

)
(c) 2 ani 5 nejsou v Z [i] délitelné prvkem 1 + 3i,

(d) R ~ Zyy,

(e) I neni maximalni, najdéte néjaky maximélni idedl J D I a popiste Z[i] /J.

Reseni. (a) Spocitame, ze [i] = [3], protoze i—3 = i(1+3i) € I a [10] = [0], nebot 10 = (1+3i)(1—3i) € I.

(b) Tento homomorfismus je uréen jednoznac¢né pravé obrazem prvku 1, ktery se musi zobrazit na jednot-
kovy prvek okruhu S, potom ¢(z) = z - 1.



V ptipadé homomorfismu si ivahou z (a) uvédomime, Ze pro kazdy prvek a + bi € Z[i] mame

la + bi] = [a + 3b] = (a + 3b) € H(Z).

c) Plyne z pozorovani, Ze normy 4 = |2|? ani 25 = |5|? nejsou délitelné normou |1 + 3i|? = 10.

(d) Staci spocitat pro homomorfismus ¢ z tlohy (a) jadro ker(¢) = {n € Z | 3+ i | n} = 10Z a vyuzit
1. véty o izomorfismu pro okruhy (véta 20.7):

R = ¢(Z) = Z/ ker(¢) = Z/10Z = Zy.

(e) Podle (d) mame Z[i]/] = R = Z0, coz neni téleso. Véta 20.10 potom Fika, ze [ neni maximalni ideal.
Pro nalezeni maximalnich idedli si stac¢i vzit ireducibilni rozklad generatoru

1+ 30 = (1+4)(2+1)
Potom oba idealy J = (1 +¢)Z[i] a K = (2 + i)Z[i] obsahuji ideal I, a protoze
20i)/T = T +i) = T, Zi)/K 2 2[R+ i) = T,

faktory predstavuji dvouprvkové a pétiprvkové téleso, tudiz jsou idedly J a K opét diky vété 20.10 maxi-
malni.
Uloha 12.10. Pro grupu R/Z

(a) popiste prvky konecného fadu a ¥ad kazdého takového prvku urcete,
(b) dokazte, Ze je izomorfni podgrupé S' = {2z € C* | |z| = 1} grupy C*.

Reseni. (a) Protoze prvek [r] € R/Z je kone¢ného iadu, pravé kdy# existuje piirozené ¢islo n, pro néz
nr € 7, jde pravé o rozkladové tiidy racionalnich ¢isel. Prvek [%] ma pro a, b nesoudélna rad roven b.

(b) Stac¢i uvazit zobrazeni p: R — C* dané ptedpisem p(r) = e*™"; z vlastnosti exponencialy vidime, Ze se

jedna o homomorfismus, a zfejmé jde i o zobrazeni na S!. Jidrem tohoto homomorfismu jsou realné éisla
r spliiujici e*™" = 1, tedy presné cela ¢isla. Z 1. véty o izomorfismu tedy mame R/Z = S!.

Uloha 12.11. Popiste véechny homomorfismy S; — Z, v zavislosti na n € N.

Reseni. Podle 1. véty o izomorfismu predstavuje homomorfni obraz S; vzdy podgrupu komutativni grupy
Z,, ktera je izomorfni faktoru podle jadra ptislusného homomorfismu. Protoze je jadro vzdy normalni
podgrupa, pfipadaji v tvahu pouze jadra S; a Ajz. Pro jadro S; dostavame trividlni homomorfismus
S; — 0 a pro suda n jesté existuje homomorfismus, ktery obdrzime slozenim pfirozené projekce a vnoreni
S3 — S3/A3 — Z, dany podminkou (12)As — % s jadrem Aj a obrazem Im f = <§>

Uloha 12.12. Dokazte, ze grupa Aj; neobsahuje z4dné vlastni normalni podgrupy. (Napovéda: Dokaite, Ze

v kazdé netriv. normalni podgrupé musi byt obsazen trojcyklus.)

Reseni. Necht N # {id} je normélni podgrupa Ajs. Pokud N obsahuje jeden trojcyklus, diky konjugovani
a uzavienosti na inverzy obsahuje i vSechny ostatni trojcykly, které uz generuji celé As. Obsahuje-li
permutaci tvaru (ab)(cd), obsahuje i trojcyklus

(cde) = (ab)(cd) o (ab)(ce) = (ab)(cd) o ((cde) o (ab)(cd) o (cde) ™),
proto podle pfedchozi Gvahy opét N = Aj. Kone¢né pokud (abede) € N, pak
(aec) = (abede) o (badce) = (abede) o ((ab)(cd) o (abede) o ((ab)(cd))™t),

tedy znovu N = A;.



Uloha 12.13. Uvazme podgrupy G = {(8 ll)) la,b eR, a> 0} a H = {(g (1)> laeR, a> 0}

grupy GLy(R).
(a) Ovéite, ze vskutku jde o podgrupy GL2(R).

(b) Popiste levé a pravé rozkladové tiidy H jakozto podgrupy G. (Pro jednodussi popis lze uvazovat
geometrickou reprezentaci matice (§ %) jako bodu (a,b) v redlné roviné R?.)

(c¢) Je H normalni podgrupou G?
(d) Najdéte néjakou levou a pravou transversalu rozkladu.

ResSeni. (a) Ob& mnoziny obsahuji jednotkovou matici, tj. jednotkovy prvek GLy(R). Pro H jsou ostatni
podminky na podgrupu splnény takika ocividné, u G ovéfime, ze

G-« 61 (v )

pficemz pro a,c > 0 je v levém hornim rohu vyslednych matic také vzdy kladné ¢islo.

(b) Dostavame, ze

R IS N (IS

tedy prava rozkladova tiida odpovida polopiimce z poc¢atku se smérnici ¢ lezici vpravo od osy y a leva
rozkladova tfida odpovida vodorovné primce y = b.

(c) Jelikoz jsme v (b) nahlédli, Ze levé a pravé rozkladové t¥idy se lisi, H neni normdlni podgrupou grupy
G podle tvrzeni 19.1 z prednasky.

(d) Diky (b) vidime, Ze pravou transversalu tvoii napiiklad

cosa sino .
{( 0 1 >‘O‘€(_§’§)}7

nebof nam urcuje vSechny polopiimky z pocéatku lezici vpravo od osy y. Levou transversalu predstavuje

napriklad
10
{0 1) ).

odpovidajici levé rozkladové tiidy nam jednoznacné urcuji vSechny primky y = b.

Uloha 12.14. Nechf m, n jsou nesoudéln celd ¢isla a ozna¢me N podgrupu aditivni grupy Z x Z gene-
rovanou dvojici (m,n). Dokazte, Ze (Z x Z)/N je izomorfni Z.

Reseni. Definujme f: Z x Z — 7 predpisem f((z,y)) = nx — my. JelikoZ jsou m a n nesoudélna,
z Bézoutovy véty nalezneme z,y € 7Z takova, ze f((x,y)) = 1, takZze obrazem f je celé Z. Na druhou
stranu, je-li (z,y) € Ker f, pak nx — my = 0, coz lze (pro nenulova x, y) pfepsat jako

m

x
Yy n
JelikoZ jsou m a n nesoudélnd, je zlomek na pravé strané v zékladnim tvaru, takze (z,y) musi byt na-

sobkem (m,n). Jinak feceno, Ker f je pfesné podgrupa generovana (m,n). Prvni véta o izomorfismu dava
pozadovany izomorfismus.



x Uloha 12.15. Bud T libovolné téleso. Dokazte, Ze faktor grupy GLo(T) podle podgrupy tvoiené skalar-
nimi nasobky jednotkové matice je izomorfni grupé vyrazi tvaru

ar +b
cr +d’

kde a,b,c,d € T, ad # bc a grupova operace je ,sklddani funkeci“ (pfi¢emz kde jsou vyrazy definované
nefesime).

ResSeni. Uvazme zobrazeni
a b ar +b
<C d) L
diky regularité matice je splnéna podminka ad # bc a vzorem ,identického zobrazeni“ x/1 jsou pravé
skalarni nasobky jednotkové matice. Ze jde o homomorfismus, lze ovéfit ¢isté mechanicky, ale lze to na-
hlédnout i tak, Ze pro vektor x = (r,s) € T? s pomérem slozek z = r/s je vyraz (ax + b)/(cx + d) presné

pomérem slozek vektoru (¢9) - x (coz plati i pro ,nekonecny pomér®).

x Uloha 12.16. Dokazte, ze volbou T = Zs v tiloze 12.15 dostaneme grupu izomorfni grupé S,.

Reseni. Uvedena grupa piisobi na (étyfprvkové) mno#iné jednodimenzionalnich podprostorii vektorového
prostoru Z32 (neboli bodech projektivni p¥imky), pfi¢emz standardni vipocet ukaze, Ze jde o grupu o 24
prvcich, tedy musi jit o vSechny permutace téchto ¢tyt objekti.



