Zapoctovy problém ¢. 1
NOFY126 — Klasicka elektrodynamika, LS 2023

vzorové reSeni

Cast 1

Méjme potencidl
2,2

bum = K (55 + 25

kde (R, @, z) jsou cylindrické souradnice a K, A, B, v konstanty.

),

1) Naleznéte, jakym ndbojovy rozloZenim je tento potencidl vytvoren. Neboli, uréete ndbojovou
hustotu p.

Nejprve nalezneme vektor eletrické intenzity a z néj posléze spoc¢teme divergenci, ekvivalentné piimo
zapusobime Laplaceovym operdtorem na potencidl.

V kartézskych soufadnicich

1,2 y2 2’2
¢uv11:K<142+142++7)
] Yy o z
Euvn = 2K (A2 €r + A2 —5 €y + ?62> )
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= 2 1
Puvn = €0V . Euvn = —2K€0 <A2 + ) = konst .

V cylindrickych soufadnicich

Puvn = ~EolAPuwn = |:(9R (R R ) R (R o ) 5 (R e )}

Kso 2R 2 1
= . {AQ 0+B2]:—2K60(AQ+BZ):konst.

Hustota néboje je tedy konstatni, nezavisla na poloze.

2) Jaky tvar maji ekvipotencidly tohoto pole?

2 2 RQ 2

R z z
Duvn = (A2 + = +’y) = konst & Vel + 7 = ¢? = konst .

Ekvipotencidly jsou rotacm’mi elipsoidy o poloosach Ac a Be.

Cast 2
Hledejme azidlné symetrické bezezdrojové pole ¢ a to metodou separact proménngch v oblych elipsoiddlnich
soutadnicich (n,, ). Jelikoz je pole bez zdrojiu, splriuje

Np=0.

Axidlni symetrie znamend nezdvislost na soutadnici ¢. UvaZujte tedy pole ve tvaru

¢=R(mNP).



3) Naleznéte separované rovnice pro R(n) a P(¢). Separaéni konstantu nazvéte I(1 + 1).

Oblé elipsoidalni soufadnice jsou definoviny
R=achnsiny, z=ashncosvy,

patricné Laméovy koeficienty jsou

hy = hy = ay/ch?n — sin? 4, hy = achnsing

Nynf tedy dosadime do Laplaceovy rovnice potenciél ve tvaru ¢ = R(n) P ().
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Dostavame mame dvé separované rovnice
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—— | ch —Il+DHR(n) =0

o () <1+ DR =0,
L0 (4, 0P0)

sin ) oY oY

4) Napiste tyto rovnice v proménnygch s =shn a u = cosv, tj., rovnice pro funkce R(s) a P(u),

kde R(n) = R(shn) a P(¢) = P(cos ).

)+Z(z+1)1>(w)=o.

Rovnice pro P(u) by vam meéla vyjit Legendrova rovnice. Reseni by tak méla mit tvar Legendrovijch
polynomii diskutovangjch na predndsce: P(u) = P;(u) = PY(u). Regularita na osdch vyzaduge | € No.

Jednodimenziondlni transformace soufadnic je relativné trivialni

s = sh d_dsd 4,4 ., d4_14d
- SR dnp  dnds s ds chndp’
U = COoS Y i—dli__sinsi s i__ 1 i
N dip  dypdu du du  sinydy

Pouzitim v pravé odvozenych rovnicich dostaneme

L9 (4 o R0

) — I+ 1)R(n) =0

chn dn chn oy '
% {(1 +52) dﬁis)} — I+ 1)R(s) =0
< {(1_1&) ‘gﬂ — U+ 1P =0.

5) Owvérte, Ze funkce studovand na prednd3ce v kontextu vodivého elipsoidu
qo(s) = arccot s

spliiuje rovnici pro R(s) s hodnotou separaéni konstanty | = 0. Pro jaké | = I, splnuje tuto
rovnict funkce

1 3
ai(s) = 5(1 + 3s?) arccot s — 2% ?

Zde funkce arccot s nabyjvd hodnot z intervalu (0,7) a tedy arccot0 = 7.



Dosadime za R(s) = arccot s do separované rovnice

d d t

e {(1 + %) ar;(;cms] —1Il(l4+1)arccots =0
4
ds
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1+52] —I(l+1)arccot s =0
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Vidime, ze nezdporné feseni je vskutku [ = 0

Pro funkci q;_(s) dostdvame

0 g 25

ds ds 214 52 2

% [3 (1 + 52) sarccot s — 3s% — 2]

= 3(1 + 3s%) arccos s — 35 — 65

2
= 6q,(s)

Coz splituje rovnici pro separacni konstantu [ = [, = 2.

=6 [1 (1 + 332) arccot s — 38:|

Uvazujme nyni potencidl
Pven = Ko qo(shn) Po(cos ) + Ki, au, (shn) Py, (cos ) ,

kde za l, uZijeme prdvé uréenou hodnotu. Postupem vyse jsme ovérili, Ze ¢yen splniuje Laplaceovu rovnici
vSude mimo disk n = 0. Na disku nejsou totiz elipsoiddlni souradnice hladké. Soutadnice ¥ nenavazuje
na sebe spojité z obou stran disku — na horni strané disku mdme 1) € (0, 5) a na dolni strané ¢ € (5, ).
Na disku lze proto ocekdvat problematické chovdni pole.

6) Owvérte, Ze potencidl ¢yen je ma disku spojity, ale normdlovd slozka intenzity je nespojitd.
Uréete plosnou ndbojovou hustotu o na disku.

Mame tedy potencial
Pven = Ko qo(shn) Po(cos ) + K2 qz(shn) P2(cos 1)) ,

a z definice Legendreovych polynomu
1
Po(u)=1, Py= 5(311271) .
Na disku n = 0 mlzeme psét
T 1
= — (Ko + EKQ (300s21/) — 1)) .

(bven 77:0_ 2

Body na horni ¢asti disku maji ¢4 € (0, %w), thlova soufadnice téhoz bodu na disku z dolni ¢ésti je
ovéem ¢_ = m — 1. Diky cos? 14 = cos?1)_ dostavame spojitost potencialu

Slozka. elektrické intenzity ve sméru €, je ddna
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Nyni je tfeba zvolit normalu 77 = €,:

nad diskem 7 =+é, = 7l Eyen = +E

—

pod diskem 7@ =-é&, = - Eyen = —E"

Plosna hustota naboje je tedy, po zapocitani piispévku z obou stran

€o KO_K2

= eoit - AByey =22 |22 — 2
g (e} ven a |C0Sw|

+ 3K3| cos || .

Zde paramterizujeme disk jen pomoci ¢ € (0, %).

7) Pro jaké K, a K;, je tato hustota vsude koneénd (véetné okraje disku)? Vyjddrete tyto
konstanty pomoci celkového ndboje Q na disku.

Na krajich disku cosy — 0 a tedy potfebujeme Ky = K. Pak dostavame
€o
o=6Ky—|cosv|,
a

kde ¢ € (0,7/2).

Celkovy naboj ziskame integraci pies cely disk

Q:/adS.

V elipsoidalnich souradnicich mame
dS = hyh,dyde
= a%y/ch? 5 — sin® ¢ chysin ¢ dipde
= a?| cos 1| sin1p dpdyp
7’]:

a tedy
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Celkovy potencidl tedy lze zapsat
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Komentar

Diskutovand pole lze vyuzit pri studiu pole homogenné nabitého elipsoidu, jehoZ hranice je ddna n = n,.
To znamend oblého rotacniho elipsoidu o hlavni poloose achn, a vedlejsi poloose ashn,. Potencidl ¢yen
odpovida poli vné elipsoidu, v oblasti n > n,, a potencidl Guyn poli uvnits, n < n.. Konstanty K, A, B, vy
ve vYrazu pro ¢uyn lze zvolit tak, aby na povrchu elipsoidu na sebe spojité navazoval jak potencidl, tak
intenzita. Urcéend téchto konstant je primocaré, ale vypocetné ndrocéné. Pokud se pokusite si je dopocitat,
mélo by vdm napr. vyjit

Q

= _3 arccot sh
" Armega’ 773 o -

Konstanty A=2 a B2 nejsou o moc sloZitéjsi nez .

Chceme-li navézat ¢uyn a ¢ven tak aby nejen celkovy potencidl ¢ ale i elektricd intenzita E byla spojita
musime volit

3
K = 4730(1 , v = 3 arccot sh 1y ,
3 [sh 3
A2 =22 |20 rccot shno| , B 2=a22 |- + arccot sh g
4 | chno 2| shno

Poznamenejme jesté, Ze povrch elipsoidu n = 1, neni ekvipotencidlou zkoumaného pole.

Obrazek 1: Vlevo je znazornén potencial ¢y, a jeho ekvipotencidly, uvazovany v celém prostoru. Na disku
z =0, R < a je patrna nespojitost derivace odpovidajici plosné hustoté naboje o.

Napravo je znazornéni napojeni potencidlu ¢y, uvniti homogenné nabitého elipsoidu n < 7, a vnéjsiho
teSeni ¢yen. Jak potencidl, tak jeho derivace, jsou na napojeni spojité.



