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Setrvacniky

asymetricky J#J,, J,#J;, J #J,
symetricky J, =3, #J;,

kulovy J=J,=J;=J

setrvaénik hovorové J, =7, <<,

setrvacnik volny (bezsilovy) nulové vnéjsi silové pusobeni

upevnéeni v hmotném stfedu

Kardanuv zavés

e upevnéni se 3 stupni volnosti

e 0sy musi byt navzajem aspon pfiblizné kolmé

e animace ukazuje i situace se snizenym poctem stupfiti volnosti

(vSechny obruce v roviné — rotace vnéjsi obrucCe v této roviné se
prenasi az na osu setrvacniku)

,Gyroscope operation®. Licencovano pod Public domain via Wikimedia Commons -
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gyroscope_operation.gif#mediaviewer/File:Gyroscope_operation.gif

tézky setrvacnik upevneni mimo hmotny stred
v tihovém poli




Reseni Eulerovych rovnic
Volny kulovy setrvacnik

Eulerovy rovnice pro volny setrvaCnik

koule nebo krychle

Eulerovy rovnice pro kulovy setrvacnik

dQ
J1dt1+(JS—JZ)QZQS =0
dQ
J, dtz +(3,-3,),Q, =0
dQ
Js dt3 +(‘]2 _‘]1)(2192 =0
Jy=J,=01,=1
; dQ, :o\
dt
J d(?tz =0 = Q, =konst.
;09 _
d |




Reseni Eulerovych rovnic
Volny kulovy setrvacnik

v télese:

e Uhlova rychlost je konstantni — staly smér osy rotace i velikost uhlové rychlosti

p=J Q )

e moment hybnosti p,=3Q,r= B=Jo
Pz =3 Q4

V i.S.S. (v prostoru):

e rovnice mezi vektory plati v kazdé s.s. B=J&

e 2. impulsova véta pro bezsilovy setrvacnik jté =0 = B=konst = &= konst.

e Uhlova rychlost je konstantni — staly smeér osy rotace i velikost uhlové rychlosti

e vUCi vSem osam je stejny moment setrvacnosti, a tedy také kineticka energie = rotace
kolem libovolné osy je z energetického hlediska indiferentni

Zaveér: Volny kulovy setrvacnik rotuje kolem libovolné osy stalou uhlovou rychlosti. Osa

rotace zachovava v prostoru i v télese stalou polohu. Poloha osy rotace v télese neni stabilni.
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Reseni Eulerovych rovnic
Volny symetricky setrvacnik

osa rotaCni symetrie

Eulerovy rovnice pro volny setrvacnik

pro treti slozku vychazi

upravime prvni dvé rovnice

zavedli jsme parametr (rozmérové uhlova rychlost)




Reseni Eulerovych rovnic
Volny symetricky setrvacnik

2
dQ1+QQZZO sz_ldﬂl @, 1d gzzl
e dostaneme dS; lgdzgdt - Qz dt
200 =0 @ =-"% aQ, _1d°Q,
dt Q dt d Q dt?
2
d g}l +Q%Q, =0
e dosazeniz 3.sl. do 1. sl. dt §s
d’Q, .,
o +Q°Q, =0
o feSeni Asin(Qt +«a) nebo
Bcos(Qt + )
e budiz Q, = Asin(Qt + )
e pak Q2=—1dQ1 =
Q dt 0 ;z.
Q, =—Acos(QXt + )
e spolus Q. = konst. ¢
{

e velikost Uhlové rychlosti x/Qf +Q7 +QZ =konst.




Reseni Eulerovych rovnic
Volny symetricky setrvacnik

Vv télese:

= uhlova rychlost v télese opisuje kuzel (polhodiovy kuzel) s uhlovou rychlosti Q
(rychlost nutace osy otaceni v télese)

§3

e moment hybnosti

ﬁlz‘]lgl}:ﬂ:&
ﬂ2=J1Q2 182 Q2
ﬂsz‘]sQa

—

e = &, B a wlezivroving, tj. vektor B v télese opisuje

synchronné s vektorem @& kuzel s obecné jinym
vrcholovym uhlem

tgf _

“L (pro J, = J, = kulovy setrvacnik, kde B| @)
tga  J,




Reseni Eulerovych rovnic
Nutace volného symetrickeho setrvacniku

V i.S.S. (v prostoru):

e 2. impulsova véta pro bezsilovy setrvacnik (;jté =0 = B = konst.

e = osa symetrie setrvacniku &, se otaci kolem nehybného B uhlovou rychlosti Q a

opisuje nutacni kuzel (nutace)
: J
e lIze odvodit Q = B.g %5 X,
‘]1 | Js o ‘]1 |

e nutaci lze nazorné popsat jako odvalovani
v télese pevného polhodiového kuzele
po herpolhodiovém kuzeli pevném
V prostoru

e polhodiovy kuzel
— vrcholovy uhel 2«
e herpolhodiovy kuzel
— vrcholovy uhel 2y =24 -2«




Shrnuti volného symetrického setrvacniku

zplostély elipsoid setrvacnosti pevna rovina

¢ J=J,<J,

e herpolhodiovy kuzel lezi uvnitf
polhodiového kuzele
e poradi vektort & -B-w

J =J,<, J,

(wul]
!
gjm
ol

(wul

S

protahly elipsoid setrvaénosti

e J =J.>] nutacni kuzel nutacni kuzel

“F’ herpolhodiovy kuzel "

polhodiovy kuzel

e herpolhodiovy kuzel lezi vné
polhodiového kuzele

e poradi vektort &, —w—B
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Volny symetricky setrvacnik
Rotace kolem volné osy

roztoCime symetricky setrvacnik (J, = J, # J, ) podle hlavni osy setrvacnosti
prochazejici hmotnym stfedem a pak ho nechame volné (bez plsobeni sil) rotovat

1) rotace kolem osy symetrie

2) rotace kolem osy kolmé k ose symetrie (vSechny takové osy jsou hlavni osy a
[sou rovnocenne)

Ghlova rychlost @ v t&lese rovnob&zna s vektorem momentu hybnosti B =
totéz plati pro oba vektory v libovolné soustavé, tedy i v i.s.s. (v prostoru)

Zaver: Pfi roztoCeni symetrického setrvacniku kolem hlavni osy se poloha této osy
v télese i v prostoru udrzuje — jde o tzv. volnou osu.
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Volny symetricky setrvacnik
Stabilita rotace kolem volné osy

Stabilita rotace (symetrického) setrvaéniku kolem volnych os

vychozi stav

e osa stala v télese i v prostoru ma smeér vektoru

e moment S|’Iy (napf. dvojice sil podle obrazku) kolmy k B
dB

e 21V - — =M
dt

pro kratkodobé pusobeni

e lze psét = MAt

e prirtistek AB neméni velikost momentu hybnosti

—

e AB méni pouze smér vektoru B

e protoZze @x B =0, bude zmé&na momentu hybnosti v prostoru i v télese stejna

= na konci pusobeni sil nebude moment hybnosti mit smér volné osy (a osa rotace bude

konat nutacni pohyb kolem vektoru momentu hybnosti)
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Staceni osy setrvacniku momentem sil.
Precese setrvacniku.

= vyvazeni hmotnosti setrvacniku
= roztoCeni setrvaCniku

= vektor momentu hybnosti B,
setrvacniku je orientovan
souhlasné s osou rotace

= posun zavazi doleva = na
rameno pusobi sila F;, coz
vyvola moment sily M E

= impuls momentu sily je podle 2. IV
roven zmené momentu hybnosti

= ta se projevi staCenim osy rotace
setrvacniku kolem svislé osy

= staceni osy setrvacniku vlivem
vnéjSiho momentu sil se nazyva

precese

13




Volny symetricky setrvacnik
Stabilita rotace kolem volneé osy

e porovname kinetickou energii setrvacniku pfed a po pusobeni poruchy
(vychylujiciho impulsu momentu sily)
e predpokladame, ze velikost momentu hybnosti se nezméni

1) rotace kolem osy symetrie

P =0 B2=J2 Q2
na poCatku S, =0 = 1 , =  2J,E =B’
By =5 Qy Ek:Z\J3 %
Pr=3, B® =J7 (Q +Q)+J; QY
na konci g, =J, Q) = 1 =

1
r_ - 12 r2 - 12
Y Ek_ZJ1 (Q] +§22)+2J3 Q5
B® =J7 (" +QY)+J; QF

= 2J,E; =B*+J,(J, -J,) (QF +Q))
2J,E =J,3, (Q?+QP)+I2 QF > S
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Volny symetricky setrvacnik
Stabilita rotace kolem volné osy

pfed plsobenim poruchy 2J,E, =B’
po pusobeni poruchy 2J,E, =B*+J,(J; - J,) (QF +Q%)
Ji(J5 = J;)

K.E. setrvacniku na po¢atku a na konci E; = E, + Q7 + Q)

2],
J,>J, = E, >E, ... vnéjsi sily musi vykonat kladnou praci
J, <J, = E, <E, ...vnéjsi sily vykonaji zapornou praci

2) rotace kolem osy kolmé k ose symetrie (vSechny takové osy jsou hlavni osy)
analogicky

J,<J;, = E, >E, ... vnéjsi sily musi vykonat kladnou praci
J,>J, = E, <E, ... vnéjsi sily vykonaji zapornou praci

rotace kolem hlavni osy je stabilni, pokud ji pfisluSny moment setrvacnosti je vétsSi nez
ostatni hlavni momenty

symetricky setrvaCnik = vSechny osy kolmeé k ose symetrie rovhocenne
= poloha osy v roviné kolmé k ose symetrie je energeticky indiferentni
15



Volny symetricky setrvacnik
Stabilita rotace kolem volné osy

Shrnuti predchozich vysledku

e symetricky setrvacCnik pfi rotaci

kolem hlavnich os zachovava

smér osy rotace (nekona nutacni

53

pohyb) = hlavni osy jsou

volnymi osami rotace

e z energetickeho hlediska je

stabilni volna rotace kolem té

hlavni osy, jiz prislusSi vétsi

hodnota momentu setrvacnosti




Samovolneé ustaveni stabilni osy rotace

experiment — rotujici téleso libovolného tvaru vlivem
nahodného vnéjsiho pusobeni pfejde v rotaci kolem
hlavni osy setrvacnosti, vici které ma nejvétsi

moment setrvacnosti

dasledek teorémii o stabilité (Thomson-Tait-Cetajev)
= system s nestabilni potencialni energii, ktery je
stabilizovan pomoci gyroskopickych sil, pfestava byt
stabilnim po pfidani libovolné malé disipativni sily

a) stabilni (sudy pocet nestabilnich parametrt)

b) nestabilni (lichy pocCet nestabilnich parametra)

c) systém stabilizovany gyroskopicky se doplnénim
disipativni sily destabilizuje

d) dokonce systém v minimu potencialni energie se muze
doplnénim disipativni sily destabilizovat

R.Kretchenikov, J.E.Marsden: Dissipation-induced instabilities in
finite dimensions, Rev. Mod. Phys. 79 (2007) 519.

Explorer 1 — zameérem bylo stabilizovat

(a) Gyroscopic stabilization:
even degree of instability

(b) Gyroscopic failure: odd
degree of instability

(c) Dissipative destabilization
of gyroscopically stable
system

(d) Nonconservative
positional destabilization of
potentially stable system

17



Zajimave aplikace

e teorémy Thomson-Tait-Cetajev
e vyznamny podil tfecich sil

kaca, vicek, camrda

stabilizace diky tfeni hrotu

po spirale se blizi do stabilniho stavu

zaroven treci sila stabilitu narusuje

nakonec vi¢ek zpomali natolik, Ze ztrati stabilitu

tippe top
e hmotny stred nelezi v centru kulové Casti
e dotykovy bod s podlozkou lezi mimo osu rotace
¢ tfeni vytvofi moment sil vedouci nakonec
k obraceni

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Snurra_uppochner.gif
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Volny asymetricky setrvacnik

e nejen télesa obecného tvaru, ale treba i kvadr

e hlavni momenty J; <J, <J;

e uplatni se opét odvalovani polhodiového kuzele po herpolhodiovém

e polhodiovy kuzel — elipticky

e herpolhodiovy kuzel — ,kuzel®, jehoz
obecné neuzavrena povrchova plocha
protina samu sebe

19




Volny asymetricky setrvacnik
Stabilita rotace kolem volné osy

e opet plati, ze hlavni osy jsou zaroven volnymi osami rotace

e Z energetického hlediska je stabilni rotace kolem hlavni osy pro
e nejvetSi moment setrvacnosti
e nejmensi moment setrvacnosti

e priklad: volna rotace kvadru kolem osy B vzdy nestabilni

o priklad: jednolista vrtulka s hridelkou — Cim delsi hridel, tim
mensi moment setrvacnosti vzhledem k ose symetrie

\]1<\]2<\]3 \]1 ‘]2 J3

S A




Tuhé téleso pri nulové vyslednici vneéjsich
sil a nulovém momentu vnejsich sil

Jak se tedy pohybuje tuhé téleso, pro néz vyslednice vnéjsich sil a vysledny

moment vnéjsich sil jsou nulové?

e téleso je v rovnovaze
e zUstava v pfedchozim stavu
e hmotny stfed v klidu nebo rovhomérném pfimocCarém pohybu
e kolem hmotného stfedu muze téleso konat
= néktery z rozebranych pohybu volného symetrického setrvacniku
nebo
= v obecném pfipadé (hlavni momenty rizné) pohyb volného

asymetrického setrvacniku
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Tezky setrvacnik

Staticka a dynamicka stabilita

setrvacnik v Kardanové zavésu
hmotny stfed mimo centrum zavésu
vnéjSi moment sil » precese

dynamicka rovnovazna poloha

hmotny stfed nad centrem

precese ve smeéru rotace setrvacniku
precesni kuzel se rozSifuje s ¢asem kvuli
ztratam

nakonec se setrvacnik prevrati

staticka rovnovazna poloha

hmotny stfed pod centrem

precese proti sméru rotace setrvacniku
precesni kuzel se zuzuje s Casem kvuli
ztratam

nakonec setrvacnik zastavi a zGstane ve
stabilni poloze

=

—
—

e
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Tezky setrvacnik
Precese a nutace

e 0sa symetrie setrvacniku &, vykonava nutaci kolem vektoru momentu hybnosti

e pfi vysokych otackach tézky setrvacnik ¢asto kona tzv. pseudoregularni precesi, kdy je

nutace sice pfitomna, ale prakticky nepozorovatelna

e pokud nutace vymizi, jde o tzv. regularni precesi B

1 \
e rozdil podstatny v technickych aplikacich: po uvolnéni %
dfive upevnéné osy se napf. muze projevit nutace, ktera I

predtim byla prakticky nepozorovatelna

Vi vV s

kulové ploSe se pohyb osy zobrazi jako cykloida




Precese a nutace Zeme

e Zemé ma volnou osu
e nejde ale o volny setrvacnik — nerotuje bezsilové

e slapové sily pusobi na zplosténi planety
e slozeni gravitacnich vliva Slunce, Mésice a planet
e moment sil M kolmy k nakresné&

e zména momentu hybnosti B kolma k nakresné

— precese vektoru B kolem osy A-A
e o0sa A-A kolma k ekliptice, mifi do souhvézdi Draka
e doba obéhu cca 25800 let

e nutace
e perioda 433 dnu (Chandlerova perioda)
e amplituda +0.2°
e posun polu po kruznici prdiméru 10 m

By Ereenegee (Own work) [CC-BY-SA-3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0)], via Wikimedia Commons
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precesi%C3%B3n.gif

By Miraceti, original authors: GregBenson and Wereon. [GFDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html) or CC-BY-SA-3.0
(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/)], via Wikimedia Commons
http://commons.wikimedia.org/wiki/File%3APrecession_starchart.png
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Gyroskopicky efekt — stabilita v zatacce

e rotujici soucasti vozidel ovlivnuji stabilitu pfi
zataceni

e gyroskopicky efekt udrzuje stabilitu pfi
naklanéni do zatacky

e vozidla, ktera se nenaklangji, jsou naopak
vyklapéna ven ze zatacky

e gyrobus — protibézne setrvacniky




Gyroskopicky efekt — navigacni pristroje...

e prosty Kardanuv zavés nemusi stacit pro otaceni ve
velkém rozsahu (zejména v letadlech)

e uplathuje se setrvacnost otoCnych Casti zavésu
(vs. robustnost konstrukce)

smerovy ukazatel (heading indicator)

e volny setrvacnik — drzi pevny smér (A > 0.002 °/min)

e ovlivhovan rotaci Zemeé = kazdych 15 minut nutno
korigovat smér podle kompasu

umély horizont
e tézky setrvacnik ve stabilni rovnovaze
e o0sa udrzuje ,stfedni hodnotu® svislého sméru

gyrokompas

e 0sa udrzovana ve vodorovném smeéru

e interakce B s rotaci Zemé @, udrzuje smér k severu
(nefunguje na polech)

gyrostat
e tlumi pohyby paluby lodi pfi vinobiti




