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ANOTACE

Tato diplomova prace je koncipovana jako ucebni text, ktery se vénuje ne-
konecnym c¢iselnym fadam. Tematicky vychéazi z osnov prednasek c¢tvrtého
semestru matematické analjzy oboru ”uéitelstvi matematiky pro SS” na Pe-
dagogické fakulté Jihoc¢eské univerzity v Ceskych Budéjovicich. Jejim obsa-
hem je teoreticky vyklad zakladnich pojmi a tvrzeni o nekonecnych radach,
véetné dikazlti uvedenych tvrzeni, fada feSenych tloh, na nichz je demon-
strovana aplikace téchto pojmt a tvrzeni, a také sbirka tloh pro samostatné
procviceni.

ABSTRACT

This thesis is conceived as a learning text, which deals with infinite numerical
series. The thesis thematicaly results from curriculum for lectures of fourth
therm’s analysis for field called ”Pedagogy of mathematics for secondary
schools” on Pedagogical faculty by University of South Bohemia. It contains
theoretical interpretation of basic concepts and theorems about infinite se-
ries, including of proofs of shown theorems, plenty of solved excersises, which
show aplication of these concepts and theorems, and collection of excercises
to study indipendently as well.
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1. Konecné soucty

1.1 Posloupnosti realnych cisel

Abychom mohli zavést pojem konecného souctu, s jehoz pomoci definu-
jeme nekonecnou fadu, je dulezité pripomenout pojem posloupnosti realnych
¢isel. Protoze studium posloupnosti realnych cisel neni v této praci cilem,
nebudeme pojednani o nich Sifeji rozvadét a omezime se pouze na nékolik
nejpodstatnéjsich pojmi.

Definice 1.1:(Posloupnost redlnych ¢isel)

Posloupnosti redlnijch cisel (déle jen poslopupnosti) nazyvame funkci, jejimz
defini¢énim oborem je libovolnd podmnozina mnoziny prirozenych cisel.

V nejjednodussim pfipadé mtze byt tato podmnozina i konecna, potom
bychom hovorili o konecné posloupnosti. Pro nas jsou vsak diilezité posloup-
nosti nekonecné, pricemz lze posloupnost definovat az od urcitého pfiroze-
ného ¢isla ng dale. Nekonecnou posloupnost redlnych ¢isel znacime {an}zo:no
a prvek a,, nazyvame n-tym c¢lenem této posloupnosti. Vétsinou budeme uva-
zovat posloupnosti definované od pfirozeného ¢isla 0 nebo 1, vyjimecné ji-
nak, vzdy vsSak na tuto skutecnost upozornim. Dalsim dilezitym pojmem
pro dalsi vyklad je limita posloupnosti. Uvedeme pouze stru¢né symbolicky

definice vlastni a nevlastni limity posloupnosti.

Definice 1.2: (Limita posloupnosti redlnych ¢isel)

Méjme posloupnost {a,},-,

a) lim a, = A (A€ R) & (Ve >0) (3ng € N);Vn >mng : a, — A| <€

€

b) lim a, = oo < (Ve > 0) (3ng € N);Vn >ng:a, >+

c) lim a, = —occ & (Ve > 0) (3ng € N);Vn > ng : a, < —1

n—oo €



[e.9]

Existuje-li vlastni limita posloupnosti {a, },.,, nazyvame posloupnost kon-
vergentni. Je-li limita posloupnosti +0c nebo pokud limita neexistuje, na-
zyvame tuto posloupnost divergentni.

Pro dalsi vyklad budou dulezité dva typy posloupnosti, kterych si nyni
podrobnéji vSimneme.

Aritmetickd posloupnost

Posloupnost {a,} -, se nazyva aritmetickd, jestlize plati:
VneN:ap1—a,=d, de R N d= konst.

Posloupnost je tedy jednoznac¢né urcena prvnim clenem a; a pevnou kon-
stantou d, zvanou diference. Pro n-ty ¢len posloupnosti tedy plati:

a, =a; + (n —1)d.

Urceme vztah pro soucet prvnich n ¢lenii aritmetické posloupnosti. Napisme
si soucet prvnich n clenii pod sebe dvakrat, pouze v opacném poradi.

ar + ag + ... 4+ a1 + an,
a, + ap_.1 + ... 4+ ay + a

Rozepisme si nyni vSechny ¢leny pomoci prvniho ¢lenu a diference.

a; + a; +d + ... + a+(n—-2)d + a;+(n—1)d
ai+(n—-1)d + a1 +(n—2)d + ... + a; +d + a

Vidime, ze nad sebou budou vzdy dvojice, které po secteni daji soucet
a1+a1+(n—1)d:a1+an.

Sec¢teme-li tedy oba fadky, dostaneme n souctd tvaru a; + a,. To ovsem od-
povida dvojnasobku souctu prvnich n ¢lenti, protoze jsme jej napsali dvakrat
pod sebe. Oznacime-li soucet prvnich n ¢leni s, (s, = a1 +az + ... + ay,),

dostavame:
n- (a1 + ay)

Do = (o a0) = 50 =



Geometricka posloupnost

Posloupnost {a, } -, se nazyva geometrickd, jestlize plati:

a
Vne N 2+ =q, q€ R N q= konst.
an
Tato posloupnost je tedy jednoznacné urcena prvnim c¢lenem a; a pevnou
konstantou ¢, kterou nazyvame kvocient. Pro n-ty ¢len geometrické posloup-
nosti tudiz plati:
an =ay-q" "

Odvodme vztah pro soucet prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti. Ozna-
¢ime jej (podobné jako v predchozim pripadg) s,.

sn:a1+a2+...+an:a1+a1q+...+a1q"’1:al(l—i—q—i—...—i—q”’l)

Rozsitime-li vyraz v zavorce vyrazem 1 — ¢, dostaneme:

o (+g+. 4+ H1—-q  1—g"
Sp = Q1 = a1 .
1—g¢q 1—g¢q

Vlastnostmi posloupnosti a jejich limit se jiz podrobnéji zabyvat nebu-
deme, nasledujici text vSsak bude vyzadovat znalost nekterych dalsich pojmi.
Ctenaf je nalezne napi. v publikaci [1]. Uvedme vsak (bez ditkazu) nejdtile-
zitéjsi limity, které se vyuzivaji pti praci s fadami:

e lim C/ﬁ:l

n—oo

e lim Va=1a>0

n—oo

e lim n! =00

n—oo

o lim (1+21)" =e

n—oo

e lim (1 + %)n = e°.

n—oo



1.2 Zavedeni a vlastnosti kone¢nych souctu

Definice 1.3:

Necht {ax},-, je posloupnost realnjch ¢isel. Potom definujeme:
n

> ar = ag pro n=0

k=0

n+1 n

D= Y i+ Apy pro n >0

k=0 k=0

k nazyvame scitaci index, 0 a n jsou meze scitaciho indezxu.

n
Pozndmka: Misto symbolu Y lze pouzit zépis (ag + a1 +az + ...+ ay)
k=0

Véta 1.1
Méjme dany posloupnosti {ax},—, & {bx},—, a libovolné ¢ € R. Pak plati:

n n
1. c-ap=c- > a
k=0 k=0

2. Yap+ X b= (ar +by)
k=0 =0 =0

Dikaz: Dikaz obou ¢asti tvrzeni provedeme matematickou indukci podle n

1. Pron = 0 je tvrzeni zfejmé nebot je soucet roven pfimo prvku ag, takze
n
c- > ap=c-ag.
k=0
Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro libovolné n € N a ukazme,

ze za tohoto predpokladu tvrzeni plati i pro n + 1.

n+1 n
Ycrap = Y c-ag+ c-ayyq dle definice kone¢ného souctu.
k=0 k=0

n n
Potom Y c-ap+c-a, 1 = ¢ > ax+c-a,.1 dle indukéniho predpokladu.
k=0 k=0

n n n+1
Déle: ¢- Y ap+c-apy1 = - (Z ak+an+1) =c- Y, ag, COZ jsme
k=0 k=0 k=0

chtéli ukazat.
2. Pro n = 0 je tvrzeni opét ziejmé, protoze vysledkem je pouhy soucet
dvou realnych ¢isel ag + by

Opét predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro libovolné n € N a ukazme v
indukénim kroku platnost tvrzeni pro n 4 1. Postup je analogicky jako



v prvni ¢asti diikazu, proto jen strucneé:

n+1 n+1 n n n

Y oagt+ Y by = Y aptanii+ Y bptbai = X (ak + bp)+(ang1 + bugr) =
k=0 k=0 k=0 k=0 =

n+1

> (ak + bk)

k=0

Pojem konec¢ného souctu a jeho vysSe uvedené vlastnosti hraji pomocnou
roli pii zavadéni ¢iselnych fad a pfi praci s nimi. VSe co o nich bylo feceno
pro nase ucely postaci a neméa tedy smysl se jimi dale zabyvat. Prejdeme
tedy pfimo k zavedeni pojmu ¢iselné fady.
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2. Nekonecné ciselné rady

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1:
Necht {ax},-, je dana posloupnost realnjch ¢isel.
n 0o
Posloupnost { > ak} nazveme nekonecnou ¢iselnou fadou uréenou posloupnosti{a } ;-
k=1 n=1

o0
Oznacime ji Y a nebo tél (a; +as+ ... +an, +...).

k=1

Definice 2.2:
o0
e k-ty ¢len aj, posloupnosti {ax},;-,, kterd uréuje fadu ) aj,nazveme
k=1

k-ty clen Tady > ag
k=1

n
e n-ty ¢len s, posloupnosti {s,} -, kde s, = > ag, nazveme n-ty cds-
k=1
, (o)
tecny soucet fady Y. ayp
k=1

Je treba si uvédomit, ze nekonecna ¢iselnd rada tak jak byla zavedena

piedstavuje posloupnost ¢astecnych soucti {s,}, -, tedy koneénych soucti

n
tvaru: s, = Y. a, kde ¢leny a;, jsou ¢leny posloupnosti {ak}zozl.
k=1

(o)

Zmacime-li fadu zkracené > a, ma k vyznam scitaciho indexu a na jeho
k=1

oznaceni nebude zalezet. Ze zapisu je totiz vzdy jasné, ktery symbol predsta-

vuje sCitaci index a ktery proménné. Tento zapis také umoznuje zjednodusit
si predstavu o c¢iselné tadé. Pro lepsi nazornost si ji predstavme tak, jako
bychom celou ur¢ujici posloupnost {ay} .-, rozepsali ¢len po ¢lenu vedle sebe
az do nekonecna a vSechna cisla secetli. Jak vsak dale uvidime, definice ¢i-
selné fady jako posloupnosti ¢astecnych souctd bude hrat vyznamnou roli
napf. pii definici (a v nékterych piipadech i vypoctu) souctu fady i v dika-
zech mnoha dilezitych vét o fadach, proto je tfeba si korektni definici ¢iselné
fady osvojit.
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Priklady:
1. S h=142+43+.. . +n+...

k=1

2. %O:c:c—i—c—i—c—l—...
k=1

3. S (3k+2)=5+7+11+14+...
k=1

Vyse uvedené priklady pouze ilustruji, jak si zapis ¢iselné rady predsta-
vit. Rady 1. a 2. jsou specidlnimi piipady aritmetické fady, fady 4. a 5. zase
specialnimi pfipady geometrické fady. Oba druhy fad pozdéji rozebereme po-
drobnégji. Rada 6. se nazyva harmonickd rada a je diilezitym piikladem, ke
kterému se budeme jesté mnohokrat vracet.

2.2 Konvergence a divergence rady; soucet rady

Stejné jako jsme posloupnosti redlnych cisel rozdélili na konvergentni a
divergentni v zavislosti na existenci nebo neexistenci vlastni limity, budeme
moci tymz zptsobem délit i fady, protoze jsme je definovali jako posloupnosti
¢astec¢nych souctti. To bude obsahem nésledujicich definic.

Definice 2.3:

~ [e.°]

Rekneme, 7Ze nekone¢na ¢iselnd fada Y ap konverguje (je konvergentni),
k=1

jestlize konverguje posloupnost{s, } - jejich ¢astecnych soucta.

V ostatnich pripadech nazyvame fadu divergentni.Specialné:

12



o0
e Je-li lim s, = oo, fikdme, ze fada ) a; diverguje k oo.
n—oo k=1

o0
e Je-li lim s, = —oo, fikdme ze fada Y a; diverguje k —oo.
n—00 k=1

o
e Pokud lim s, neexistuje, fikame, ze fada > a; osciluje.

n—oo k=1

Definice 2.4:
o0 n
Necht fada > a; konverguje a lim s, = lim Y a; = s. Tuto vlastni limitu
n—oo

k=1 =0 =1

(o ¢]
s posloupnosti ¢astecnych souctii nazyvame souctem rady > a; a piSeme
k=1

oo
s= > ag.
k=1

7y

Uvédomme si, ze v tuto chvili jsme rozsitili vyznam symbolického zapisu

o0
fady Y aj. Predstavuje totiz bud oznaceni souc¢tu fady, pokud je fada kon-
k=1
vergentni nebo jde pouze o oznaceni fady ur¢ené posloupnosti {ay},,. Nyni
jiz mame dostatecné mnozstvi nastroji k tomu, abychom mohli rozhodnout
o konvergenci ¢i divergenci ne€kterych jednodussich rad, poptipadé urcili i je-
jich soucet. Pfedvedme si to na nasledujicich prikladech:

Priklad 1: M¢jme fadu

dk=1+243+4+ ...
k=1

Posloupnost {k};-, je piikladem aritmetické poslopupnosti s prv-
nim ¢lenem 1 a diferenci 1. Dle vztahu pro soucet prvnich n clenu

aritmetické posloupnosti (nebo jinak) dojdeme k tomu, Ze soudet n
po sobé jdoucich prirozenych c¢isel pocinaje ¢islem 1 jest % Tento
vyraz tudiz v naSem pftikladé pfedstavuje n-ty castecny soucet fady

o
>~ k. Takze tuto fadu lze reprezentovat posloupnosti ¢astecnych soucti
k=1

L * n(n+1) oo . . . .
{Z k} = {T} E Soucet fady je roven limité posloupnosti
k=1 =1 n=
éésteénfflch souctl
. . nn+1
lim s, = lim g = 400.
n—oo n—oo
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Limita ¢aste¢nych souctt je +o00, takze fada diverguje k +oo0.

Priklad 2: -
Zc:c+c—|—c—|—c+...

Posloupnost, kterd urc¢uje tuto fadu je konstantni posloupnost {c}, ;.

Je ziejmé, ze secteme-li prvnich n-clent této posloupnosti, dostaneme
S, = n - c. Soucet fady lze najit, pokud bude existovat vlastni limita
posloupnosti ¢asteénych souctt. Mame:

lim s, = lim n-c .

n—oo n—oo
Tato limita je rovna +oo pokud ¢ > 0, pak tato fada diverguje k +o0,
je rovna —oo pokud ¢ < 0, pak fada diverguje k —oo a konecné je tato
limita rovna 0 pokud ¢ = 0, pak fada konverguje a jeji soucet je 0.

Priklad 3: Aritmetickd Tada
Aritmeticka fada je fada s = Z ay, kde {ay};—, je aritmetickd po-
=1

sloupnost, coz je takova posloupnost jejiz libovolné dva sousedni ¢leny
se lisl o tutéz konstantu d, kterou nazyvame diference. Aritmeticka
posloupnost je jednoznacné urcena svym prvnim c¢lenem a; a danou
diferenci d, pficemz a; a d jsou dana realna c¢isla. Potom pro kazdy
néasledujici ¢len plati: a,+1 = a, + d. Obecné pro n-ty clen aritmetické
posloupnosti plati: a, = a; + (n — 1)d. Pro soucet prvnich n ¢lent
aritmetické posloupnosti lze odvodit (viz kapitola 1) vztah:

_n(ata,)  n(atai+(n—1)d) . <a1 N (n—1)d>

S’VL
2 2 2

Soucet aritmetické fady opét ur¢ime jako limitu posloupnosti castec-
0

nych souctl {n <a1 + @)} v
n=

Tedy spocteme limitu

lim ln <a1 + (n_l)dﬂ = lim [nal + nzd_nd] =

, n2d 20, — d , o (d  2a;—d
_JL%[2+n< 9 )1_1@11_{20[71 §+ m
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Tato limita je rovna limité nh—>nc}o (n2 . g), pokud d # 0. Vidime, ze po-
kud je d > 0 je tato limita rovna +o00 a fada diverguje k +oo. Pokud
je d < 0 je limita rovna —oo a fada diverguje k —oo. Pokud je d = 0
Jde o situaci jako v prikladé 2, protoze dostaneme konstantni posloup-
nost. Z toho plyne, Ze aritmetickd fada muze byt konvergentni pouze v

pripadé, ze a; = d = 0. Pak je soucet fady téz roven 0.

Priiklad 4: Geometricka rada
Geometrickd fada je fada s = Z ar, kde {ay},-, je geometrickd

posloupnost. Geometricka posloupnost je jednozna¢né urcena dvéma
redlnymi ¢isly. Svym prvnim ¢lenem a; a danou konstantou ¢ zvanou
kvocient. Pro kazdy jeji nasledujici ¢len plati: a,y1 = a, - q. Obecné
pro n-ty ¢len geometrické posloupnosti tedy plati: a, = a; - ¢"~*. Pro
soucet prvnich n ¢leni geometrické posloupnosti lze odvodit vztah: s, =
ap - %. (viz kapitola 1) Tento vztah opét predstavuje n-ty ¢astecny
soucet geometrické fady a my mulzeme najit soucet rady jako limitu
téchto ¢astecnych souctt (pokud existuje).

n

aq
lim aq - = lim —— . (1—

Nyni je tfeba rozlisit nasledujici pripady:

1. Je-li |g| < 1 potom ¢" — 0 pro n — oo, takze vyraz v zévorce m4
limitu 1 a cela posloupnost ¢astecnych souctit ma limitu -
Specialné: je-li ¢ = 0, pak pocinaje druhym c¢lenem jde o fadu
slozenou z nulovych c¢lend, takze soucet fady je roven prvnimu
¢lenu a;.

2. Je-li ¢ > 1 pak ¢" — Opro n — oo a vyraz v zavorce ma limitu

—o00. Jmenovatel zlomku je vsak také zaporny, protoze q > 1,
takze vyraz % ma limitu +oo. Tedy posloupnost ¢astecnych
souc¢ti ma limitu +oo, pokud a; > 0 a —oo pokud a; < 0. V obou
pripadech vsak geometricka rada diverguje.

3. Je-li ¢ < —1 pak posloupnost ¢astecnych soucti neexistuje (napft.
dle véty o vybrané posloupnosti) a fada osciluje.

4. Kone¢né, je-li ¢ = 1, pak ¢leny tvoii konstatntni posloupnost {a }.
Tedy ptislusna rada diverguje pro a; # 0 a konverguje pro a; = 0,
pricemz jeji soucet je v tomto pripadé pochopitelné nulovy.
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Zavérem tedy shriime, ze geometricka rada je konvergentni, pokud
geometrickd posloupnost, kterou je uréena, mé kvocient |¢| < 1. Potom
pro soucet geometrické rady plati:

S = .
1—g¢q

Priklad 5: M¢jme danu radu:
o

Tato fada neni ani geometricka ani aritmeticka a budeme-li chtit roz-
hodnout o jeji konvergenci ¢i divergenci nebo dokonce najit jeji soucet,
budeme muset najit zptisob, jak urcit jeji castecné soucty, protoze jiny
nastroj zatim nemame k dispozici. V zadaném tvaru se nam to vsSak
nepodari. Je proto tfeba si uvédomit, ze libovolou racionélni funkci lze
rozlozit na tzv. parcialni zlomky. V nasem pfipadé to znamena, Ze zlo-
mek k(k =y lze rozlozit na dva zlomky tvaru  + k%l, kde a a b jsou
realné konstanty. Snadno najdeme, ze a = 1 a b = —1, takze ptvodni
fadu lze napsat:

Rozepisme si pro ilustraci prvni ¢tyfti ¢leny:
12+ﬁ+ﬂ+45 (1_7>+<%_%>+<%_i>+(i_%):1_

Pokud bychom totéz provedli obecné pro n-ty ¢len posloupnosti ¢astec-
nych souétlt dostaneme:

1 1 1 1 _
ﬁ‘f‘fg—i-...—l- + =

=

(n=1)n = n(ntl)
S0 e ) ) =
N-ty Castecny soucet je tedy 1 — —= a staci spocist nlim (1 — ﬁ)

Tato limita je rovna 1, proto je fada Z G +1) konvergentni a ma soucet
1.

16



Definice 2.5:

o0
Necht n je prirozené ¢islo rizné od nuly. Zbytkem tady > ai po n-tém ¢lenu
k=1

[e.°] o0
nazveme fadu Y by, kde by = ap1x, k= 1,2,... a oznacime ji Y ay.
k=1 k=n+1

Véta 2.1:
- 00
Rada Y~ a; konverguje (resp. diverguje), pravé kdyz konverguje (resp. diver-
k=1
[e.°]
guje) jeji zbytek po n-tém ¢lenu Y ay.
k=n+1

Tato véta nefiké nic jiného, nez Ze konvergenci nebo divergenci (ani druh
divergence) nezménime, pokud vynechdme nebo pozménime koneény pocet
¢lenti. Mtzeme vSak, v pripadé konvergentni fady, zménit hodnotu jejiho
souctu.

Véta 2.2: Nutna podminka konvergence rady

Jestlize fada ) a; konverguje, potom plati: lim a, = 0.
kfl n—oo

Dikaz:

o0
Protoze fada > a; konverguje, existuje vlastni limita jejich c¢astecnych
k=1
sou¢tli. Oznac¢me ji s.(lim s, = s,s € R) Pro ¢astecné soucty této fady
n—oo

n

plati: s, = > ax. Z toho plyne, Ze n-ty ¢len fady a, lze napsat ve tvaru:
k=1

ay = Sp — Sp_1. Jak s, tak s, 1 jsou c¢astecné soucty téze rady, proto musi

platit, ze lim s, = lim s,_; = s. Z toho dostavame:
n—oo n—oo

lim a, = lim (s, — s,-1) = s —s=0.

n—oo n—~oo

To uz je pozadovana podminka a dikaz je timto ukoncen.

Je dilezité si uvédomit, ze tato podminka je nutné, nikoliv postacujici.
o
Je-li totiz fada ) a; konvergentni, pak nutné musi lim a, = 0. OvSem
k=1 n—00

je-li lim a,, = 0 pak to neznamena, Ze by musela pfislusna rada konver-
n—oo

[e.°]
govat. Typickym prikladem je harmonicka rada ) % Limita n-tého ¢lenu
k=1
klim % = 0, ale harmonické rada je divergentni, jak v dalsim textu ukézeme.
—00
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(viz kapitola 3)

Nutné podminky konvergence lze uzit k diikazu, ze fada diverguje. (Pokud
[e.°]
ukazeme, ze nhnolo a, # 0, pak fada Y a, nemize konvergovat.)
— n—
Déle I1ze nutné podminky konvergence uzit k dtikazu, ze lim a, = 0, pokud
n—oo
dokazeme konvergenci fady urcené touto posloupnosti, protoze v nékterych
ptipadech je (s pouzitim vhodnych kritérii konvergence) diikaz konvergence
prislusné rady snazsi, nez vypocet limity posloupnosti.

Priklad 6: M¢jme fadu

o0

> (Bk* —k+2).

k=0

Rada je na prvni pohled divergentni, ale abychom tuto domnénku do-
kézali, museli bychom (bez znalosti nutné podminky konvergence) na-
jit vyjadreni pro c¢astecné soucty a ukazat, ze posloupnost ¢astecnych
soucti je divergentni. To vsak lze obejit praveé uzitim nutné podminky
konvergence. Je evidentni, Ze 7111_>n010(3k2 —k +2) # 0. (Tato limita je
dokonce nevlastni a je rovna co.) Dle nutné podminky konvergence pu-
vodni fada nemiize konvergovat.

Priklad 7: Mame vySettit konvergenci fady

ik2+4k+5
o 2—k—k

Rozumné popsat posloupnost ¢astecnych souctit této rady je v tomto
pripadé nemozné. Ale nutnd podminka konvergence je opét cestou k
feSeni. Spocteme limitu

B L k2(1+%+k%)_
k1—>r202—k—k2_k1—>n§ok2(%_l_ )__

Limita k-tého ¢lenu je opét nenulova, tudiz fada musi divergovat.

Priklad 8: Mame rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci fady

i 3n+6
—2n?—n+2
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Popisovat posloupnost ¢astecnych souctii opét nepovede k cili. Budeme
chtit pouzit druhého nastroje, ktery mame zatim k dispozici, sice nutné
podminky konvergence. Spoc¢teme limitu n-tého ¢lenu posloupnosti, ur-
¢ujici tuto radu.

i 3n+6 ) ”(3"'"%)
T}E&Mzr}%ng(z_h;) =0

Vidime, Ze limita je rovna 0. Pro néas to znamena, ze na zakladé nutné

podminky konvergence nelze o divergenci ani konvergenci fady nic Fici,

protoze podminka nulové limity n-tého ¢lenu ke konvergenci fady ne-
vs 1

stacl.

S prikladem vyuziti nutné podminky konvergence fady k dikazu nulové
limity n-tého ¢lenu zatim pockdme do chvile, nez vyslovime nékteréa kritéria
konvergence fad. Jinak bychom museli metodu ukéazat na prikladech, kde je
jeji vyuziti evidentné nepraktické. Diive nez tato kritéria vyslovime, je nutné
zavést nékteré elementarni operace s fadami, které budou nezbytné pro reseni
dalsich problémii. Mame nyni na mysli operace sc¢itani fad a nasobeni fady
realnou konstantou.

2.3 Sc¢itani rad; konstantni nasobek rady

Scitani fad a nasobeni fady redlnou konstantou zavedeme zcela prirozené
tak, jak tomu bylo u kone¢nych soucti. Je tieba vsak ukazat, ze takto zave-
dené operace budou korektni, tzn. ze napt. soucet konvergentnich rad bude
opét konvergentni a realny nésobek konvergentni fady bude také konver-
gentni. To bude obsahem nasledujici véty.

Véta 2.3:

Necht Y ap a Y by jsou konvergentni fady a necht ¢ je libovolné realné ¢islo.
k=1 k=1

Potom:

L A7 probereme néktera dalsi kritéria k posuzovani konvergence a divergence fad, snadno
ukazeme, Ze tato fada je divergentni. V této fazi ovsem jesté nejsme schopni rozhodnout.
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a)

b)

Konverguje fada § (ax + by) a plati: f (ax + by) = § ay + § by,
k=1 k=1 k=1 k=1

oo o oo
Konverguje fada ) cay a plati: Y car =c¢ > ag
k=1 k=1 k=1

Dukaz:

a)

Obé rady Z ap a Z b konverguji, maji tedy konec¢né soucty. Oznacme
= k=1

soucet tady Z arp = s a soucet Trady Z b, = t; s,t € R. Radu
k=1 k=1

Z (ax, + b) muzeme napsat jako posloupnost ¢asteénych soucti tvaru

n [o¢]
{ > (ag + bi) } . Kazdy ¢astecny soucet je konec¢nym souctem a mii-
k=1 n=1

zeme jej dle véty 1.1 (2.) napsat ve tvaru {Z ap + Z bk} . Soucet
n=1
fady nalezneme vypoctem limity posloupnosti castecnych soucti.

lm (Y ap+> bp) = lim Y ap+ lim > be=> ap+ > by =s+t.
gy k=1 gt gt k=1 k=1

Vétu o limité souctu posloupnosti jsme mohli pouzit, protoze obé limity

n n

castecnych souctt > ar a Y by existuji vzhledem ke konvergenci obou
k=1 k=1

fad. Soucet s+t je realné cislo, protoze i s a t byla realna cisla. Tim

je dokdzana nejen konvergence fady - (ap + by), ale i kyZena rovnost
k=1

Y(ar+0k) = X ag+ X by
=1 h=1

Analogicky jako pfi ditkazu prvni ¢asti véty oznacme soucet fady
00 - 00
> ar = s. Radu > cap opét napiSeme jako posloupnost ¢astecnych
= k=1
n 0o
soucti {Z cak} Céstetné soucty upravime s vyuzitim véty 1.1
k.i

n=1
oo

(1.) a dostaneme {c > ak} . Zbyva spodist limitu téchto ¢astecnych
k

n=1

o0
souctd a najit tak soucet fady »° cay.
k=1

lim ¢ ar = lim ¢ hm ar = c- S.

Vétu o soucinu limit posloupnosti jsme opét mohli pouzit, nebot obé
limity existuji. Prvni je limitou konstantni posloupnosti a druhé exis-
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[e.e]
tuje vzhledem ke konvergenci fady Y aj. Limita c¢astecnych soucti
k=1

fady > cay je tedy c-s. Tim je tvrzeni b) dokdzano.
k=1

Pravé dokazana véta ndm umozni definovat nejen nové pojmy, jako je
souctova fada nebo realny nasobek rady, ale pfedevSim nam rozsituje moz-
nosti prace s konvergentnimi fadami, jak si ukdzeme na piikladech.

Definice 2.6:

Nechf fady > ai a > by konverguji a ¢, d jsou libovolna realné cisla.
k=1 k=1

Potom:

e Radu % (ax + by) nazveme soucet fad Y. ap a Y by.
k=1 k=1 k=1

o oo , , . o
e Radu Y ca, nazveme konstantnim ndasobkem Tady Y. ay.
k=1 k=1

~ m . 7 v . A w m
e Radu Y (cay + dby) nazveme linedrni kombinaci fad Y ap a Y. by.
k=1 k=1 k=1

Poznamenejme, Ze linearni kombinace fad je vzdy konvergentni, pokud
konverguji jednotlivé fady zvlast. Z konvergence linearni kombinace fad ovSem
neplyne, ze jednotlivé fady konverguji. Ukazme si to na nasledujicim prikladeé:

Uvazme tuto situaci: 3 ay = > (=1)*, Sh=3 (-, c=1lad=—1.
k=1 k=1 k=1 k=1

Linearni kombinace § (cap+dby) = § (1-(=1)F+(=1)-(=1)F) = § ((=1)*—
k=1 k=1
(—1)k) = io: 0 = 0, takZe linearni kombicace je konvergentni fada se souc-
k=1

o0
tem 0. Ale fada Y (—1)* diverguje, coZ snadno ukéZeme napi¥. pomoci nutné
k=1

podminky konvergence, protoze klim (—1)* neexistuje.
—00

Ukazme si praci s linedrnimi kombinacemi fad na nékolika prikladech.

Priklad 9: Urcete soucet fady
() + ()
)
= \\2 3

Vidime, Ze fada je urcena souctem dvou geometrickych posloupnosti
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l)k (2kP { trickd posl ¢ fm &l 1 (iak
(2 a 3) . rvinl Je geOme T'1CKa pOS OupnOS S pranm clenem 2 (Ja

lehce zjistime, dosadime-li do vztahu pro k-ty ¢len k£ = 1) a kvocientem

také % Druhé posloupnost ma prvni ¢len % a kvocient také % Kvoci-

enty obou posloupnosti jsou mensi nez 1, takze obé geometrické rady
1

konverguji a lze tedy urcit jejich soucet dle vztahu s = i odvozeného
v priklade 4.

S ((1)* 2’“>_°°1k S22\ _ _

> ((2) +(32) ) =2 (3) +k§1(3) = P4z =142=3

k=1 k=1

b0l
‘w\m

Priklad 10: Urcete soucet rady
> () ()
) ))
im0 \\2 3

Zadani je témer stejné. Jedinym rozdilem je, Zze zacindme scitat od
k =0 ane od k£ = 1, jak bylo v predchozim prikladé. Kvocienty pii-
slusnych geometrickych posloupnosti, urcujicich fadu, jsou stejné jako v
predchozim prikladé a to % a % Ovsem vzhledem k tomu, ze nescitame
od prvniho ¢lenu, ale od "nultého ¢lenu”, musime jako a; ve vztahu pro

0 0
soucet geometrické rady vzit (%) a (%) , tedy jednicky. Dostaneme:

SO ) =@ +E®) -+t -2+3-=5

k=0 k=0

Priklad 11: Sectéte:

i ( 3 N 5 )
S\ )
Radu ptijde opét se¢ist vyuzitim vztahu pro soucet geometrické fady a
algebraickych operaci s fadami. Piepiseme ptuvodni fadu tak, aby byly
prislusné geometrické fady lépe vidét a poté je seCteme.
00 o) k k

3 5\ 1 1 _
5 G = £ () s (1)) -
| X nko® nE % \k 0 N
SO e ) - B0 6
Dostavame tedy dvé geometrické fady. Prvni fada méa pocatecni ¢len
% a kvocient také % Druha fada ma prvni ¢len (—%) a kvocient téz
(—1). Oba kvocienty jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1, takze je

3
muzeme secist:

22



B0 0 s oot

Priklad 12: Sectéte: .
> 41077,
k=0

V zadani je opét ukryta geometricka fada, je jen tfeba vyraz upravit
tak, aby byla lépe vidét.

S 4-107% = 3 4 (1072)F,
k=0 k=0

Je mozné, stejné jako v predchozim prikladé, konstantu 4 vytknout a

secist pouze fadu Y (1072)*. Ukazme si ale i jiny zptisob. V piipadsé
k=0
geometrické fady plni konstanta 4 funkci prvniho ¢lenu. Navic s¢itame

od nuly, takZe prvni ¢len bude 4 - (107%)° = 4. 55 = 4 -1 = 4. Proto
miizeme fadu secCist pomoci jiz mnohokrat uzitého vztahu, kdy za a
dosadime 4 a kvocient ¢ = 1072 = L. Dostaneme:

100"
s = 4 __ 4 __ 400
- T~ — ©9 — g0
1_100 100 99

Ukoly a cviceni:

1. Spoctéte soucet rad:

2) X @y [3] b) S it [3
c) nim H d) ,23 P [%}

e 1 1
e) kX_:Q Bk [Z}
Névod: Rozlozte vyrazy ve jmenovateli na parcialni zlomky, rozepiste né€kolik prv-

nich ¢lenti a pokuste se najit n-ty castecny soucet, jak je ukazano v piikladé 5.

2. Dokazte, ze diverguji rady:

o0 oo
k(6+5k—k?) . (3kn
a)y o b) > sin (—)
=, 2R3 = 2

Navod: Vyuzijte nutnou podminku konvergence.
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3. Vypoctéte:

a)é1 2n1_3 8] b)gl (4% + (—3}3") [%]

—_

Q)5-vE- 55 ... [25] d)niz‘fo(—mﬂ-(%) -]

Navod: vhodné vyrazy upravte a uzijte vztahu pro soucet geometrické rady, odvo-

zeného v prikladé 4.
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3. Rady s nezapornymi ¢leny

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1:(fada s nezdpornymi ¢leny)

h o . v e * v
Radu }° a, nazveme radou s nezapornyms cleny, plati-li pro vSechna
n=1

neN:a,>0.

- 00
Radu ) a, nazveme 7adou s kladnymi cleny, jestlize pro vSechna n € N
n—=

1
plati: a, > 0.

Véta 3.1:

Necht Y a, je fada s nezdpornymi ¢leny. Potom tato fada konverguje nebo
n=1

o0

diverguje k +00. Y a, konverguje, pravé kdyz posloupnost jejich ¢astecnych
n=1

souctli je omezena.

Dukaz:

[e.e)

Tvrzeni véty je nasnadé. Protoze Y a, je fada s nezdpornymi cleny, ne-
n=1

miize fada divergovat k —oo. Samoziejmé nemiize ani oscilovat, protoze pak

by nesméla limita ¢astecnych soucti existovat. Zde vSak sc¢itame pouze ne-
n

zaporné cleny, takze pro libovolny c¢astecny soucet plati: s,, = > ar > 0 a
k=1

navic (Vn € N) : s,11 > s,. Posloupnost ¢asteénych souctt je tedy zdola

omezena a neklesajici. Pak, je-li tato posloupnost shora omezend, musi exis-

tovat jeji realna limita dle véty o limité monoténni posloupnosti. Z tohoto jiz
[&.8]

konvergence fady > a, plyne. Jestlize posloupnost ¢astecnych soucttt neni

n=1

omezena, je fada divergentni a vzhledem k nezapornosti ¢lentt musi divergo-
vat k 4o00.

25



3.2 Kritéria pro konvergenci a divergenci rad
s nezapornymi c¢leny

V nasledujici ¢asti vyslovime néktera kritéria konvergence ¢i divergence
fady s nezapornymi c¢leny. Pljde o tvrzeni, ktera nam umozni rozhodnout
o konvergenci nebo divergenci fady, aniz bychom znali jeji ¢astecné soucty
a hledali jejich limitu. V mnoha pfipadech totiz staci zjistit, zda dana rada
konverguje a znalost jejiho souctu jiz neni podstatna.

3.2.1 Srovnavaci kritérium

Prvnim kritériem pro konvergenci nebo divergenci fady, které uvedeme,
bude srovnavaci kritérium. K jeho vyuziti je nutné odhadnout dopredu, zda
dana fada bude divergovat nebo konvergovat a potom ji ”porovname” s ji-
nou fadou, o které jiz vime, ze konverguje nebo diverguje. Kritérium nyni
zformulujme v nasledujici vété:

Véta 3 2: (Srovnévaci kritérium)

Necht Z ay A Z b, jsou fady s nezadpornymi c¢leny, pro které plati:

n=1

(Vne N),(n>ng): 0<a,<b,.
Potom plati:

1. Jestlize konverguje ° b,, potom }_ a, také konverguje.
n=1 n=1

o0 (o)
2. Jestlize > a, diverguje, potom > b, také diverguje.
n=1 n=1
Diikaz:
Id 7’ Id = L
1. Ozna¢me s, n-ty ¢asteény soucet fady > a, (tedy s, = X a). Ob-
n=1 k=1
(o] n
dobné oznacime t,, n-ty ¢astecny soucet fady > b, (tedy t, = Z br).

n=1

Dle predpokladu Z b,, konverguje, takze posloupnost ¢astecnych soucti
{t,} 7, je omezend, dle véty 3.1. Existuje tedy konstanta K € R tak,
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ze pro vSechna n € N;n > 1 je t, < K. Dale dle predpokladu plati:

Vne Nn>ng: 0<a,<b,. Ztoho plyne, ze pro vSechna n > nyg

je s, <t,. Alet, < K, takze i s, < K. Z toho vyplyva, Ze posloupnost
o0

¢astecnych souctt {s,} -, fady > a, je také omezend, proto (opét dle
n=1

véty 3.1) tato fada konverguje a dikaz je ukoncen.

2. Postup dtkazu pres castecné soucty by byl obdobny. Staci si ovSem
uvédomit, ze vzhledem k tomu, Ze fada s nezdpornymi c¢leny, ktera
nekonverguje, diverguje k +o00, jde pouze o obménu prvniho tvrzeni.?

Zjednodusené TeCeno, véta netvrdi nic jiného, nez ze pokud mame dveé
fady, z nichz jedna mé& "mensi ¢leny nez druha”, pak jestlize rada s ”vét-
$imi” ¢leny konverguje, musi konvergovat i fada s ¢leny "mensimi” a naopak,
jestlize "mensi” diverguje, musi divergovat i 7 vétsi”.

Jak jiz bylo feceno, pti aplikaci srovnavaciho kritéria, musime zkoumanou
fadu porovnavat s jinou fadou, o niz predem vime, ze konverguje ¢i diverguje.
Je dobré mit na paméti nasledujici tvrzeni:

Véta 3.3: Necht a € R. Pak Y ,%a konverguje pro a > 1 a diverguje pro
n=1

a <1.
Pozn.: Tvrzeni pozdéji elegantné dokazeme napt. uzitim integralniho kritéria.

Nyni si pfedvedme aplikaci srovnavaciho kritéria na nékolika piikladech.

Priklad 1: Vysetiete konvergenci rady:

10™

n=1

Jak vidime, libovolny ¢len fady je kladny, nebot v Citateli se v zavislosti
na lichém nebo sudém n stfidaji cisla 4 a 2, coz jsou c¢isla kladna,
a ve jmenovateli zlomku je vyraz 10", ktery je kladny pro vSechna
prirozenéd n. Kdyby v citateli byla konstanta, jde o geometrickou fadu

k kvocientem %, o niz vime, ze konverguje. Budeme chtit tedy ukazat

27 hlediska matematické logiky: Jsou-li A a B dva vyroky, je tautologii formule:

(A= B) < (nonB = nonA)

27



konvergenci zadané fady. Chceme-li toho docilit uzitim srovnavaciho
kritéria, musime ¢leny ptivodni fady omezit shora ¢leny konvergentni
fady. To provedeme naptiklad takto:

3+ (=1)" oA

10m - 10n
Mohli jsme v ¢itateli pouzit i libovolnou jinou konstantu, ktera je vétsi
nez ¢tyri. Jedinou podminkou je, aby odhad skutec¢né omezoval ¢leny
puvodni fady shora. Jak toto omezeni zajistime zavisi v podstaté na
nasi libovli.
Nyni jiz mame cleny, které urcuji geometrickou radu.

;W_4210n Z( )

Jde tedy o geometrickou fadu s kvocientem - 10" ktera je (jak jiz vime)
konvergentm takze dle srovnavaciho kritéria je konvergentni i ptivodni

34(—1)"
fada Z +10n) .
n=

Vne N :

Priklad 2: Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady:

Z 9—" a, € {0,1,...,7}.

Situace je obdobnéa jako v prikladé prvnim. V Citateli se nachéazi ¢isla
mezi 0 a 7, ve jmenovateli je vyraz 9". VSechny vyrazy jsou nezaporné,
takze jde opér o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uzijeme srovnavaciho kri-
téria a odhadneme n-ty clen shora.

7
Vne N : 9n < gn
Vidime, Ze ¢leny posloupnosti opét urcuji geometrickou radu:

i;:Tign Z()

n=1 n=1 n=1

Kvocient tady je 5, takze fada 7 - Z ( ) konverguje a dle srovnava-
n=1

ciho kritéria konverguje i fada Z o
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Priklad 3: Urcete, zda konverguje nebo diverguje rada:

i n

n=1 6"

U této rady budeme také predpokladat konvergenci, protoze opét ” pti-
pomina” geometrickou fadu. v citateli i jmenovateli jsou nezaporné
vyrazy, jde tedy o fadu s nezapornymi ¢leny. Abychom mohli uzit srov-
navaci kritérium, musime c¢leny fady omezit shora. Zde je to vsak kom-
plikovanéjsi, protoze nelze najit konstantu, ktera by omezovala shora
kazdé prirozené cislo n. Je tedy otazka, zda v tomto piipadé lze srovnéa-
vaci kritérium pouzit. Skutecné bychom konvergenci této fady dokazali
pohodlnéji jinym kritériem, nicméné i zde miizeme srovnavaci kritérium
vyuzit, nebof si pomiizeme jednoduchou tvahou:

Pro kazdé prirozené cislo n ziejmé plati: n < 5", takze miizeme Cleny
ptivodni fady omezit takto: 3

n "

6" — 6"
Proc jsme zvolili pravé 5" je nasnadé. Chceme ¢leny piivodni fady ome-
zit ¢leny geometrické fady s kvocientem z intervalu (0; 1), abychom za-

rucili jeji konvergenci. (Takze jsme mohli pochopitelné misto hodnoty
5 vzit 1 jiny odhad.) Nyni je jiz situace analogické jako v pfredchozich

prikladech.
n=1 6" n=1 6

Tato rada je jiz geometricka rada s kvocientem %, takze je to fada kon-

vergentni a dle srovnavaciho kritéria je konvergentni i piivodni fada
[ee]

2 g

n=1

Priklad 4: Rozhodnéme o konvergenci nebo divergenci fady:

i on +4

—3nd+2n+1

Pro pocatecni odhad, zda fada konverguje nebo diverguje porovname
stupné polynomt v Citateli a jmenovateli zlomku. Stupen citatele je
jedna, stupen jmenovatele je tii. Z toho plyne, ze pro velka n se Cleny

3Vyuzivame znalosti o exponencialni funkci se zdkladem a > 1, pro kterou plati: < a®.
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fady ”chovaji jako :,m%”. Stupen ve jmenovateli je vétsi nez jedna, proto
predpokladédme (s uzitim véty 3.3), Ze fada bude konvergovat. Musime
tedy fadu opét omezit shora tak, aby majorantni fada byla ve tvaru
%, kde k € R™. Mame-li hodnotu kladného zlomku zvétsit, musime
bud zvétsit hodnotu vyrazu v ¢itateli, nebo zmensit hodnotu vyrazu ve
jmenovateli. Zaroven se snazime nahrazovat ¢leny s riznymi mocninami
¢leny se stejnymi mocninami, abychom mohli ¢leny secist a dostali ve
zlomku podil mocnin n, ktery zkratime a tim dostaneme pozadovany
tvar.

3n3+2n+1 7~ 3n3+2n+1 " 303 n?
V citateli jsme nahradili ¢islo 4 vyrazem 4n, ¢imz jsme hodnotu zlomku
zvétsili, nebot Vn € N : 4n > 4. V dal$im kroku jsme ze jmenovatele
zlomku vypustili vyraz 2n + 1, ¢imz jsme hodnotu jmenovatele zmen-
sili, protoze je ziejmé Vn € N : O < 2n + 1 a tim jsme opét zvétsili

5 + 4 < 5 + 4n <9n 3

hodnotu celého zlomku. Rada Z =3 Z 5> je konvergentni dle

véty 3.3, takze dle srovnavaciho krlterla je konvergentm i ptvodni fada

ZOO Sn+4
3n3+2n+1"
n=1

Priklad 5: Rozhodnéte, zda konverguje nebo diverguje fada:

ioj 2n? —1

—nt4 a4l

Abychom odhadli, zda bude fada konvergovat nebo divergovat, opét
porovname stupné polynomu v ¢itateli a jmenovateli zlomku. Stupen
Citatele je dvé, jmenovatele tii. Pro velka n se zlomek ”chova jako 2 2n

Rada Z ~ je harmonickd fada, kterd je divergentni, takZe budeme

chtit ukazat divergenci zadané fady. Nyni musime Cleny ptivodni fady
omezovat zdola tak, abychom dostali ¢leny néjaké divergentni fady (v
nasem piipadé ¢leny harmonické fady). Budeme zmensovat hodnotu
zlomku a to tak, ze bud zmenSime hodnotu vyrazu v ditateli nebo
zvétsime hodnotu vyrazu ve jmenovateli. Cilem je jako v predchozim
prikladu nahradit ¢leny s riiznymi mocninami ¢leny se stejnymi moc-
ninami, abychom po tpravé a zkraceni dostali ¢len tvaru %, kde opét
ke R* .

on? —1 2n? —n? n? 1

< =
np4+n2+1 " n3+n3+nd 3nd 3n
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Zde jsme v citateli nahradili ¢len -1 ¢lenem —n?, ¢imZ jsme hodnotu
celého zlomku zmensili, nebot (Vn € N) : 1 < n? Ve jmenovateli jsme
kazdy z vyrazii n? a 1 nahradili vyrazem n?, ¢imZ jsme zvétsili hod-
notu jmenovatele a zmensili tak celkovou hodnotu zlomku. Evidentné
by stacilo nahradit cely vyraz n? + 1 pouze jednim vyrazem n3, pro-
toze (Vn € N),(n > 1) : n® > n? + 1. Oboji je v poradku, takZe i zde
mame ve své podstaté jistou libovili, jak omezeni provést, pokud zajis-
time spravnost odhadu a nezménime dokazovanou vlastnost fady. Tim
mame na mysli, Ze chceme-li dokazat divergenci fady a odhadneme jeji
¢leny pomoci ¢lent Fady, kterd je konvergentni (nebo naopak), pak je
srovnavaci kritérium nepouzitelné a zavér nelze stanovit.

Vratime-li se k nasemu prikladu, pak jsme odhadli ¢leny pivodni fady

o0 o0
« « 1 1 1 ;. . , “
zdola ¢leny fady nz—:l 3 =3 -ni_:l —, ktera je divergentni, takze dle srov-
/ 7 sl e s . s+ o v X 9p2q
navaciho kritéria je divergentni i ptivodni rada nz—:l T

Priklad 6: Urcete, zda konverguje ¢i diverguje fada:

0 n>—n

;::12n4+5n+7

Analogicky jako v predchozim ptikladu zjistime, Ze stupné polynomu v
citateli a jmenovateli se lisi o 1, takze budeme chtit ukazat divergenci

[e.e)

zadané fady srovnanim s harmonickou fadou k- > % Budeme odha-
n=1

dovat ¢leny zadané fady zdola, zmensovanim hodnoty vyrazu v citateli

a zvétsovanim hodnoty vyrazu ve jmenovateli. Podivame-li se na Cita-
tele zlomku, nelze nahradit ¢len n vyrazem n3, jak jsme provadéli v
predchozich piikladech, protoze by v citateli ziistala nula. Odhad by
byl sice v potadku, ale dostali bychom nulovou fadu a nepodafilo by se
nam divergenci dokazat. Misto n® vezmeme néjaky zlomek, napiiklad
%3, protoze pro Vn > 1 plati: %3 > n. Odhad mutze byt tedy nadledujici:

3 _ 3 _nd n? 3
n®—n n 5 5 n

> = = .

2nt+5n+7 ~ 2n*+n*  3n*t 6n* O6n
Vidime, Ze odhad je v pofadku, nebot hodnota vyrazu v citateli je
mensi a hodnota vyrazu ve jmenovateli vétsi nez v ptivodnim zlomku

(nebot n* > 5n+ 7 pro Vn € N : n > 2), takZe hodnotu celého zlomku

- o0 o0 . . , , ,
jsme zmensili. Rada > 6%1 = % Y % je divergentni a dle srovnavaciho
n=1 =1
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[e.e]
v . . . ;. o s~ n3—n
kritéria je divergentni i ptivodni fada 7;1 oy =
Pozn.: Jak je vidét, tento odhad plati pouze pro pfirozena ¢isla vétsi nez dvé. Pro
n =1 an = 2 odhad ve jmenovateli neni spravné. Nicméné vzhledem k tomu, Ze
konvergence a divergence fady nezavisi na konecném poctu ¢lent, neni tato skutec-

nost nikterak omezujici.

Priklad 7: Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady:

ZW

Pokusime se konvergenci nebo divergenci fady opét odhadnout Zfejmé

budeme chtit ukazat, ze fada konverguje a srovnat ji s fadou Z f

(oo}
> -, coz je konvergentni fada dle véty 3.3, protoze % > 1. Budeme
n=1n3

tedy cleny této fady omezovat shora konvergentni radou, ¢ili zvétso-
vat celkovou hodnotu zlomku a to bud zvétsovanim hodnoty vyrazu v
¢itateli nebo zmensovanim hodnoty vyrazu ve jmenovateli. Protoze v
Citateli je pouze jednicka, budeme se snazit zmensovat hodnotu vyrazu
ve jmenovateli. Vynechanim jednicky z vyrazu pos odmocninou hod-
notu vyrazu jisté zmensime. Vyraz n? vSak nelze nahradit vyrazem n?,
protoze by se pak jmenovatel rovnal nule. Pouzijeme tedy obdobného
"triku” jako v piikladé 6. Vyraz n? nahradime napr vyrazem -, ¢imz
hodnotu jmenovatele zmensime, nebot ” >n’proVn € N :n > 1.

n

(Stejné tak bychom mohli vzit i 74 nebo kterykoliv jiny zlomek. Tim
dostavame:

1 11 1 _\3/5 1 _\3/51
nt—n2+1 " \/n4 _\7”4_%4_3%”4_ 2 Yt V2 ni’

Rada Z T je konvergentni dle véty 3.3, proto dle srovnavaciho krité-
n=1 n3

(e.)
. < s e s 1
ria konverguje i ptivodni fada Y -———.
n=1

nt—n2+1
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3.2.2 Limitni srovnavaci kritérium

Druhé kritérium pro konvergenci nebo divergenci fad s nezapornymi cleny,
které uvedeme, je limitni srovnavaci kritérium. Podobné jako u pfedchoziho
srovnavaciho kritéria bude k jeho pouziti zapotiebi srovnat ¢leny zkoumané
fady s Cleny jiné tady, o které vime zda konverguje ¢i diverguje. Nebudeme
zde vsak porovnavat primo velikosti ¢leni ale zkoumat, zda-li klesaji ”srov-
natelné rychle”. Co tim myslime objasnuje nasledujici véta:

Véta 3.4:(Limitni srovnavaci kritérium)

o0 [ee)
Necht 3" a, je fada s nezdpornymi ¢leny a necht Y b, je fada s kladnymi
n=1 n=1

¢leny. Necht existuje nhrglo 3r=A, A>0. Potom plati:

1. Jestlize lim &
n—oo

=A Ac (0;00) a ngl b, konverguje, potom konverguje
1> an,.
n=1

2. Jestlize lim %

n—oo bn

. o0
1> an,.
n=1

=A A€ (0;00) a § b, diverguje, potom diverguje
n=1

n—oo Yn

3. Jestlize lim 9= = A, A € (0;00), pak obé fady ioj ap i io: b, bud
n=1 n=1

konverguji nebo diverguji.
Diikaz:

1. Vime, ze lim ¢ = A kde A je readlné nezaporné cislo. Tedy je tato
n—oo ¥n

limita vlastni. Z teorie posloupnosti vime, ze kazda konvergentni po-
[o.¢]

sloupnost je omezena. V nasem pripadé je to posloupnost {Z—"} X
n—=

Protoze {%:}20:1 je navic posloupnost nezapornych clenti, znamena to,
ze existuje kladna redlnd konstanta k tak, ze pro (Vn € N)(n > 0) :

7> < k. Z nerovnosti dostaneme:
n

%gk;sangkbn.

Dle predpokladu je ioj b, konvergentni. Protoze je a,, < kb, proVn € N
n=1

o0
je dle srovnavaciho kritéria konvergentnii > a,.
n=1
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2. Dle pfedpokladu je lim %= = A kde A € (0;00). Dle definice limity

n—oo ¥n

posloupnosti to znamend, ze pro (Ve > 0) (Ing € N) tak, ze pro (Vn €

N);(n > no) plati: |3*

— A‘ < €. Rozepsanim nerovnosti dostaneme:

a
—e< 2 _A<e
bn

Qp,
A—e< ™ <A+e
Protoze je A > 0 existuje takové € > 0, ze A —e€ > 0. Takové € oznac¢me
€o (naptiklad mizeme vzit €y = %) Nyni najdeme nyg € N tak, ze pro
(Vn € N); (n > ng) plati:

a
A—EO < = <A+€0.
bn
Takové ng existuje z definice limity. Protoze bylo ¢y pevné zvoleno, je
A — ¢ kladna konstanta. Protoze A — ¢y < {* pro Vn > ng a b, # 0

(ioj b, je fada s kladnymi ¢leny), dostavame:(A — €y)b, < a,. Jelikoz
n=1

dle predpokladu tvrzeni je fada ) b, divergentni, je dle srovnavaciho
n=1

kritéria divergentni i fada %1 a, a dikaz je hotov.
ne
3. Posledni, tfeti tvrzeni ukdzeme s vyuzitim Gvah z dikazu druhé casti
véty. Opét predpokladame, Ze nll_{& m=A Ac (0; 00). Stejné jako v
predchozi ¢asti dikazu najdeme ¢y > 0 tak, aby A — ¢y > 0. K tomuto
€o najdeme dle definice limity posloupnosti ng € NV tak, ze pro Vn > ng
plati:
A— € < al <A+ €0
bn

(A —€p)by, < an < (A+ €)by.

Uzijeme-li téchto nerovnosti a srovnavaciho kritéria, tvrzeni tfeti casti
vety je jiz zfejmé.

Priklad 8: Rozhodnéte zda konverguje nebo diverguje fada:
3 sin -
n=1 n
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Protoze obor hodnot funkce sinus je interval (—1;1) je tfeba nejprve
ukazat, ze zadand fada je skutecné fadou s nezapornymi ¢leny.

Pro kazdé pfirozené n > 1 zfejmé plati: 0 < % < 1. Funkce si-
nus nabyva nezapornych hodnot na intervalu <0 ) a je ziejmé, Ze pro
VneN:n>1: +e(0;1) C (0;m), takZe sin+ > 0 pro kazdé priro-
zené n > 1. Chceme-li pfi vySetfovani této rady umt limitni srovnéavaci
kritérium, musime najit nejprve fadu, jejiz cleny lze s c¢leny zadané
rady srovnévat a o které vime, zda konverguje nebo diverguje. Vidime,

ze lim ~ = 0, navic z diferencialniho poctu vime, Ze hrr(l) sinz _
n—oo

S vyuzitim Heineho véty a véty o limité slozené funkce zjistime, ze
1

lim 252 = 1. Limita leZ{ v intervalu (0;00) a fada Z = diverguje. Dle

n—oo o,

limitmho srovnavaciho kritéria (Véta 3.4 Cast 2.) dlverguje i ptvodni

rada Z smf
n=1

Priklad 9: Urcete, zda konverguje nebo diverguje fada:

i 3n—1
=P +n+2

O konvergenci této fady bychom mohli rozhodnout i obyc¢ejnym srovna-
vacim kritériem, nebot je tento ptiklad analogicky situaci z ptikladu 4.
Je to fada s kladnymi ¢leny pro kazdé prirozené n jednickou pocinaje,
takze prvni pfedpoklad véty je splnén. Zde, podobné jako ve zmine-
ném prikladé odhadujeme, ze fada bude konvergentni, protoze se pro
dostatecné velka n jeji ¢leny ”chovaji jako ¢leny tvaru 53 7. U srovnéa-
vaciho kritéria bychom museli pfichazet na Gpravy ¢lenti ptivodni rady.
Upravy, kterymi bychom tyto ¢leny omezili jinymi ¢leny tvaru n%, které
urcuji dle véty 3.3 konvergentni fadu. Pti uziti limitniho srovnavaciho
kritéria tyto ipravy odpadaji. Staci spocist limitu JLIEO 32, kde a, bude

¢len zkoumané fady a b, ¢len n%

Dostaneme:
3n—1 3 3
. 3n—1) _ 3n3—n? 3— 7) 3
lim 2242 — Jim Z L lim = lim 7” ==,
n—0o0 7%2 n=oo PHN+2 T s nd+nt2 T s n3<5+ +%) 5

Limita j Je 2 a Protoze Z 5> konverguje, konverguje dle limitniho srov-

n= 1
, ; s ey 3n—1
navaciho kritéria i fada nzl Enia-
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Jak je vidét, je nespornou vyhodou limitniho srovnavaciho kritéria, ze ne-
vyzaduje vymysleni odhadt a tprav ¢lent zkoumané fady, ovSsem vyzaduje
zbéhlost ve vypoctu limit posloupnosti. Je tedy na individudlnim uvazeni,
ktera cesta bude schtidnéjsi. Navic fadu uvedenou v ptikladé 8 bychom oby-
¢ejnym srovnavacim kritériem nerozriesili.

3.2.3 Podilové srovnavaci kritérium

Poslednim srovnavacim kritériem, které uvedeme, bude podilové srovna-
vaci kritérium. Toto kritérium vychazi z porovnani podilu dvou sousednich
¢lenti zkoumané rady s podilem dvou sousednich ¢lenti jiné fady, o jejiz kon-
vergenci nebo divergenci jiz umime rozhodnout. Kritérium vyslovime v na-
sledujici véte.

Véta 3.5:(Podilové srovnavaci kritérium)

Necht 3 a, a > b, jsou fady s kladnymi cleny.
n=1 n=1

Necht pro Vn € N : n > 1 plati:

Ap+1 bn+1
an by

Pak plati:

1. Jestlize tada ) b, konverguje, pak konverguje i fada > a,.
n=1 n=1

2. Jestlize tada Y a, diverguje, diverguje i fada >_ b,.
n=1 n=1

Diikaz:
1. Je-li splnén predpoklad véty pak plati:

) by a3 bs an < by,
ar — b1 ag T by ap—1 T b

Protoze obé tady jsou rady s kladnymi ¢leny, miizeme vsSechny nerov-
nosti mez sebou vynasobit aniz by se nerovnost zménila. Dostaneme:

T R B I N )

a1 Q2 a3 Ap—2 Gp—1 b1 by b3 byp—a bp_1
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Jestlize zlomky postupné vykratime, dostaneme nerovnost:

a b a
S = an§—1~bn.
a1 by by

Ziskali jsme vztah mezi n-tymi ¢leny obou Tad a tvrzeni véty jiz plyne
ze srovnavaciho kritéria.

2. Zde si opét staci uvédomit, ze druha ¢ast tvrzeni je obménou prvniho,
takze jej implikuje tvrzeni 1 a dikaz je hotov.

Priklad 10: Mame vysetfit konvergenci nebo divergenci rady:
i (2n)!
n=1 (TL')2

Jde o fadu s kladnymi ¢leny, takze predpokladim véty vyhovuje. Po-
divejme se nejprve, jak vypada podil dvou sousednich ¢lenti.

ni1 2(n+1))! (n!)? _ (2n +2)(2n +1)(2n)! (n!)?
an, ((n+1)H2 (2n)! (n+1)%(n!)? (2n)!

Po zkraceni a upravé dostavame:

(2n+2)2n+1) 2(2n+1) 4n+2
(n+1)2 on+l n4l]

Vysledek je podil linedrnich vyrazt, takze se pokusime porovnat tento
podil s harmonickou fadou. Pro harmonickou fadu dostavame:

(=)

n+1 1 n_ n
1 n+1

.« 17 v bn+1 Gn+1 v n 4n+2 v . . ,
Vidime, ze = < o, protoze g < THES A protoze je harmonicka

(0.]
rfada > % divergentni, je dle podilového srovnavaciho kritéria diver-
n=1

gentni i pivodni fada ) Ef:,l));
n=1""
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Priklad 11: Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady:

i 1
POy eyt

Protoze vyraz (2n —1)! je kladny pro vSechna pfirozend n > 1, jde opét
o fadu s kladnymi ¢leny. Chceme-li uzit podilové srovnavaci kritérium,
musime nejprve vyjadiit podil 2.

1 2n—-1)!  (@n-1)! (2n — 1)! B 1
2(n+1)—1)! 1 @2n+1)! @n+D2n(2n—1)!  (2n+1)2n
Ke srovnani uzijeme fadu § b, = § # Tato tfada je téz radou s

n=1 n=1

kladnymi ¢leny, nebot n? > 0 pro vSechna piirozend n > 1. Vyjadiime
podil *,
1 9 n?

m+12 " T (1)

Porovname-li nyni oba podily, zjistime, ze protoze

2n(2}1+1) < (ni21)27
2n(2n + 1) = 4n® + 2n > (n + 1)? pro kazdé pfirozené n > 1. Z

toho dokonce dostavame, ze > a tedy tim spiSe plati:

1 1
2n(2n+1) < (n+1)
1 n?
2n(2n+1) — (n+1)%°

o0
Protoze tada Y 7712 konverguje, musi dle podilového
n=1

o0
srovnavaciho kritéria konvergovat i ptivodni rfada nzzjl m
Poznamka: Tento priklad jsme uvedli spise jako ukazku prace s podi-
lovym srovnavacim kritériem. V tomto pripadé je totiz mnohem vhod-
néjsi vyuzit ”obycejného” srovnavaciho kritéria (véta 3.2), nebot pro
libovolné prirozené n > 1 plati:
1 1 1 1

— > >
n? = 2n+1)2n — 2n+1)2n(2n —1)!  (2n+1)!

Protoze 7712 konverguje dle véty 3.3, je dle srovnavaciho kritéria kon-
n=1

[e.°]
vergentni i fada Y. m Srovnévaci kritérium je proto v tomto pii-
n=1 )

padé pohodlInéjsi a rychlejsi.
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P1i pouzivani srovnavacich kritérii je tfeba mit vzdy na paméti, ze chceme-
li dokézat konvergenci zkoumané fady, musime ji srovnavat zase s konver-
gentni fadou a obracené, pokud dokazuji divergenci zadané rady, musime ji
srovnavat s divergentni fadou. Pokud srovname konvergentni fadu s diver-
gentni nebo naopak, nemé nase tvrzeni zadny vyznam. Je tedy tfeba spravné
odhadnout, zda dané fada bude konvergentni nebo divergentni.

Naptiklad: Chceme rozhodnout uzitim prvniho srovnavaciho kritéria o kon-

[e.°]
. . . v 1 v . /v
vergenci nebo divergenci rady nz_:l Gy Napiseme- li pro n-ty ¢len nerov-

nost ﬁ < % pro Vn € N : n > 1, budeme mit sice pravdu, ale tvrzeni je

o0 o0
, ‘ N 1 7q: . 1 .
bezvyznamné, protoze nX_jl - diverguje, ale nX_jl @) konverguje.

3.2.4 D’Alembertovo podilové kritérium

Ctvrté kritérium pro konvergenci nebo divergenci fad, které vyslovime, ma
(stejné jako ostatni, které budou nasledovat) vyhodu v tom, Ze nemusime o
dané tfadé predem rozhodovat, zda konverguje nebo diverguje a nebudeme
potfebovat ani zadnou jinou fadu, se kterou bychom zkoumanou fadu museli
srovnavat. Vyuziva pfimo vlastnosti ¢lenti tvoricich danou radu. Kritérium
nyni vyslovme.

Véta 3.6:(D’Alembertovo podilové kritérium)
Necht 3 a; je fada s kladnymi éleny. Pak plati:
k=1

1. Jestlize 3¢ € (0;1) Adng € N tak, Ze pro Vn > ng : 2 < ¢, pak > a
" k=1
konverguje.

o0
2. Jestlize Ing € N tak, Ze pro Vn > ng : 2 > 1, potom Y. a;, diverguje.
k=1

Qn
Dikaz:

1. Z predpokladt vime, ze 3g € (0;1) A Ing € N tak, ze pro Vn > ng :
An+41 < q
an B n+1
Nerovnost miizeme napsat ve tvaru: 2+ < qqn . Protoze ¢ € (0;1),

n
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o0
je 3 ¢* konvergentni geometricka fada a dle podilového srovnévaciho
k=1

o
kritéria konverguje i fada ) a.
k=1

2. Z pfedpokladi tvrzeni vime, ze Ing € N tak, ze pro Vn > ng : “ > 1.
Z toho plyne, Ze pro Vn > ng : a,41 > a,, takZe posloupnost {ak}zozno

[e.°]
je neklesajici. Protoze je vSak ) aj fada z kladnymi cleny, plati pro

k=1
Vn > ng : a, > a,, > 0. Z toho vSak plyne, ze klirn ap # 0, dle véty
—00

&)

o limitach a nerovnostech a tudiz fada ) aj diverguje, protoze neni
k=1

splnéna nutna podminka konvergence a diikaz je ukoncen.

Priklad 12: Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady:

D

—-
n=1 n

Vsechny vyrazy jak v ¢itateli, tak jmenovateli jsou kladné pro véchna
prirozena n > 1, takze jde o fadu s kladnymi c¢leny. Chceme-li fadu vy-
Setfit uzitim D’Alembertova podilového kritéria, musime nejprve zjistit
jak vypadéa podil dvou sousednich ¢leni 2. V naSem pripadé mame:

an

3n+1 n2 371,2

(n+12 3 (n+ 1)

tyto podily tvori posloupnost {GZ—?}OO_I = {%}m_l. Snadno se

ovéeri, ze tato posloupnost je rostouci pro vSechna piirozena n > 1.
A tedy plati:
az  3- 22 12

a
VneNn>2: —+ > 28 — —
an, as 32 9

7 této nerovnosti vyplyva, ze fada diverguje dle D’Alembertova podi-
lového kritéria.

Pozn.: Pro odhad jsme museli vzit az 2. ¢len posloupnosti (Z—g), protoze pro prvni

¢len neni podil jesté vétsi nez 1. od druhého ¢lenu pocinaje jsou jiz predpoklady

pouzitého kritéria v poradku.
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Priklad 13: Zjistéte, zda konverguje nebo diverguje rada:
i 1
n=0 (271)' .
opét je zfejmé, ze 2}1)! > 0 pro Vn € N : n > 0, takze jde o fadu s

kladnymi c¢leny. Pouzijme podilové kritérium:

anyr  (2n) (2n)! 1

ay, Cn+2)! (2n+2)2n+1)(2n)! (2n+2)2n+1)

Opét ziskavame posloupnost podili {az—:l}oo_o = {WM}M_O.

Tato posloupnost je klesajici, coz se snadno ukaze ovéfenim podminky

An+2 < an-i—l,
an+1 an
v nasem konkrétnim pripadé podminky:
1 1
R+ ) +2)2m+ 1) +1)  @n+2)2n+1)

Plati tedy, Ze pro Vn € N : 222 > %, takze % > L proVn € N.Z

An+41

toho plyne, Ze posloupnost zkoumanych podila {“Z—“}OO o je omezena
n n=

al __ 1

shora konstantou 7} = Gosag

= % To je konstanta mensi nez 1,

takze dle D’Alembertova podilového kritéria rada @ konverguje.
n=0 ’

Pozndmka: Obdobné jako v prikladé 11, je v tomto piipadé podstatné
jednodussi pouzit srovnavaciho kritéria, protoze pro (Vn € N)(n > 1) :
ﬁ < n—12, takze staci uzit véty 3.3. Priklad tedy opét slouzi predevsim
jako ukazka prace s podilovym kritériem.

Priklad 14: Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady:
>
= (n+ 1)

Snadno nahlédnem, Ze se jedna opét o fadu s kladnymi ¢leny. Pouzijeme
D’Alembertovo podilové kritérium, takze budeme chtit opét odhadnout
podil “*V tomto pfipadé dostavame:

i1 270 (n4+ 1) 22"+ 1) 2

an  (n+2) 20 2n+2)(n+1) n+2
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Podily tvori klesajici posloupnost. Tuto skutecnost lehce prokazeme
oveézenim podminky:
2 2
<
(n+1)+2 n+2

(Vne N):n>1.

tudiz pro Vn € N : n > 1 plati: “2 < == 1i2 = 2. 2 je konstanta
mensi nez 1, takze dle D’Alembertova podilového krlterla je vysetto-

vana fada konvergentm.

Priklad 15: Vysetfete, zda konverguje nebo diverguje fada:

> [(n + 1)1
;2!.4].6!-...(271)!'

vevs

jeho taplné vyteseni bude zapottebi Vyuz1t celé fady znalosti z matema-
tické analyzy. Pro vySetifeni pouzijeme opét D’Alembertovo podilové
kritérium. Uréeme nejprve podil a:;%

Gni1 [((n + 1) + 1)y (24 @)
a,  \2l-4l-. - 2n)l- (2(n + 1) [CEDIE

[(n + 2)!" 20-41- - (2n)!
(2!-4!-...-(2n)!-(2n+2)!>.< [(n + )Y~ >_

_ (et [+ 2) (e DY (0 2)" [+ DY
S+ 2D+ D) (2n+2)(n + D)7 (2n +2)![(n + 1)!]"

(42" (n+ D[+ D" (n4+2)" T (n+ 1)1
B (2n +2)![(n + 1)!]" B (2n +2)! B

(n+2)(n+2)"(n+1)! _
2n+2)2n+1)2n(2n —1)...(n +3)(n+2)(n + 1)!

B (n+2)" -
S 2n+2)2n+1)2n(2n —1)...(n+3)
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_ (n+2)"
(n+3)(n+3)(n+3)(n+3)...(n+3)

V poslednim kroku jsme jmenovatele zlomku zmensili tim, Ze jsme
kazdy vyraz pred zavorkou (n + 3) nahradili toutéz zavorkou, a tak
jsme zvétsili zlomek. Tim jsme eliminovali vyrazy, které ziistaly po
zkréceni ptivodniho (2n + 2)!. ProtoZe ¢lenit od (n + 3) do (2n + 2)
véetné je piesné n, mizeme vyraz jesté zjednodusit.

(n+2)" _(n+2)”_(n+2>”

(n+3)(n+3)(n+3)(n+3)...(n+3) (n+3)" n+3
Nyni, pokud bychom dokazali, Ze tato posloupnost je klesajici, mohli
bychom omezit podily a(’;—:l konstantou (Z—ﬁ) kde n = 1. Vysla by
konstanta % a my bychom dostali:

Gni1 n+2\" 3
Y N):n>1: <( ) < =,
(nE ) "= an, n -+ 3 4

Rada by spliiovala podminky D’Alembertova podilového kritéria, pro-

toze % < 1 a fada by dle tohoto kritéria konvergovala.

Stadi tedy jiz kézat, 7e posl ¢ 4(22)")™ e Klesajic
acl tedy jiz pouze ukazat, ze posloupnos {(Wa }nzl je klesajici.

. " “ “ 1 n+1] > . s
Nejprve pfipomenme, ze posloupnost (1 + ;) je klesajici a

n=1
yoqe . . n+1
ma limitu e. Z toho plyne, ze pro Vn € N :n > 1 je (1 + %) > e.
Protoze obé strany nerovnosti jsou vétsi nez jedna, muzeme je zloga-
ritmovat beze zmény na nerovnosti. Dostavame:

n+1
In <1 + ) > Ine.
n

Nyni nerovnost upravime nasledovneé:

1 n+1
In (1 + > > 1
n

(n+1)1n<1+i> > 1

4Plyne to napiiklad ze vztahu pro n-tj ¢len aritmetické posloupnosti. Zde jde o po-
sloupnost s prnim ¢lenem (n 4 3), k-tym ¢lenem (2n + 2) a difernci 1. Plati: 2n 4+ 2 =
n+ 3+ (k—1) - 1. Upravou dostaneme rovnost k=n.
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1 1
In (1 + ) >
n n+1
V tomto tvaru si nerovnost ponechame, nebot ji pii ovéfeni, zda je po-

sloupnost {(%)n}:o:l klesajici vyuzijeme.

Abychom ukazali, ze posloupnost {(%)n}w_l je klesajici, staci uka-
zat, ze je klesajici funkce f : f(x) = (i—ﬁ)x, pro z € (1;00). Provedeme

to tak, ze spocteme derivaci funkce f a ukdZeme, ze pro Vz € (1;00)
plati: f'(z) < 0.

- [(£53]-] -

Joln( 22 x+2 r+3 (z+3)—(r+2))
< x+3 x.x—i—Q. (x + 3)? >_
_|_

< +3> <1n<ii§>+(x+3)$(x+2)>

Protoze vyraz (Lﬁ)x > 0 pro Vz € (1;00), musi byt (aby byla f

klesajici) (ln (;’ig) + m> < 0.

Ziejmé plati, Ze vyraz oo
z+2

> 0 pro Yz € (1;00) a In ("”2) <0

+3
pro Vz € (1;00), protoze 0 < <1lproxz>1.

Stac¢i tedy ukazat, ze ‘ln (xjg)‘ > Gisary @ Jelikoz je In (xjg) <0

pro x > 1, ukadzeme, Ze — In <$+2)

z+3 a:+3) (z42) "

x+2 T+ 2\ r+3 (x+2)+1
—ln( )zln( > zln( >:ln AL — e
T+ 3 T+ 3 T+ 2 T+ 2

1
=In(1
n( +x+2)

Diive jsme ukézali, Ze In (1 + ) > T+1 Nerovnost vyuzijeme pro nas
pripad:
1 (1 + ) S !
n = .
x+ 2 (x+2)+1 2z+43

Protoze je pro Va € (1;00) : —15 < 1, vysledny odhad zmensime, pokud
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jej timto vyrazem vynasobime. Dostaneme:

1 - 1 r x
r+3  x+3 z+2 (2+3)(z+2)

Souhrnné mutzeme tedy napsat:
T+ 2 x+3 1 x
—ln( )zln( >:1n<1+ )> .
r+3 T+ 2 T+ 2 (x+3)(x+2)

7 toho ovSem jiz plyne tvrzeni, které jsme chtéli dokazat, tedy:

ln<ii§>+(9&+3;§(m+2)

<0 = fl(v)<0

. < s . . . nt2\"M 1> .
Funkce f je klesajici na (1; 00), takze i posloupnost {(%) }n:1 je kle-
sajici a odhad pouzity pti diikazu konvergence fady D’Alembertovym

podilovym kritériem je v poradku.

Vidime, Ze ovéfeni monotonie pro odhad podilu “*+! dalo velmi mnoho
prace. Pokud bychom ve chvili, kdy jsme dospeh pro podil sousednich
¢lenti fady k odhadu “2+ < ( Zig?n uzili limitniho podilového kritéria,
vypocet by se znacné ZJednodu51 Toto kritérium je uvedeno v nasle-
dujicim odstavci, kde si také doreseni tohoto prikladu s jeho pomoci
ukazeme.

Pozndmka: Dle podminky D’Alembertova podilového kritéria pro konver-
genci fady, musi existovat ¢ € (0;1) tak, Ze od jistého ng € N pocinaje, je
pro (Vn > ng) : “2t < ¢. To znamend, Ze existuje pevna konstanta, ostre
mensi neZ jedna, kterd omezuje podily sousednich ¢leni fady. Nestaci, aby

[e.°]
samotny podil =2 M < 1. Vezmeme-li totiz harmonikou fadu Z l, pak pro ni

plati: 2t = — 25 < 1 pro vSechna prlrozena n > 1. Vezmeme h naproti tomu

An41 —
(n +1

fadu Z =3, pak plati: )2 < 1, a to také pro vSechna pfirozena

n > 1. OvSem fada Z - Jje divergentni a fada Z 1 konvergentni. Protoze
n=1"

n=
jsme kritérium pouzili Spatné a jeho predpoklad nebyl splnén, nelze jeho tvr-
zeni k diikazu konvergence ¢i divergence v tomto ptripadé vyuzit.
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3.2.5 D’Alembertovo limitni podilové kritérium

Nevyhodou D’Alembertova podilového kritéria je nutnost hledat odhad
pro podil dvou sousednich ¢lent v podobé konkrétni ¢iselné konstanty. Li-
mitni verze tohoto kritéria dava navod, jak rozhodnout o konvergenci nebo di-
vergenci fady pomoci vypoctu limity posloupnosti podilii “2+*. Pokud mame
zbéhlost ve vypoctu limit, je jeho pouziti pohodIn€jsi, nez nehmltnl podilové
kritérium. vyslovime jej v nasledujici véte.

Véta 3.7:(D’Alembertovo limitni podilové kritérium)
Necht Y a; je fada s kladnymi ¢leny. Pak plati:
k=1

an+1

1. Jestlize nlim < 1, pak rada Z aj konverguje.

o0
2. Jestlize lim “»*L > 1, potom ) aj diverguje.
n—oo an k=1

Pozn.: Jestlize je lim “*** = 1 nebo pokud tato limita neexistuje, nelze o
n—oo n

konvergenci nebo divergenci této fady nic Tici.

Dukaz:

1. Dle predpokladu plati:nli_)rgo % = A, A < 1. To dle definice limity
znamena, ze (Ve > 0) (3ng € N) tak, ze

(Vn € N);(n > ng) :

an

Upravime-li nerovnost dostavame, ze el < A 4 €, pficemz je sou-
casné A < 1. Protoze je tato podminkansplnéna pro vsSechna kladna
€, naleznéme takové €y, aby A 4 ¢y < 1. Takové podmince vyhovuje
napiiklad volba ¢y = 1_2‘4. Pak plati:

" 1-A A+1
ntl < A + € = A + = + .
an, 2 2
Protoze je A <1 je vyraz ﬁ < 1. Vse souhnné napiseme takto:
ay, A+1
H o<
an, 2
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7 toho ovsem plyne, ze fada > a; splnujke podminku konverguje dle
k=1
nelimitniho podilového kritéria (véta 3.6).

2. Druhé c¢ast tvrzeni se jiz dokaZe snadno. Protoze lim “2*+ > 1, musi
n—oo n
(dle véty o limitdch a nerovnostech) existovat takové o € N, ze pro
Vn € N;n > ng je azﬂ > 1. Z toho vyplyva ze fada Z ay diverguje,
nebot spliiuje predpoklady druhé ¢asti tvrzeni nehmltmho podilového
kritéria.

Priklad 16: Vysetiete konvergenci nebo divergenci rady:
n=1 (2”)' .

Jak n!, tak i (2n)! jsou zfejmé kladnd ¢isla pro vSechna pfirozené n,
takze jde o fadu s kladnymi ¢leny. Spoc¢téme opét limitu lim “=+.

n—oo an

[(n+ D12 (2n)! o (n+1)%- (n))?- (2n)!

noo 2(n 4 DL- (n))2 noee (20 4+ 2)- 20+ 1) - (2n)! - ()2

; (n+1)? omamal n?(1+2+L) 1
= l1im = llIm — = |1m = —
P Gn+2)(2n 1) e A+ on 2 (41 6y 2) 4

1

Vidime, Ze tato limita je ;, coz je €islo mensi nez jedna, takze fada

§ E2n)' konverguje dle D’Alembertova limitniho podilového kritéria.

Priklad 17: Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady:
> k!

Jak k! tak 3* jsou kladna éisla pro libovolné piirozené k, takze zkou-
mana fada je fada s kladnymi cleny. Pro jeji vysetfeni uzijme D’ Alembertova

limitniho kritéria. Spoc¢téme limitu: klim a’;—:l
(k1! 3+ (k +1)! 3 (k+1)- k! k41
T LS RS E M - = lim —— =
e = gy T Ty T Ty T
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o0
Protoze je limita vétsi nez jedna (zde dokonce +00), je fada Y- ;f—,l di-
k=1

vergentni dle D’Alembertova limitniho podilového kritéria.

Priklad 18: Zjistéte, zda konverguje ¢i diverguje fada:

!
s ,Elk _§1!+2!+.. +n!
v B ©70) | (2n)!

Snadno nahlédneme, Ze jde opét o fadu s kladnymi cleny. K jejimu vy-
Setfeni budeme chtit pouzit D’Alembertovo limitni kritérium. Nejprve
zjistime, jak vypadajf podily 2.
any1 (U214 a4+ (n+ 1)) - (2n)!

a,  (U4+20+.. +n)- 20+

20+ +nl 4 (n+1)!
(I'+21+ ... +n)(2n+2)(2n+ 1)

B 1 420+ .. +nl4+ (n+1)!

C (2n+2)(2n+1) 420 +... +nl
Druhy zlomek, obsahujici faktorialy, rozdélime na dva nasledujicim zpi-
sobem:
420+ 4nl+(n+1)! 14204+ 4 nl (n+1)!

+21+.. . +nl S22l 20l

B (n+1)! _q (n+1)-n!

ST U2l ka2 !
Protoze n! < 114+ 2!+ ... 4+ n!, je zlomek W‘w <1 a my mizeme
napsat:

1) -n!
(n+1)-n <n+1.

H+214...+nl ™

S vyuzitim tohoto odhadu dostavame:

.m
Unt1 1 '<1+ (n+1)-n! )S

an  (2n+2)(2n+1) U420+ 4nl
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1

< (1 1)).
S @ty G0
Mame tedy nasledujici odhad:
Ani1 n -+ 2

0< .
~ a, ~ (2n+2)(2n+1)

Spoctéme nyni limitu: lim %
. n+2 . n+2 o on(1+2)
lim = lim ——— = lim =0
R @n 22t 1) e A Gn 2 2 (446 4 3)
N4 an n+2 : n+2 _ z ’
Protoze 0 < a:f < Gro) ) @ JLI&W = 0, musi byt dle
véty o limité seviené posloupnosti i nhlgo GZ—:l = 0. A jelikoz je tato

.. o . . o /oy X 11491 ! p

limita mensi neZ jedna, je ptivodni fada 3 % konvergentni dle
n=1 ’

D’Alembertova limitniho kritéria.

Jak bylo jiz feceno dfive, pokud pfi aplikaci limitniho D’Alembertova kri-
téria vyjde limita nlggo “Z—zl = 1 nebo pokud tato limita neexistuje, nelze o

zkoumané fadé nic fici. Ukazme si tuto skute¢nost na prikladech:

Priklad 19: Mé&jme fadu:

Pokud bychom pouzili limitni D’ Alembertovo kritérium, dostali bychom:

. An+1 . n
lim = lim =1
n—o  q, n—oo n -+ 1

Limita tedy vysla jedna a, jak vime, harmonicka fada je divergentni.

Priklad 20: Méjme fadu:



Pti aplikaci téhoz kritéria dostavame:

. Ap+1 . n2 . n2
lim = lim s = lim =1
U dy e (n 1P T2 (1424 1)

oo
Limita vysla opét jedna, ale fada Y # konverguje.
n=1

Priklad 21: Vysetfeme konvergenci rady:

Z 3n+1

n=1

Rada je s kladnymi, ale uzijeme-li limitni odmocninové kritérium, do-

staneme:
) a ) 5+ -1 n+1 3n+1 )
lim 7 = lim (=1) . =2 pron sudé
n—oo @, n—00 3n+2 54+ (_1)n 9
1 ah &
=5 pro n liché
.. . . . K B5H(—1)" . , s . .,
Limita tedy neexistuje, ale fada > ~557— je konvergentni, nebot jeji

n=1
o0

¢leny omezime shora c¢leny fady 3"%7 coz je konvergentni geomet-
n=1

ricka fada a uzijeme srovnavaci kritérium.

Priklad 22: Rozhodnéme o konvergenci nebo divergenci fady:

n=1

Uzijme k vySetfeni konvergence limitni podilové kritérium :

" 1 2 -1 n+1\n+1
lim 2 — i, -—-(\/_+( ") =0 pro n sudé
n—oo q, n—oon+1 2 (\/i + (_l)n)n

= +o00 pro n liché

Limita podilu opét neexistuje a fada je divergentni. Divergenci snadno
ukazeme pokud vypocitame limitu sudych ¢lendt posloupnosti urcujici
danou radu:

lim (\/5+ (_1)2n)2n = lim i . M = 400

n—00 2n, - 22n+1 n—oo 4n, 22n
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Cleny fady nespliiuji nutnou podminku konvergence, a proto dana fada
diverguje.

Piiklady 19-22 jasné ukazuji, ze v piipadech, kdy limita lim “2£ = 1
n—oo n

nebo neexistuje, mize dana rada konvergovat i divergovat. D’Alembertovo

limitni kritérium se tak stava nepouzitelnym a my musime o konvergenci

nebo divergenci dané fady rozhodnout jinym kritériem.

Poznamka k prikladu ¢. 15:

V ptedchozim odstavci, vénovanému nelimitnimu podilovému kritériu, jsme
o0
” < . . . (D" Boosor xirs
v prikladé ¢. 15 vysetfovali konvergenci fady n§_1 LGl (@) Reseni uzitim

predchoziho kritéria bylo zna¢né zdlouhavé. Nyni si ukazme feSeni pomoci
limitniho podilového kritéria.
Postupnymi tpravami jsme dospéli pro podil sousednich ¢lenii zkoumané

fady k odhadu: GZ—:l < (Z—ig)n Pokud ukazeme, ze HIL% (%)n < 1, bude

podle véty o limitach a nerovnostech i lim “2: < 1 a fada bude konvergovat

n—oo n

dle limitniho podilového kritéria.

Budeme uvazovat funkci f: f(z) = (%)z a vypocitame limitu lim f (x).

lim (:1:—1—2) — lim "2(55)
=00 \x + 3

Protoze exponencidla je spojita a rostouci na R, Najdeme nejprve limitu
samotného exponentu:

2 1 In 1—% 1
limfﬁ-ln(x+ )zlimx-ln(l— >:limx- ( 1+3).
T—00 r+3 z—00 T+ =00 —-L

Uzijeme vétu o limité slozené funkce a znalosti limity liII(l) w = 1. Protoze
. . o c e . . In(1-—5
lim x‘—+13 = 0, je dle véty o limité slozené funkce lim M = 1. Pokud se
T—00 T—00 T n+3
vratime k hledané limité dostaneme:
In(1—- 21 -1 In(1—- 21 —x
lim - ( 1‘”3) : = lim ( 1”3) : =1-(-1)=-1.

Vyuzijeme-li tohoto vysledku, bude:

z z im z-In( 22
lim <x i 2> — lim o™(53) = eLLoo : <”3)] el <1
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n+2
n+3

nebot dle véty o limitdch a nerovnostech je i nhrgo az—:l < 1, a proto fada

Dle Heineho véty 5 je i nll_%lO ( )n < 1, coz je to, co jsme chtéli dokazat,

§ [(n+1)!]"

A6l (2! konverguje.

n=1

3.2.6 Cauchyovo odmocninové kritérium

Dalsi kritérium pro konvergenci fad s nezapornymi Cleny, které ukazeme,
je Cauchyovo odmocninové kritérium. Jeho vyhodou je, Ze se nemusime zaby-
vat podily sousednich ¢lenti, které mnohdy mohou vychéazet dosti nepiijemneé.
Toto kritérium pracuje pfimo s vlastnostmi obecného ¢lenu fady. Zformulu-
jeme jej v nasledujici véte:

Véta 3.8:(Cauchyovo odmocninové kritérium)

Necht Y a; je fada s nezdpornymi Cleny. Pak plati:
k=1

1. Jestlize 3¢ € (0;1) a Ing € N tak, ze pro (Vn € N);(n > ng) plati:
Va, < q, pak fada ) aj konverguje.
k=1

2. Jestlize dny € N tak, ze pro (Vn € N);(n > ng) plati: /a, > 1, pak

o0
fada Y a; diverguje.
k=1

Dukaz:

1. Dle pfedpokladu tvrzeni 3¢ € (0;1) a Ing € N tak, Ze pro

(Vn € N);(n>ng): a, <q.

Jestlize nerovnost umocnime na n-tou, dostaneme a,, < ¢". Protoze je
q € (0;1), jsou ¢" ¢leny gemetrické fady, kterd je konvergentni, takze

[e.e)
dle srovnavaciho kritéria konverguje i fada Y ay.
k=1

SHeineho véta: Necht f je realna funkce realné promeénné, (a, A € R) V (a, A = £00).
Pak lim f(z) = A< (V{zn},—1); (@n # aA lim 2, = a)(3 lim f(z,))A(lim f(z,) = A.)
Tr—a n—00 r—a rT—a
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2. Dikaz druhé casti tvrzeni je jesté jednodussi, nez prvni. Vyjdeme z
pfedpokladu, ktery tiké, ze od jistého ny pocinaje je pro vSechna n >

. a, > 1. Nerovnost opét umocnime na n-tou a dostaneme: a,, > 1.

7 toho jiz divergence fady Z ay, plyne, nebot dle véty o limitach a ne-

rovnostech je hm a, > 1, takze ¢leny fady nespliuji nutnou podminku
konvergence.

Priklad 23: Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady:

< 34 (—1)"
~ 2n+3)"

Snadno nahlédneme, Ze jde o fadu s kladnymi ¢leny, nebot v citateli
zlomku se v zavislosti na n stifidaji konstanty 2 a 4 a ve jmenovateli
zlomku je kladny vyraz pro libovolné prirozené n. Uzijeme-li k vyset-
feni fady odmocninové kritérium, musime {/a, odhadnout konstantou,
ktera bude mensi nez 1. Provedeme to nasledovné:

_]_)n B {1/34— (—1)” < {L/Z_l < 4
2n+3)» 2n+3 T 2n+3~ 2n+3’

Posloupnost { je (jak se velmi snadno ukéze ovéfenim vztahu

4
2n+3}n:1
A, > apy1 pro Vn € N) klesajici, tudiz kazdy ¢len této posloupnosti

miizeme odhadnout ¢lenem prvnim. Tedy:

(Vne N);(n>1):

4 - 4 4
M+3 - 2-1+3 5

Protoze z < 1, je tada §

2n +3 " konvergentni dle Cauchyova odmoc-

mnoveho kritéria.

Priklad 24: Vysetrete konvergenci ¢i divergenci fady:

[e.o] n

n
kzz:l 32n+1 :
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Rada méa opét pouze kladné ¢leny, takze zde problém nenastava. Uzijme
nyni odmocninové kritérium:

n?’L

n
3201 332

n

Protoze 3 > /3 > 1 pro vSechna piirozena n, miZzeme vyraz ﬁ
odhadnout zdola (tedy zmensit), jestlize /3 nahradime konstantou 3.

Dostaneme:
n n n

> —_—
V3.3 7 3.9 27

Posloupnost { }oo_l je evidentné rostouci. Navic pro (Vn € N);n > 28

n

27 S,

plati: - > 3—? > 1. Spojime-li tato tvrzeni dohromady méame:
n _ 28

\"/an2272?>1 (Vn € N); n > 28.

X n . .
Proto dle Cauchyova odmocninového kritéria fada 3~ -7 diverguje.
k=1

Poznamka: Divergence této fady by se dokézala pohodlnéji a rychleji
pomocni limitni verze odmocninového kritéria. Toto kritérium je uve-
deno v nasledujicim odstavci.

3.2.7 Cauchyovo limitni odmocninové kritérium

Obdobné jako u nelimitniho podilového kritéria je nevyhodou nelimitni
verze odmocninového kritéria to, ze musime odhadovat n-té odmocniny ¢lent
fady konstantou, pficemz tyto odhady mohou byt dosti pracné a nékdy i
trikové. Limitni verze Cauchyova kritéria tuto praci usetii a vysetieni kon-
vergence nebo divergence fady prevede na vypocet limity.

Véta 3.9:(Cauchyovo limitni odmocninové kritérium)

Necht > a je fada s nezdpornymi Cleny. Pak plati:
k=1
1. Jestlize lim {/a, < 1 pak fada Y a; konverguje.
2. Jestlize lim /a, > 1 pak fada Y a; diverguje.
n—00 k=1
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Pozn.: Obdobné jako u limitniho podilového kritéria: jestlize je lim {/a, =1
n—oo

nebo pokud tato limita neexistuje, nelze o konvergenci nebo divergenci této

fady rozhodnout.

Dukaz:

1. Protoze dle pfedpokladu lim /a, = A < 1, znamena to, Ze:
(Ve > 0) (3ng € N); (Yn > ng) : |Va, — A <e.
Protoze jde o fadu s nezapornymi cleny, muzeme psat:
0< Va, <A+e

Protoze je tato podminka splnéna pro vsechna kladna e, naleznéme

takové €, aby A + €y < 1. Této podmince vyhovuje (obdobné jako pti
dikazu D’Alembertova limitniho kritéria) volba ¢y = %. Takové ¢ je

urcité kladné, protoze A < 1 dle predpokladu. Najdeme ng € N tak,
aby /a, < A+ € pro vSechna n > ny.
Potom dostavame:

1-4 A+1
Ya, < A+ 5 = ;r < 1.

o0

To uz je podminka, ktera postacuje pro konvergenci fady »_ ay, protoze
k=1

1ze pouzit predchozi nelimitni Cauchyovo kritérium (1. ¢ast véty 3.8) a

tvrzeni je dokazano.

2. Protoze lim {/a, > 1, existuje (dle véty o limitach a nerovnostech)
n—oo
ng € N tak, ze pro Vn > nyg :

Ya, > 1.
Pokud pouzijeme opét nelimitni Cauchyovo odmocninové kritérium

(2. ¢ast véty 3.8) je divergence tady § ay, dokazéana.
k=1

Priklad 25: Vysetiete konvergenci nebo divergenci fady:

i <4n2— 3)n'

k=1
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Jde zfejmé o fadu s kladnymi cleny, takze mizeme pouzit limitni od-
mocninové kritérium. Spoc¢téme tedy limitu lim /a,.

n—oo

. n n . n 1
lim ”() = lim =-<1
n—00 4n + 3 n—ood4n +3 4

n
4n+3

00 n
Protoze limita vysla mensi nez jedna, je fada 3 ( ) konvergentni
k=1

dle limitniho odmocninového kritéria.

Priklad 26: Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady:

S VEr YT

Protoze v/2 > 1, je vyraz [v/2 + (—1)"]" kladny pro vSechna pfirozen
n. U ¢lentt n® a 3" je kladna hodnota zfejma, takze vySetiovana fada je
fadou s kladnymi ¢leny. Zde vsak nelze pouzit limitni odmocninové kri-
térium primo, protoze limita nlLIrOLO {/a, neexistuje, ¢ili bychom nemohli
o konvergenci nebo divergenci rozhodnout. Pro ¢leny této fady plati:

n’- (V241" 0 V24 (D)1 et (V2+1)"
3n - 3n - 3n ’

tedy uvazime moznost uzit srovnavaci kritérium.
e X nS(V2+1)™ v . . .
Vysetifeme nyni fadu 3} ——37——. Na tuto fadu jiz Ize aplikovat li-
n=1

mitni odmocninové kritérium.

dnﬁ(gz+1w

= lim

n—oo

lim

n—oo

Vnd - (V2 +1)
3

Vime, ze lim {/n = 1. Z toho plyne:

5
1mvmz@m%0:ﬁ21
Tohoto vysledku uzijeme pfi vypoctu hledané limity:

- W.(ﬂ+1>:1.<\/§+1):\/§+1<
3 3 3

n—oo

1.
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konverguje dle li-

Limita je mensi nez jedna, takze fada Z ‘[H)
n=1

mitniho odmocmnoveho kritéria a dle srovnava(nho kritéria konverguje

i pavodni fada Z M.

Priklad 27: Vysetiete konvergenci nebo divergenci rady:
oo 4TL
Z 3n+5 . nlO ’

n=1

Opét je vidét, ze se jedna o fadu s kladnymi ¢leny. Pouzijme limitni
odmocninové kritérium:

Y I B D 4
n1—>nC}O 3n+5 . nlo o nl—>nc}o 35 . 3n . nlo o n1—>nc}o W . 3 . n/nlo

VyuZijeme nyni znalosti limit: lim /n =1 a lim /a =1 pro
n—oo n—oo

Va € R, a > 0. Vezmeme v nasem piipadé a = 3% a dostaneme:

4 ) 4 4 4

W50 (/35 3. /0 nee (/353 (/)0 1-3-10 3

Protoze je tato limita vétsi nez jedna, je dle limitniho odmocninového

oy 7 e v S n . ’
kritéria rada —4" _ divergentni.
1 3n+5,n 0
n—

Priklad 28: Urcete, zda konverguje nebo diverguje fada:

i n? —5n 4 6\" "

=\ n?+n-=6 '

Protoze vyrazy v c¢itateli i jmenovateli zlomku nabyvaji kladnych hod-
not pro vsSechna pfirozena n > 4, jde opét o fadu s kladnymi cleny.
Nejprve cleny této fady vhodné upravime:

5 n?—bn+6\" " 5 (n—2)(n—3)\""" S ( - 3)"<n+3>
=\ n?+n-=6 = \(n=2)(n+3) n+3 '

n=4
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Nyni pouzijeme k vysetfeni konvergence ¢i divergence rady limitni od-
mocninové kritérium.

d/mn—3 n(n+3) n—3 w n—3 (n+3)
lim ( > = lim < ) = lim ( >

Ziskany vyraz jesté dale upravime, abychom mohli vyuzit zndmou li-

mitu: lim (1 + %)n =e% pro a € R.

n—oo

n—3 (n+3) n+3—6 (n+3) -6 (n+3)
lim ( ) = lim <) = lim (1 + ) =0
n—oo \  n+ 3 n—00 n+3

n2+43n .
) dle Cauchyova limit-

o0
. 6 _ 1 s x n2—5n+6
ProtoZze e™® = % < 1, je fada n2_34 (m

niho odmocninového kritéria konvergentni.

Priklad 29: Vysetiete konvergenci nebo divergenci rady:

oo n"
Z en.n\/ﬁ‘

n=1

Rada je opét s kladnymi ¢leny a k jejimu vysetieni pouzijeme Cauchy-
ovo limitni odmocninové kritérium.

].lm  ————— = llm —_— = ].lm E——
n—o0o en . n\/ﬁ n—oo o, n n\/ﬁ n—o0o Vn

n
e-nn
n

Nyni staci vypocitat limitu lim —7—. Provedeme to tak, Ze vypocteme

— X
n OOn

lim &
Tr—00 Ig

jako limitu funkce a pouzijeme Heineho vétu.

lim —= = lim —— = lim i

3%2

Limitu tohoto podilu miiZzeme vypocitat jako podil limit, pokud budou
obé limity existovat a bude mit vysledek smysl. Limita citatele je

lim z = oo.

Tr—00
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Limita jmenovatele bude

1. lim L1 )
lim eva™" — e(zlﬂn;o ey

r—00

Inx
T

Limitu lim spocteme 1’'Hospitalovym pravidlem.
r— 00

1
L 2. 2
z Cim 2V 2

Inzx g .
2.\/5 xr—00 €T xr—00 \/E

lim — = lim

T—00 \/E T—00

Ve vysledku dostavame:

. 1 lim i-ln:p)
lim eﬁhm:e(%oo‘/E =¥ =1.

T— 00

Dosazené vysledky pouzijeme pro vypocet ptvodni limity.

x x lim 00
. . -
lim —— = lim — = = = — =
T—00  —= z—o00 —=-Inz . —=-lnz 1
TV eves lim eve
T—00
Za pouziti Heineho véty mizeme tedy napsat:
. n . X
lim = lim —— = o0.
nsoco ¥n T—00  —=
nn TV
Zavérem tedy vse shrime:
) Y N ) n 1
lim {/a, = lim {/———= = lim ——— = — - 00 = o0.
n—o00 n—00 en . nvn n—oo Y0 e

Protoze je tato limita rovna oo je dle limitniho odmocninového kritéria

n

o0
y " , .
rada ) | divergentni.
n=

P1i pouzivani limitniho odmocninového kritéria si musime, podobné jako
tomu bylo u limitniho podilového (D’Alembertova) kritéria, dat pozor na
situaci, kdy je nlLHOIO {/a, = 1 nebo kdy tato limita neexistuje a mit na pa-
méti, ze v téchto piipadech nelze o vySetiované fadé nic fici. Rada mize
jak konvergovat, tak divergovat. Ukazeme si tyto situace na jednoduchych
prikladech.
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Priklad 30: Uvazujme fadu:

S5

Snadno nahlédneme, Ze jde o fadu s kladnymi ¢leny a budeme-li chtit
uzit odmocninové limitni kritérium, spocteme klim ¥ay.
— 00

Dostaneme:
. X % k
g, Vo= I (k
Rada Z (kH) je divergentni, protoze (jak vime) jest:

k
k+1 . 1\*
ok = (k) = lim (145) =e#0

takze ¢leny fady nesplnuji nutnou podminku konvergence.

Priklad 31: Mé&jme danu fadu
i 2k
= 3k° + 4

Rada je opét s kladnymi ¢leny, takze mitizeme pouzit limitni odmoc-
ninové kritérium, ackoliv zde je evidentni, Ze pouziti jiného kritéria
(napt. srovnavaciho) povede rychle a efektivné k cili. Nicméné piesto
spoctéme limitu lim ¥ay.

(“/N/E

hm Vay, = \/
k—oo k—>oo 3kj5+4 k—>oo klk5 3+ k—>00 X k/3_|_];i5

Uzijeme-li jiz znamyjch limit lim V2 = Jlim V3 = Jim /3 + & =

= lim ¥k = 1, dojdeme k zavéru, ze hm ¥a; pro rfadu Z k5+4 je

k—oo

rovna jedné. Ale tato fada je konvergentm Jak snadno ukazeme pomoci
srovnavaciho kritéria a véty 3.3.
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Priklad 32: Pripomenme rady

> 1
anz::lﬁ

S|

00
>
n=1

Pokud bychom chtéli kopnvergenci téchto rad vysetfit limitnim odmoc-
ninovym kritériem, dostaneme:

1 1 1
li \— = 1i =-=1
lim {/— = lim 1 —1—1

o0
Obé limity jsou rovny jedné, ale fada > % diverguje, zatimco fada
n=1

o0 1 .
21 -7 konverguje.
n—=

Priklad 33: VysSetfeme konvergenci nebo divergenci fady

£ oy

n2

Uzijme limitni odmocninové kritérium:

¢<3+ G 0 M Rl G )
n? nmoe (/)2
3+ (1)1

=—7 — = 4 pro n liché

lim

n—oo

=2 pro n sudé.

Limita nh_)ngo /a, neexistuje, ale protoze pro ¢leny rady plati:

TR G ) L

n? n?

-_ n27

zkusime uzit srovnavaci kritérium.

T n . . v I’ vy . , .
Rada > 2—2 diverguje, coz ukdzeme snadno uzitim odmocninového li-

0 _1\yn—1\"
mitniho kritéria, proto fada 3 (GG
n=1

— diverguje dle srovnavaciho
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kritéria.

Poznamka: Prikladem konvergentni fady, jejiz lim /a,, neexistuje, je priklad ¢. 26.
n—oo

7 predlozenych prikladi vyplyva, ze odmocninova kritéria se hodi pii vy-
Setfovani fad, jejichz ¢leny obsahuji proménnou n v exponentu. Neni to vsak
univerzalni ndvod a nékdy je pohodInéjsi jiné kritérium bud z toho dtvodu,
ze vypocet limity je znacné slozity nebo na zakladé tohoto kritéria nejsme
schopni o konvergenci nebo divergenci rozhodnout. Vzdy tedy zalezi na tom,
jak konkrétni fada vypada a na spravném odhadu, které kritérium povede v
dané situaci k cili a (pokud je cest vice) kterd z moznosti Feseni je nejschid-
néjsi.

Obecné lze Tici, ze byva vhodny postup:

1. podilové limitni kritérium
2. odmocninové limitni kritérium (selze-li podilové) ©

3. podilové nebo odmocninové nelimitni kritérium (selzou-li kritéria li-
mitni).

Ovsem znovu zduraznéme, ze vzdy zalezi na konkrétnim pripadé. V nékte-
rych pripadech je vhodné podilova a odmocninova kritéria kombinovat se
srovnavacimi, atd. Vhodny vybér kritérii a postup feseni proto zavisi na fe-
siteli.

3.2.8 Integralni kritérium

Posledni ze zakladnich kritérii pro fady s nezapornymi cleny, které uve-
deme, je integralni kritérium. Od ostatnich, jiz vyslovenych kritérii se lisi tim,
ze kromé poznatkili o posloupnostech a fadach vyuziva poznatkt integralniho
poctu realnych funkci realné proménné. Kritérium je zaloZzeno na porovnani
fady s nevlastnim Riemannovym integralem. Vyslovime jej v nasledujici véte.

Véta 3.10:(Integralni kritérium)
Necht funkce f : R — R spliiuje podminky:

5Protoze pro posloupnosti redlnych &isel plati: lim % = A= lim a, = A.

n—oo n n—o0
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1. Funkce f je nerostouci v intervalu (1; co).

2. lim f(z)=0.

Pak plati: Rada ioj f(n) konverguje pravé tehdy, kdyz existuje nevlastni
n=1

Riemannuv integral [ f(z)dz.
1

Dikaz:
Z ptredpokladi 1. a 2. plyne, Ze na intervalu (1;00) je f(z) > 0 a ze fada

o0

> f(n) je fadou s nezdpornymi ¢leny které tvoii nerostouci posloupnost
n=1

konvergujici k nule.

Vysetfeme déleni intervalu (1;n) uréené body 1,2,...,(n — 1), n.

Horni integralni soucet funkce f, patiici k tomuto déleni je:

S=3" M= f(1)+ @)+ + [l 1) = 3 100

kde M; = f(i — 1) a 0; je délka intervalu (i — 1;14), tedy 1.
Dolni integralni soucet funkce f, patiici k témuz déleni je:

s= 3 = ()4 )+t S =3 16) = ()
kde m; = f(i) a analogicky o; délka intervalu (i — 1;7), tedy opét 1.

7 vlastnosti hornich a dolnich souctt vyplyva, ze

s < [ f(z)dx < S.
/
Nerovnost prepiseme do tvaru:
n n n—1
S I6) = FW) < [ F@)de < 3 56)
=1 1 =1

Dale musi platit:



f /n z)dz + f(1 7 z)dx + f(1)
1 1

=1
Jestlize integral Tf(x)dx existuje, pak 3 A € R tak, ze C]of(x)dx = A.
1 1

7 toho vyplyva, ze

z)dr + f(1) = A+ f(1) = konst.

> f()
=1

»—A\g

n
To vSak neznamena nic jiného, nez 7Ze ¢astecné soucty > f(i) fady s nezé-
i=1

o0
pornymi ¢leny Y- f(n) jsou omezené a fada je tudiz konvergentni.
n=1

Tim jsme ukazali jednu implikaci tvrzeni, totiz Ze z existence integralu
plyne konvergence pfislusné fady. Obracenou implikaci (z konvergence fady
plyne existence integralu) ukazeme neptimo tak, ze ukdzeme, ze pokud inte-

gral [ f(x)dx neexistuje, musi fada > f(n) nutné divergovat.
1 n=1
Necht tedy integral [ f(z)dz neexistuje. Protoze f(z) > 0proz € (1;00),
1

znamena to, ze:

lim /f(:c)da: = 400,

n—oo

Takze posloupnost integralt { If (x)dx} neni omezena.
1 n=1

Navic podle definice hornich souc¢tt plati, Ze
/ fla)de < S = Z £(4)
1

n—1 00
To ale znamend, Ze ani ¢astecné soucty > f(i) fady > f(n) nejsou ome-
= n=1

zené, fada musi proto divergovat a diikaz je ukoncen.
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Priklad 34: Rozhodnéte, v zavislosti na parametru o € R o konvergenci
nebo divergenci rady:

n=1 ne ‘
Priklad by mohl byt stru¢néji zadan: Dokazte vétu 3.3, jejiz tvrzeni
jsme pouzivali pti diikkazech konvergence fad srovnavacim kritériem.
Dikaz integralniho kritéria jsme provedli nezavisle na jinych kritériich,
proto bude vSe v poradku, pokud vétu 3.3 dokazeme s jeho pomoci.

n

[&.°]
Dle integralniho kritéria bude fada 3 -1 konvergovat (resp. divergo-
n=1

[e.e]
vat), bude-li konvergovat (resp. divergovat) integral [ w%dx.
1
Rozdélme diikaz na ¢tyti céasti.

1.a<0

V tomto pripadé je zbytecné uzivat jakékoliv kritérium, protoze pro
a < 0je lim n% =00 a pro a = 0 je lim n% = 1, takze neni splnéna
n—oo n—oo

nutni podminka konvergence a fada diverguje. *

2.a>0
Pro pouziti integralniho kritéria musime ovéfit jeho podminky, kla-
dené na funkei f : f(z) = .

Snadno se ukéze, ze tato funkce je nerostouci na (1;00) a lim f(z) = 0.

r—00

MizZeme tedy pocitat:

Pro a € (0;1) je vyraz 1 — o > 0. Z diferencidlniho poc¢tu vime, Ze

[e.e]
v tomto pripadé je tlim t1=% = 400. To vSak znamend, Ze fada 3 n%
o0 n=1

[e.e]
diverguje dle integralniho kritéria, protoze [ x%d:z: = +00.
1

Pro a > 1 je vyraz 1 — a < 0. To ovSem znamen4, zZe 1tlim ti=> =0,

— 00

"Navic by funkce f(z) = = v tomto piipadé nespliovala podminky integrélniho kri-
téria
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takze

Integral [ x%dx je tedy konecny a dle integralniho kritéria fada 3 n%
1 n=1

konverguje.

Je-li a = 1, pocitame integral [ %dx.
1
71 1
—dz = lim [ —dr = lim [Inz]Y = lim (Iny) —In1 = +o0
x y—>ool €T Y—00 Y—00
Vidime, ze tento integral diverguje, takze dle integralniho kritéria di-

[e.°]
verguje i harmonicka fada > %
n=1

Zavér: fada Y n% konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.
n=1

Priklad 35: Rozhodnéte, zda konverguje nebo diverguje fada:

< 1
,ék-ln?’k'

Snadno se presvéd¢ime, ze dané fada je opét fadou s kladnymi ¢leny. K
vysetfeni konvergence nebo divergence pouzijeme integralni kritérium.

Budeme tedy zkoumat funkei f : f(2) = —— na intervalu (2;00).

Neni tézké nahlédnout, ze funkce f je nerostouci na (2;00) a ze

1
lim f(z) = lim s— =0.

T—00 r—0 . In° x

Funkce f tedy splnuje pfedpoklady integralniho kritéria a my mutzeme

pocitat integral [ f(z)dx.
2

Primitivni funkci k funkci f budeme hledat substitu¢ni metodou.

1
—d
/xln?’a: S

7 toho plyne, ze

Inx =y P 1
idxzdy|ﬁ/y3dy‘_2y2

/ 1 d 1
—dr = ————.
zln®x 21n®x

66



[e.e]
Nyni spoc¢itame nevlastni integral: [ Wl%dx.
2

[ e = i [
r=lim |————| =
J rlndx t—oo | 2In%z s

) 1 1 1 1
:L ( 2): 75, 0= 572,
t—oo \21n% 2 21nt 2In"2 2In°2

[e.@]
Vidime, ze [ ﬁdw je konecény, takze dle integralniho kritéria je vy-
2

Setfovana rada Z i 3 konvergentni.
k=

Priklad 36: Vysetfete konvergenci nebo divergenci rady

i arctan® n
= (1+n?)

Protoze arctann je kladny pro vSechna n > 0, a vyraz 1 4+ n? je téz
kladny, jde o fadu s kladnymi ¢leny. Budeme-li chtit vysSettit konver-
genci nebo divergenci této fady pomoci integralniho kritéria, musime

ovéfit jeho podminky pro funkci f: f(x) = arﬁ%jﬂc
1. ) 3
arctan® z im arctan’z
1m = = -0

z—oo ] 4 2 lim (1 + 22)

2. Pro vysetfeni monotonie najdeme prvni derivaci funkce f.

f'(x) =

arctan® z\’ _ ?’aﬂ%% (L+2?) — 22 - arctan®z
1+ 22 (1+ 22)?
_ 3arctan®z — 2z - arctan®x _ arctan®z

15 27)° = 11 27) - (3 — 2z - arctan x)

Aby funkce f byla nerostouci na intervalu (1;00), musela by na
tomto intervalu byt f'(z) < 0. Vidime, Ze tomu tak ale neni.
Znaménko prvni derivace uréuje vyraz (3 — 2z - arctan x), nebot
ostatni vyrazy, které obsahuje predpis pro derivaci, jsou jiz kladné
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pro Vx € (1;00). Pro z = 1 je v8ak vyraz (3 — 2x - arctan )
kladny, coz je ve sporu s nasim pozadavkem. Protoze jsou vsak
funkce 2x a arctanz rostouci na R a kladné na (0;00), je funkce
(3—2x-arctan z) klesajici. Pro = 2 je jiz vyraz (3 —2z-arctan x)
zaporny, protoze

2-2-arctan2>4-arctan1:4-%:7r>3.

Protoze je funkce (3 — 2x - arctan x) klesajici, budou jeji hodnoty
zdporné pro vSechna x > 2. To znamen4, Ze i prvni derivace f’
bude zaporna a my na zakladé této skutecnosti mizeme tvrdit, ze

funkce f: f(z) = a’ffigsx je klesajici na intervalu (2; 00).

Pokud bude existovat integral [ f(x)dz, bude fada i% a{‘{fﬁs)”
2 n=2

konvergentni. Nebude ndm vadit, jestlize vySetiime konvergenci
fady jen od jistého ny pocinaje, protoze konvergence fady nezavisi
na zmeéné nebo vynechani konec¢ného poctu clenii.

Nyni, kdyZ jsme ovéfili podminky kritéria, mizeme vypocitat integral

o

/ arctan®

14 22 dr.

Primitivni funkci k funkci f najdeme opét substituéni metodou.

arctan®

2 dr —

arctanx =y / 3 y*
—_ d = —
1-i-1:r:2 dr = dy | s 4

Pokud se vratime k substituci, dostaneme:

arctan® arctan?
3;‘ =
14 22 4

Hledany nevlastni integral tedy bude:

z = lim

Y 3 4.7t
arctan® x arctan” x
1+ 22 t—00

.1 4 4
= tlirgo 1 (arctan t — arctan 2) =

2

1 <7r>4 arctan? 2
4 2 4
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arctan® n

) konver-

o0
Protoze integrél je konec¢ny, bude vysSetfovana rada >
n=1

gentni dle integralniho kritéria.

V predchozich prikladech jsme uzivali integralniho kritéria k dikazu kon-
vergence ¢i divergence nekonecné ciselné rady. Ukazme si jesté jedno pouziti
integralniho kritéria. Protoze tvrzeni ma tvar ekvivalence, mizeme jej vyu-
2it také k ditkazu existence nevlastniho integrélu Pokud totiz ukazeme, ze

Z f (k) konverguje, bude existovat i integral f f(z)dz. Je to vyhodné v pii-

padech kdy potiebujeme zjistit, zda je dany nevlastni integral konecny a
nepotifebujeme znat jeho hodnotu.

Priklad 37: Rozhodnéte, zda existuje integral

¥ x
1/ xva?+1

Rozhodovat o existenci tohoto integralu jeho vypoctem je v tomto pfi-

padé komplikované, zkusme proto uzit integralniho kritéria. Snadno

1 1 . s . .
i, ze lim —~— = funkce —w=—— kl ici na interval
se ové e lim 0 a funkce \3/27 je klesajici na intervalu

1; 00). Proto staci ukazat konvergenci rad Z UZijme srovna-
g Y 3 vy Uz
vaciho a integralniho kritéria (véty 3.3). Dostaneme.

1 1 1 1
< = = —.
V2 +1 - kVE2 VK kS

Protoze 2 > 1 je rada Z 3 L konvergentni dle véty 3.3 a dle srovnéva-

ciho kritéria je konvergentni i fada Z takze dle integralniho

k\/k2 1
T dw
kritéria je konecny i integral | —s——.
téria je konecny i integra {x312+1

Priklad 38: Vysetiete konvergenci integralu

1/\/x2+33+1
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Vypocet tohoto integralu ptfes primitivni funkci je v tomto ptipadé jiz

vvvvvv

ria pro funkci m jsou splnény, protoze funkce je klesajici na (1; 00)

a lim = 0. Vysetifeme tedy konvergenci nebo divergenci rady

A ey
i% ——2—. Obdobné jako v pfedchozim piikladé pouZijeme srovnéavaci
& VR
kritérium, tentokrat k dikazu jeji divergence, nebot ¢leny fady se cho-
vaji priblizné linedrné. Budeme je tedy srovnavat s harmonickou fadou
[&.°]
>

k=1

I =

1 1 1 1
> = pu—
VE2+Ek+1 " VEE+E2+K2 V32 3k

o
Protoze harmonicka rada % Y % diverguje, musi divergovat dle srov-
k=1

[&.°]
. , N 1 . 1.2 el s . .
navaciho kritéria i fada 1}:1 T @ dle integralniho kritéria diverguje

o
.. , 1
1 1nteg1"al '1[ m

Priklad 39: Rozhodnéte, zda konverguje integral

[e.o]

z+1)\*
/<3x+1> de.

1

Rozhodnout o existenci tohoto integralu pfimym vypoctem je v tomto
pripadé nemozné. Pokusime se tedy rozhodnout pomoci integralniho
kritéria. Ovérme nejprve podminky kritéria.

1) lim f(z) =0

T—00

lim < z+l ) = lim @x'ln(sﬁﬁ)

Vypocitejme nejprve limitu exponentu.

) z+1 . . r+1
lim [m-ln( )]:hmx-hmln( ):
T—00 3z +1 T—00 z—00 3r+1

= lim z - ln<lim (M>) =1In (1) - lim x = —o0

Tato limita existuje a z vlastnosti exponencidlni funkce pak plyne, ze
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x
hledana limita lim (3“1 ) je rovna limité lim e¥ = 0.
z—00 \3z+1 Yy——0o0

2) Zbyva ukazat, ze funkce ( 3“;111):6 je nerostouci na (1;00).

Pro vysetfeni monotonie spo¢téme prvni derivaci této funkce.

{(3‘2111)1’ = [e[x.ln(m)]}/ _

—e[”"'ln(;tll)]. ln(x—l—l) x.3x+l.3x—|—1—3<l’+1) B
B 3z 41 r+1 (3z +1)2 B

B (;x—:-ll)x . lln <3xxill> * (x + 1_)(2;; + 1)]

Protoze funkéni hodnoty ( 3";111)36 jsou kladné pro Vz > 1, rozhodne o

znaménku derivace vyraz v hranatych zavorkach. Snadno lze nahléd-
nout, ze pro Vx > 1 plati:

r+1

0<
3r+1

<1,

takze In (3"2111) < 0 pro tato z. Zaroven pro vSechna = € (1;00) je

v¥Taz iy > 0, takze % < 0 a tudiZ celd prvni deri\;ace
je zaporné na intervalu (1;00). Z toho vyplyva, Ze funkce ( 35‘;111) je

na tomto intervalu klesajici, ¢imz jsme ovéfili i druhou podminku inte-
gralniho kritéria.

Vysetreme tedy nyni konvergenci nebo divergenci fady:

Z<3n+1> '

n=1

Vyuzijme Cauchyovo limitni odmocninové kritérium:

\" 11
A Yan =l (3211) = Jim S = 2

= lim = —.
n—oo3dn+1 3

n+1
3n+1

[e.e]
Limita je rovna % a protoze je % < 1 je fada nZ::I ( )n konvergentni
dle limitniho odmocninového kritéria a dle integralniho kritéria musi

[e.e]
integral lf (gjrll)m dx také konvergovat.

71



3.3 Uziti konvergence rady pri vypoctu limity
posloupnosti

Ve druhé kapitole jsme vyslovili a dokazali tzv. nutnou podminku konver-
gence (Véta 2.2) a ukézali jsme, jak ji lze vyuzit k diikazu divergence fady.
Poznamenali jsme, Ze 1ze tuto vétu pouzit i obracené. Pokud totiz ukazeme, ze

o0
fada Y. a; konverguje, bude limita posloupnosti {ay},- ,,uréujici tuto fadu,

k=1
nulova. Predvedeme si toto uziti nutné podminky konvergence fady na pfi-

kladech.

Priklad 40: Vypoctéte limitu

k
lim ~  keN-{0} ceRAc>1.

n—oo ch
v v . . Lo Ok
Vysetfeme konvergenci nebo divergenci fady > 2.
n=1
K tomu mtizeme vyuzit libovolné z kritérii konvergence uvedené v pred-

chozi ¢asti. Zde bude nejvyhodnéjsi uzit odmocninové limitni kritérium
(véta 3.9). Dostaneme:

k
lim /a, = lim 1 lim (4/n) = = .

n—o0 n—o0 cn n—o0 C C c

Protoze ¢ > 1 je % < 1 a dle odmocninového limitniho kritéria fada

(e8]

> Z—: konverguje, takze dle nutné podminky konvergence musi byt
n=1

lim % = 0.

n—oo €

Priklad 41: Vypoctéte limitu

lim ——  keN-—{0}

n=oco (n!)kJrl

Vypocitat tuto limitu pifimo je obtizné, proto se pokusime uzit nutné
podminky konvergence fady. Analogicky jako v pfedchozim ptikladé
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budeme zkoumat konvergenci rady Z k+1 Zde bude vyhodné uzit
n= 1

limitni podilové kritérium (véta 3.7)

i 2ty (n+ 1" (nh)H _
n—oo q, n—00 [(TL + 1>|]k+1 nn
g D D )T (et Dt 1)
n—oo (TL + 1)k+1 . (n!)k+1 .nn n—00 (TL + 1)k+1 . nn

= Kn;;l)n (n+11)k1 = KHDn(nil)k} =e0=0

S n ,
Protoze je tato limita nulovd a 0 < 1, je fada Zl (n,’;ikﬂ konvergentni
n—
dle limitniho podilového kritéria. Proto je dle nutné podminky konver-
gence

lim % = 0.

n—oo (

Je diilezité si uvédomit, ze pokud bude nekonec¢né fada urcena danou po-
sloupnosti divergentni, nemtiiZzeme o limité prislusné posloupnosti nic Fici.

o0
Vezméme napiiklad posloupnosti {%}w @ {M}w - Obé fady > La
= n= n=1

n

Z 3"“ jsou divergentni, pfitom lim 1 =0 a lim % =3.

n—oo M n—00

Nutnou podminku konvergence lze tedy pouzit k dikazu, ze limita posloup-

nosti je nulova, pokud jeji ¢leny urcuji konvergentni fadu. Nebo téz k dikazu,

ze lim a,, = oo pokud jsou ¢leny posloupnosti a,, > 0. Demonstrujme to na
— 00

nasledujicim prikladeé:

Priklad 42: Dokazte, ze
nn

lim — = oo.
n—oo nl
Uvazujme nekonec¢nou radu Z . Jde o radu s kladnymi ¢leny a uzi-

=1"
tim podilového limitniho krlterla se ukaze, ze tato fada konverguje. Dle

nutné podminky konvegence je lim % = 0. Protoze pro libovolné pfi-

rozené Cislo (kromé nuly) je ™ > O je dle véty o limité posloupnosti a
algebraickych operacich hm = 0.
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Ukoly a cviceni:

1. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci rad:

a)no:ol 2l [konverguje] b) O:O % a€R [konverguje]
OF it bomergye )3 ek homersuid
e)nijl w [konverguje] f );; % [konverguje]
g)nijl (cos %)ns [konverguje] h)nij1 %@;—5—2) [konverguje]
1)722 - llnn [diverguje] j)niojg m [konverguje]
k)ni:jl (Qnil)?, [konverguje] );::1 m [diverguje]

m)ni1 (;!1)22 [konverguje] n) g e [konverguje]
o) > 22;? : [konverguje] )Z L [diverguje]

n=1

Q)3 (V- V2)(V2 - 3. (VI ) [konverguje]

Névod: Uzijte vhodného kritéria pro konvergenci nebo divergenci fad s nezapornymi

Cleny

2. Rozhodnéte zda konverguji integraly:

a) 1[ 7md:ﬂ [konverguje| b) lf mdl’ [diverguje]
c) { ln(iijm)da: [konverguje] d) { ’“"4617 % dx [konverguje]

)f xlflr;f dx k,m € N [konverguje pro m > k + 2, jinak diverguje]

Navod: Uzijte integralni kritérium a dokazte konvergenci prislusné nekonecné rady.

3. Vypoctéte nasledujici limity uzitim nutné pominky konvergence:

)hmi ceERNec>1

n—oo n!

b) lim &

n
n—oo M
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4. Rady s libovolnymi ¢leny

4.1 Bolzano-Cauchyovo kritérium

o0
Pokud je fada ) a; fadou s libovolnymi ¢leny, nelze k vysetfeni jeji kon-
k=1

vergence nebo divergence pouzit zadného kritéria uvedeného v kapitole 3,
protoze jeji ¢leny nemusi spliiovat podminku nezapornosti. Je tedy nutné
pouzit k jejimu vySetfeni jinych metod a kritérii. Bolzano-Cauchyovo kri-
térium umoznuje vysterit konvergenci nebo divergenci fady bez ohledu na
vlastnosti jejich Clent, protoze vyuziva vlastnosti posloupnosti jejich ¢astec-
nych soucti. Proto uvedeme nejprve Bolzano-Cauchyovo kritérium pro kon-
vergenci posloupnosti realnych cisel.

Véta 4.1:(Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence ¢iselné posloupnosti)
Posloupnost {a,} -, konverguje (mé kone¢nou limitu) préavé tehdy, kdyz

plati:

(Ve >0) (Ing € N); (Ym,n e N, m,n>ng: |ay, —a,| <e.)

Dukaz:

Pfedpokladejme nejprve, Ze posloupnost {a, }. -, konverguje, tedy existuje
nlirglo a, = A, kde A € R. Budeme chtit ukazat, ze potom jiz cleny posloup-

nosti spliuji vyse uvedenou podminku.

Uvazme libovolné € > 0. Pro toto € najdeme ny € N tak, ze pro Vn > ng je
la, — A] < § dle definice limity. Nyni odhadneme |a,, — ay|.

Dostavame:

= | = |t — A+ A= ap] < lapm— Al +la, — A < =+ 5=
| = sty =6

pokud vezmeme m,n > ny.
To je jiz pozadovana podminka, takze prvni implikace je dokazana.
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Nyni ukazme, Ze z platnosti této podminky plyne existence vlastni limity.
Necht tedy (Ve > 0) (Ing € N); (Ym,n € N, m,n > ng : |am, — a,| < €.)
Zvolme napiiklad € = 1. Pak dle predpokladu existuje ng € N tak, zZe pro
VYm,n >mng: —1< a, — a, < 1. Vezmeme m = ny + 1, coZ znamena, ze m
bude pevné a ¢len a,, konstanta. Pak dostavame:

—1+a,<a,<14+a,
Z toho plyne, ze posloupnost {a,} -, je omezena shora konstantou K, kde
K =maz(ay,as ..., ap, 1+ ay)
a zdola konstantou L, kde
L =min(ay,ay. .., a5, —1+ ay),

takze posloupnost {a,} -, je omezena. Dle Weierstrassovy véty ® lze z kazdé

omezené posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost, tj. 3 {an, },;,

kterd ma vlastni limitu. (khm an, =A A€ R) Staci tedy ukazat, zZe limita
—00

této vybrané posloupnosti je rovna limité celé posloupnosti {a,}, ;.

Vezmeéme libovolné ¢ > 0. Dle predpokladu dng € N; Vm,n € N, m,n > ng :
|am — an| < 5. Déle 3k tak, Ze ko > ng a pro Vk > ko : |a,, — A| < §, coz
plyne z existence koneéné limity vybrané posloupnosti {a,, },.,. Vezméme
k = ko + 1 pevné, takze a,, je konstantni. Odhadneme |a, — A| :

€ €
\an—A\:]an—ank+ank—A|§]an—ankl+]ank—A|<§+§:e.

Nerovnost |a, — A| < € ovSem neznamend nic jiného, nez ze lim a, = A

n—oo

a diikaz je hotov.
Poznamka: Posloupnost, kterd splinuje predpoklady Bolzano-Cauchyova kri-

téria se nazyva cauchyovska.

Véta 4.2:(Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence fady)

Nekonec¢na rada ) a, konverguje pravé tehdy, kdyz

n=1
(Ve>0) (3ng € N); (YmneN, mmn>ng m>n:| > apl <€)
k=n+1

8Weierstrassova véta o vyprané posloupnosti: Z kazdé omezené posloupnosti reilnjch
Cisel lze vybrat posloupnost, kterd je konvergentni.
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Dikaz:

Ditkaz tohoto tvrzeni je nasnadé. Staci si totiz uvédomit, ze

m m n
S oan| =D ar =D ar| = |sm — sal,
k=n+1 k=1 k=1

kde s,, a s, jsou m-ty a n-ty castecny soucet fady. Protoze ¢leny posloup-

nosti ¢astecnych souctt {s,} -, spliuji podminky Bolzano-Cauchyova kri-

téria konvergence posloupnosti, ma tato posloupnost vlastni limitu, coz zna-
o

mena, ze fada ). a, konverguje a pfislusna limita nhr{)lo s, by byla jejim souc-

n=1
tem.

Pozndmka: Podminku

(Ve>0) (3ng € N); (YmneN, mmn>ng m>n:| > al <e)
k=n+1
lze nahradit ekvivalentni podminkou
no+r
(Ve >0) (Inge N); (VreN)r>1: Y o <e
k=ngp+1

Nyni pfedvedeme pouziti Bolzano-Cauchyova kritéria konvergence fad na
prikladech:

Priklad 1: Dokazte konvergenci fady
i 1
=kl
Uzijeme k ditkazu Bolzano-Cauchyovo kritérium. Musime t?ndy ukazat,

ze pro Ve > 0 dng € N tak, ze pro Vm,n > ng je Y %<e.
k=n+1 "

Nejprve upravme vyraz , pfi¢emz absolutni hodnotu mtzeme

> u
k=n+1
vynechat, nebot jak cely vyraz, tak kazdy jeho ¢len jsou vzdy kladné.

UL | 1 1 1

— = + o+ —=
kzn‘:rl o (n+1)! (n+2)! m!
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1 1 1 1

=— + -

n! <n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)...m)>
Nyni kazdy dvojélen (n + k) ve jmenovatelich sou¢tu v zavorce nahra-
dime vyrazem (n+ 1), a tak cely vyraz zvétsime, protoze n+1 < n+k
pro k > 1. Dostaneme:

11 1 1 B
—n!<n+1+(n+1)(n+2)+"'+<n+1)(n+2)...m)> -

:1'< 1 + L +...+ ! )S
nl\n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)...(n+m—n)

1 1 1 1
< — + +...4 =
“nlln+l (n+1)(n+1) (n+1)(n+1)...(n+1)
(m—n)—krat
1 1 n 1 P 1
Cal\n+1 (12 (4 1)mm )
V zévorce jsou ¢leny geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem —1- a

n+1
kvocientem také n%rl Téchto cClent je m — n. SeCteme je uzitim vztahu

pro soucet prvnich n-clent geometrické posloupnosti. (V tomto pfipadé
(m-n)-¢lenti.)

(1 1 -
n\n+1 (m+1)2 7 (n+l)ymm)

L R T e =9 A S Ol =) AR S |
" onl n+1 1—n%r1 T nl n “n-n! T n

Toto je jiz jednoduchy odhad a zifejmé najdeme k libovolnému € > 0 ta-
kové ng, aby % < €. Staci vzit napriklad ng = [ﬂ a podminka Bolzano-

o0
Cauchyova kritéria je splnéna. Proto je fada > % konvergentni.
k=1""

Priklad 2: Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady

00
b
k=1

| =
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Ukéazeme tedy druhy dikaz divergence harmonické fady. Budeme chtit
dokézat negaci podminky Bolzano-Cauchyova kritéria, kterou zformu-
lujeme takto:

(Je >0) (Ynge N) (Im,n € N;(m>n>ng)A

Odhadneme nejprve vyraz

m
> }c| Absolutni hodnotu mutzeme opét

k=n+1
vynechat, protoze vSechny ¢leny vyrazu jsou kladné. Upravou dosta-
neme:
ST TR S R S
Wik on+1l 42 nd(m—n)
1 1 1 m-—n
> —+—+... .+ ==
m m m

(m—n)—krat
Protoze negace podminky vyzaduje nalezeni jednoho konkrétniho € > 0
a jedné konkrétni dvojice m,n ke kazdému ng € N, Polozme m = 2n.

Potom .
)

k=n+1

1

m—n 2n—n 1
Z pr— p—

m 2n 2

|

pro vSechna nyg € N a % je hledané e. Tim je divergence harmonické

o0
rady > % dokézana.
k=1

Priklad 3: Dokazte konvergenci rady:

> sinn

n=1

K dikazu konvergence pouzijeme opét Bolzano-Cauchyovo kritérium.

Odhadnéme vyraz

o E I prom >n,,n € N.

k=n+1 2
. sink| |[sin(n+41) sin(n +2) sin(m)
D e T gz T Tgm

Protoze sinz € (—1;1) pro Vz € R, muzeme sinus odhadnout jednic-
kou.

sin(n +1)  sin(n + 2) sin(m) <

on+1 on+2 et om -

1 1 1

2n+1+2n+2+"'+27m
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V absolutni hodnoté je soucet (m-n)-¢lent geometrické posloupnosti s

prvnim ¢lenem QH% a kvocientem % Uzijeme vztah pro tento soucet a
dostaneme:

1 m—n
11 11 ’“(2) B
N T R T7) BT S B S
_ 2 | <1>m—n _ 1, <1)m—" _ 1
~ondl 2 oo 2 —on

Ke zvolenému € > 0 jiz z tohoto odhadu Ize najit ng tak, aby Vm,n > ng

bylo 2% < €. Staci vzit napt. ng = {log2 ﬂ + 1. Tento odhad ziskame

nasledujici avahou:

1 1 1 1
—<e = 2">—- = mng-logy,2>log, - = ng>log,—.
2no € € €

Je vidét, ze diikaz konvergence nebo divergence uzitim Bolzano-Cauchyova
kritéria je myslenkové jednoduchy, protoze spociva pouze v ovéreni prislusné
podminky. Jeho uskalim je, Ze najit rozumny odhad, se kterym je mozné
pracovat, nemusi byt jednoduché a obzvlasté v pripadech, kdy ¢leny tfady
maji slozity tvar, se nam takovy odhad pro ovéreni podminky nemusi poda-
fit najit. V tom pripadé nelze toto kritérium pouzit a musime si poradit jinak.
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4.2 Absolutni konvergence rady

Definice 4.1:(Absolutné konvergentni fada)

Rada Y a, konverguje absolutné, konverguje-li fada > |a,|.
n=1 n=1

Poznamka: Jestlize fada konverguje, ale nekonverguje absolutné, fikame ze
konverguje neabsolutné (relativné).

Véta 4.3:

[e.e]
Jestlize fada Y a, konverguje absolutné, potom konverguje i neabsolutné.
n=1

Dukaz:

[&.°]

Protoze fada Y a, absolutné konverguje, plati dle Bolzano-Cauchyova kri-
n=1

téria:

(Ve >0) (Ing € N); (Ym,n e N), (m,n>ng) m>n:

m

S larl = lansa] + lanse] + -+ lan| <€
k=n-+1

7 vlastnosti absolutni hodnoty vime, ze
|1+ anga + .o+ @] < anga| + |anse] + .o+ |am] <,

takze 1 |apy1 + ang2 + ... + am| < € a dle Bolzano-Cauchyovy podminky

o0
konverguje fada Y. a, neabsolutné.
n=1

Mezi vSemi fadami s obecnymi ¢leny maji zvlastni postaveni rady se stfida-
jicimi se znaménky u jejich ¢lend, tj. pro kazdé prirozené n plati: a,,-a,+1 < 0.
Takové fady se nazyavaji alternujict rady. Kazdou takovou fadu lze na-

o0
psat ve tvaru Y- (—1)"*a,, kde {a,} -, je posloupnost nezapornych ¢isel. K
=1

n=
zjisténi jejich neabsolutni konvergence miize poslouzit Leibnizovo kritérium
pro alternujici fady, které nyni uvedeme.

Véta 4.4: (Leibnizovo kritérium pro alternujici fadu)

Necht {a,} - je nerostouci posloupnost reilnjch ¢isel. Pak plati:
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i (—1)""!a, konverguje pravé tehdy, kdyz lim a, = 0.

Poznamka: V nasledujicim diikazu budeme predpokladat ze prvni ¢len a; je
nezaporny, coz mizeme ucinit bez Gjmy na obecnosti, protoze pokud by byl

[e.°]
prvni ¢len zdporny, mtzeme fadu Y (—1)""'a, napsat v ekvivalentnim tvaru
n=1

— Z( 1)" ! (—a,) a vysetiit konvergenci fady Z( 1)"!(—a,), kterd m4

JlZ prvm ¢len nezaporny. Na konvergenci nebo dlvergenc1 fady nebude mit
tato uprava vliv, protoze se obé fady lisi pouze znaménkem.

Dukaz:

Dikaz rozdélime na dvé ¢asti.

1. Ukazeme, Ze z konvergence fady Z( 1)"a, plyne, 7e hm a, = 0.
—1

To je ovSem trividlni, nebot tato skutecnost plyne primo z nutne pod-
minky konvergence rady.

2. Nyni ukaZeme, Ze z predpokladu nh—>r£lo a, =0 a z predpokladu {a,} -,

1>n71

&)
nerostouci plyne konvergence fady - (— G, -
n=1

Budeme chtit ukéazat, ze tato fada ma omezené Castecné soucty s, =
n

> k.

k=1

Sestrojme dvé posloupnosti ¢astecnych souctti: Posloupnost ¢aste¢nych
soucti o sudém poctu €lent {sa, } -, kterd bude neklesajici a posloup-
nost ¢asteénych soucti o lichém poctu Elent {sg,1} ktera bude
nerostouci.

oS
n=1’

>0 >0 >0
Sop+1 = A1 — (&2 - as) - (CL4 - a5) — ... (Cl2n - a2n+1)
>0 >0 >0

{san} —, je neklesajici, protoze je posloupnosti sou¢ti nezidpornych
¢lentt. Cleny (a, —ayny1) > 0, protoze {a,} -, je nerostouci. Plati tedy:
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Son42 — Son = Gop41 — G2pq2 > 0.

{San+1},—, je naopak nerostouci (odecitdme kladné ¢leny (a, — an+1)).
Snadno se presvédéime, Ze: Son 11— S2n—1 = —(a2n, — a2,41) < 0 a z toho
plyne, Ze {sa,11},-, je skute¢né nerostouci.

Navic plati, zZe Sopi1 = Son + G2n41, cOZ snadno nahlédneme, pokud
si prislusné castecné soucty rozepiseme. Protoze je dle predpokladu
lim a, = 0, je dle véty o limité vybrané posloupnosti lim as,. 1 =0.Z
n—oo n—oo

toho ovSem plyne, Ze posloupnosti {s2,} —; a {2,411}, maji stejnou
limitu, pokud existuje alespon jedna z nich.

Limita lim a, = 0 a posloupnost {a,} ., je monoténni (nerostouci),
n—oo -

takze limita je jejim infimem dle véty o limité monoténni posloupnosti.
Navic je ag,i1 > 0 pro Vn € N a Sop11 = Sop + Gop41. Odtud:

Sop < Sopy1 S Sop—1 <. <81 = ay.

Posloupnost {ss,}> . je omezend shora ¢lenem a; a protoze je neklesa-
n=1

jici, musi existovat vlastni limita lim sy, = s, s € R, (s < a;). Protoze

n—oo

jsme navic ukdzali, Ze posloupnost {sa,11} -, musi mit stejnou limitu

J ) p p 2n+1fp=1 ] )

jako posloupnost {s2,} -, jsou ¢astecné soucty {sx},-, pivodni fad

J p P 2nfp=1>J Y \Sksp=1 P y
[e.°]

omezené a fada Y. (—1)""la, konverguje.
n=1

7 pravé dokazaného tvrzeni plyne zajimavy duasledek:

Mé&jme fadu se stifdavymi znaménky > (—1)¥"Lay, a; > 0. Pak plati:
k=1

00 n
D ak— )
k=1 k=1

(Tzn.: n-ty ¢asteény soucet se od souctu celé fady lisi nanejvys o prvni za-
nedbany ¢len)

< Gpy1-

Dukaz:

[e.e]

Oznacme soucet fady > a, = s. Pokud sestrojime posloupnosti ¢astecnych
n=1

soucti sudého a lichého poctu ¢lentt {ss, } -, a {sa,11} -, tak, jako v ditkazu

véty 4.4, bude platit:
Son < sup {san} = s =inf {sans1} < Son1
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Navic z pfedchoziho dikazu jesté vime, Ze Son11 = Son + @opi1. Rozdélme
nyni diikaz na dvé ¢asti pro sudé a liché ¢astecné soucty.

1. Pro soucty sudého poctu ¢lenti chceme ukazat, ze

|s — San| < Ggnt1

Vyjdeme z vysSe uvedenych nerovnosti:

Son < sup{san} =5 < Sop41

0<s5— 59, =15 — Son| < Sant1 — Son = A2n41-

To uz je pozadovand nerovnost. Rovnost s — sg, = |s — s9,| plati z toho
o v [oe) . s 7
divodu, ze {s2,} -, je neklesajici posloupnost se supremem s.

2. Pro castecné soucty lichého poctu ¢lenit budeme chtit ukazat, ze
|s — son—1| < agy.

Opét vyuzijeme nerovnosti mezi ¢asteénymi soucty a dostaneme:
Son <8 < Sop—1

Son — Son-1 < S — S2p1 < 0

San—1— Son = Sop-1— 8 2 0

Son—1 = Son > |San—1 — 5/ >0
—(—a2,) > |8 = san—1| = a2, > |5 — S951]

a jsme hotovi. (Rovnost sg,—1—5 = |s2,—1 — $| plyne z toho, Ze {s2,—1}.-,
je nerostouci posloupnost s infimem s.)

Leibnizovo kritérium je velmi G¢innym prostifedkem k vysetifeni konver-
gence Tady se stridavymi znaménky, protoze vyzaduje pouze vypocet limity
a dikaz monotonie prislusné posloupnosti. Predvedeme si jeho pouziti na
prikladech.
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Priklad 4: Rozhodnéte o konvergenci fady:

1 k—1

o

Protoze posloupnost {l}zo je ziejmé klesajici staci jen ovérit jeji li-

mitu. Velmi snadno nahlédneme, zZe hm =0, takze dle Leibnizova
kritéria je rada Z konvergentm

Poznamka: Tato fada vsak neni absolutné konvergentni, protoze

X [(=h
Z 15

k?

Z 1 coz je harmonicka fada, kterd, jak vime, diverguje.
k=

Priklad 5: Rozhodnéte, zda konverguje nebo diverguje rada

> C
k=1

zcela analogicky jako v pfedchozim prikladé lehce ukéieme Ze posloup-

nost {\}E}w je klesajici a hm f = 0, takze fada Z \/E * neabsolutnd
k=1

konverguje dle Leibnizova krlterla a stejné jako v predchozim prikladé
miiZzeme poznamenat, ze tato fada nemize absolutné konvergovat, pro-

toze > ﬁ diverguje, coz bylo jiz dokézano v kapitole 3. (Viz véta 3.3)
k=1

Priklad 6: Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci fady:

£for (27

Pokud budeme chtit pouzit Leibnizovo kritérium bude sice platit, ze
n—1
lim ( 7t (G M 1) ) = 0, ale druha podminka kritéria splnéna nebude,

protoze posloupnost {a,}>7 |, kde a, = (ﬁ + (_17):_1>, neni neros-

touci. Je totiz: as,_ 1 > asp, a2, < ag,+1. Proto Leibnizovo kritérium
nemuzeme pouzit. Pokud vsak fadu upravime, dostavame:

n=1
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n

00 (_l)n—l 1

n=1 \/ﬁ
Protoze % jsou c¢leny divergentni harmonické rady a % jsou c¢leny
konvergentni fady, bude cela rada

§ {(—1)”_l (ﬁ + (_1)%1)] také divergovat.

n=1 n

Rady s obecnymi ¢leny miizeme tedy délit na t¥i skupiny. Prvni skupinu
tvozi absolutné konvergentni fady. Pokud je fada absolutné konvergentni,
bude konvergentni i neabsolutné dle véty 4.3. Pokud fada nekonverguje ab-
solutné, muze konvergovat neabsolutné. Neabsolutné konvergentni rady tedy
tvori druhou skupinu. Pokud nekonverguje fada ani neabsolutné, jde o diver-
gentni fadu. Ty budou tvotit tfeti skupinu.

Rady
konvergentni
divergentni | absolutné \ neabsolutné

7 tohoto rozdéleni zaroven plyne postup, ktery budeme pouzivat pro vy-
Setfovani fad s obecnymi cleny. Nejprve zjistime, zda dana fada absolutné
konverguje, protoze budeme v podstaté vysetfovat konvergenci fady s neza-
pornymi ¢leny, o kterjch méme mnohem vice poznatkt. Pokud rada konver-
guje absolutné, jsme hotovi. Pokud ne, vySetiime jesté neabsolutni konver-
genci. Pokud fada nekonverguje ani neabsolutné, je divergentni. Pfedvedme
si tento postup na prikladech.

Priklad 7: Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady

(Pokud je fada konvergentni rozhodnéte, zda absolutné nebo neabso-
lutné.)

Jde o fadu s obecnymi cleny, proto nejprve vysetiime jeji absolutni
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konvergenci.
o0

( e o] e o] 1
> - I T
Takto vznika fada je fada s kladnyml ¢leny, proto mizeme k zjisténi jeji
konvergence vyuzit kterékoliv kritérium z predchzi kapitoly. Uzijeme li

tvrzem véty 3.3 nebo 1ntegraln1ho kritéria, snadno ukazeme, ze fada
(= )

Z 5 konverguje. Ptvodni fada Z
=" k=1

gentni a jsme hotovi.

Priklad 8: VysSetfete konvergenci nebo divergenci fady

< (—1)1(3k + 1)
> 2k2+5 '

Protoze jde o fadu s obecnymi ¢leny, budeme analogicky jako v pred-
chozim prikladé vySetiovat nejprve absolutni konvergenci této rady.

i (—1)F1(3k + 1) Zy 18k + 1) —i 3k+1
= 2k2 +5 2k2+5 A 2k2 45

Dostavame fadu s kladnymi ¢leny, proto pouzijeme k diikkazu konver-
gence nebo divergence nékteré kritérium z kapitoly 3. Protoze ¢leny
fady klesaji priblizné linearné, pouzijeme srovnavaci kritérium a uké-
zeme jeji divergenci srovnanim s harmonickou fadou. Pro ¢leny rady
plati:

3k +1 3k 3k 3

> > > —.
2k2+5 — 2k2+5 — 2k2+5k% T Tk

o0

Protoze fada Z o % Z % je divergentni, diverguje dle srovnavaciho
n= 1 =

(—1)k=1(3k+1)

kritéria i fada Z 3ktl 7 toho plyne Ze ptuvodni fada Z SHT4E

2k2+5"

nekonverguje absolutne Protoze jde o fadu se strldavyml znaménky,
pokusime se ovéfit podminky Leibnizova kritéria a ukazat tak neabso-
lutni konvergenci této rady.

, sk+1 . k(3+1%)
lim a, = thi: im ————f =
3k+1
2k245
neabsolutné konvergentni dle Leibnizova kritéria.

Protoze posloupnost { } je klesajici od ¢lenu k = 2, jetada Y
k=1
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Priklad 9: Vysetfete absolutni a neabsolutni konvergenci nebo divergenci
rady
[ee) (_1)n+1an
Z 5/ 4 ?

n=1 n

v zavislosti na parametru a € R.

Nejprve vysetiime, pro k ktera a € R tada absolutné konverguje. Budeme

( 1 n+1
tedy vysetfovat radu Z ‘7\/7?
i (=1)"*a" i G )”“I " = lal”
n=1 v n’ n=1 V nt n=1
X al™ . Lo PR
> o bude tada s nezdpornymi C¢leny, proto k vysetieni jeji konver-
n=1
ence lze pouzit Cauchyovo limitni odmocninové kritérium.

|!”

lim {/a, = lim = lim —— =
n—oo " n—00 n—00 5/ 1

Dle tvrzeni limitniho odmocninového kritéria (véta 3.9) bude tato fada
konvergentni pro |a| < 1 a divergentni pro |a| > 1.

; , L RS . X (=1)ntlan
7 predchoziho vypoctu tedy vyplyva, ze ptivodni fada n2::1 g Je

absolutné konvergentni pro a € (—1;1). Pokud |a| > 1 fada nekon-
verguje absolutné a pro a = +1 nemtzeme pomoci uzitého kritéria
rozhodnout.

Rozeberme piipad, kdy |a| > 1.

Snadno ukazeme, ze v tomto pfipadé fada nesplnuje nutnou podminku
konvergence, protoze nh_)ngo a, nebude rovna nule. Uvazujme funkci

f:flx) = Ls‘}; a vypocitejme limitu mh_)rgo f(z) uzitim L’Hospitalova

pravidla.
a al*In|a 5Ilnla
xhoo|5|4lHospwoo|4‘_‘1|_h ’| "\/— 00
- X - 7(‘%‘) 5 T— 00
5
Dle Heineho véty je i lim 5‘ = o00. To znamena, ze cleny fady
n—oo
Z % nesplnuji nutnou podminku konvergence. Z toho divodu
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nemiize byt splnéna ani pro Cleny fady bez absolutnich hodnot, nebot
lim [a,[ = 0 < lim a, = 0. Proto fada E

n=1

# diverguje pro
la| > 1.

Zbyva jesté vysetrit pripad a = +1.

Pro a = 1 dostavame fadu ve taru: Z )n+1,
n=1 \/7

vymi znaménky, proto zkusime pouzit Leibnizovo kritérium. Posloup—

coz je rada se stiida-

nost { \5/1774}71 je (jak lze snadno ukazat) klesajici. Déale Lim ;”ﬁ =0,
takze podmmky Leibnizova kritéria jsou splnény a fada je neabsolutné

konvergentni.
x oo oo
- _ ‘d ¥ . (=) (=n™ _ (=1Ztt 1
Pro a = —1 dostavame radu: nz::1 Tt —nzzjl o X Tt

- o0
Rada Y {,/17 je fadou s kladnymi ¢leny. Protoze se od ndmi vysetfované
n=1 V7"

fady list pouze znaménkem, staci vySetfit jeji konvergenci a vysledek
ptjde vztahnout na fadu ptivodni, protoze konstantni nasobek konver-
genci fady nezméni (viz Véta 2.3 b)).

[&.°]
Radu piepiseme takto: Z = L. Integralnim kritériem nebo
\/7 n=1ns
uzitim veéty 3.3 dokéieme, ze tato fada diverguje, protoze % < 1.

Nyni vysledky shriime:
Rada Z L\ﬁl absolutné konverguje pro a € (—1;1), neabso-

lutné konverguJe pro a = 1 a diverguje pro a € (—oo; —1) U(1;00).

Priklad 10: Vysetiete konvergenci a divergenci fady:

v zavislosti na parametru b € R.

Nejprve uvazme piipad, kdy b = 0. V tomto pfipadé totiz nemaji cleny
fady smysl a tudiz neni co vysetfovat.

Pro b # 0, analogicky jako v predchozim piikladé, nejprve vySetiime
absolutni konvergenci dané fady.

Z|b| \/_ ;W
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Pridanim absolutnich hodnot jsme dostali opét fadu s kladnymi cleny.
Aplikujme limitni odmocninové kritérium.

1 1 1 1
lim {/a, = lim " ——— = lim = =
e e\ o Vns e ) (g/m)s -1 (b

Dle tvrzeni limitniho odmocninového kritéria, bude rada Z W
n=1

< 1, to znamena pokud [b] > 1. Je-li |b] < 1,

konvergovat pokud - ol

pak > 1 a fada diverguje, pro piipad |b| = 1 nelze rozhodnout.

kon-

Zjistili jsme, ze pro b € (—oo; 1) U (1;00) puvodni fada Z o W

verguje absolutné, pro b € (—1; 1) nekonverguje absolutne aprob=+1
nelze rozhodnout pomoci pouzitého kritéria.

Probereme piipad [b] < 1
Oznacime-li B = %, pak |B| > 1 a my miZeme vySetfovanou fadu
prepsat do tvaru:

S s S

n=1

an

Ukézeme, ze fady pro |B| > 1 nespliiuji nutnou podminku konvergence
podobnym Zpﬁsobem jako v pfedchozim prikladé.

(—=1;1).

Zbyva jen rozhodnout, zda je fada konvergentni nebo divergentni pro
b= +1.

Je-li b = 1 dostavame rfadu
v nzl \/7

ménky, pokusime se pouzit Leibnizovo kritérium. Snadno nahlédneme,

To je fada se stfidavymi zna-

ze posloupnost {\3/%}00 je klesajici a hm glﬁ = 0, takze podminky
Leibnizova kritéria jsou splnény a rada Z g,/l: neabsolutné konver-
n=1 VY7

guje.

Je-li b = —1 dostaneme fadu Z i Z 3

71 TL3
Jde o fadu s kladnymi Cleny a protoze 3> 1 bude tato fada konver-
gentni, coz dokdzeme integralnim kritériem nebo uzitim véty 3.3. Rada
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§ b(” T tedy konverguje jak pro b = 1, tak pro b = —1. Pokud polo-

z1me v obecném piedpisu fady b = +1 a pfidame-li absolutni hodonotu
k jejim ¢lentim dostaneme:

o0 oo

Z (_ o Z |(
n=1 (il)nw n=1 |(:|:1)| =

coz je totéz, jako kdybychom dosadili b = —1 bez absolutni hodnoty.
Protoze je vysledna fada konvergentni, neznamené to nic jiného, nez
ze je fada absolutné konvergentni v bodech b = +1, coz jsme nemohli
rozhodnout pii vysetfovani absolutni konvergence limitnim odmocni-
novym kritériem, ale az nyni, kdy jsme tyto hrani¢ni body vysetfili
zvI4st.

Zavér: Rada Z
a dlverguje pro b € (—1; 1).

n

absolutne konverguje pro b € (—oo; 1)U(1; 00)

4.3 Prerovnavani rad

V tomto odstavci se budeme zabyvat otazkou, jaky vliv bude mit na soucet
fady, pokud jeji ¢leny secteme v ”jiném potradi”, nez v fadé ptivodni. Budeme
tedy zkoumat, zda plati pro nekonecné rady komutativni zdkon. Ukézeme,
ze takovy zadkon obecné pro nekonecné rady neplati, ale ze postacujici pod-
minkou k tomu, aby i pferovnana rada méla stejny soucet jako ptvodni, je
absolutni konvergence ptislusné rady.

Priklad 11: Uvazme rfadu

3\'—‘

>

Tato fada je neabsolutné konvergentni, coz jsme dokézali pomoci Leib-
nizova kritéria (viz ptiklad 4.) a lze ukazat, Ze soucet této fady je roven

In 2.

P 23 4 5 6

Prerovnejme fadu nésledujicim zptisobem:
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Utvorime vybranou posloupnost ¢astecnych soucéti

"1 1 1 1 1 1 12y (—1)kt
e R "=
o2 \2k—-1 2k 2 \2k—-1 2k 24k
Céstecné soucty ss, prerovnané fady jsou rovny és%, kde ss, je vy-
brané posloupnost ¢astecnych souctt ptivodni rady Z (— )n_1 L Pa-
=1

vodni fada ma ale soucet In2 a dle véty o limité Vybrane posloupnosti
je i limita ¢astecnych soucti so, rovna In 2, takze Castecné soucty ss,
prerovnané fady konverguji k %ln 2.

Vidime, Ze obecné neplati pro nekonecné rady komutativni zékon.

Abychom mohli o prerovnavani fad vyslovit néktera obecné tvrzeni, je
nutné pojem prerovnané fady korektné zavést. To bude obsahem néasledujici
definice.

Definice 4.2:
. ’ m /. . /7 7
Méjme danu nekonecnou fadu Y a, a vzajemné jednoznacné zobrazeni 7

n=1
(N — {0}) — (N — {0}) (neboli permutaci na N — {0}), které kazdému
n € N — {0} ptifazuje k, € N — {0} (symbolicky: 7 : n < k,).
Potom radu Z ay, nazyvame prerovnanou tadou k radé Z a,. (Nebo fi-
n=1

kame, ze Z ay, vznikla prerovndnim tady Z ap.)
n=1 n=1

Pomoci ¢lenti dané tady Z a, lze definovat dvé dil¢i fady s nezapor-

nymi ¢leny. Prvni bude fada j Je utvorena tak, ze ponechame nezaporné ¢leny

ptvodni fady a zaporné nahradime nulou. Druhou fadu vytvotrime tak, ze za-
porné cleny ptuvodni fady nahradime jejich absolutni hodnotou a nezaporné
nahradime nulou. Diisledné je nyni zavedeme a oznacime, protoze budou hrat
dilezitou roli v dalsim vykladu.
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Oznacent

(e.)
Nechf Y a, je fada s obecnymi ¢leny. Potom oznacime:

n=1
_ antlan|
b pn - 2
_ lan|—a
b qn - n2 n'

Vidime, ze p, = a,, pokud a, > 0 a p, = 0, pokud a, < 0. Déale
In = —ay = |ay], je-li a, <0 a g, =0, je-li a, > 0.

o0 [e.e]
Vytvotime fady . p, a > ¢,. Obé fady jsou fady s nezdpornymi Cleny a
n=1 n=1

plati:
|an| =Pnt+qn
Ap = Pn — Qn
Véta 4.5:

[e.e]
Necht fada Y a, konverguje a mé soucet s. Pak:
n=1

1. Konverguje-li fada Z a,, absolutné, potom konverguje fada Z pn (jejt
n= l

soucet ozn. p) i fada Z gn (soucet ozn. ¢) a plati: s =p —q.

n=1
2. Konverguje-li > a, neabsolutné, potom obé fady > p, 1 > ¢, diver-
n=1 n=1 n=1
guji.
Dikaz:

1. Pro Vn € N — {0} plati: p, < |a,|. Rada 3 a, konverguje absolutné,
n=1
to znamend, ze konverguje fada Y |a,|. Proto dle srovnavaciho kritéria
n=1

[e.°] [e.°]
konverguje i fada Y. p,. Konvergence fady 3 ¢, se ukaze stejné, takze
n=1 n=1

staci dokazat, rovnost s = p — q.

Pro libovolny clen puvodnl rady plati: a, = p, — ¢,. Ozna¢me n-té

castecné soucty rad Z ) Z q, takto:

> Pk =

k=1
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n
Z qk = Tn-
k=1
’ /. v /7 v Id v v x
Utvorime n-ty ¢astecny soucet rady > a,,.
n=1

n n

n n
Sn= =2 k=) =D Pk — D 0k =0n—Tn
k=1 k=1 k=1 k=1
. x x o] . . .
Vsechny tiitady > an, > pn a >, g, jsou konvergentni, takze existuji
n=1 n=1 n=1
limity ¢astec¢nych soucti. Dostavame:
Sp=0p,—Tp = lims,=limo,— lim7,=s=p—q.
n—oo n—oo n—oo
Tim je prvni cast véty dokazana.

o0
2. Pro spor predpokladejme, ze fada > p, za danych predpokladi kon-

n=1
verguje. Protoze a, = p, — ¢, pro vSechna n € N — {0} dostavame

rovnost ¢, = p, —a,. Rady . a, a > p, konverguji, proto konverguje
n=1 n=1

o0
i fada Y g, dle véty 2.3 a). To vSak znamend, Ze konverguje i fada
o0 n=l [&.°] o0
> |an|, nebot |a,| = ¢, + p, a obé fady > p, i ¥ ¢, konverguji. To
n=1 n=1 n=1
[ee)
ovSem neznamena nic jiného, nez ze fada > a, absolutné konverguje,

n=1

- [e)
coz je spor s predpokladem tvrzeni. Rada " p, musi proto divergovat.

n=1
Zcela analogicky by se ukézala i divergence fady > ¢,, takze dikaz
n=1

tvrzeni miizeme povazovat za ukonceny.

Véta 4.6:(O prerovnani absolutné konvergentni fady)

[ee) o0
Necht fada Y a, absolutné konverguje a ma soucet s. Pak kazda fada > ay,,
n=1 n=1

o0
vznikla pferovnanim rady ) a, konverguje také absolutné a ma tyz soucet

n=1
s jako ioj Q-
n=1
Dikaz:
Bud tedy
Zan:a1+a2+...—|—an+...:s

n=1
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dana nekonecna absolutné konvergentni rfada a
o
Zakn =ak, +ag, +...+ag, +...
n=1

fada vznikla prerovnanim ¢lent ptivodni fady. Dokazeme nejprve, ze prerov-
nana fada je absolutné konvergentni.
o
Protoze fada ) a, absolutné konverguje, tak pro (Ve > 0) (3no € N — {0})
n=1
[o.¢]
tak, Ze pro Vn > ngy bude zbytek fady s kladnymi ¢leny - |a,| po n-tém
n=1

¢lenu mensi nez g

lans1] + ani2| + oo 4 |angm] + ... <

N

Potom bude ale tim spise zbytek fady bez absolutnich hodnot

€
|Rn| = ‘an+1+an+2+...‘ < 5

o0
Oznac¢me nyni s, m-ty castecny soucet prerovnané fady » ay,:
n=1

Sm = G, + Qpy + ...+ Qg,,

Cislo m miizeme vzit tak velké, aby mezi ¢leny éaste¢ného souctu s,, lezelo
[e.°]

vSech prvnich n ¢lenti pivodni fady > aj: Clen a; ptivodni fady je pfi pie-
k=1

o0
rovnani na jiném mist€. Vezmeme proto tolik ¢lenii pferovnané rady Y a,,,

n=1
aby v daném souctu byl obsazen ¢len a; ptuvodni fady. Pak budeme pribirat

dalsi ¢leny prerovnané fady do té chvile, kdy vsechny ¢leny aq, as, ..., a, pu-
vodni fady budou obsazeny v souctu s,,.
Potom usek |ag,, .| + [k, .| + - + |ak,

kde s je libovolné pfirozené cislo

veétsi nez m, je slozen z absolutnich hodnot ¢lenti pivodni fady § ay, je-
jichz indexy jsou vétsi nez ng. Kazdy takovy soucet je mensi nez g.n'lfeldy (dle
Bolzano-Cauchyova kritéria) fada ioj lag, | konverguje, to jest: fada io: a,
konverguje absolutné. i i

Nyni dokazme, zZe soucet prerovnané rady je roven souctu pivodni rady.
[e.e]

Pro m-ty castecny soucet prerovnané rfady > ax, ponechme oznadeni s,

n=1

o0
a n-ty castecény soucet ptvodni fady Y. a, oznac¢me t,. Pro zbytek piivodni
n=1
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fady po n-tém clenu zavedeme oznaceni R, jako v predchozi ¢asti dikazu.
Odhadnéme rozdil mezi ¢astecnym souctem s,, a souctem ptvodni fady s.

8m — 8| = |sm — (tn + Rp)| < [8m — tu|+|Rul < (|aa, [+]aay|+- - - F|aa,

)+ Bl

Ve sc¢itanci v zavorce jsou absolutni hodnoty clenil, které jsou v castec-

ném souctu s,,, ale nejsou v ¢astecném souctu t,, proto jsou indexy «;,i €

{1,2,..., s} vétsi nez n. OvSem takovy soucet je mensi nez §. Druhy scitanec
€

|Ry| je téz mensi nez §, takze pro € > 0

[sm = 5| < (|t | + |@a, | + - - + [aa,

€ €
R, -4+ - =
)—|—] |<2—|—2 €

Odtud plyne, ze
nlbingosm: Zakn =35
n=1

a my jsme dokazali, Ze prerovnana rada konverguje k témuz souctu s, jako
fada puvodni, coz ukoncuje cely diikaz.

Pravé uvedena tvrzeni maji obrovsky vyznam. Pokud totiz dokazeme, Ze
dana nekonec¢na trada je absolutné konvergentni, nebude soucet vibec zavi-
set na tom, v jakém potadi jeji ¢leny sec¢teme. Absolutné konvergentni fadu
miizeme s¢itat pii jakémkoliv pferovnani jejich c¢lent. Pro absolutné kon-
vergentni fady plati také asociativni zdkon. To znamend, Ze Cleny absolutné
konvergentni fady lze libovolné uzavorkovat a ve vsech pripadech dojdeme k
témuz souctu. To nam umozni secist nékteré rady, které neslo secist pouze
pomoci vztahu pro soucet geometrické fady nebo vypoctem limity ¢astecnych
souct.

Priklad 12: Naleznéte soucet rady

() = (5

n=1

Protoze je pro véechna n € N — {0}

) -=CF)=<G)-

[e.°]
je tfada 21 [(%)n - sin (Z”T’Tﬂ absolutné konvergentni dle srovnavaciho
n=

o
kritéria, nebot (%)n je konvergentni geometricka rada. Mizeme tedy
n=1
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¢leny tady libovolné pferovnat ¢i seskupit, a najit tak jeji soucet.

Pro lepsi predstavu si nejprve rozepisme nékolik prvnich ¢lent:

> K%) 5111(2””)} = (%)lsin%’r—l—(%fsin %+(%)Ssm6—”+(§)48in8{+

n=1

+(%)5sm10—”+....

Funkce sinx je 2m-periodicka, takze sin 2% = sin 8, obdobné

sin 4{ = sin 107”

Pro hodnoty funkce sinus plati: sin 2; = *ég, sin 4?” = —? a sin%T =
sin 21 = 0.

Obecné mizeme napsat:
st”—7r = ? pron=3k+1,k=0,1,2,...

stg”: ‘égpron—3k+2 k=0,1,2,...
2n7r

sin <¥* =0 pron =3k, k=1,2,... (zde jde k az od 1, protoze ptivodni
radu nescitame od nuly)

Ptvodni fadu tedy miizeme rozepsat na tii geometrické rady, které bu-
deme umét secist, nasledujicim zptisobem:

S0 o)) = S0 SR 5 [0 GOS0

Tteti ¢len je suma samych nul a mtzeme jej vynechat. Zbyva tedy urcit

soucet rad § {(é)gkﬂ }—1— > [( )3k+2 (—‘ég)}

k=0

i% 13]{?4-1@_73%% l3k+1 @001 13k_731§3 13]{)_

3 2 -2 3 -2 3 \3 - 2 3 3 -
k=0 k=0 k=0 k=0
V3 2 i)k V3. 1 _\3.21 _ 93

— o=

6 =0 27 6 172—7 6 26 52
> 1\3*+2 (3 — VB l3k+2__ﬁ§i 1\ _

3 2 - 2 3 - 2 32 \3 -
— S o s () o S (1)

2 k:Og 3 2 9k:0 3 18 =0 27
_ V3. _1 3.2 _ 33

18 -1l = 18 26 52 °

Nyni jiz staci jen oba vysledky secist a dostaneme soucet ptvodni fady:

IOREIC SIEp {(é)gkﬂ : “ﬂ + 3 [(;)““” . (_éﬁ)] _

9v3 _ 3v3 _ 6vV3 _ 3V3

52 52 52 26 °
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Priklad 13: Naleznéte soucet rady:

1 1 1 1

> 1
da,=1+-—=+ +....
n=1

2 178 16 2
Tato fada bude absolutné konvergentni, protoze fada § la,| je kon-
n=1

o0

vergentni geometricka rada Y 2,1%1 s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem %
n=1

Abychom nasli soucet, nejprve upravime zaporné cleny rady:

EIE S TS U U TP S S R
2 4816 32 7 724 T4°8°16 32 "32 7

Nyni fadu rozdélime na dvé fady dil¢i. Prvni bude fada kladnych ¢lent

o0
(oznacme ji Y pp), druhd bude fada zapornych ¢lent (tu oznacime
n=1

> @n)- Dostaneme:
n=1

Spa=ltiriyiy 1y
DR T I S TN R

o0 1 1 1
p=-2-"=2- - =2 — — ...
— 4 32 256

Rada kladnych ¢lentt 3 p, je geometricka fada > 2"%1, proto s nale-
n=1 n=1

~ o0
zenim jejiho souctu nebude problém. Radu zapornych ¢lent " ¢, jesté
n=1

upravime:
2 L 2 L 2 ! =-2 <1 + = + = + >—
4 32 256 4 32 256 )

B (1_|_1+ 1 n )_ 1<1+1~|_1+ >_ 1§: 1
- \2 16 128 ) 2 28 26 T 2 4godn’
Dostavame opét geometrickou fadu, tentokrat s prvnim clenem 1 a
kvocientem 2%, Nyni obé fady secteme.

oo o 1 1
pn: — :2
nzz:l nz::l?"—l 1-1
> 11 1 1 1 8 4
PN Nt
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Soucet puvodni fady nyni nalezneme jako soucet téchto dvou dil¢ich

rad. . - . A
n=1 n=1 n=1

Je na misté znovu zduraznit, ze takovéto rozdélovani a prerovnavani clenti
fady pro vypocet jejich souctu lze provadét pouze v pripadé, ze je tato rada
absolutné konvergentni, protoze potom se prerovnanim vysledny soucet ne-
zméni. Pokud fada konverguje neabsolutné, mizeme jejim prerovnanim sou-
Cet zménit. Jak jsme ukazali v prikladé 11, fadu se stfidavymi znaménky
§ (—1)" Tl - jsme pierovnali tak, Ze soucet pferovnané fady byl polovi¢éni v

n=1

porovnani s ptivodni fadou. Nabizi se otazka, kolik réiznych souc¢tti mizeme
prerovnanim neabsolutné konvergentni fady ziskat, zda je tento pocet ome-
zen, atd. Odpoveéd prinasi nasledujici véta.

Véta 4.7:(Riemannova)
Necht fada § a, konverguje neabsolutné. Potom tuto fadu lze prerovnat
tak, aby: i
1. konvergovala k libovolnému A € R
2. divergovala k +o00
3. oscilovala.
Dikaz:

Bud nejprve A libovolné redlné ¢islo. Utvorme (analogicky jako ve vété 4.5)

(0.)
z Clenit dané neabsolutné konvergentni fady dvé divergentni fady > p, a
n=1

an+|an| _ |an| an

§ Gn, kde p, = =22 a g, = =222 Ty diverguji dle véty 4.5.

Bud pro urcitost A > 0. Vezméme z fady Z Pn nejmensi pocet prv-
nich ¢leni, aby JeJICh soucet prevysil ¢islo A. To je urcité mozné vzhledem

k divergenci fady Z pn k +00. K ziskanému souctu téchto ¢lentt budeme

n=1
postupné pribirat (od¢itat) ¢leny fady Z ¢» poCinaje prvnim tak, ze vez-

meme nejmensi pocet téchto ¢lentl, abychom dostali soucet mensi nez A. To
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[e.e]
je opét mozné diky divergenci rady Z ¢n- K ziskanému souc¢tu budeme po-

fadé pribirat cleny rady Z Pn, dokud opét nedostaneme soucet vétsi nez
A. Postupujeme li takto bez omezeni, dostaneme fadu sestavenou z c¢leni

rad E Dn @ Z Gn, tedy ze Clent ptivodni fady. Sestrojend fada konverguje
n= 1

a méa soucet A Je-li totiz ¢astecny soucet vétsi nez A, neprevysuje rozdll
mezi timto souctem a Cislem A posledni kladny ¢len vzaty z fady Z Dn-
Je-li obdobné ¢asteény soucet mensi nez A, nepfevysuje rozdil mezi tlmto

souctem a A absolutni hodnotu posledniho ¢lenu vzatého z Fady Z Gn-
n=1

[e.e)
Protoze vsak tfada ) a, konverguje je dle nutné podminky konvergence
n=1

lim a, = hm Dn = hm ¢, = 0, takze sestrojena fada konverguje k cislu
Zl_)o&bdobne se vyresi prlpad kdy A <0.

Necht jsou déna dvé rtzna realna cisla A < B. Analogicky, postupnym
vycerpavanim rad § Dn & ioj ¢n je mozné dostat soucty veétsi nez B a mensi
nez A, takze sestrorf]':eilé fadna: %aude oscilovat.

Bud Ay, As, ..., A,, ... libovolna rostouci posloupnost realnych ¢isel, ktera

diverguje k +00. Vezmeme z fady Y. p, poradé tolik ¢lenti, aby jejich soucet
n=1

[e.e)
prevysoval ¢islo A;. Potom pfidame prvni ¢len fady > ¢,. Dale vezmeme ze
n=1

zbyvajicich ¢lenu rady %O: pn tolik ¢lent, abychom jako soucet dostali ¢islo,
které bude veétsi nez A, Tf;:ﬁésledné vezmeme druhy ¢len fady zapornych clent
§ Gn- Postupujeme-li takto bez omezeni, dostaneme tfadu, ktera diverguje k
TOIO Je zfejmé, ze zcela analogicky bychom sestavili fadu divergujici k —oo,
takze rozbor moznych pripadi je uzavien.
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Ukoly a cviceni:

1. VysSetiete absolutni nebo neabsolutni konvergenci nasledujicich rad:

a) :1 % [konverguje absolutné]
b) n; % [konverguje absolutné]

[konverguje neabsolutné]

i
I

2 &
M1 8
Iﬂi
— f=
o
T
=

[diverguje]

3
Il
A

) 3 (*;)e’;n5 [konverguje absolutné]
n=1
f) > % [diverguje]

i
I

g) ni_ojl %ﬂnﬂ) [konverguje neabsolutné]
h) 52(—1)’“ (%)k [konverguje absolutng]
i) ki_ojl —1)*sin ( {“/11?4> cosk [konverguje absolutng]
j) %1 (_1);757,2?% [konverguje absolutné]
k) % %, a>0 [konverguje absolutné pro a > 1,
i neabsolutné pro a = 1, diverguje pro a < 1]
1) io: G ceR [konverguje absolutné pro ¢ € (—1;1),

1
n=1 n-Van3’

jinak diverguje]

m) 3 (;)\;:;2’ : [konverguje absolutné pro b € (—3;3),

n=1
neabsolutné pro b = 3, jinak diverguje]

2. Sectéte rady:

) 5 -3
S (o) + 5]+ £ [ - (o)) 1
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5. Soudéin rad

V kapitole 2 jsme zavedli pojem souctu nekonec¢nych fad a nasobku fady
realnou konstantou. Ukazali jsme, ze pokud jednotlivé fady konverguji, kon-
verguje i jejich soucet a konstantni nésobek (t. j. jejich linearni kombinace).
Nyni pfistoupime k zavedeni pojmu soucinu fad, ukdzeme, za jakych podmi-
nek je tento soucin konvergentni a jak zjistit jeho hodnotu.

Definice 5.1:

00 00 - 00
Necht Y a, a > b, jsou nekonecné ¢iselné fady. Radu Y ¢,,
n=1 n=1 n=1

n o0 o
kde ¢, = Y agb,_g+1 nazveme soucinem tad > a, a Y. b,. (nebo téz sou-
k=1 n=1 n=1

o (0]
¢inovou Yadou pro fady > a, a 3 b,)°
n=1 n=1

Zavedeni soucinu timto predpisem je prirozené. Pokud bychom néasobili

n m
konecné soucty 3. ar a . b; dostaneme:
k=1 j=1

(ay+ag+...+ay) (b1 +bs+...4by) =

:a1b1+a1b2—|—...—l—albm—l—azbl+...+a26m+...—|—anbl+...+anbm.

Pro soucin nekonec¢nych rad dostavame:

a1b1 + albg + ...+ albn +
a2b1 + a2b2 + ... + CLan +
apbi + axby + ... + apb, +

o0 n
9Pokud meze séitaciho indexu za¢inaji v nule, je soucinova fada tvaru > < > ag bnk>
n=0 \k=0
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Tedy soucin nekonec¢nych rad znézornujeme ”nekonecnou matici”. Pro ¢leny

o
soucinové fady Y ¢, plati dle definice:
n=1

n
Cn = > kbn_py1-
k=1
Rozepisme si pro ukézku nékolik prvnich ¢leni:

c1 = aiby
Cy = a1b2 + CLle
cs = a1bs + axby + asb;

Ch = albn + Cl,gbn_l + ...+ CLnbl

Podivame- li se na schéma v matici, s¢itame cleny po vedlejsich tuhloptickach.
Definice soucinu je takto nejvyhodnéjsi. Nasledujici véta se zabyva otazkou
konvergence a hodnoty souc¢tu soucinové rady.

Véta 5.1:

o0 (o] o0
Necht fady Y a, a > b, absolutné konverguji. Oznacme 3 a, = A a
n=1 n=1 n=1

> b, = B jejich soucty. Pak soucinova rfada ) (Z akbn_k+1> také ab-
n=1 n=1 \k=1
solutné konverguje a jeji soucet je roven A - B.

Dukaz:

Ozna¢me pro piehlednost ¢, = > apb,_r11 tak, jako v definici 5.1. Budeme
k=1

o0
nyni zkoumat ¢astecné soucty fady Y |c,| (oznacme je o,,)
n=1

on = le1| 4+ |e2| + ..+ |

Nejvétsi z indexid ¢ ¢lent a;, které se vyskytuji v souctech cq,...,¢c, je n.
Stejné tak je n nejvétsi z indexd j clend b;, které se vyskytuji v souctech
Cly...,Cp.

Potom plati:

on = |e1|+|ea|+. e < (Jar|+- - Flan])-(|br]+. . +]ba]) = Z ]ak\~z |b; ]
k=1 j=1

[&.°] &)
Protoze tady > a, a Y b, absolutné konverguji dle predpokladu véty, jsou
n=1 n=1
n n
Castecné soucty Y- |ax| a
k=1 '

bj| omezené. Existuji tedy kladné konstanty
7=1
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n n

K a L tak, ze Y |ay| < K a Y |bj| < L. Z toho plyne, ze 0,, < K - L a
k=1 j=1

castecné soucty o, jsou proto omezené. Z omezenosti soucti o, jiz plyne, ze

[o.¢] [o.¢] o0 n
fada Y |c,| konverguje, takze fada Y- ¢, = 2 <Z akbn_kH) konverguje
e n=1 =1 \k=1

absolutné.

Aby byl dtikaz tuplny, ukdzeme jestée, ze souéinové fada mé soucet A - B.

Pti néasobeni n-tych castec¢nych souctt rad Z ay a Z b, po clenech do-
n=1

staneme n? soufinil tvaru a;b;. V nekoneéné matici, ve kterou jsme roze-

psali soucin nekonec¢nych fad, by slo o ¢tvercovou submatici, jejiz prvky
[e.°]

m;; = a;b;, 1,7 = 1,2,...,n. Z téchto prvki sestavime fadu }° dj takto:
k=1

Ke ¢lenu a1b; (matice 1 x 1) piipojime zbyvajici ¢leny druhé ¢tvercové ma-

tice, pak pripojime zbyvajici ¢leny tieti ctvercové matice, atd.

Z dk = a1b1 + a1b2 + Clgbg + (lgbl + a163 + a2b3 + a3b3 + a362 + a3b1 + ...
k=1

Vysetreme nym konvergenci této fady. Oznacime-li n-ty ¢astecny soucet

Z b, = t, a Z ai = S,, potom soudet prvnich n? élentt vySetiované fady
k=1

bude roven Z ay - Z by = s, - t,. Posloupnost téchto soucinti predstavuje
k=1 k=1
vybranou posloupnost ¢aste¢nych soucti 0,2 vysetfované fady. Protoze rady

o [o.¢] n
> ap a Y by absolutné konverguji, jsou omezené ¢asteéné soucty > |ay| a
k=1 k=1 k=1

n
> |bk|, takZe je omezeny i jejich soucin. Ozna¢me n-ty ¢asteény soucet fady
k=1

> |dg| = of. Pak zfejmé plati:
k=1

n n

n <> lak] - D [bal-

k=1 k=1

Protoze ¢astecné soucty na pravé strané jsou omezené, jsou omezené i soucty

*

[e.e]
ot a fada Z |dx| je proto konvergentni. Z toho plyne, Ze vySetfovana fada

Z dj, bude absolutné konvergentni a jeji soucet najdeme jako hm Op2.
k=1

lim 0,2 = lim (s, - t,) = lim s, - nlirrolotn = A-B.

n—oo n—oo n—oo

[ee)
Protoze je fada Y d; absolutné konvergentni, mizeme jeji ¢leny libovolné
k=1
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prerovnat a uzavorkovat, aniz by se zmeénil jeji soucet. Prerovnani a uzavor-
kovani provedeme takto:

a1b1 -+ (albg + agbl) + (a1b3 + CLng + (lgbl) +

To je jiz dle definice souc¢inova rada Z <Z apbn,— k+1> a ma stejny soucet

jako Tfada Z dy, tedy A - B. Tim je dikaz ukoncen.
k=1

Podstatnou podminkou pro to, aby soucinova fada konvergovala je abso-
lutni konvergence nasobenych fad. Pro neabsolutné konvergentni fady véta
neplati. Demonstrujeme to na dvou prikladech.

Priklad 1: Uvazujme fadu:
(1
n=1 \/ﬁ '
Tato tada je dle Leibnizova kritéria neabsolutné konvergentni. Vyna-
sobme ji se sebou samotnou. Dostaneme:

= (DL (DO (—1)r-1

[e.9] [e.9] n 1

:nz::l< nlzxf \/n—k+ 72(_1)”1;@-@—%1)'

n
Oznac¢ime-li n-ty ¢len sou¢inové fady ¢, pak ¢, = (—=1)""1 3 S —

Pro tyto cleny plati:

o] = 1 . 1 . 1
Cn ..
%1 n \/2 n—1) /3 -(n-2)
> L L Ly
“Vvn-n  n-n o n

nx

Protoze |c,| > 1 nebude splnéna nutnd podminka konvergence, protoze
limita lim ¢, # 0. Z toho plyne Ze soucinova fada neni konvergentni.
n—oo
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Priklad 2: Vynasobme samu se sebou fadu

nz::l (n+1)

In

Rada je neabsolutné konvergentni dle Leibnizova kritéria. Dle definice
soucinu dostaneme:

S (=DF G
;;m(mn ‘In((n—k+1)+1)

=2 (-1 gln(k+1)-ln(n—k+2)'

n=1

n
Pro n-ty ¢len ¢, soucinové fady plati : ¢, = (—1)""! 3
k=1

1
In(k+1)-In(n—k+2)

Pro vysetieni konvergence rfady si tento ¢len rozepiSme a odhadnéme:

1 1 1 1
>
In2-In(n+ 1)+1n3 . lnn+ln4 -In(n — 1) In(n+1)-In2 —

|n| =

1 1 n
> =
“In(n+1)-In(n+1) In(n+1)-In(n+1) In*(n+1)

nx

Vypocteme limitu n-tého ¢lenu.

. . n
lim ¢, = lim ———
Nejprve najdeme limitu lim —*— realné funkce realné proménné z
=00 In*(z+1)

ktera bude dle Heineho véty rovna hledané limité. K vypoctu uzijeme
I"'Hospitalova pravidla (pfedpoklady pro jeho pouziti si ¢tenaf oveii):

lim ——" iy 1 TR ek SR 7
=0 In*(z4+1) e~ 2In(r+1)- ~5 =% 2In(z +1)

/ 1 1

= lim ——— = limw—i_ =400 = lim2+z+oo.

V tomto ptripadé dokonce sama posloupnost ¢lenti fady diverguje k +oo,
takze soucinova fada nemuze byt konvergentni.
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V pripadé, Ze nasobené rady konverguji absolutné, jiz bude soucinova
fada konvergentni a to také absolutné. Soucin fad je pak uzite¢nou operaci
a to predevsim pri praci s funkénimi fadami, jejichz vyklad prekracuje ra-
mec této prace. Ukazme si nékteré ptiklady, jak soucin fad najit a k jakym
zaverum se lze dopracovat.

Priklad 3: Urcete soucin fad:

(e%e] an e e} (_a)n
ﬁ’ Z n‘ y a € R
n=0 """ n=0 :

Uzijeme-li limitnitho D’Alembertova podilového kritéria, snadno uka-
zeme, ze obé fady jsou absolutné konvergentni pro libovolné realné ¢islo
a. Souc¢in bude proto také absolutné konvergentni fada. Druhou z fad

o v v x (70,)77' oS (71)”@” 4 v
muZeme piepsat takto: > ~—7 = 3° ~—/—. Rozepiseme soucinovou
n=0 ’ =0 ’

fadu dle definice. Dostaneme'

o

nz::i — k) :iz '

Nyni rozsifime zlomek vyrazem n!:

nkn nkn

ZZH szl .

n=0 k=0 ! n=0 k=0
Rozsiteni jsme provedli proto, ze vyrazy m predstavuji kombinacni
c¢isla, takze radu upravime takto:

X g N (_1)nfkn|

k=0
v Ll k(n vV 7 v
Soucet Y- (—1)"~ <k> jesté pro nazornost rozepiseme:

é(—w—k (Z) - (—1)”@ + (—1)n—1® T (—1)°<Z>.

Tento soucet je vsak pro vSechna n # 0 nulovy, nebot’ jej lze brat jako
binomicky rozvoj (1—1)". Pouze pron = 0 je soucet Z (=1)" k( ) —1,

takze soucinova fada je az na ¢len n = 0 tvofena nulovyml Cleny Jeji

0 .
soucet je tudiz roven §; - 1 = 1, takZze soucin rad § aa § o — je

pro libovolné realné a roven jedné.
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Pozndmka: Kdybychom na R zavedli funkci f : f(a) =

nalezeny vysledek lze napsat takto: f(a) - f(—a) = 1. Tuto vlastnost ma
exponencialni funkce. A lze skutecné ukazat v teorii funkénich fad, Ze fada

tak prave

nl?

S n v ’ ’ 7z 7 v 7 7’ . ’ v
> 7 = €’ pro vSechna realna x. Tim vyklad trochu pfedbihdme, nicméné
n=0 "

vyuzijme této skutecnosti pro dalsi procviceni prace se souc¢inem fad.

Priklad 4: Naleznéte soucinovou fadu pro rady:

Z 7', Z 7', a, b c R
n—0 n: n—0 n!

Obé fady jsou absolutné konvergentni pro libovolna realna ¢isla a, b, coz
snadno ukézeme uzitim limitniho D’Alembertova podilového kritéria.
Proto i jejich soucinova fada bude absolutné konvergentni. NapiSme
jejich soucin dle definice:

T D ML

n=0 k=0 (n moi—o K

Obdobné jako v predchozim ptikladé rozsifime zlomek vyrazem %,
abychom mohli zlomky s faktorialy nasat pomoci kombinacnich ¢isel:

- n! akpnk akprt —
Zzn| k" /{2) b Z Zk' b -

n=0 k=0

Z Z(Z)akb”k:ii (a+b)" fj at by

n=0 n=0

binomicka véta

Pokud zavedeme funkei f: f(z) = § £ pro x € R, miZeme vysledek

predchoziho vypoctu zapsat: f(a) - f(b) = f(a + b). Kdyz uvazime, ze
> L = ¢® (jak jsme uvedli v predchozi poznamce), je piiklad dfika-

n!

zem vztahu: e* - ¥ = " Y pro x,y € R.
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Ukoly a cviceni:
1. Rozhodnéte a zdivodnéte, zda konverguje (pokud ano, rozepiste prvni
tii ¢leny) soucinova fada vytvofend z fad:

00 00
sinn (=)™
a’) 3n Zl n2
n=

b) X arctann )y (=1)"*1 cos(n?)

3 9 n
n=1 " n=1 2

Névod: Vysetfete absolutni konvergenci obou fad a uZijte definice soucinu.

2. Naleznéte soucet fady § k-q* |q <1. [(lf 5]
=0 a)

- 2
Névod: Zkoumejte fadu (Z qk>
k=0
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