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Na jednoduchou otázku �Co je to tenzor?� není jednoduchá
odpov¥¤:

I pro informatika je to zobecn¥ná matice (s více neº 2 indexy)
I pro fyzika je to spí² zobecn¥ný vektor (s více neº jedním

indexem). Typický první p°íklad je tenzor setrva£nosti, coº
je vlastn¥ spí² kvadratická forma (vlastní vektory = hlavní
osy, vlastní £ísla = hlavní momenty). Obvyklá de�nice bývá
�objekt reprezentovaný v·£i bázi zobecn¥nou maticí s n
indexy, spl¬ující ur£ité transforma£ní vlastnosti p°i
p°echodu do jiné báze� . Báze bývají ortonormální (tj.
matice p°echodu ortogonální). Tenzor je £asto funkcí polohy
v prostoru, tj. je to vlastn¥ tenzorové pole.

I v matematice je n¥kolik r·zných p°ístup· k de�nici
tenzoru. My zvolíme ten, v n¥mº je to ur£itý druh
zobrazení. Objekty, které jsme uº potkali (vektory,
endomor�smy, bilineární formy) budou pak speciálními
p°ípady tenzor·. Budeme mluvit o algebraických
vlastnostech tenzor·, tedy nikoli o tenzorových polích.



Nech´ V je vektorový prostor nad F. Lineární zobrazení
φ : V → F se nazývá lineární forma. Je-li B = (vi)

n
1 báze V ,

I (φ(v1), . . . , φ(vn)) = [φ]K1
B =: [φ]B je °ádkový vektor (1× n

matice) reprezentující φ v·£i B, tedy φ(v) = [φ]B[v]B.
I Prostor Hom(V,F) v²ech lineárních forem na V se nazývá

duální prostor k V a zna£í se V ∗.
I Posloupnost B∗ := (φi)n1 ⊂ V ∗, kde [φi]B = eTi (£i

alternativn¥ φi(vj) = δij), se nazývá duální báze k B.

P°íklady

I φ : R2 → R, φ((x1, x2)
T ) = 2x1 − 5x2

I φ : Rn×n → R, φ(A) = TrA

I φ : P (x,R)→ R, φ(p) = p(0)

I φ : C0([0, 1],R)→ R, φ(f) =
∫ 1
0 f(x)dx

Lineárním formám se °íká téº lineární funkcionály £i kovektory.



Nech´ B = (ei)
n
1 , B

′ = (e′i)
n
1 jsou dv¥ báze V , v ∈ V , R = [Id]BB′ .

Reprezentace vektoru a její zm¥nu p°i zm¥n¥ báze jsme zna£ili

[v]B =

v1...
vn

 , [v]B
′

=

v
′
1
...
v′n

 , vi =

n∑
j=1

rijv
′
j , e′i =

n∑
j=1

rjiej

V tenzorovém po£tu se zavádí n¥kolik konvencí: indexy
sou°adnic vektor· se pí²í naho°e, °ádkový index matice
p°echodu také, vynechává se suma p°i s£ítání p°es index
vyskytující se jednou v horní a jednou v dolní poloze.

v = viei = v′ie′i, vi = Ri
jv
′j , e′i = Rj

i ej

Prost°ední vztah lze p°epsat jako v′j = (R−1)jiv
i.



Prvky duálních bází B∗, B′∗ zna£íme e1, . . . , en, resp.
e′1, . . . , e′n, tedy ei(ej) = δij , e

′i(e′j) = δij . Platí tudíº

ei(v) = ei(vjej) = vjei(ej) = vjδij = vi

a podobn¥ e′i(v) = v′i, platí proto ei = Ri
je
′j . Reprezentace

α ∈ V ∗ je pak α = αie
i, kde αi = α(ei). Platí

α′i = α(e′i) = α(Rj
i ej) = Rj

iα(ej) = Rj
iαj

Odvozené transforma£ní vztahy m·ºeme shrnout do tabulky:

Objekt maticov¥ tenzorov¥

prvky báze V e′i =
∑

j ejRji e′i = Rj
i ej

prvky báze V ∗ e′i =
∑

j(R
−1)ije

j e′i = (R−1)ije
j .

sou°. vektoru ([v]B
′
)T = ([v]B)T (R−1)T v′i = (R−1)ijv

j

sou°. kovektoru [α]B′ = [α]BR α′i = Rj
iαj

�íkáme, ºe prvky báze V a sou°adnice kovektoru se transformují
kovariantn¥, zbylé dva objekty kontravariantn¥. Matice
(R−1)T =: R−T se nazývá matice kontragredientní k R.



Definice

Nech´ X,Y jsou mnoºiny a f : X → F, g : Y → F dv¥ funkce na
t¥chto mnoºinách. Jejich tenzorovým sou£inem rozumíme funkci

f ⊗ g : X × Y → F
: (x, y) 7→ f(x)g(y)

Uvaºujme lineární formy α, β ∈ V ∗, pak α⊗ β je zobrazení z
V × V do F lineární v obou argumentech, tedy bilineární forma.
β ⊗ α je obecn¥ jiná bilineární forma (tj. tenzorový sou£in není
komutativní). Je ale asociativní ♣, tedy má smysl de�novat
zobrazení α1 ⊗ . . .⊗ αk, kde αi ∈ V ∗. Je to p°íklad multilineární

formy, tj. zobrazení z V × . . .× V do F, které je lineární ve
v²ech k argumentech.



Bilineární formu g jsme vzhledem k bázi reprezentovali maticí
[g]B := (g(ei, ej))

n
i,j=1. Pro formu typu α⊗ β to znamená

[α⊗ β]B = ((α⊗ β)(ei, ej))
n
i,j=1 = (α(ei)β(ej))

n
i,j=1 = [α]TB[β]B,

coº je matice hodnosti 1. Pro LK hrse
r ⊗ es takových forem pak

[hrse
r⊗ es]B = (hrse

r(ei)e
s(ej))

n
i,j=1 = (hrsδ

r
i δ

s
j )ni,j=1 = (hij)

n
i,j=1

Tedy £ísla g(ei, ej) jsou sou°adnicemi bilineární formy vzhledem
k bázi (ei ⊗ ej)ni,j=1 prostoru v²ech bilineárních forem na V .

Definice

Je-li T k-lineární forma na V , pak její reprezentace [T ]B
vzhledem k bázi B je soubor £ísel (Ti1,...,ik), kde
∀j : ij ∈ {1, . . . , n} a Ti1,...,ik := T (ei1 , . . . , eik).

Prostor v²ech k-lineárních forem na V ozna£me Tk(V ). Mnoºina

(B∗)k = (ei1 ⊗ . . .⊗ eik |i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n})

je ♣ bází Tk(V ) a [T ]B jsou ♣ sou°adnice T v·£i této bázi.



Prostory V a V ∗ mají stejnou dimenzi, jsou tedy izomorfní.
T¥chto izomor�sm· je ale mnoho, tudíº nelze najít pro vektor
v ∈ V n¥jaký kanonicky p°i°azený kovektor ve V ∗. Jinak je to ale
s druhým duálem (V ∗)∗. De�nujme fv : V ∗ → F jako zobrazení,
které kovektoru α ∈ V ∗ p°i°adí hodnotu fv(α) := α(v). Pak

I zobrazení fv je lineární a je nulové práv¥ kdyº v = o ♣
I zobrazení Φ : V → (V ∗)∗ de�nované Φ(v) = fv je lineární ♣
I zobrazení Φ je prosté ♣, je to tedy izomor�smus (v p°ípad¥

kone£né dimenze V , jinak platí pouze prostota)

Kanonický izomor�smus Φ umoº¬uje ztotoºnit vektor v s
�ko-kovektorem� fv. Díky tomu m·ºeme chápat vektory jako
zobrazení a de�novat jejich tenzorový sou£in (bivektor):

(v ⊗ w)(α, β) := (fv ⊗ fw)(α, β) = fv(α)fw(β) = α(v)β(w)

Prostor v²ech k-vektor· na V ozna£me T k(V ), bází v n¥m je ♣

(B)k = (ei1 ⊗ . . .⊗ eik |i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n})



Multilineární formy se nazývají téº kovariantní tenzory a
multivektory kontravariantní tenzory. Tenzory jsou i smí²ené:

Definice

Nech´ V je vektorový prostor. Symbolem T p
q (V ) ozna£íme

mnoºinu v²ech zobrazení

T : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q

7→ R,

která jsou lineární v kaºdém argumentu. Mluvíme o mnoºin¥
p-krát kontravariantních a q-krát kovariantních tenzor· na V
nebo téº o tenzorech typu (p, q). �íslo p+ q se ozna£uje jako
stupe¬ tenzoru. Sou°adnicemi £i reprezentací [T ]B tenzoru
T ∈ T p

q (V ) vzhledem k bázi B = (ei)
n
1 ve V rozumíme soubor

£ísel
T
i1...ip
j1...jq

:= T (ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejq)

O dolních indexech hovo°íme jako o indexech kovariantních a
horní se nazývají indexy kontravariantními.



Transforma£ní vztah pro sou°adnice tenzoru plyne z dosazení
e′b = Rj

bej a e
′a = (R−1)ai e

i do de�nice sou°adnic:

T
′a1...ap
b1...bq

= (R−1)a1i1 . . . (R
−1)

ap
ip
Rj1

b1
. . . R

jq
bq
T
i1...ip
j1...jq

Pro bilineární formy to znamená

T ′rs = Ri
rR

j
sTij neboli maticov¥ [T ]B′ = RT [T ]BR

Pro bivektory

T ′rs = (R−1)ri (R
−1)sjT

ij neboli maticov¥ [T ]B′ = R−1[T ]B(R−1)T

Pro tenzory typu (1, 1) pak

T ′rs = (R−1)riR
j
sT

i
j neboli maticov¥ [T ]B′ = R−1[T ]BR

Poslední vztah p°ipomíná transformaci matice endomor�smu.
Skute£n¥ je moºné prostory T 1

1 (V ) a End(V ) kanonicky
ztotoºnit ♣.


