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Na jednoduchou otézku ,,Co je to tenzor?“ neni jednoducha
odpovéd:
» pro informatika je to zobecnéna matice (s vice nez 2 indexy)

» pro fyzika je to spi§ zobecnény vektor (s vice nez jednim
indexem). Typicky prvni pfiklad je tenzor setrvac¢nosti, coz
je vlastné spi§ kvadratickd forma (vlastni vektory = hlavni
osy, vlastni ¢isla = hlavni momenty). Obvykla definice byva
,objekt reprezentovany vici bazi zobecnénou matici s n
indexy, spliujici uréité transformacni vlastnosti pii
prechodu do jiné baze*. Baze byvaji ortonormalni (t;j.
matice pfechodu ortogonalni). Tenzor je ¢asto funkci polohy
v prostoru, tj. je to vlastné tenzorové pole.

» v matematice je nékolik rdznych pristupt k definici
tenzoru. My zvolime ten, v ném?z je to urcéity druh
zobrazeni. Objekty, které jsme uz potkali (vektory,
endomorfismy, bilinedrni formy) budou pak specidlnimi
piipady tenzord. Budeme mluvit o algebraickych
vlastnostech tenzort, tedy nikoli o tenzorovych polich.



Necht V je vektorovy prostor nad F. Linearni zobrazeni
¢ : V — F se nazyva linedrni forma. Je-li B = (v;)} baze V,

> (P(v1), ..., d(vn)) = [B]5" =: [¢]p je Fadkovy vektor (1 x n
matice) reprezentujici ¢ vid B, tedy ¢(v) = [¢]g[v]P.

» Prostor Hom(V,F) v8ech linearnich forem na V' se nazyva
dudlni prostor k 'V a znaéi se V*.

» Posloupnost B* := (¢°)} C V*, kde [¢%]p = el (¢i
alternativné ¢'(v;) = 5}), se nazyva dudlni bdze k B.

PRIKLADY
» ¢:R?2 5 R, ¢((21,22)") =221 — 5o
» o R 5 R p(A)=Tr A
> ¢: P(z,R) = R, ¢(p) = p(0)
> ¢:C°([0,1],R) > R, 6(f) = [5 f(x)dz

Linearnim formam se ¥ika téz linedrnd funkciondly & kovektory.



Necht B = (e;)}, B’ = (€l)} jsou dvé baze V, v € V, R = [Id]5,.
Reprezentace vektoru a jejl zménu pii zméné baze jsme znadili
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V tenzorovém poctu se zavadi nékolik konvenci: indexy
soufadnic vektord se pisi nahote, faddkovy index matice
pirechodu také, vynechavi se suma pfi s¢itani pfes index
vyskytujici se jednou v horni a jednou v dolni poloze.

. i : - ) .
v=1'e, =v"¢;, v =R7, e = Rle,

Prostfedni vztah lze p¥epsat jako v/ = (Rfl)‘gvi.



Prvky duélnich bazi B*, B" znatime e',...,e", resp.
et e tedy el(e) = e (e 0= 5Z Plati tudiz

e'(v) = e'(vVe;) = viel(e;) = vj5§ = ¢

a podobné e’ (v) = v't, plati proto ¢! = Ré»e’j. Reprezentace
a € V* je pak a = aze’, kde a; = afe;). Plati

o) = ale}) = a(Rlej) = Rla(e;) = Rla;

Odvozené transformaé¢ni vztahy miizeme shrnout do tabulky:

Objekt maticové tenzorové
prvky baze V e; =) ;i ¢} = Rle;
prvky baze V* et = Zj(R_l)ijej et = (R‘l)éej
sout. vektoru  ([o]?)T = ([o]?)T(R™)T o' = (R™)j0!
souf. kovektoru la]p = [a]pR L= Rla;

f{ikame, ze prvky béaze V a soufadnice kovektoru se transformuji
kovarianiné, zbylé dva objekty kontravariantné. Matice
(R~Y)T =: R~T se nazyva matice kontragredientni k R.



DEFINICE
Necht XY jsou mnoziny a f: X — F, g:Y — F dvé funkce na
téchto mmnozinach. Jejich tenzorovim soucinem rozumime funkci

f@g: X xY >F
H(z,y) = f()g(y)

Uvazujme linearni formy o, 8 € V*, pak a ® 8 je zobrazeni z

V x V do F linearni v obou argumentech, tedy bilinedrni forma.
B ® a je obecné jina bilinearni forma (tj. tenzorovy soucin neni
komutativni). Je ale asociativni &, tedy ma smysl definovat
zobrazeni a1 ® ... R ag, kde a; € V*. Je to pitklad multilinedrni
formy, tj. zobrazeni z V x ... x V do F, které je linedrni ve
v8ech k argumentech.



Bilinearni formu g jsme vzhledem k bézi reprezentovali matici
9] = (g(ei, €))7 j—1- Pro formu typu o ® B to znamena

[ ® Blp = ((a @ B)(es )i j=1 = (ale)B(e)))} =1 = [d5 6] B,

coZ je matice hodnosti 1. Pro LK h,se" ® e® takovych forem pak
[hrse” ®e’]p = (hrser(ei)es(ej));szl = (hrs(szr‘s;)?,j:l = (hij)?,jzl
Tedy ¢isla g(e'i, e;) jsou soufadnicemi biline4rni formy vzhledem
k bazi (e’ ® e)}';_; prostoru vSech bilinearnich forem na V.

DEFINICE

Je-li T' k-linearni forma na V', pak jeji reprezentace [T]p
vzhledem k béazi B je soubor &isel (T3, ;, ), kde
Vitize{l,...,n}aTy i =T(ei,...,e€).

Prostor vSech k-linearnich forem na V' ozna¢me T} (V). Mnozina
(B = (" @...@e*iy,... i, € {1,...,n})

je & bazi Ti,(V') a [T]p jsou & soufadnice T vidi této bazi.



Prostory V' a V* majf stejnou dimenzi, jsou tedy izomorfni.
Té&chto izomorfismi je ale mnoho, tudiz nelze najit pro vektor
v € V né&jaky kanonicky pfifazeny kovektor ve V*. Jinak je to ale
s druhgm dudlem (V*)*. Definujme f, : V* — F jako zobrazeni,
které kovektoru o € V* piifadi hodnotu f,(«) := a(v). Pak
» zobrazeni f, je linearni a je nulové pravé kdyz v =0 &
» zobrazeni ® : V — (V*)* definované ®(v) = f, je linearni &
» zobrazeni ® je prosté &, je to tedy izomorfismus (v pfipadé
kone¢né dimenze V, jinak plati pouze prostota)

Kanonicky izomorfismus ® umoziiuje ztotoznit vektor v s
,ko-kovektorem*“ f,. Diky tomu mutzeme chéipat vektory jako
zobrazeni a definovat jejich tenzorovy soucin (bivektor):

(v@w)(e, B) = (fo ® fu)(a, B) = fol@) fu(B) = a(v)f(w)
Prostor viech k-vektorti na V oznaéme T%(V), bazi v ném je &

(B = (e, ®...®elit,...,ix € {1,...,n})



Multilinedrni formy se nazyvaji téz kovariantni tenzory a
multivektory kontravariantni tenzory. Tenzory jsou i smiSené:

DEFINICE
Necht V' je vektorovy prostor. Symbolem T2 (V') ozna¢ime
mnozinu vSech zobrazen{

T:V'x .. xV*xVx...xVe=R,

q

p

ktera jsou linearnf v kazdém argumentu. Mluvime o mnoZiné
p-krdt kontravariantnich a q-krdt kovariantnich tenzori na V
nebo téz o tenzorech typu (p,q). Cislo p + ¢ se oznacuje jako
stuperi tenzoru. Soufadnicemi ¢i reprezentact [T']p tenzoru
T € TP(V) vzhledem k bézi B = (e;)} ve V rozumime soubor
cisel o
11--tp 7:1 ) . .
gy = T, ...,e" ej,...,€j,)
O dolnich indexech hovofime jako o indexech kovarianinich a
horni se nazyvaji indexy kontravariantnims.



Transformaéni vztah pro soufadnice tenzoru plyne z dosazen{
e, = Rlej a € = (R™)%" do definice souradnic:

Ty = (RS (R R RPT

bi...bq i1 q” J1---Jq
Pro bilinearni formy to znamena
T!, = R.RIT;; neboli maticové [T]p = RT[T|gR
Pro bivektory

T = (R (R™")5T% neboli maticové [T]p = R [T]p(R™ )T

(2
Pro tenzory typu (1, 1) pak
T = (R™"); RIT} neboli maticové [T]p = R~'[T]|pR

Posledni vztah pfipomind transformaci matice endomorfismu.
Skutecné je mozné prostory T (V) a End(V) kanonicky
ztotoznit .



