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P°ipome¬me nejprve, co je reprezentace vektoru vzhledem k
bázi. Pokud B = (v1, . . . , vn) je báze prostoru V nad F a
v =

∑n
i=1 rivi ∈ V , pak je reprezentace vektoru v vzhledem k B

aritmetický vektor

[v]B :=


r1
r2
...
rn


Je jednodu²e vid¥t ♣, ºe ∀r, s ∈ F, ∀u, v ∈ V

[ru+ sv]B = r[u]B + s[v]B

S podobnou vlastností uº jsme se setkali v úvodní kapitole.
Znamená, ºe zobrazení [ ]B : V → Fn, které p°i°azuje vektoru v
jeho reprezentaci, je lineární.



Definice

Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F a f : V →W je
zobrazení spl¬ující ∀r, s ∈ F, ∀u, v ∈ V

f(ru+ sv) = rf(u) + sf(v)

Takové f nazýváme lineární zobrazení.

P°íklady

I FA : Fn → Fm, FA(x) = Ax, A ∈ Fm×n

I f : Fn×k → Fm×k, FA(X) = AX

I g : Pn(x,R)→ Pn−1(x,R), g(p(x)) = d
dxp(x)

I h : F (R,R)→ R, h(φ) = φ(7)− φ(π)
I [ ]B : V → Fn



V úvodní kapitole jsme vyvodili, ºe lineárnímu zobrazení
f : Fn → Fm m·ºeme p°i°adit matici A = (a1| . . . |an), jejíº i-tý
sloupec je obrazem i-tého vektoru kanonické báze, tedy
f(ei) = ai. Tuto de�nici m·ºeme roz²í°it na obecné lineární
zobrazení:

Definice

Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V →W je
lineární zobrazení, B = (v1, . . . , vn) je báze V , C = (w1, . . . , wm)
je báze W . Pak matici

[f ]CB :=
(
[f(v1)]

C
∣∣[f(v2)]C∣∣. . .∣∣[f(vn)]C)

nazýváme reprezentací lineárního zobrazení f vzhledem k bázím

B a C.

Pokud B = (e1, . . . , en) ⊂ Fn, C = (e1, . . . , em) ⊂ Fm, vidíme,
ºe

[f ]CB = (f(e1)|f(e2)| . . . |f(en))



P°íklad

Uvaºujme zobrazení g : P 2(x,R)→ P 1(x,R), g(p(x)) = d
dxp(x),

a báze B = {1, x, x2} ⊂ P 2(x,R), C = {1, x} ⊂ P 1(x,R).
Reprezentace obecného prvku prostoru P 2(x,R) vzhledem k
bázi B je

[ax2 + bx+ c]B =

cb
a


Obrazy prvk· báze B (£ili derivace monom·) jsou

g(1) = 0, g(x) = 1, g(x2) = 2x

a jejich reprezentace vzhledem k bázi C jsou

[g(1)]C =

(
0
0

)
, [g(x)]C =

(
1
0

)
, [g(x2)]C =

(
0
2

)
,

tedy reprezentace g vzhledem k B a C je [g]CB =

(
0 1 0
0 0 2

)
.



Uvaºujme lineární zobrazení FA : R2 → R3, dané p°edpisem

(
x1
x2

)
7→

 1 1
1 0
−2 1

(x1
x2

)
≡ Ax

Pokud Kn ozna£uje kanonickou bázi v Fn, pak [FA]
K3
K2

= A.
Zvolme jiné báze neº kanonické: B = {(1, 2)T , (1, 3)T },
C = {(1, 1, 0)T , (1, 0, 0)T , (0, 0, 1)T }. Ur£íme

FA

((
1
2

))
=

3
1
0

 , FA

((
1
3

))
=

4
1
1


Zbývá najít reprezentaci obou vektor· vzhledem k C 1 1 0 3 4

1 0 0 1 1
0 0 1 0 1

 ∼
 1 0 0 1 1

0 1 0 2 3
0 0 1 0 1

⇒ [FA]
C
B =

1 1
2 3
0 1





Tvrzení

Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V →W
lineární zobrazení, B báze V , C báze W , v ∈ V . Pak

[f(v)]C = [f ]CB[v]
B

D·kaz.

Platí v =
∑n

i=1 rivi, kde (r1, . . . , rn)
T = [v]B, pak

[f(v)]C =

[
n∑

i=1

rif(vi)

]C
=

n∑
i=1

ri[f(vi)]
C = [f ]CB[v]

B

Nejprve jsme vyuºili linearitu f , pak linearitu [ ]C a nakonec
de�nici sou£inu matice a vektoru.



Bijektivní lineární zobrazení se nazývá izomor�smus.
P°ipome¬me, ºe FA je izomor�smus, práv¥ kdyº A je regulární
matice. To se dá snadno zobecnit.

Tvrzení

Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V →W
lineární zobrazení. Pak jsou následující výroky ekvivalentní:

1. f je izomor�smus

2. Pro v²echny dvojice bází B ⊂ V , C ⊂W je [f ]CB regulární

3. Pro n¥kterou dvojici bází je B ⊂ V , C ⊂W je [f ]CB
regulární

D·kaz.

Pokud je f izomor�smus, pak f(v) = o pouze pro v = o. Ale
f(v) = o práv¥ kdyº [f(v)]C = o a v = o práv¥ kdyº [v]B = o.
Tedy [f(v)]C ≡ [f ]CB[v]

B = o, práv¥ kdyº [v]B = o. Tedy
Ker[f ]CB = 0. �tvercová matice má nulové jádro, práv¥ kdyº je
regulární. Tedy 1⇒ 2. Implikace 2⇒ 3 je jasná a 3⇒ 1 ♣.



Tvrzení

Nech´ f : V →W je izomor�smus a (v1, . . . , vn) je posloupnost

vektor· ve V .

1. (v1, . . . , vn) je LN, práv¥ kdyº (f(v1), . . . , f(vn)) je LN.

2. (v1, . . . , vn) generuje V , práv¥ kdyº (f(v1), . . . , f(vn))
generuje W .

3. (v1, . . . , vn) je báze V , práv¥ kdyº (f(v1), . . . , f(vn)) báze

W .

D·kaz.

Pokud
∑n

i=1 rivi = oV (nulový vektor ve V ), pak i∑n
i=1 rif(vi) = oW (nulový vektor ve W ). Je-li tedy

(f(v1), . . . , f(vk)) LN, musí být v²echna ri = 0, tedy (v1, . . . , vk)
je také LN. Nech´ naopak

∑n
i=1 rif(vi) = oW , tedy vektor∑n

i=1 rivi ∈ V zobrazuje f na oW . Zárove¬ i vektor oV zobrazuje
f na oW . Protoºe f je prosté, musí být

∑n
i=1 rivi = oV . Z toho

plyne druhá implikace prvního bodu. Zbylé dva body ♣.



P°íkladem izomor�smu je i [ ]B : V → Fn. Dostáváme tedy

D·sledek

Nech´ (v1, . . . , vk) je posloupnost vektor· ve vektorovém prostoru

V dimenze n a B je báze V . Pak

1. (v1, . . . , vk) je LN, práv¥ kdyº ([v1]
B, . . . , [vk]

B) je LN.

2. (v1, . . . , vk) generuje V , práv¥ kdyº ([v1]
B, . . . , [vk]

B)
generuje Fn.

3. (v1, . . . , vk) je báze V , práv¥ kdyº ([v1]
B, . . . , [vk]

B) báze Fn.

Tento d·sledek nám umoº¬uje p°evést mnoho výpo£t· na
hledání hodnosti n¥jaké matice. Nap°íklad

{x2 + x+ 1, x2 + 2x− 1, 2x2 − 5x+ 3} je LN⇔
1
1
1

 ,

 1
2
−1

 ,

 2
−5
3

 je LN⇔ rank

1 1 1
1 2 −1
2 −5 3

 = 3



Definice

Nech´ f : V →W je lineární zobrazení. Pak mnoºina

Ker f = {v ∈ V |f(v) = o}

se nazývá jádro zobrazení f a mnoºina

Im f = {w ∈W |∃v ∈ V : f(v) = w}

se nazývá obraz zobrazení f .

De�nice je stejná, jako jsme m¥li pro jádro a obraz zobrazení
mezi aritmetickými vektorovými prostory. Víme uº, ºe tam je
KerFA = KerA, tedy mnoºina v²ech °e²ení homogenní SLR s
maticí A a ImFA = ImA, tedy sloupcový prostor matice A.



Pokud M je mnoºina vektor· z V , zavedeme ozna£ení f(M) pro
mnoºinu v²ech obraz· mnoºiny M v zobrazení f . Speciáln¥
[M ]B je mnoºina reprezentací v²ech vektor· z M vzhledem k
bázi B.

Tvrzení

Nech´ f : V →W je lineární zobrazení, B = (v1, . . . , vn) báze V ,

C = (w1, . . . , wm) báze W . Pak

[Ker f ]B = Ker[f ]CB, [Im f ]C = Im[f ]CB

D·kaz.

Platí x ∈ [Ker f ]B, práv¥ kdyº v :=
∑n

i=1 xivi ∈ Ker f . To zase
nastává práv¥ kdyº f(v) = oW , coº je ekvivalentní s [f(v)]C = o
neboli [f ]CB[v]

B = o. Protoºe x = [v]B, je tím dokázána první
£ást tvrzení. Druhá £ást ♣.



Bude-li zobrazení f ve vztahu [f(v)]C = [f ]CB[v]
B identita

Id : V → V a B, dostáváme z n¥j rovnost

[v]C = [Id]CB[v]
B,

která vyjad°uje reprezentaci vektoru v vzhledem k bázi C
pomocí reprezentace téhoº vektoru vzhledem k bázi B. Matice
[Id]CB se nazývá matice p°echodu od báze C k bázi B. Protoºe Id
je izomor�smus, je [Id]CB regulární matice. Ze vztahu
[v]B = [Id]BC [v]

C vzniklého vým¥nou bází dostáváme, ºe ∀v ∈ V
platí

[v]B = [Id]BC [Id]
C
B[v]

B, [v]C = [Id]CB[Id]
B
C [v]

C ,

£ili, ºe matice [Id]BC a [Id]CB jsou navzájem inverzní.



Spo£t¥me matici p°echodu od báze C = {(0, 1), (1, 1)} k bázi
B = {(1, 2), (1, 3)} v R2. Zobrazíme pomocí Id prvky B a
hledáme jejich reprezentaci vzhledem k C, tj. °e²íme(

0 1 1 1
1 1 2 3

)
∼
(

1 0 1 2
0 1 1 1

)

Hledaná matice p°echodu je tedy [Id]CB =

(
1 2
1 1

)
. Otestujme

p°íkladem: reprezentace vektoru v =

(
1
2

)
jsou

[v]C =

(
1
1

)
, [v]B =

(
1
0

)
a skute£n¥ platí

[Id]CB[v]
B =

(
1 2
1 1

)(
1
0

)
=

(
1
1

)
= [v]C


