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Pripomenme nejprve, co je reprezentace vektoru vzhledem k
bazi. Pokud B = (v1,...,v,) je baze prostoru V nad F a

v="> 1,1 €V, pak je reprezentace vektoru v vzhledem k B
aritmeticky vektor

Je jednoduse vidét &, Ze Vr,s € F, Vu,v € V
[ru + sv]B = r[u]B + s[v]B

S podobnou vlastnosti uz jsme se setkali v Gvodni kapitole.
Znamena, 7e zobrazeni [ |Z : V — F", které piifazuje vektoru v
jeho reprezentaci, je linearni.



DEFINICE
Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad Fa f:V — W je
zobrazeni spliiujici Vr,s € F, Vu,v € V

flru+ sv) =rf(u) + sf(v)
Takové f nazyvame linedrni zobrazend.

PRIKLADY

> Fp:F" = T, Fyu(x) = Ax, A € Fmxn

> fiFTR 5 FR Py (X) = AX

> g: P"(z,R) = P" "1z, R), g(p(x)) = Lp(x)
h:F(R,R) = R, h(¢) = ¢(7) — ¢(n)
[ ]B V> F"

v

v



V dvodni kapitole jsme vyvodili, Ze linedrnimu zobrazeni

f:F" — F™ mizeme ptifadit matici A = (ay|...|a,), jejiz i-ty
sloupec je obrazem i-tého vektoru kanonické baze, tedy

f(e;) = a;. Tuto definici mizeme rozsi¥it na obecné lineérni
zobrazeni:

DEFINICE
Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad F, f: V — W je
linearn{ zobrazeni, B = (vy,...,vy) je baze V, C = (wy, ..., wpy)

je baze W. Pak matici

/15 = ([F@)I“[Lf )] [f (o))
nazyvame reprezentact linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim
BaC.
Pokud B = (ey,...,e,) CF", C = (e1,...,€ey) C ™, vidime,
ze

/15 = (f(er)|f(e2)]...|f(en))



PRIKLAD
Uvazujme zobrazeni g : P?(z,R) — Pl(z,R), g(p(z)) = Lp(x),
a baze B = {1,z,2?} C P?(x,R), C = {1,2} C P'(2,R).
Reprezentace obecného prvku prostoru P?(x, R) vzhledem k
béazi B je

c

laz? + bz + P = | b
a

Obrazy prvki baze B (Cili derivace monomii) jsou

g(1)=0, glx)=1, g@@*) =2



Uvazujme linearni zobrazeni Fy : R? — R3, dané pfedpisem
1 1

<x1> — 1 0 <w1> = Ax
T2 9 1 T2

Pokud K, oznacuje kanonickou bazi v F", pak [FA]% = A.
Zvolme jiné baze nez kanonickeé: B = {(1,2)7,(1,3)T},
C ={(1,1,07,(1,0,0)",(0,0,1)"}. Uréime

P () () ()

Zbyva najit reprezentaci obou vektori vzhledem k C

11 0|3 4 10011 11
1 00[(11])~]1010[23|=[F4g5=1_23
00 1/0 1 00 10 1 0 1



TVRZENI
Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad F, f:V - W
linedrnd zobrazeni, B bize V, C bize W, v € V. Pak

DUKAZ.
Plati v = 327 vy, kde (r1,...,7m,)T = [v]5, pak

n ¢ n
S = [Z n-f(vnl = > nlf@)l = 50l

=1

Nejprve jsme vyuzili linearitu f, pak linearitu [ ] a nakonec

definici soudinu matice a vektoru.



Bijektivni linedrni zobrazeni se nazyva izomorfismus.
Pfipomenime, ze F4 je izomorfismus, pravé kdyz A je regularni
matice. To se da snadno zobecnit.

TVRZENI
Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad ¥, f:V — W
linedrni zobrazeni. Pak jsou ndsledujict vijroky ekvivalentni:

1. f je izomorfismus
2. Pro viechny dvojice bdzi B CV, C C W je [f]G requldrni

3. Pro nékterou dvojici bizi je BCV, C C W je [fIS
requldrni

DUKAZ.

Pokud je f izomorfismus, pak f(v) = o pouze pro v = 0. Ale
f(v) = o pravé kdyz [f(v)]¢ = 0 a v = o pravé kdyz [v]® = o.
Tedy [f(v)]¢ = [f]§[v]? = o, pravé kdyz [v]? = o. Tedy
Ker[f]§ = 0. Ctvercova matice ma nulové jadro, prave kdy# je
regularni. Tedy 1 = 2. Implikace 2 = 3 je jasnd a 3 = 1 &.

O]



TVRZENT
Necht f : V. — W je izomorfismus a (v1,...,v,) je posloupnost
vektori ve V.

1. (vi,...,vy) je LN, prdavé kdyz (f(vi),..., f(vn)) je LN.

2. (v1,...,vn) generuje V, prave kdyz (f(v1),..., f(va))
generuje W.

3. (v1,...,vy) je bdze V, prave kdyz (f(vi),..., f(v,)) bdze
w.

DUKAZ.

Pokud >~ | r;v; = oy (nulovy vektor ve V), pak i

Yo rif(vi) = ow (nulovy vektor ve W). Je-li tedy

(f(vi),..., f(vg)) LN, musi byt v8echna r; = 0, tedy (v1,...,vg)
je také LN. Necht naopak > | rif(v;) = ow, tedy vektor

>oi riv; € V zobrazuje f na oy . Zarovei i vektor oy zobrazuje
f na ow. Protoze f je prosté, musi byt Y ., 7v; = oy. Z toho
plyne druhda implikace prvniho bodu. Zbylé dva body . O



Ptikladem izomorfismu je i [ ]® : V — F". Dostavame tedy

DUSLEDEK
Necht (v1,...,v) je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru
V dimenze n a B je baze V. Pak

1. (vi,...,vx) je LN, prave kdyz ([v1]®, ..., [vg]®) je LN.

2. (v,...,v) generuje V, prdave kdyz ([v1]®, ..., [vi]®)
generuje F™.

3. (v1,...,vx) je bdze V, pravé kdyz ([v1)P, ..., [vx]?) bdze F™.

Tento dusledek ndam umoziuje pfevést mnoho vypocti na
hledani hodnosti néjaké matice. Napitklad

{22 + 2+ 1,2° + 20— 1,22° — 52+ 3} je LN &

1 1 2 1 1 1
1, 2], [-5]}jelNerank|1 2 -1|=3
1 ~1 3 2 -5 3



DEFINICE
Necht f:V — W je linearni zobrazeni. Pak mnozina

Ker f ={v e V|f(v) = o}
se nazyva jddro zobrazeni f a mnozina
Imf={weW|FweV:fv)=uw}

se nazyva obraz zobrazent f.

Definice je stejnd, jako jsme méli pro jidro a obraz zobrazeni
mezi aritmetickymi vektorovymi prostory. Vime uZ, ze tam je
Ker Fy = Ker A, tedy mnozina vSech FeSeni homogenni SLR s
matici A a Im Fl4 = Im A, tedy sloupcovy prostor matice A.



Pokud M je mnozina vektori z V', zavedeme oznateni f(M) pro
mnozinu vSech obrazii mnoziny M v zobrazeni f. Specialné
[M]? je mnozina reprezentaci viech vektorit z M vzhledem k
bazi B.

TVRZENI

Necht f:V — W je linedrni zobrazeni, B = (v1,...,vy,) bize V,
C = (wi,...,wy) bize W. Pak

[Ker f]” = Ker[f]5,  [Im f]° = Im[f]

DUKAZ.

Plati x € [Ker f]5, pravé kdyz v := Y1, 7;v; € Ker f. To zase
nastava pravé kdyz f(v) = ow, coz je ekvivalentni s [f(v)]¢ = o
neboli [f]G[v]? = o. Protoze x = [v]5, je tim dokazéna prvni
Gast tvrzeni. Druhéa cast &. O



Bude-li zobrazeni f ve vztahu [f(v)]¢ = [f]§[v]? identita
Id:V — V a B, dostavime z néj rovnost

[]¢ = [1d)5[0]7,

ktera vyjadiuje reprezentaci vektoru v vzhledem k bazi C
pomoci reprezentace téhoz vektoru vzhledem k bazi B. Matice
[1d]$ se nazyva matice prechodu od bize C k bdzi B. Protoze 1d
je izomorfismus, je [Id|§ regularni matice. Ze vztahu

[v]B = [1d]Z[v]® vzniklého vyménou bazi dostavame, 7e Yo € V
plati

)7 = Dd@dg %, W] = [d)5AdER]°

¢ili, ze matice [Id]2 a [Id]§ jsou navzéjem inverzni.



Spo¢téme matici pfechodu od baze C' = {(0,1),(1,1)} k bazi
B =1{(1,2),(1,3)} v R% Zobrazime pomoci Id prvky B a
hledame jejich reprezentaci vzhledem k C, tj. fesime

0 11 1 1 0|1 2
1 1]2 3 0 11 1
) . " : ¢ = 1 2 .
Hledana matice pfechodu je tedy [Id]; = N Otestujme

> jsou

pfikladem: reprezentace vektoru v =

N

a skutedné plati

mag= (1 3 ) (o) =(1)=-wr



