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Klicovym pojmem zavéru minulé prednasky byla bdze. Je to
takova podmnozina B vektorového prostoru V', kterou miizeme
charakterizovat jednou ze dvou vzajemné ekvivalentnich
podminek:

» B je linearné nezévisla a zaroven generuje V'

» Kazdy vektor z V lze napsat jako linedrni kombinaci prvku
B préavé jednim zpisobem



Diky druhé podmince mtzeme kazdému vektoru pFiradit jeho
reprezentact vzhledem k B. K tomu je lepsi definovat B nikoli
jako mmnozinu, ale jako posloupnost, tedy s uréenim poradi.
Pokud

n
B = (v,...,v), v= Zrivi,
i=1

je reprezentace vektoru v vzhledem k B aritmeticky vektor

Cislo n se oznacuje jako dimenze vektorového prostoru V.



Zatim ale viibec nevime, zda je tato definice korektni. Napiiklad
vektorovy prostor P(z,R) v8ech redlnych polynomi v proménné
T m4 jisté bazi

M= (1,z,2% 2%, ...,2%..)

nebot kazdy polynom p(x) = Z?:o a;x' 1ze zapsat jednoznacné
jako linearni kombinaci monomi z*. Protoze M je nekonetna
posloupnost polynomi, i reprezentaci polynomu p je pak
nekonecénd posloupnost redlnych &isel

[p]M = (CLO)CL].)' . ',ak,O,()?...)T

Néjakou jinou kone¢nou bazi prostor P(z,R) mit nemiize,
protoze kazda konetnd mnozina polynomt N mize generovat
jen polynomy, jejichZ stupen neni vys8i nez nejvyssi stupein v .N
zastoupeny.



DEFINICE
Vektorovy prostor V nad F se nazyva prostorem konecné
dimenze, pokud v ném existuje konecné béze.

TVRZENI
Necht' V' je vektorovy prostor nad F. Pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

1. V je koneéné dimenze.
2. VeV existuje konecnd mnoZina generdtorii.

3. Z kaZdé mnoziny generdtori V lze vybrat konecnou bdzi V.

Dikaz za cviceni &. Ze tietiho bodu tvrzeni plyne, Ze v prostoru
V konecné dimenze museji byt viechny béze konec¢né.

prvki, budeme moci zadefinovat pojem dimenze V pravé jako
tento pocet. To je v souladu s tim, jak chipeme dimenzi R".



VETA (O POCTU PRVKU BAZE)

Vsechny bdze vektorového prostoru V- koneéné dimenze maji
stegny pocet prvki.

DEFINICE

Necht V je vektorovy prostor nad F. Je-li V prostor konecné
dimenze, pak definujeme nezdporné celé ¢islo dim V jako pocet
prvki libovolné baze V. Pokud neni, piSeme dimV = oco. V
obou pripadech nazyvame tuto hodnotu dimenzi vektorového
prostoru V.



Véta plyne z tzv. Steinitzova lemmatu o vymeéné:

LEMMA (STEINITZ)
Necht' V' je vektorovy prostor nad F konecné dimenze, M jeho

n-prokovd mnoZina generdtori a N = {vy,...,vx} linedrné
nezavisld mnozina ve V. Pak k < n a proky M lze uspordadat do
posloupnosti (uy, ug, ..., uy) tak, Ze mnoZina

{v1, ..., Uk, Ukt+1,- .- Un} generuje V.

DUKAZ VETY.

Oznatme |M| mohutnost mnoziny M (v p¥ipadé kone¢nych
mnozin je to prosté pocet prvki). Aplikujeme-li lemma na dvé
baze B a C ve V, |B| = p, |C| = ¢, pak p < g, protoze B je LN
a C generuje V. Zaroven i g < p, protoze C' je LN a B generuje
V. Tedy p = q. O

Dikaz Steinitzova lemmatu se provadi indukci podle k. Zakladni
krok pro k = 1 ponechame za cviceni & a rozebereme krok
indukéni.



Pokud N = {v1,...,v;} je LN, pak {vi,...,vx_1} je LN a tudiz
podle indukéniho pfedpokladu n > k — 1 a M Ize usporadat do
posloupnosti (u,...,u,) tak, ze {v1,...,vp_1,u,...,u,}
generuje V. Kdyby n = k — 1, &lo by v; zapsat jako LK vektori
Vl,...,Vk_1, COZ je spor s linedrnf nezdvislost{ N. Tedy n > k.
Vektor vy 1ze pak zapsat jako

n

k—
//
Ty,
=1

i=k

kde pro néjaké j > k musi byt r; # 0, jinak bychom opét dostali
spor s linearni nezéavislosti mnoziny {vy,...,v;}. Vyméime v
posloupnosti (u}, ..., ul) vektory k-ty a j-ty a oznacme toto
nové usporadani (uq,...,uy), totéz s koeficienty LK. Pak

1 k—1 n
Up = —— (Z TV — U + Z riuZ)

,
k\i=1 i—ht1

Potom ale kazdy v € V' je LK vektord vy, ..., vk, Ugt1,. .. Up.



Ze Steinitzova lemmatu plyne, ze kazdou lineadrné nezavislou
mnozinu lze doplnit na bazi.

PRIKLAD

Najdéme bazi W = <(1, 1, 1,1),(2,0 ,1, 1),(1,3,-3,1)), ktera
obsahuje vektory (0,1,—-2,0) a (2,1, —1). Nejprve ovéfime,
ze M :={(1,1,1,1), (2,0, 1, 1), (1, 3, 3, 1)} je baze W a
vektory z N := {(0,1,-2,0),(2,1,—1,—1)} jsou LK jejich
prvki &. Dle lemmatu lze v M nahradit dva vektory prvky LN
mnoZiny N. Zkusme to konkrétné. Protoze

1 1
(0,1,-2,0) = =3 (1,1, 1,1) + 5(1,3,-3, 1),
miZeme t¥eba nahradit (1,3,—3,1) za (0,1,—2,0). V druhém
kole pak z rovnosti (2,1,—-1,—1) = (0,1,-2,0) + (2,0,1,—1)

plyne, ze za (2,1, —1, —1) musime vyjmout vektor (2,0,1,—1).

W =((0,1,-2,0),(2,1,—-1,-1),(1,1,1,1))



Pro¢ je posloupnost ((0,1,-2,0),(2,1,-1,—-1),(1,1,1,1)) baze
W? Vime, Ze generuje, mohli bychom ovéfit linedrn{ nezavislost.
Lepsi ale bude se opfit o dalsi dtisledek Steinitzova lemmatu:

DUSLEDEK
Necht' V' je vektorovy prostor nad F dimenzen a M C V.

1. Je-li M linedrné nezdvisld, pak |M| < n.
2. Pokud M generuje V', pak |M| > n
Navic plati-li v nékterém z piipadi |M| = n, pak je M bdzi V.

DUKAZ.

Pro prvni ¢ast staci uvazovat né&jakou bazi N prostoru V a
pouzit ji v lemmatu jako mnozinu generatori. Pokud navic

|M| = |N|, plyne z lemmatu, ze (M) = (N) =V, a tedy ze M je
bazi V. Pro druhou ¢ast naopak bude N hrat v lemmatu roli
linearné nezavislé mnoziny. Pokud |M| =n a M by byla
linearné zavisla, mohli bychom z ni vybrat bazi, kter4d by musela
mit méné nez n prvki. To je ale v rozporu s Vétou o poctu
prvka béze. O



PRIKLADY

» dimF* =n

» VF™X" je baze napt. (Eyj,i € {1,...,m},j €{1,...,n}),
kde E;; oznacuje matici s jednou jedni¢kou na pozici ij a
nulami v8ude jinde. Tedy dim F™*" = mn.

» Posloupnost ((1,0), (i,0),(0,1),(0,4)) je baze prostoru C2
nad R. Obecné je dimenze C" nad R rovna 2n.

» Oznacme U, (F) podprostor vech hornich trojuhelnikovych
matic v F"*". Pak (Eyli,j € {1,...,n},j > 1) je bazi
Un(F). Tedy dim Uy (F) = 1+ 2+ ... +n = 2t

» Ozna¢me P"(z,F) podprostor viech polynomu stupné
nejvyse n v P(x,F). Jeho béazi je tieba (1,z,22,...,2"),
tedy dim P"(z,F) =n+ 1.

» Pokud (A|b) je rozsifena matice SLR, pak jeji feseni
spociva vlastné v nalezeni partikularniho feSeni a baze
prostoru Ker A. P¥i Gaussové eliminaci uréujeme, které
sloupce jsou pivotni, ty pak tvori bazi Im A &.



Bude se nam hodit rozifit pojem elementarni apravy (EU) z
posloupnosti fadkt néjaké matice na libovolnou posloupnost
jakychkoli vektort. Pak plati

TVRZENI
Necht C' je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru V nad F
a posloupnost D z ni vznikne elementdrni ipravou. Pak plati

1. linedrni obaly C' a D jsou stejné
2. C je linedrné nezdvisld, pravé kdyZ D je linedrné nezdvisld
3. C je bdzi'V, prdvé kdyz D je bdzi V

DUKAZ.

Protoze EU jsou vratné opét pomoci EU, staci dokazat jen to,
ze kazdy prvek V, ktery lze vyjadrit jako LK prvka C, lze
vyjadrit 1 jako LK prvka D. Podobné pro druhou &ast staci
ovefit, ze existuje-li netrividln{ kombinace prvka C rovna
nulovému vektoru, pak existuje takova LK i pro prvky D.
Detaily ponechavame za cviceni é. O



PRIKLAD

Ur¢eme dimenzi linearniho obalu mnoziny M = {(3, 6,1, —1),
(1,-2,3,1), (—2,4,0,1), (0,0,2,1)} v R*. Sestavime matici,
kterd méa tyto vektory jako fadky, a provadéjme ERU:

1 -2 3 1 1 -2 3 1
-6 1 -1 0 0 -8 —4
2 4 0 1|17 lo 0o 6 3|7
0 0 2 1 o0 2 1
1 -2 3 1 1 -2 3 1
00 2 1 0 0 21
00 6 3| |lo o 0o
0 0 -8 —4 0 0 00

Radky posledni matice jsou LZ, tedy i M je LZ. Line4rni obal
fadkii se také zachovavd, tedy (M) je roven linearnimu obalu
LN mnoziny {(1,~2,3,1),(0,0,2,1)}. Proto dim (M) = 2.



