
Lineární algebra I (pro fyziky)
Báze a dimenze

Dalibor �míd

MFF UK



Klí£ovým pojmem záv¥ru minulé p°edná²ky byla báze. Je to
taková podmnoºina B vektorového prostoru V , kterou m·ºeme
charakterizovat jednou ze dvou vzájemn¥ ekvivalentních
podmínek:

I B je lineárn¥ nezávislá a zárove¬ generuje V

I Kaºdý vektor z V lze napsat jako lineární kombinaci prvk·
B práv¥ jedním zp·sobem



Díky druhé podmínce m·ºeme kaºdému vektoru p°i°adit jeho
reprezentaci vzhledem k B. K tomu je lep²í de�novat B nikoli
jako mnoºinu, ale jako posloupnost, tedy s ur£ením po°adí.
Pokud

B = (v1, . . . , vn), v =

n∑
i=1

rivi,

je reprezentace vektoru v vzhledem k B aritmetický vektor

[v]B :=


r1
r2
...
rn


�íslo n se ozna£uje jako dimenze vektorového prostoru V .



Zatím ale v·bec nevíme, zda je tato de�nice korektní. Nap°íklad
vektorový prostor P (x,R) v²ech reálných polynom· v prom¥nné
x má jist¥ bázi

M := (1, x, x2, x3, . . . , xi, . . .)

nebo´ kaºdý polynom p(x) =
∑k

i=0 aix
i lze zapsat jednozna£n¥

jako lineární kombinaci monom· xi. Protoºe M je nekone£ná
posloupnost polynom·, i reprezentací polynomu p je pak
nekone£ná posloupnost reálných £ísel

[p]M = (a0, a1, . . . , ak, 0, 0, . . .)
T

N¥jakou jinou kone£nou bázi prostor P (x,R) mít nem·ºe,
protoºe kaºdá kone£ná mnoºina polynom· N m·ºe generovat
jen polynomy, jejichº stupe¬ není vy²²í neº nejvy²²í stupe¬ v N
zastoupený.



Definice
Vektorový prostor V nad F se nazývá prostorem kone£né

dimenze, pokud v n¥m existuje kone£ná báze.

Tvrzení
Nech´ V je vektorový prostor nad F. Pak jsou následující tvrzení

ekvivalentní:

1. V je kone£né dimenze.

2. Ve V existuje kone£ná mnoºina generátor·.

3. Z kaºdé mnoºiny generátor· V lze vybrat kone£nou bázi V .

D·kaz za cvi£ení ♣. Ze t°etího bodu tvrzení plyne, ºe v prostoru
V kone£né dimenze musejí být v²echny báze kone£né.
Dokáºeme-li je²t¥, ºe v²echny báze V musejí mít stejný po£et
prvk·, budeme moci zade�novat pojem dimenze V práv¥ jako
tento po£et. To je v souladu s tím, jak chápeme dimenzi Rn.



V¥ta (O po£tu prvk· báze)

V²echny báze vektorového prostoru V kone£né dimenze mají

stejný po£et prvk·.

Definice
Nech´ V je vektorový prostor nad F. Je-li V prostor kone£né
dimenze, pak de�nujeme nezáporné celé £íslo dimV jako po£et
prvk· libovolné báze V . Pokud není, pí²eme dimV =∞. V
obou p°ípadech nazýváme tuto hodnotu dimenzí vektorového
prostoru V .



V¥ta plyne z tzv. Steinitzova lemmatu o vým¥n¥:

Lemma (Steinitz)

Nech´ V je vektorový prostor nad F kone£né dimenze, M jeho

n-prvková mnoºina generátor· a N = {v1, . . . , vk} lineárn¥

nezávislá mnoºina ve V . Pak k ≤ n a prvky M lze uspo°ádat do

posloupnosti (u1, u2, . . . , un) tak, ºe mnoºina

{v1, . . . , vk, uk+1, . . . un} generuje V .

D·kaz v¥ty.
Ozna£me |M | mohutnost mnoºiny M (v p°ípad¥ kone£ných
mnoºin je to prost¥ po£et prvk·). Aplikujeme-li lemma na dv¥
báze B a C ve V , |B| = p, |C| = q, pak p ≤ q, protoºe B je LN
a C generuje V . Zárove¬ i q ≤ p, protoºe C je LN a B generuje
V . Tedy p = q.

D·kaz Steinitzova lemmatu se provádí indukcí podle k. Základní
krok pro k = 1 ponecháme za cvi£ení ♣ a rozebereme krok
induk£ní.



Pokud N = {v1, . . . , vk} je LN, pak {v1, . . . , vk−1} je LN a tudíº
podle induk£ního p°edpokladu n ≥ k − 1 a M lze uspo°ádat do
posloupnosti (u′1, . . . , u

′
n) tak, ºe {v1, . . . , vk−1, u′k, . . . , u′n}

generuje V . Kdyby n = k − 1, ²lo by vk zapsat jako LK vektor·
v1, . . . , vk−1, coº je spor s lineární nezávislostí N . Tedy n ≥ k.
Vektor vk lze pak zapsat jako

vk =

k−1∑
i=1

r′ivi +

n∑
i=k

r′iu
′
i,

kde pro n¥jaké j ≥ k musí být r′j 6= 0, jinak bychom op¥t dostali
spor s lineární nezávislostí mnoºiny {v1, . . . , vk}. Vym¥¬me v
posloupnosti (u′1, . . . , u

′
n) vektory k-tý a j-tý a ozna£me toto

nové uspo°ádání (u1, . . . , un), totéº s koe�cienty LK. Pak

uk = − 1

rk

(
k−1∑
i=1

rivi − vk +

n∑
i=k+1

riui

)

Potom ale kaºdý v ∈ V je LK vektor· v1, . . . , vk, uk+1, . . . un.



Ze Steinitzova lemmatu plyne, ºe kaºdou lineárn¥ nezávislou
mnoºinu lze doplnit na bázi.

P°íklad
Najd¥me bázi W = 〈(1, 1, 1, 1), (2, 0, 1,−1), (1, 3,−3, 1)〉, která
obsahuje vektory (0, 1,−2, 0) a (2, 1,−1,−1). Nejprve ov¥°íme,
ºe M := {(1, 1, 1, 1), (2, 0, 1,−1), (1, 3,−3, 1)} je báze W a
vektory z N := {(0, 1,−2, 0), (2, 1,−1,−1)} jsou LK jejích
prvk· ♣. Dle lemmatu lze v M nahradit dva vektory prvky LN
mnoºiny N . Zkusme to konkrétn¥. Protoºe

(0, 1,−2, 0) = −1

2
(1, 1, 1, 1) +

1

2
(1, 3,−3, 1),

m·ºeme t°eba nahradit (1, 3,−3, 1) za (0, 1,−2, 0). V druhém
kole pak z rovnosti (2, 1,−1,−1) = (0, 1,−2, 0) + (2, 0, 1,−1)
plyne, ºe za (2, 1,−1,−1) musíme vyjmout vektor (2, 0, 1,−1).

W = 〈(0, 1,−2, 0), (2, 1,−1,−1), (1, 1, 1, 1)〉



Pro£ je posloupnost ((0, 1,−2, 0), (2, 1,−1,−1), (1, 1, 1, 1)) báze
W? Víme, ºe generuje, mohli bychom ov¥°it lineární nezávislost.
Lep²í ale bude se op°ít o dal²í d·sledek Steinitzova lemmatu:

D·sledek
Nech´ V je vektorový prostor nad F dimenze n a M ⊂ V .

1. Je-li M lineárn¥ nezávislá, pak |M | ≤ n.

2. Pokud M generuje V , pak |M | ≥ n

Navíc platí-li v n¥kterém z p°ípad· |M | = n, pak je M bází V .

D·kaz.
Pro první £ást sta£í uvaºovat n¥jakou bázi N prostoru V a
pouºít ji v lemmatu jako mnoºinu generátor·. Pokud navíc
|M | = |N |, plyne z lemmatu, ºe 〈M〉 = 〈N〉 = V , a tedy ºe M je
bází V . Pro druhou £ást naopak bude N hrát v lemmatu roli
lineárn¥ nezávislé mnoºiny. Pokud |M | = n a M by byla
lineárn¥ závislá, mohli bychom z ní vybrat bázi, která by musela
mít mén¥ neº n prvk·. To je ale v rozporu s V¥tou o po£tu
prvk· báze.



P°íklady

I dimFn = n

I V Fm×n je báze nap°. (Eij , i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}),
kde Eij ozna£uje matici s jednou jedni£kou na pozici ij a
nulami v²ude jinde. Tedy dimFm×n = mn.

I Posloupnost ((1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)) je báze prostoru C2

nad R. Obecn¥ je dimenze Cn nad R rovna 2n.
I Ozna£me Un(F) podprostor v²ech horních trojúhelníkových
matic v Fn×n. Pak (Eij |i, j ∈ {1, . . . , n}, j ≥ i) je bází
Un(F). Tedy dimUn(F) = 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)

2

I Ozna£me Pn(x,F) podprostor v²ech polynom· stupn¥
nejvý²e n v P (x,F). Jeho bází je t°eba (1, x, x2, . . . , xn),
tedy dimPn(x,F) = n+ 1.

I Pokud (A|b) je roz²í°ená matice SLR, pak její °e²ení
spo£ívá vlastn¥ v nalezení partikulárního °e²ení a báze
prostoru KerA. P°i Gaussov¥ eliminaci ur£ujeme, které
sloupce jsou pivotní, ty pak tvo°í bázi ImA ♣.



Bude se nám hodit roz²í°it pojem elementární úpravy (EÚ) z
posloupnosti °ádk· n¥jaké matice na libovolnou posloupnost
jakýchkoli vektor·. Pak platí

Tvrzení
Nech´ C je posloupnost vektor· ve vektorovém prostoru V nad F
a posloupnost D z ní vznikne elementární úpravou. Pak platí

1. lineární obaly C a D jsou stejné

2. C je lineárn¥ nezávislá, práv¥ kdyº D je lineárn¥ nezávislá

3. C je bází V , práv¥ kdyº D je bází V

D·kaz.
Protoºe EÚ jsou vratné op¥t pomocí EÚ, sta£í dokázat jen to,
ºe kaºdý prvek V , který lze vyjád°it jako LK prvk· C, lze
vyjád°it i jako LK prvk· D. Podobn¥ pro druhou £ást sta£í
ov¥°it, ºe existuje-li netriviální kombinace prvk· C rovná
nulovému vektoru, pak existuje taková LK i pro prvky D.
Detaily ponecháváme za cvi£ení ♣.



P°íklad
Ur£eme dimenzi lineárního obalu mnoºiny M = {(3,−6, 1,−1),
(1,−2, 3, 1), (−2, 4, 0, 1), (0, 0, 2, 1)} v R4. Sestavíme matici,
která má tyto vektory jako °ádky, a provád¥jme E�Ú:

1 −2 3 1
3 −6 1 −1
−2 4 0 1
0 0 2 1

 ∼

1 −2 3 1
0 0 −8 −4
0 0 6 3
0 0 2 1

 ∼

1 −2 3 1
0 0 2 1
0 0 6 3
0 0 −8 −4

 ∼

1 −2 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0


�ádky poslední matice jsou LZ, tedy i M je LZ. Lineární obal
°ádk· se také zachovává, tedy 〈M〉 je roven lineárnímu obalu
LN mnoºiny {(1,−2, 3, 1), (0, 0, 2, 1)}. Proto dim〈M〉 = 2.


