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V nékterych oblastech matematiky a fyziky (funkcionalni
analyza, kvantova teorie) se pouziva misto pojmu (linedrni)
zobrazeni mezi vektorovymi prostory pojem (linedrni) operdtor.
Operator mezi vektorovymi prostory V a W se typicky znadci
velkym tu¢nym ¢&i zdvojenym pismenem

A:V—-W

a Av € W oznacuje obraz v € V v operatoru A. Budeme
predpokladat, ze V' a W jsou unitarni prostory nad C, a
pojmem operator rozumét vzdy linearn{ operator. Pokud

V =W, mluvime o operdtoru na V. Operator A* : W — V,
ktery splhuje Vo € V, w € W

(w, Av)w = (A*w,v)y,

nazyvame operator adjungovany (¢i sdruZeny) k A. Indexy W,V
rozliSuji, ve kterém z prostori skaldrni soucin pocitame. To je
obvykle zfejmé z kontextu, proto dile znacime oba skal&rni
soudiny jen ().



TVRZENI
Necht B = (v;)}, C = (w;)[" jsou ON bdze V, resp. W,
A =[A]§ € C™". Pak A* existuje a [A*]B = AT € Cm.

DUKAZ.

Protoze Avj = Y " ajjw;, je ax; = (wg, Avj). Definujeme-li
sdruzeny operator na bazi pfedpisem A*wy := Y "' | Ggv;, pak
(A*wg, vj) = ag;j a pro w = Y41, rgwg, v = Y7, s;v; plati

(w, Av) = kasj<wk,Avj> = kasj<A*wk,Uj) = (A"w,v)
k.j k.3

Tedy A* je sdruzeny k A a z jeho definice je jk-ty element jeho
matice [A*]5 roven ay; = a;’k. O
Operace * sdruzeni operatoru je tedy tzce spojend s operaci +
hermitovského sdruzeni (v redlném piipadé transponovani)
matic.



Dalsi vlastnosti sdruzeni operatoru lze odvodit z vlastnosti
hermitovského sdruzeni, ale i pfimo z definice é:

1. AB:V W, a,B€C: (aA + BB)* = aA* + [B*
A:V S W,B:U—V: (AB)* = B*A*

(A*) = A

Ker A = (Im A*)*, Ker A* = (Im A)+

rank(A) = rank(A*)

Ker A = Ker A*A, rank(A) = rank(A*A)

Sy U = W

Operator A : V — V (resp. matice A € C"*™) se nazyva

» samosdruZenyj/d, pokud A = A*. (resp. A = A™)

» unitdrnd, pokud AA* = A*A =Id. (resp. A=1 = A™T)

» normdlni, pokud AA* = A*A. (resp. AAT = AT A)
Zjevné ss/u/n. operator ma vzhledem k ON bazi ss/u/n. matici.
Samosdruzeny nebo unitarni operator je nutné také normaélni.



VETA (O OG DIAGONALIZACI NORMALNIHO OPERATORU)

Necht' V' je unitarni prostor konecné dimenze. Pro operdtor
AV =V existuje ortonormdlni bize prostoru V, vici niZ je
jeho matice diagondlni, prdvé kdyz je A normdlni.

DUSLEDEK

Pro kazdou étvercovou matici A, kterd je hermitovskd nebo
unitdrni, exvistuje unitdrni matice U takovd, e UT AU je
diagondlind.

V ditkazu véty pouzijeme fakt, Ze kazdou matici A € C™*" lze
zapsat jako A = URUT, kde U je unitarni a R horni
trojuhelnikova (Schuriv rozklad). Plyne to & z véty

VETA (SCHUROVA REPREZENTACE OPERATORU)

Necht V' je unitdrni prostor konecné dimenze, A operdtor na
ném. Pak existuje ON bize B ve V takovd, Ze matice [A]B je
horni trojithelnikovd.



V ditkazu vyuzijeme lemma, které plyne & z G S-ortogonalizace:

LEMMA

Necht V' je unitdrni prostor dimenze n a (u1,...,u;) ON
posloupnost ve V. Pak lze tuto posloupnost doplnit na ON bdzi
(ui,...,upn) prostoru V.

Operator A ma alesponi jedno vlastni ¢islo A € C a k nému
vlastni vektor v, ||v|| = 1. Z lemmatu mame ON bazi C' = (v,C")
ve V, a tedy existuji x € C"~ 1 a A’ € C*~1X7~1 takove, Ze

we=(3 %),

pficemz A" = [A’ ]g; definuje operator na podprostoru v*. Z
induké¢éniho piedpokladu ma A’ Schuriiv rozklad U'R'U'", kde
R = [A’]g: je horni trojuhelnikova pro ON béazi B’ ve v. Baze
B:=(v,B') je ON a

A]E = 1 of A xT\ (1 o\ (X xTU’
BE7\o Ut)\o A)\o U') \o R O



Netrivialni implikace ve vété o OG diagonalizaci je < &.
DokéZzeme indukci, Ze normalni horni trojahelnikova matice je
diagonalni. Necht B je ON béze V ze Schurovy reprezentace
A :=[A]B, ¢ili matice A’ v

A xT 4 A ol
=6 ) =l )
je horni trojihelnikova. Podminka AT A = AA™T dava blokové
A2 AxT (P +xTx xTAt
Ax o oxxT +ATA ) A'x AAT

Protoze xx = Y1 a;|?, dostavame z pozice 11, ze x = 0,
tedy A’ je i normélni matice. Z IP je A’ diagonalni a tedy je i A.



. Vlastni ¢&isla

O NN

0 2
Provedme OG diagonalizaci matice [ 2 0
2 2

jsou 4 a —2, druhé z nich je dvojnasobné. Prislusné vlastni
podprostory jsou ((1,1,1)) a ((1,—1,0),(0,1,—1)), vidime, ze
jsou skutecné navzajem kolmé. Ve druhém z nich pomoci
Gramovy-Schmidtovy metody najdeme ortogonélni bézi
((1,-1,0),(1,1,—2)). V predpisu pro diagonalizaci A = UDU*
je matice U prechodu od kanonické baze do baze z vlastnich
vektort unitarni, jeji sloupce tedy tvofi normalizované vlastni
vektory. V tomto pripadé, kdy bylo moZné vzit viechny vlastni
vektory realné, je UT = UT, tedy U je ortogonalni matice.
Celkové mame A zapsano jako soudin

1 1 1 1 1 1
V3 V2 6 4 0 0 V3 V3 3
a1 1 0 -2 0 1 1

\{g \/5 \/62 0 0 2 \{5 1\/§ 2
w0 % - Y A ;



VETA (SPEKTRALNI ROZKLAD NORMALNIHO
OPERATORU)

Necht A -V =V je normdlng operdtor, Py : V. — V operdtor
ortogondlni projekce na vlastni podprostor prislusny vlastnimu

cistu X. Pak A =37y, p) AP

DUKAZ.

Necht (u;)} je ortonormalni baze, vzhledem k niz ma A
diagondalni matici. Vektor u; je vlastnim vektorem A s vlastnim
¢islem A € o(A), takze Pyu; = u; a Pyu; = 0, pokud p # .
Prava i leva strana rovnosti tedy maji na u; hodnotu Au;,
rovnaji se proto na bézi a tudiz i jako operatory. O
Pro matici A = U diag(4, —2, —2)UT z piedchoziho piikladu,
kde U = (u;|uz|us), vypada & spektralni rozklad jako

A = 4uu! — 2(ugul 4 uzul)



Vlastni ¢isla samosdruzeného operdtoru jsou realné:
Unitarni operator U : V — V je mozné charakterizovat
ekvivalentnimi & podminkami:

> Vo e VU] = o]

» Vo,w eV, (Uv, Uw) = (v, w)

» U := [U]5 je unitarni matice pro B ON bézi V.

» Je-li (v;)7 ON baze V, pak je jii (Uv;)7.

» U je normalni operator, jehoz vlastn{ ¢isla lezf na
jednotkové kruznici.

Prikladem spektralniho rozkladu unitarni matice mize byt tfeba
cosZ —sinl 0 -1
2 2 ) = =A RN 5 =
(sin’2T oS ) (1 0 > 1y + Azliglp

(8 9 () e



7 tvaru matic ululT, u2u2T + U3u3T, uQué|r vidime, jak zapsat

matici ortogondlni projekce podprostoru W < F", v némz
zname ON béazi. Konkrétné OG projekce do sloupcového
prostoru Im(A) matice A s LN sloupci mé matici

[PImA]g = QQ+7

kde @ je matice z QR-rozkladu matice A. Lze to i bez ON béaze?

DEFINICE

Je-li (uq,...,ux) posloupnost vektori unitarniho prostoru
(V,(,)) nad F, pak Gramovou matici této posloupnosti
rozumime matici G € F*** pro niz Gy; = (u;, u;).

» Gramova matice je hermitovska.
» Je-li B ON baze V a A = ([u1]?]...|[ux]?), pak G = AT A.
» G je regularni, pravé kdyz je posloupnost(uy,...,ug) LN &.



Pokud v € V, pak vektor w = Zle xiu; € (U, ... up) = W je
roven OG projekci Py (v), praveé kdyz Vi : u; L v — w, neboli

(ug, v) = x1(ui,ur) + ... + z(ug, ug)

To je soustava rovnic Gx =y € F¥, kde ; := (u;,v). Oznacme
b = [v]® € F", pak lze tuto soustavu p¥epsat jako

ATAx = A"Db

To je tzv. normdlni soustava pFisludejici soustavé Ax = b, ktera
v soufadnicich odpovid4 hledani x, aby Zle xiu; = v. Neni-li
v € W, tedy nema-li pfeurcend soustava Ax = b FeSeni, nalezne
jeji normalni soustava aproximativni feSeni minimalizujici

I Zle x;u; — v|| nebo téz ||Ax — b||. M&-li A LN sloupce, je
At A regularni a x = (AT A)"'ATb. Matice Py je pak vidét z

k
[Pw]Bl])” = [w]” = sz‘[uz’]B = Ax = A(ATA) T AT o]



Klasicky ptiklad je (linearni) regrese, tj. fitovani funkce zadané v
n bodech tzv. metodou nejmensich étverci. Minimalizace vyrazu

n
Z laz; +b — y;|?
i=1

vzhledem k a,b € R se zadanymi (z;,v;),7 € {1,...,n} vede na
aproximativni feSen{ pfeuréené soustavy linedrnich rovnic

Ty 1 Yn

jejiz normalni soustava je

(%) () ()

Tu je mozné explicitné vyfesit tFfeba Cramerovym pravidlem.



