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V n¥kterých oblastech matematiky a fyziky (funkcionální
analýza, kvantová teorie) se pouºívá místo pojm· (lineární)
zobrazení mezi vektorovými prostory pojem (lineární) operátor.
Operátor mezi vektorovými prostory V a W se typicky zna£í
velkým tu£ným £i zdvojeným písmenem

A : V →W

a Av ∈W ozna£uje obraz v ∈ V v operátoru A. Budeme
p°edpokládat, ºe V a W jsou unitární prostory nad C, a
pojmem operátor rozum¥t vºdy lineární operátor. Pokud
V = W , mluvíme o operátoru na V . Operátor A∗ : W → V ,
který spl¬uje ∀v ∈ V , w ∈W

〈w,Av〉W = 〈A∗w, v〉V ,

nazýváme operátor adjungovaný (£i sdruºený) k A. Indexy W,V
rozli²ují, ve kterém z prostor· skalární sou£in po£ítáme. To je
obvykle z°ejmé z kontextu, proto dále zna£íme oba skalární
sou£iny jen 〈, 〉.



Tvrzení
Nech´ B = (vi)

n
1 , C = (wi)

m
1 jsou ON báze V , resp. W ,

A = [A]CB ∈ Cm×n. Pak A∗ existuje a [A∗]BC = A+ ∈ Cn×m.

D·kaz.
Protoºe Avj =

∑m
i=1 aijwi, je akj = 〈wk,Avj〉. De�nujeme-li

sdruºený operátor na bázi p°edpisem A∗wk :=
∑n

i=1 ākivi, pak
〈A∗wk, vj〉 = akj a pro w =

∑m
k=1 rkwk, v =

∑n
j=1 sjvj platí

〈w,Av〉 =
∑
k,j

r̄ksj〈wk,Avj〉 =
∑
k,j

r̄ksj〈A∗wk, vj〉 = 〈A∗w, v〉

Tedy A∗ je sdruºený k A a z jeho de�nice je jk-tý element jeho
matice [A∗]BC roven ākj ≡ a+jk.
Operace ∗ sdruºení operátoru je tedy úzce spojená s operací +
hermitovského sdruºení (v reálném p°ípad¥ transponování)
matic.



Dal²í vlastnosti sdruºení operátor· lze odvodit z vlastností
hermitovského sdruºení, ale i p°ímo z de�nice ♣:
1. A,B : V →W , α, β ∈ C: (αA + βB)∗ = ᾱA∗ + β̄B∗

2. A : V →W , B : U → V : (AB)∗ = B∗A∗

3. (A∗)∗ = A
4. KerA = (ImA∗)⊥,KerA∗ = (ImA)⊥

5. rank(A) = rank(A∗)
6. KerA = KerA∗A, rank(A) = rank(A∗A)

Operátor A : V → V (resp. matice A ∈ Cn×n) se nazývá
I samosdruºený/á, pokud A = A∗. (resp. A = A+)
I unitární, pokud AA∗ = A∗A = Id. (resp. A−1 = A+)
I normální, pokud AA∗ = A∗A. (resp. AA+ = A+A)

Zjevn¥ ss/u/n. operátor má vzhledem k ON bázi ss/u/n. matici.
Samosdruºený nebo unitární operátor je nutn¥ také normální.



V¥ta (O OG diagonalizaci normálního operátoru)

Nech´ V je unitární prostor kone£né dimenze. Pro operátor
A : V → V existuje ortonormální báze prostoru V , v·£i níº je
jeho matice diagonální, práv¥ kdyº je A normální.

D·sledek
Pro kaºdou £tvercovou matici A, která je hermitovská nebo
unitární, existuje unitární matice U taková, ºe U+AU je
diagonální.

V d·kazu v¥ty pouºijeme fakt, ºe kaºdou matici A ∈ Cn×n lze
zapsat jako A = URU+, kde U je unitární a R horní
trojúhelníková (Schur·v rozklad). Plyne to ♣ z v¥ty

V¥ta (Schurova reprezentace operátoru)

Nech´ V je unitární prostor kone£né dimenze, A operátor na
n¥m. Pak existuje ON báze B ve V taková, ºe matice [A]BB je
horní trojúhelníková.



V d·kazu vyuºijeme lemma, které plyne ♣ z GS-ortogonalizace:

Lemma
Nech´ V je unitární prostor dimenze n a (u1, . . . , uk) ON
posloupnost ve V . Pak lze tuto posloupnost doplnit na ON bázi
(u1, . . . , un) prostoru V .

Operátor A má alespo¬ jedno vlastní £íslo λ ∈ C a k n¥mu
vlastní vektor v, ‖v‖ = 1. Z lemmatu máme ON bázi C = (v, C ′)
ve V , a tedy existují x ∈ Cn−1 a A′ ∈ Cn−1×n−1 takové, ºe

[A]CC =

(
λ xT

o A′

)
,

p°i£emº A′ = [A′]C′
C′ de�nuje operátor na podprostoru v⊥. Z

induk£ního p°edpokladu má A′ Schur·v rozklad U ′R′U ′+, kde
R′ = [A′]B′

B′ je horní trojúhelníková pro ON bázi B′ ve v⊥. Báze
B := (v,B′) je ON a

[A]BB =

(
1 oT

o U ′+

)(
λ xT

o A′

)(
1 oT

o U ′

)
=

(
λ xTU ′

o R′

)
�



Netriviální implikace ve v¥t¥ o OG diagonalizaci je ⇐ ♣.
Dokáºeme indukcí, ºe normální horní trojúhelníková matice je
diagonální. Nech´ B je ON báze V ze Schurovy reprezentace
A := [A]BB, £ili matice A′ v

A =

(
λ xT

o A′

)
, A+ =

(
λ̄ oT

x̄ A′+

)
je horní trojúhelníková. Podmínka A+A = AA+ dává blokov¥(

|λ|2 λ̄xT

λx̄ x̄xT +A′+A′

)
=

(
|λ|2 + xT x̄ xTA′+

A′x̄ AA′+

)
Protoºe xT x̄ =

∑n−1
i=1 |xi|2, dostáváme z pozice 11, ºe x = 0,

tedy A′ je i normální matice. Z IP je A′ diagonální a tedy je i A.



Prove¤me OG diagonalizaci matice

 0 2 2
2 0 2
2 2 0

. Vlastní £ísla

jsou 4 a −2, druhé z nich je dvojnásobné. P°íslu²né vlastní
podprostory jsou 〈(1, 1, 1)〉 a 〈(1,−1, 0), (0, 1,−1)〉, vidíme, ºe
jsou skute£n¥ navzájem kolmé. Ve druhém z nich pomocí
Gramovy-Schmidtovy metody najdeme ortogonální bázi
((1,−1, 0), (1, 1,−2)). V p°edpisu pro diagonalizaci A = UDU+

je matice U p°echodu od kanonické báze do báze z vlastních
vektor· unitární, její sloupce tedy tvo°í normalizované vlastní
vektory. V tomto p°ípad¥, kdy bylo moºné vzít v²echny vlastní
vektory reálné, je U+ = UT , tedy U je ortogonální matice.
Celkov¥ máme A zapsáno jako sou£in
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V¥ta (Spektrální rozklad normálního
operátoru)

Nech´ A : V → V je normální operátor, Pλ : V → V operátor
ortogonální projekce na vlastní podprostor p°íslu²ný vlastnímu
£íslu λ. Pak A =

∑
λ∈σ(A) λPλ.

D·kaz.
Nech´ (ui)

n
1 je ortonormální báze, vzhledem k níº má A

diagonální matici. Vektor ui je vlastním vektorem A s vlastním
£íslem λ ∈ σ(A), takºe Pλui = ui a Pµui = 0, pokud µ 6= λ.
Pravá i levá strana rovnosti tedy mají na ui hodnotu λui,
rovnají se proto na bázi a tudíº i jako operátory.

Pro matici A = U diag(4,−2,−2)UT z p°edchozího p°íkladu,
kde U = (u1|u2|u3), vypadá ♣ spektrální rozklad jako

A = 4u1u
T
1 − 2(u2u

T
2 + u3u

T
3 )



Vlastní £ísla samosdruºeného operátoru jsou reálná:
Unitární operátor U : V → V je moºné charakterizovat
ekvivalentními ♣ podmínkami:
I ∀v ∈ V : ‖Uv‖ = ‖v‖
I ∀v, w ∈ V , 〈Uv,Uw〉 = 〈v, w〉
I U := [U]BB je unitární matice pro B ON bázi V .
I Je-li (vi)

n
1 ON báze V , pak je jí i (Uvi)n1 .

I U je normální operátor, jehoº vlastní £ísla leºí na
jednotkové kruºnici.

P°íkladem spektrálního rozkladu unitární matice m·ºe být t°eba(
cos π2 − sin π

2
sin π

2 cos π2

)
≡
(

0 −1
1 0

)
= λ1u1u

+
1 + λ2u2u

+
2 =

= i
1√
2

(
1
−i

)
1√
2

(
1 i

)
+ (−i) 1√

2

(
1
i

)
1√
2

(
1 −i

)



Z tvaru matic u1u
T
1 , u2u

T
2 + u3u

T
3 , u2u

+
2 vidíme, jak zapsat

matici ortogonální projekce podprostoru W ≤ Fn, v n¥mº
známe ON bázi. Konkrétn¥ OG projekce do sloupcového
prostoru Im(A) matice A s LN sloupci má matici

[PImA]KK = QQ+,

kde Q je matice z QR-rozkladu matice A. Lze to i bez ON báze?

Definice
Je-li (u1, . . . , uk) posloupnost vektor· unitárního prostoru
(V, 〈, 〉) nad F, pak Gramovou maticí této posloupnosti
rozumíme matici G ∈ Fk×k, pro niº Gij = 〈ui, uj〉.

I Gramova matice je hermitovská.
I Je-li B ON báze V a A = ([u1]

B| . . . |[uk]B), pak G = A+A.
I G je regulární, práv¥ kdyº je posloupnost(u1, . . . , uk) LN ♣.



Pokud v ∈ V , pak vektor w =
∑k

i=1 xiui ∈ 〈u1, . . . , uk〉 =: W je
roven OG projekci PW (v), práv¥ kdyº ∀i : ui ⊥ v − w, neboli

〈ui, v〉 = x1〈ui, u1〉+ . . .+ xk〈ui, uk〉

To je soustava rovnic Gx = y ∈ Fk, kde yi := 〈ui, v〉. Ozna£me
b = [v]B ∈ Fn, pak lze tuto soustavu p°epsat jako

A+Ax = A+b

To je tzv. normální soustava p°íslu²ející soustav¥ Ax = b, která
v sou°adnicích odpovídá hledání x, aby

∑k
i=1 xiui = v. Není-li

v ∈W , tedy nemá-li p°eur£ená soustava Ax = b °e²ení, nalezne
její normální soustava aproximativní °e²ení minimalizující
‖
∑k

i=1 xiui − v‖ nebo téº ‖Ax− b‖. Má-li A LN sloupce, je
A+A regulární a x = (A+A)−1A+b. Matice PW je pak vid¥t z

[PW ]BB[v]B = [w]B =

k∑
i=1

xi[ui]
B = Ax = A(A+A)−1A+[v]B



Klasický p°íklad je (lineární) regrese, tj. �tování funkce zadané v
n bodech tzv. metodou nejmen²ích £tverc·. Minimalizace výrazu

n∑
i=1

|axi + b− yi|2

vzhledem k a, b ∈ R se zadanými (xi, yi), i ∈ {1, . . . , n} vede na
aproximativní °e²ení p°eur£ené soustavy lineárních rovnicx1 1

...
...

xn 1

(a
b

)
=

y1...
yn

 ,

jejíº normální soustava je(∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi n

)(
a
b

)
=

(∑n
i=1 xiyi∑n
i=1 yi

)
Tu je moºné explicitn¥ vy°e²it t°eba Cramerovým pravidlem.


