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Poznamka k vypisktum

Toto jsou moje vypisky z pfednasek, slidu od prof. Antocha, zapiskd od tuetscheka a
féra. Dukazy obsahji vétsinou pouze naznak myslenky.

Tento text si v zddném piipadé necini narok na bezchybnost. Mohou se vyskyt-
nout preklepy a jsou psané, jak jsem vyklad pochopil, bez zaruky spravnosti, coz muze
byt samoziejmé uplné Spatné. Pokud najdete né€jakou chybu, dejte prosim védét.
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1 Uvod

Definice 1.1 (Rozptyl). Rozptyl ndhodné veli¢iny X je var X =
E[(X —EX)?] = EX? - (EX)?=

Definice 1.2. Charakteristiky spojitych néhodnych veli¢in:

1. Distribuéni funkce F(x f f@) P(X <)
2. Stiedni hodnota EX = le xf(x dz plati Eg(z) =
[ 9(x)f(x)dz

3. Rozptyl [, 2 f(z)dz — (EX)?

Definice 1.3 (Rozdéleni). Funkce, kterd kazdé hodnoté ndhodné
veli¢iny pfirazuje jeji pravdépodobnost.

e alternativni Alt(p)- P(X = 1) = p, P(X =0) =1 — p,

EX =p, var X = p(1l —p)
e binomické Bi(n,p) — n nezavislych alternativnich pokusi; X

nabyva 0,1,...,n

Y\ K n—k
Pex =1 = () )pra-»
EX =np
var X = np(l — p)

e rovnomérné R(zy,...,2z,) — X nabyvd x1,...,2,

n
:%Z%

e geometrické Ge(p) — pravdépodobnost prvniho tspéchu pravé
v pokusu n

P(X =n)=(1-p)"'p



e Poissonovo — X nabyva 0,1,2,...

P(X=k)=e o

EX =var X = )\

Jsou-li X ~ Po(A\1), Y ~ Po()\y) nezavislé, potom X +Y ~

PO()\l + /\2).
e Spojita rozdéleni:

flx) F(x) EX  var (X)
1 . T —a a+b (a—b)?

Ula,b) b_a,xe(a,b),JlnakO b a 5 3

1 1

-z _ AT _ _

exp(\) e 2 1—e 3 2

1 (x —p) T —p 2

N(u,o? - ®
(1,07) Nz exp(———5 5 ) ( . I o

2 Vytvorujici funkce
Néhodné veli¢iny se uvazuji celociselné.

Definice 2.1. Vytvotujici funkce posloupnosti ag, aq, ... je A(z) =
Z;io ajz’, pokud konverguje v okoli nuly.

Definice 2.2. Vytvorujici funkce celociselné nahodné veli¢iny X
je vytvorujici funkce P(z) poslouponosti p, = P(X = j), j
0,1,2, ...

Poznamka. Taylortv rozvoj mocninné rfady ﬁ =14+z+22+..,
konverguje na (—1,1) (~ vytvorujici funkce (1,1,...)). Pro e plati

er =5, Tn—T,L Soucet geometrické fady je ;- pro lg] < 1.




Definice 2.3 (Operace s mocninnymi fadami). a(z) = > .2 a;z’,
b(x) =Y 07 bz’

s¢itani, nasobeni konstantou
x"a(x) — pFiddni n nul na zacétek
vynechéani prvnich n ¢lentt
a(ax) — dosazeni ax za x

n
a(z™) - (ao,0,...,0,a1,...)
derivovani — (a1, 2a9, 3as, . ..)
. ‘2 1
integrovani — (0, ag, 5a1,...)
nasobeni — konvoluce

o0

a(l) =3 "ga
a(0) = ag

Poznamka. P(z) = E[z¥].

Véta 2.1 (e). Pro ¢ = P(X > k) plati Q(x) = 1—P(z)

1—x
Dukaz. Konvoluce (1,1,...) a (1 — pg, —p1, —pa2, .- .). V)
Véta 2.2 (o). EX =P'(1)
Véta 2.3. var X = P”(1) + P'(1) — (P'(1))? pro celoéiselnou na-
hodnou veli¢inu X s polomérem konvergence vétsim nez 1.

Dukaz. P"(1) +P'(1) = Y2, i%a; = EX?. Q

. P90
Poznamka (e). p; = j!( )

Véta 2.4. Necht P(x) = U(z)/V(z), U,V nemaji spoleéné kofeny,
U ma nizsi stupen a V mé jednoduché kofeny. Potom pro koreny
Z1,...,Tm polynomu V(x) plati:

01 Om
pn = 4=
x’iL-‘rl xﬁfl




Poznamka. Pro n — oo plati p,, ~ ﬁ.
1

Priklad. Vytvorujici funkce rozdéleni:

e alternativni - P(z) = q + pz,

e binomické - P(z) = (¢ + pz)™,

e Poissonovo - P(x) = e A1=%),

e geometrické - P(x) = 1_pqu resp. ’;x,
e rovnomeérné - gif(lf_zz)).

Poznamka. Geometrické rozdéleni je nejjednodussi model doby ce-
kani.

Definice 2.4 (Konvoluce). Méjme posloupnosti {a;},{b;}, ¢, =
apby, + ...+ apbg pron =0,1,.... Potom {c¢;} nazgvame konvoluce,

{ej} = {aj} = {b;}.

Véta 2.5. Pro {¢;} = {a;} » {b;} a jejich odpovidajici vytvorujici
funkce plati
C(z) = A(z)B(x).

Véta 2.6. Soucet » . | X; pro X; iid. s vytvorujici funkei P(z)
mé rozdéleni dané n-tou konvolu¢ni mocninou {p;}"* s vytvorujici
funkei P (z).

Véta 2.7 (e). Nechf X; jsou i.i.d. s rozdélenim {a;} a vytvorujici
funkci A(z), N s rozdélenim {b;} a vytvorujici funkci B(x). Potom
Sy =X1 + ...+ Xy ma rozdéleni {c,}:

¢j = P(Sn =) Zb Hag "

n=0

a plati
C(x) = B(A(x))

a ESy = EX; - EN. Rozptyl se spocte z véty 2.3.



Dukaz. ¢; =) P(Sy =j | N =n)P(N = n) dle véty o Gplné
pravdépodobnosti. Odtud

Cla) =D cal =307 D2 gufi" = 3 n(A@)" = BA®))

ESy = EX; - EN plyne z véty 2.2. Q@

Priklad. N vajiéek, N ~ Po()), indikator vylihnuti X; ~ Alt(p).
Potom Sy ~ Po(Ap).

Dukaz.
2 Ak
P(N=k)=e i

Vytvotujici funkce pro Poissona P(z) = e *1=%) 4 véta 2.7.
Vytvorujici funkci Poissona lze odvodit pomoci

o0 x/n/
T _
=2 )
n=0
Q@
Pi#iklad (Sifeni virt). V prvni generaci je X(® = 1 jedinec, ten

mé XM = X potomki s rozdélenim danym vytvorujici funkei A(z).
Ve druhé generaci je X® = X; + X5 + ...+ Xx = X? jedinci —
vytvofujici funkce A(A(x)). Stfedni hodnotu vypocteme z véty 2.2,
pficemz vyuzijeme A(1) = > 72 a; = 1 (a; je pravdépodobnostni
rozdéleni).

EX® = [A(...(A(z))...)]]




3 Rekurentni jevy

Definice 3.1 (e Rekurentni jev). Mé&me posloupnost opakovanych
(ne nutné nezavislych) pokust, viechny maji tutéz nejvyse spocetnou
mnozinu moznych vysledkt F1, Es, .. ..
Necht {Ej, ..., E;, } znadi jev, ze pokus ¢ € [n] skon¢il Ej,.

Necht pro vSechny takové koneéné posloupnosti plati

P(Ej,,...,Ej, ) ZP s By LBy, 1<n<oo
Jn=1

a o posloupnosti Ize jednoznacéné rozhodnout, zda ma vlastnost &.
& nastéava na n-tém misté posloupnosti Ej,, Ejz, ... pokud posloup-
nost I ,..., E; ma vlastnost &.

Vlastnost £ je rekurentni jev, pokud

1. ¢ nastal na n-tém a (n + m)-tém misté posloupnosti
Ej,...,Ej, ., prave kdyZz nastane na poslednim misté po-
sloupnosti &;, , ..., E; a posloupnosti F; Ejim-

2. V takovém pfipadé plati

n419 0

P(Ej1v""Ejn+m) :P(Ejlv"'ijn)'P(E

Jn41s

E

jn+”m)
Definice 3.2. Pro rekurentni jev £, 1 < n < oo definujeme

e u, = P(£ nastane v n-tém pokusu), ug = 1
e f, = P(& nastane v n-tém pokusu poprvé), fo =0

Véta 3.1 (e). Pro u,, f, plati
n:fOun'i_flunfl"_'""’_fnuOv n>1

a pro odpovidajici vytvorujici funkce



Dukaz. Rekurentni vzorec z véty o uplné pravdépodobnosti
podle toho, kdy jev nastal poprvé.

U(X)F(X) ~ (fouo, four + fruo, fouz + frur + fauo,...)
:(07f17f1u1+f27"')

U(X)*lN('U,Ofl,ul,...):(171,u17...)
Q@

Piiklad. Necht ¢, je pravdépodobnost toho, Ze v posloupnosti n
hodi@ minci nepadne ani jednou trojice licti za sebou. Odvodte vy-
tvorujici funkci

8 + 4x + 222
8§ —dx — 222 — 23’

Q) =

Dukaz. Oznaéme

p pravdépodobnost hodu lice (L),

e ¢ jev, Ze padnou tfi lice za sebou,

qn pravdépodobnost, ze prvni trojice licti padne az po n-tém
kroku,

fn pravdépodobnost, ze prvni trojice lici padne pravé v n-tém
kroku,

e u, pravdépodobnost, ze néktera trojice lici padne v n-tém
kroku; na tento pripad se aplikuje zapominani, tedy v posloup-
nosti RRLLLL jev £ nastava na pozici 5, ale na pozici 6 uz ne.

Posloupnost ...LLL m4 pravdépodobnost p®. Pomoci u,, se
zapomindnim ji mtzeme vyjadrit jako

P° = Uy + pun_1 + pPun o

(¢ miize nastat pfimo na pozici n, nebo na pozici n — 1 a na
pozici n je L, nebo na pozici n — 2 a na pozicich n — 1 a n



je L). Pomoci pravidel pro pocitani s vytvorujicimi funkcemi
z rekurentni rovnice odvodime

P _ U1, U)o P -
P
(1 —2)(1 + px + p2z?)

Ulx)=1+

Podle vét 2.1 a 3.1 plati

U(z)—1
Q(x)zl—F(x):1* U _ 1
11—z 1—2 (1—-2)U(x)"
Dosazenim p = 1/2 dostaneme vysledek. Q@

Poznamka. {f,} udava rozdéleni ndhodné veli¢iny T} popisujici
¢ekéni na prvni vyskyt rekurentniho jevu. Je-li f = >">7, f, < 1,
potom je T} nevlastni a 1 — f je pravdépodobnost, Ze jev nenastal.

Definice 3.3. Necht T; jsou veli¢iny s timtéZ rozdélenim f,,, potom
je interpretujeme jako dobu navratu. T =Ty + ... + T;.
7(f) = P(¢ nastane po r-té v n-tém pokusu).

Véta 3.2.
{70} =y
Dukaz. {a,}:={fn}" an=">_, T Q
Véta 3.3. Pravdépodobnost, Ze rekurentni jev nastane v nekonecné

posloupnosti alespon r-krat, je 7, kde f = ZZO:() I

3.1 Klasifikace rekurentnich jeva
Definice 3.4. f=>"°fn



Definice 3.5 (e Trvaly jev). Jev & je trvaly, pokud f = 1. Pokud
f <1, je £ prechodny.

Poznamka. Pravdépodobnost, Ze jev £ nastane v nekonecné po-
sloupnosti pokusil nekonecnékrat je jedna pro trvaly jev a nula pro
prechodny jev.

Definice 3.6. Je-li f = 1, budeme oznacovat p = ETy =Y ° nfy,
stfedni doba navratu.

Definice 3.7 (e Nulovy jev). Trvaly jev £ je nulovy, jestlize u = oc;
pokud p < o0, je nenulovy.

Definice 3.8 (e Periodicky jev). Rekurentni jev £ je periodicky,
pokud existuje A € N; A > 1, t.z. u,, = 0 pro vSechna n, ktera nejsou
délitelna .

Nejveétsi takové A je perioda &.

Véta 3.4. Rekurentni jev ¢ je pfrechodny, pravé kdyz u =
>0 o Un < 00. V takovém pifpadé je f = “—L.

u

Definice 3.9 (e Nahodné prochézka). Mé&jme posloupnost i.i.d. né-
hodnych veli¢in X7, X5, ..., které maji vysledek +1 s pravdépodob-
nosti p a vysledek -1 s pravdépodobnosti 1 — p. Jednoducha na-
hodné prochéazka s pravdépodobnosti zdaru p je potom posloupnost
{Sn}org, kde S, = >0 | X,

Obecné je ndhodna prochéazka model pohybu. Lze je zobecnit do
vice rozmérd (napf. iloha opily ndmoinik na Manhattanu).

Piiklad. Méjme jednoduchou ndhodnou prochézku s pravdépodob-
nosti zdaru p. Névrat do podatku oznacime jako jev £ (vyrovnédni
uspéchtt a nedspéchti). Ukazte, ze £ je periodicky jev trvaly pro
p = 1/2 a pfechodny jinak. Odvodte vytvotujici funkce U(x), F(x).

Dukaz. ug,4+1 =0, tedy £ je periodicky. us, = (%?)p"q".



(1) p=1/2

1 (2n)! 1
Su=2 () =X
Vyuzijeme aproximaci n! 27m82—n.

Zul—Z" ZF 0

Podle véty 3.4 je tedy & trvaly jev.
U(z) odvodime pomoci vytvoiujici funkce Y o0 (*")z" =

ﬁ (plyne ze zobecnéné binomické véty):

oo
2n 1
U(x) = pgz?)t = ———
(x) Z(n)< r = s
Odtud plyne F(z) =1 — /1 — 4pqz? a stfedni hodnota doby
navratu

8
p=F(1)= 2 —

V1= 4pga? 1y gy

a tedy ¢ je nulovy.

(@) p#q
f=F1)=1-1-4pg<1

Jev neni trvaly.
Poznédmka: f5, = n(Zn 2)p q" o

Pfiklad. Ndhodné prochidzka ve dvou rozmérech (se stejné pravdé-
podobnymi sméry):

n

(2n)! 1 1
2 ; z!z!(n — z)!(n — z)! 42n m E U o0




Jev je trvaly.
3 . v
Nahodna prochéazka ve tfech rozmeérech: us, < kn~2. Jev je pre-
chodny.

Véta 3.5 (Limitni véta). Necht rekurentni jev £ je trvaly neperio-
dicky. Potom

lim u, = —.

Necht rekurentni jev £ je trvaly periodicky s periodou A. Potom

lim u,y = —.
n—oo '[_,L

Véta 3.6 (Asymptotické rozdéleni). Necht rekurentni jev £ je trvaly.

Nechf N,, je pocet viskyti jevu do ¢asu n a T") doba ¢ekani na -ty

vyskyt. Potom jevy [N, > r] a [T(") < n] jsou ekvivalentni. Necht

rozdéleni dob prvnich navratt mé koneénou stfedni hodnotu u (jev
n no’2)
uoopd

je nenulovy) a rozptyl 2. Potom N,, ~ N(

TU) —rp
o\

Véta 3.7. Pro trvaly nenulovy rekurentni jev, n — oo plati EN,, ~
n

R

lim P

r—00

< y) —a(y).

Véta 3.8 (Rovnice obnovy). Necht a,, a b, jsou dvé posloupnosti,
ap =0, a, €[0,1], b, >0, 307 b, < co. Mé&jme u,, = by, + agu, +
a1 Un—1 + ...+ ayug, tj.

{un} = {bn} + {an} {Un}

Tento vztah se nazyva rovnice obnovy.
Pro vytvorujici funkce posloupnosti plati

B(z)

U(x) = T-AQ)



Necht a,, je neperiodickd, a = > 07 an, u =Y .o up. Proa <
1 plati v < oco. Pro a = 1 je a, rozdéleni doby navratu trvalého
neperiodického rekurentniho jevu a

nh—)rgo tn = nzo _ nap’
Poznamka. Odpovida vztahu U(x) a F(z) rekurentnich jevi pro
B(z) = 1.

4 Markovovy retézce

Definice 4.1 (e Markovovy Fetézce). Posloupnost pokust se stejnou

nejvyse spocetnou mnozinou moznych vysledkt E7, Es, ... nazveme

MR, jestlize pro kazdou koneénou posloupnost visledkt plati
P(E;,,E;

Jor g1y

Ej,) = @joPjojs * Pin_rjn>

kde aj, jsou pravdépodobnosti vysledkt nultého pokusu a p;; prav-
dépodobnosti vysledku FEj, za podminky vysledkt E; v predchozim
pokusu.

{ar} se nazyva politecni rozdéleni, p;; pravdépodobnosti pfe-
chodu.

Poznamka. Plati ; p;; = 1 (n€¢kam se pfejit musi).

Definice 4.2. Pravdépodobnost pfechodu ze stavu E; do stavu Ej,
po n krocich budeme znagit p( k) Nepodminéné pravépodobnost a(”)
je pravdépodobnost jevu, ze system je v Case n ve stavu Fy.

Véta 4.1. Hodnoty pJ; jsou prvky matice P".

v ’, v n v 7 o
Znaceni. Oznacme fz(j ) pravdépodobnost prvniho prichodu stavem
v/ 7 . n
E;, zac¢iname-li v E; a pl(-j)
stavu I, zac¢iname-li v E;.

pravdépodobnost toho, Ze systém je ve



Véta 4.2. Plati

{o} = {57 {07}
i} = U U )

P¥iklad. Piiklady MR:

e nihodné prochazky po pfimce (s odraZejicimi sténami, s pohl-
cujicimi sténami),

e Ehrenfesttiv mysleny pokus - a rozlisitelnych molekul rozdéle-
nich do nadob A a B, v kazdém kroku se zvoli jedna molekula
(s pravdépodobnosti 1/a) a pfemisti do opa¢né nédoby,

e posloupnost nezavislych opakovanych pokust.

4.1 Klasifikace stavi MR

Véta 4.3 (o). Méjme E; stav v Markovové fetézci. Je-li systém
ve stavu Ej;, kazdy prichod stavem E; je rekurentni jev. Je-li na
pocatku ve stavu E;, je to rekurentni jev se zpozdénim.

Véta 4.4. V MR je stav E;

e prechodny, pravé kdyz > -, pi?) < 00,

e trvaly nulovy, pravé kdyz > ., pgj) =00 a lim, p(n) =0.
Véta 4.5. Je-li v Markovové fetézci stav I

e trvaly nenulovy neperiodicky, potom lim, s p; Mo 1

lim,, o0 pgn) ];1;
(mA) _ A

e obdobné pro periodicky lim, o p;;”~" = -
J



4.2 Nerozlozitelné retézce

Definice 4.3. Stav Ej, je dosazitelny z £}, jestlize In > 0 t.zZ.

pgz) > 0.

Definice 4.4. Neprazdnd mnozina stavi C je uzaviena, jestlize
zadny stav vné C neni dosazitelny ze stavi v C. Takova mnozina je
opét MR (podietézec).

Definice 4.5. Absorbéni stav je prvek jednobodové uzaviené
mnoziny (p;; = 1).

Véta 4.6. Mnozina stavi C' je uzaviend, pravé kdyz VE; € C, Ej, ¢
C: Pik = 0.

Definice 4.6. MR je nerozloZitelny, pokud jedina jeho uzaviena
mnozina je mnozina vSech stavi.

Véta 4.7. Retézec je nerozlozitelny, pravé kdyz kazdy stav je dosa-
zitelny z kazdého.

Definice 4.7. Stavy E; a Ej jsou stejného typu, pokud jsou oba
prechodné, resp. oba trvale nulové, resp. oba trvale nenulové a sou-
¢asné maji stejnou periodicitu.

Véta 4.8. Pokud jsou dva stavy vzajemné dosazitelné, jsou stejného
typu. V nerozlozitelném MR jsou vSechny stavy téhoZ typu.

Véta 4.9. V MR s kone¢né stavy neexistuji nulové stavy a neni
mozné, aby vSechny stavy byly pfechodné.
4.3 Stacionarni rozdéleni

Definice 4.8 (e Staciondrni rozdéleni). Mé&jme nerozlozitelny MR
s matici pravdépodobnosti pfechodt P. Rozdéleni {v;} se nazyva
stacionarni rozdéleni fetézce, pokud

Vi wvj= Zvipij, tj. v=Plv
i



(tj. zachovava pro jednotku ¢asu ,rozloZeni ¢astic*).

Poznamka. Stacionarni rozdéleni ziejmé udava pravdépodobnosti
stavil po ustéleni systému (pokud staciondrni rozdéleni existuje).

Véta 4.10 (e). V nerozlozitelném MR existuje stacionarni rozdélent,
pravé kdyz vsechny stavy jsou trvalé nenulové. Toto rozdéleni v je
jediné a Vi, j plati:

v; = lim pz(?) >0 v neperiodickém piipadé
n—oo
N0
s k Y
v; = nh_)rrgo -~ kg_l p;° >0 v periodickém pripadé

Diisledek (s). V nerozlozitelném MR, s kone¢né mnoha stavy exis-
tuje stacionarni rozdéleni.

Definice 4.9. Matice s nezapornymi prvky t.z. vSechny radkové i
sloupcové soucty jsou jedna se nazyva dvojné stochasticka.

Véta 4.11. Pro nerozlozitelny MR s dvojné stochastickou matici
a nekoneénym poctem stavi staciondrni rozdéleni neexistuje, pro
koneény pocet stavii n je stacionarni rozdéleni rovnomérné (v; = 1/n).
Definice 4.10 (ee Isingiv model). Mame graf G = (V, E), kazdy
vrchol ¢ mé stav o; € {—1,+1} (obecné {1,..., K}, napf. barvy).
Vektor o popisuje stav systému. Prostor stavi S je {—1, +1}|V‘.

Isingtiv model je pravdépodobnostni rozdéleni 7(5) na prostoru
stava S, kde

n(8) = Cyle PH®)
H(o) = Z I[o; # 0] (Hamiltonidn - ,energie stava®)

(1,7)€EE

Cy = Z e—BH(™)

o*eS



Pro 8 > 0 jsou v daném modelu nejpravdépodobnéjsi konfigurace
stavil, pro néz je Hamiltonidn maly (mald energie, informace).

Aplikace v analyze obrazu - pixely jsou vrcholy, hrany spojuji
sousedni pixely, stavy odpovidaji barvim. Obrazek je reprezento-
van vektorem o € S, pozorujeme zasumeény obraz Y = o + ¢, kde
g; ~ N(0,4?). Chtéli bychom odhadnou skuteény obraz, pozorujeme-
li Y a predpoklédame, Ze o mé rozdéleni Cj;'e™##(?). Resime Ba-
yesovskou statistikou a MR (ndhodna prochizka grafem, hleddme
stacionarni rozdéleni — zfejmé to, co se u¢i v UI II jako MCMC).
MozZnosti jsou generovat z aposteriorniho rozdéleni £(o|Y") konfigu-
race jako mozné reprezentace obrazu, nebo hledat & maximalizujici
P(6|Y).

Varianty pro S = {1,... ,K}‘VI:

e Pottv model -~ H(o) = }_; g Iloi # 0]

e model pro ¢ernobilé obrazky — H(o) = >, ;) f(0i,05) pro
néjakou metriku f

Poznamka. Cj ! je normaliza¢ni konstanta, ktera z w(3) déla roz-
déleni (soucet pies vSechna o musi byt 1).

Priklad. Naleznéte staciondrni rozdéleni pro ndhodnou prochazku
s dvéma odrazejicimi sténami.

Pro p = 1/2 vyjde rovnomérné (dvojné stochastickd matice).
Priklad. Mé&jme ndhodnou prochézku s jednou odrazejici sténou.

Jeji matice P je

0
b
0

o Q
LR o3

Je nerozloZitelny, staciondrni rozdéleni najdu ze vztahu v; = qv;_1+

oo . . 7 ’ v s . .
pvjt1. Pokud ) =1 Vj konverguje, stacionarni rozdéleni existuje.
Z nerozlozitelnosti by potom stavy byly nenulové a trvalé.



Priklad. Naleznéte stacionarni rozdéleni pro Ehrenfesttiv mysleny
pokus s N ¢asticemi.

Sestavime matici P a hleddme v t.z. vI = vT P. Pro stav E,
dostaneme rovnici

n—1 n+1 1
T)Vn—l + Tvn-H, Vo = NVL

Pomoci ,kouzel s nasobenim“ by mélo vyjit v,, = (JZ ) V. Vo potom

zjistime takto:
N
Z N
n

n=0

Vvo=1 = vg=27V

5 Linearni proces zrodu a zaniku

Definice 5.1. Nahodna velicina X m& exponenciadlni rozdéleni
Exp()\), pokud mé hustotu

Xe ™ 2 >0,\>0,
f(xa )‘) = { ..
0 jinak.

EX:%,VarX:)\%,F(x)zl—e_)“”.

Véta 5.1 (e). Exponencidlni rozdéleni je jediné spojité rozdéleni,
pro které plati

P(X >z+y|lX >z)=P(X >vy).

Mezi diskrétnimi rozdelenimi ma tuto vlastnost pouze geometrické.
X miizeme interpretovat jako dobu Zivota procesu, potom pravdépo-
dobnost preziti casového obdobi nezavisi na tom, jakou dobu proces
doposud prezil.



Definice 5.2 (e Funkce intenzity). Necht ndhodné veli¢ina X m4
hustotu f(x) a distribuéni funkci F(z). Funkce intenzity je

f(x)
Az) = —+—.
@) =1"F@m
Poznamka. Mé&me ndhodnou veli¢inu X (doba Zivota procesu)

s hustotou f, distribu¢ni funkci F. Pravdépodobnost okamzitého se-
lhani je AA(x):

F(m—i—A)—F(x)éAm—}o

Pe<X<z+4+A|X>z)= 1= F ) A

AAN(z)

Poznamka. Funkce intenzity jednoznacne charakterizuje rozdéleni.

Poznamka (e). Exponencidlni rozdéleni je jediné spojité rozdéleni
s konstantni funkei intenzity (\).

Definice 5.3 (e Linedrni proces zrodu a zdniku). Méjme systém
s nejvyse spocetné stavy, pravdépodobnosti prechodt v ¢asovém in-
tervalu (¢,t+ h) jsou:

P(E, — E,t1) = AMh +o(h)

P(E, — E,—1) = ppnh+o(h)

P(Ey = Enyj, j > 1) =o(h)
(Markovsky proces se spojitym ¢asem a diskrétnimi stavy.)

Znaceni. Pravdépodobnost toho, Ze systém je v Case t ve stavu E,,
budeme znacit P, (t). Limitu oznacime p,, = lim;_, o P, ().

Poznamka. Zajima nas P,(t+ h) a p,.

Véta 5.2 (ee). Pravdépodobnosti p,, existuji, nezavisi na pocitec-
nich podminkach a vyhovuji systému linerarnich rovnic:

0= —Xopo + p1p1
0= —(An + tn)Pn + tint1Pnt1 + An—1Pn—1, n>1



Pravdépodobnosti P, (t) splituji nasledujici systém diferenciél-
nich rovnic:
Py(t) = =XoPo(t) + pi Pi(t)
Pp(t) = —=(An + pn) P (t) + png1 Pag1 () + An1 Pooi(t), 1 >1

n

Dukaz. Odvozeni: Hleddme P, (¢ + h) pro né&jaké malé h.

P,(t+h)= (1= ,h — pnh+o(h)) Py, (t)
4 (i + o)) P ()
+ (An—1h +o(h))P—1(t)
+ o(h)Phsi(t)

(Soucet pravdépodobnosti setrvani v P, pfechodu z P, 1, pfe-

chodu z P,_; a pfechodu ze vzdalengjsiho stavu.) Vydélime rov-

nice h — 0 a zanedbame ¢leny @:

Pu(t+h)— P(t)
) _

P’r/z(t) = (_An - ,un)Pn(t) + (Mn-‘rl)Pn—i-l(t)
+ (An—1)Pn-1(¢)
Py(t) = — Mo Po(t) + 1 Pi(t)
Je-li systém v Case 0 ve stavu F;, pak jsou splnény pocatecni

podminky P;(0) =1 a P,(0) = 0 pro n # i. Limity v nekone¢nu
pr, dostaneme z diferencidlnich rovnic polozenim P/ (t) =0. ©

5.1 Piiklady

Priklad. Mé&jme systém z prvki, kde se za ¢as h rozdéli jeden prvek
s pravdépodobnosti Ah +o(h) a zanikne s pravdépobnosti puh+o(h).
Je-li chovani prvk nezavislé, jde o model zrodu a zaniku s \,, = nA,

Hn = N



Priklad (Model ustfedny s nekoneéné linkami). Méjme ustfednu,
hovor skonéi v intervalu (t,¢ + h) s pravdépodobnosti ph + o(h),
nova linka se obsadi s pravdépodobnosti Ah + o(h), hovory jsou ne-
zévislé. Ukazte, Ze limitni pravdépodobnosti p,, se fidi Poissonovym
rozdélenim s parametrem A

Dukaz. Jde o model zrodu a zaniku s A\, = A\, u, = nu. Z rovnic
z véty 5.2 plyne:

0= —Apo + pp1
0=—A+nupn+ (n+ Duppr1 + Apn—1

A
P1 = —DPo
o
/\2
b2 = ﬁpo

1 (A)7l
pn:*’ - Do
n! \ p

Z existence stacionarniho rozdéleni plyne > p, =1 (?).

1 /A" BN
mY i (5) =med
n=0

m

Odtud pg = ek a

Q©

Poznamka. Pokud bychom pfedchozi piiklad simulovali, dostali
bychom pry stfedni hodnotu a rozptyl ﬁ, ale nebylo by zfejmé, ze
maji pravdépodobnosti Poissonovo rozdéleni.



Priklad (Dvojbudka s jednou neomezenou frontou).

A=A
0 n=0
B =qgp n=1
2u n>2

N\ 1
Pn = Po n on—1

Ppo spocteme pomoci souctu geometrické rady po+ %po—l— %po—&—. ..
1.

20— A 2,u—>\()\>" 1
DPo

BETEDY Po=oa\n) 2o

Piiklad (Parkovisté MFF kapacity N bez fronty).

Jako ustfedna

po dostaneme z rovnice

N n
1 /A
pOE n'() =1
n=0

I

(useknuté Poissonovo rozdéleni).



Piiklad (Jedna telefonni budka s frontou omezenou N).

An = A
=4, 0<n<N

(A)n
Pn=1— Po
1

(A)N+2 _1

o

l=po~—5———
A

(N + 2 séitancti, protoze mtze byt fronta dlouhd 1 az N lidi, nebo
fronta prézdna a budka obsazend, nebo fronta prazdna i budka
prazdnd).

Priklad (1 opravar na M stroji).

An = A(M —n) (pokud se porouchalo n stroji, miZe se jeSté porou

fn, = [ (konstantni intenzita prace opravére)

pn_(]W—n)!<u> Po, PM—n = M! <M> ﬁ(x) Do
Lo (A Mff(ﬂ)“
— o i < nl \A

n=
(Inverze parkovisté, useknuté Poissinovo rozdéleni s pfevracenym pa-

M
rametrem £ a M! (ﬁ) slouzi jako normaliza¢ni konstanta.)

Piiklad. Mé&jme systém, ktery mize byt ve dvou stavech — fungujici,
rozbity. Intenzita poruchy je A (stfedni doba poruchy %), stfedni
doba opravy ﬁ

A

__H —
po_>\+ﬂ’ P1 Nt



Priklad (Oficina se dvéma zidlemi v pipeling). Mé&jme model oficiny
se dvéma zidlemi bez fronty. Stavy budou (0,0), (1,0), (0,1), (1,1),
(W,1), kde 1 indikuje obsazenost a W ¢ekani. Pfichody zdkaznikd
maji intenzitu A\, doba na 1. zidli py, doba na 2. zidli po.

5.2 Poissonuv proces jako model zrodu a zaniku

Definice 5.4 (o). Oznacme P, (t) pravdépodobnost jevu, Ze za dobu
t nastalo n zmén (napf. rozpad atomi). Pfedpokladejme, Ze proces
je stacionarni (nezavisi na poloze a délce intervalu) a bez ohledu na
historii pravdépodobnost jedné zmeény za cas h je Ah + o(h), vice
zmén o(h).

Definice 5.5 (Poissontiv proces). Poissontiv proces s intenzitou
A > 0 je ¢itaci proces {N(¢),t > 0} (poéty udalosti v intervalu [0, ¢])
takovy, ze

(i) N(0) =0,
(#) piirtstky jsou nezavislé a stacionarni (kazdé dva disjunktni
Casové intervaly maji stejnou distribuci),
(i) P(N(h)=1)= Ah+ o(h) pro h — 0,
(i) P(N(h) > 2) = o(h) pro h — 0;

nebo ekvivalentné

(i) N(0) =0,
(#) piiristky jsou nezavislé,
(#i) pocet udalosti v libovolném intervalu délky h > 0 mé rozdéleni
Po(Ah).

Véta 5.3. Plati P(N(t) = 0) = e~



Dukaz. Oznacme Py(t) = P(N(t) = 0). Plati

Po(t + h) = P()(t)(l —Ah + O(h))

h
Pi(t) = —Py(t)A

Pro poc¢ateéni podminku Py(0) = 1 feSeni diferencidlni rovnice
odpovida. Q

Véta 5.4. Doba mezi udalostmi v homogennim Poissonové proces
ma rozdéleni Exzp(\).

Dukaz. Pro dobu ¢ekani na prvni udalost Ty plati P(Ty > t) =
P(N(t) = 0) = e, takze P(Ty < t) = 1—e~*, coz je distribu-
¢ni funkce exponencidlniho rozdéleni. Diky nezavislosti vychazi
P(Ty > s+t | Ty = s) stejné a indukei pro vSechna T;. v

Véta 5.5. Doba ¢ekani na n-tou udélost se ¥idi rozdélenim I'(n, A).

Dukaz. Oznac¢me T; doby ¢ekéni na udélosti, S, = T1+...+1,.
Z konvoluce plyne indukei hustota S, jako

B /\l.)n—l B ()\x)n—l

T A) =\ Az ( =\ Az

(, A) = Ae™ ™ 105 C o)

Pro velké n konverguje k normalnimu rozdéleni (viz Véta 3.6). ©

Véta 5.6. Obé definice z Definice 5.5 jsou ekvivalentni, tj. pocet
udalosti v intervalu délky ¢ ma rozdéleni Po(At).
Dikaz. Plyne z P(N(t) = n) = P(S, > t) — P(Spy1 < t) =
I, — L1, kde I, = fot %e‘”x’“_ldt. v



Piiklad. Mé&jme server, na ktery chodi mélo ¢asté pozadavky s in-
tenzitou A = 1/den. Urlete (a) stfedni dobu do pfichodu 10 poza-
davkid a (b) pravdépodobnost, Ze mezi 10. a 11. pozadavkem jsou
dva dny.

(a) Doby ¢ekéni na pozadavky T; maji exponencidlni rozdéleni, a
tedy stfedni hodnotu 1/x = 1. Odtud E[S1o] = 2321 E|T) =
10-1=10

(b) Z Véty 5.4:

P(Ty —Tio>2)=P(T; >2) =e M =¢2

Piiklad. Méjme server, na ktery chodi pozadavky s intenzitou
A = 10/hodina, s pravdépodobnosti p = 1/12 jsou Sifrované, s prav-
dépodobnost{ 11/12 nesifrované. Urcete pravdépodobnost, Ze za 1 den
neptijde zadny Sifrovany pozadavek.

Ozna¢me T; dobu &ekani mezi ifrovanymi pozadavky. Sifrované
pozadavky maji intenzitu A\; = 1% za hodinu a jeden den mé 24

12
hodin. Z Véty 5.4:

P(T) > 24) = ¢7 2 = =20

5.3 Systémy hromadné obsluhy
Definice 5.6 (Systém hromadné obsluhy). Mé&jme systém, kde je

e alespon jedna paralelni stanice obsluhy,

e zakaznici, ktefi nemohou byt obslouZzeni se fadi do jediné
fronty,

e doby mezi ptichody zdkaznikt jsou i.i.d. veli¢iny s rozdélenim
A7

e doby obsluhy jsou i.i.d. veli¢iny s rozdélenim B.

Rozdéleni A je typicky exponencialni (Markovian), deterministické
(Deterministic), obecné (General), Erlangovo (Erlang).



Definice 5.7 (M/M/x). Systém M/M/x je systém hromadné ob-
sluhy s prichody zékaznikt fidicimi se homogennim Poissonovym
procesem a dobami obsluhy s exponencialnim rozdélenim.

x odpovida poctu obsluznych stanic:

o M/M/1: Ay = A, =t

e M/M/c:
A=\ _Jnp 0<n<ec
n ) Hn o an

o M/M/oo: A\, = A,y = np

Véta 5.7. Systémy M/M/x lze popsat obecnym procesem zrodu a
zéniku (z obsluznych stanic, nekoneéna fronta).

Véta 5.8 (o). Pro systém M/M/c plati, ze odchody ze stabilizo-
vaného systému (s neomezenou frontou) s parametry A,y jsou opét
popsany homogennim Poissonovym procesem s parametrem \.

Dusledek. Systémy M/M/c se daji dobfe kombinovat a za piedpo-
kladu stabilizovatelnosti popsat vhodnym Markovskym procesem.

Poznadmka. Pro systém M/M/1 plati, ze

e Stiedni pocet zakazniki v systému je % /(1 — %) = M—i/\

e Rozptyl poctu zdkazniku je %/(1 — %)2

j2

2
o Stiedni délka fronty je (A) (-2,

Dukaz. (Pro stiedni pocet zakaznikl)
Sestavime rovnice podle Véty 5.2 pro A\, = A, u, = U, za
pfedpokladu p > A.

0= —Apo + up1
0=—A+wpn+ ns1 + Apn—1, n>1



Odtud:
()
Pn=1\— Po
1
oo A n
P — =1
03 ()

()

Vytvorujici funkce pro p, je

Stfedni hodnotu poctu zakaznikl v systému dostaneme z Véty

2.2:
(L —A)A A

(h=A-1)2 =2

P'(1) =
v

Poznamka. Doba T, stravenad zékaznikem, ktery se v systému
M/M/1 zazadil jako n-ty ¥idi gamma rozdé&lenim T'(n + 1, ). Je to
soucet dob jeho obsluhy a obsluh zdkaznikd pfed nim T; ~ Exp(u),
S T ~T(n 41, ).

Definice 5.8 (Tandemové uspordadani). Sériové propojeni dvou sys-
témt M/M/1 se nazjva tandemové usporadéni.

Priklad. Méjme dva systémy M/M/1 zapojené za sebou, intenzita
pfichodt je ), intenzita odchodt z prvniho systému py, z druhého
2. Stavy budou (i, j), kde 7,5 > 0 jsou poéty zakaznikl v systému.



Pro limitni rozdéleni dostanem soustavu rovnic:

0= —Apo,0 + H2po,1

0= —(A =+ p1)Pm,0 + H2Pm,1 + APm—1,0

0= —(A+ p2)pon + H2po,n+1 + H1P1,n—1

0=—(\~+ 1+ p2)Pm,n + H2Pmn+1 + 1Pm+1,n—1 + ADm—1,n

Jako TfeSeni rovnic by zfejmé mélo vyjit

e G ()R (-3)

M/M/1 M/M/1

za predpokladu, ze vstup do druhé linky ma intenzitu A, coz se da
ukazat, Ze plati. Pro praktické pouziti je nutny predpoklad A <
H1 + 2.

6 Ostatni
Poznamka (St¥edn{ doba do poruchy). Plati
R(t) = P(Y > t) = ¢ Jo An(wdu,

kde Ap(t) je intenzita poruch (definice 5.2).
St¥edni doba mezi chybami (MTTE) je obecné

o o0 '
/ R(t)dt = / e Jo A (wdugy,
0 0

Nejcastéji se pouzivaji rozdéleni exponencialni, Weibullovo, gamma,
lognormalni.



Poznamka. Weibullovo rozdéleni:

flz,a,B8) = aﬂxa_le_ﬁxu
F(z,o,8)=1—e 7"

Pouziva se v néjakych normach.

Lognormalni rozdéleni X ~ LN (u,02) <Y =In X ~ N(p,0?).

Poznamka. Hledani hodnot parametri — napozorujeme data, vy-
bereme model, zjistime, pro jaké hodnoty parametrii je nase pozo-
rovani nejpravdépodobnéjsi. Lze hledat i pouze z dat bez modelu —
empiricka distribu¢ni funkce F),(z) = L5 I[w; < a.

Pokud mame naméfené hodnoty x1,...,x, veli¢in s exponenci-

4lnim rozdélenim a hleddm parametr \, vezmeme X, = 1 3" 2.
7 EX = % a Cebysevovy nerovnosti dostaneme \ ~ Yl .
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