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1 Dirichletova véta na Diophantinovy aproximace a jeji apli-
kace.
Véta 1.1. (Dirichletova) Pro kazdé a € R a kazdé Q € N, kde Q > 2, existuji p,q € Z takové, Ze
1<g¢g<Qa
a—tl< —.
T Qq
Diikaz. Piedpokladejme, ze existuji @ ¢isla {na} (€ [0,1)) pron = 0,1,...,Q — 1. Cislo {na} je

zbytek néjakého redlného cisla, tedy je ve tvaru {na} = na — |naj. Muzeme si je predstavit jako
body lezici na kruznici s obvodem 1. Diky principu holubniku vime, Ze alespon dva z nich jsou < .

p‘l

Q
To znamena, ze pro néjaké m,n,r,s € Z, kde 0 < n < m < @) plati:
1 1
(ma—7r)—(na—s)| <= <<= |alm—n)—(r—s)<—=
Q Q
Polozime p :=r — s a ¢ := m — n. Dostaneme tak pro 1 < ¢ < @) vysledné:
1 %q p 1
lag —p| < = < ‘a——'g—.
Q q| ~ Qq
[ |
Dusledek 1.1. Pro kazdé a € 1 (= R\ Q) existuje nekonecné mnoho ruznijch zlomku §, Ze
1
o — ]—) < -
q q
Diikaz. Zkonstruujeme nekoneéné mnoho zlomku %, ... takovych, ze pro kazdy plati nerovnost
a—& > a—@ > > 0.
4 q2
Zacneme s p; := |a] a ¢; := 1. Pokud %, o % jsou uz zkonstruované, vezmeme libovolné () € N
takové, ze |a — % > % (coz je mozné, protoze « je iraciondlni) a pouzijeme Dirichletovu vétu.
Dostaneme tak zlomek £ takovy, ze 1 < ¢ < Q a |a — 2[ < é < q% .
Zaroven, jelikoz |a — §| < é <l<la- zi|, tak muzeme poloZit p,i1 := Pn & Gni1 := Gn- [ |

Definice 1.1. (Fareyovy zlomky tddu n): Predpokladejme Vn € N usporddany seznam
0 m 1
Roe (f-leocln ),
I a1 ¢ qm 1

vech m = m(n) zlomki £ € [0, 1] takovych, ze 0 < ¢ <na (p,q) = 1.

2 Hurwitzova véta.

Véta 2.1. (Farey—Cauchy): Pokud § < & jsou dva po sobé jdouci cleny F,, pak bc —ad = 1, coZ
znamend, Ze ¢ a 5 jsou jsou co nejblize.

Véta 2.2. (Hurwitz): Skldidd se ze dvou casti:

(1) Pro kazdé o € T existuje nekonecné mnoho rizngch £ € Q, Ze:

1
V5¢?2

a_fz\<
q

2



(2) Pro kazdé rediné A > /5 plati, Ze nerovnice

r@—l_p

2 q

Aqg?
ma pouze koneéné mnoho fesvem/g € Q.
Diikaz. Dokazeme obé ¢ésti zvI4st:
(1) Pfedpoklddejme, ze « € (0,1). Ukdzeme, ze pokud a/b < o < ¢/d pro dvé po sobé jdouci
Fareyovy zlomky z mnoziny F,,, pak jeden ze tii zlomku

a C e a—+c

b d f b+d

spliiuje nerovnici. Postupnym zarazovanim « mezi dvé po sobé jdouci cleny F), pro stale vétsi
n (podobné jako u Dirichletovy nerovnosti) ziskdme nekoneéné mnoho zlomku splnujicich

P 1
a— Sl < —.
'\@f

q
Predpokladejme nyni sporem, ze zadny z téchto tii zlomku nerovnici nespliuje. Muzeme
predpokladat, ze o > e/ f, protoze pro a < e/ f bychom postupovali obdobné. Pak plati:

a> 1 1 c S 1
o — — , - —«
b~ /502

€ >
a—— >
f

Va2 d T \Bd

Sectenim prvni a tfeti nerovnosti a také druhé a treti nerovnosti dostavame:

c a>1 1+1
bd d b_\/g 2 d2)’

—_
| o
®

- L1,

df —d fT B\ &)

Vynésobenim prvni nerovnosti v/5b%d? a druhé v/5d? f2? a jejich sectenim dostavame:
dvV5(b+ f) = dVB(2b+ d) > b + 2d> + f2 = 20° + 3d + 2bd,

coz je ekvivalentni s
0>

(VB-1)d- 2b>2.

N | —

7 toho plyne, ze (v/5 — 1)d — 2b = 0, coz vede na v/5 = 14 2b/d € Q, coz je spor.
(2) Oznacme 8 = (v/5 —1)/2. Fixujme A > /5 a piedpokladejme, ze
P 1
’B Q‘ S Ag
méa nekoneéné mnoho feseni g. Pak muze byt ¢ libovolné velké. Jinymi slovy:
)

+q2,

8=

Q3

kde § € R, |0| < 1/A. Pfepiseme to jako
RVE] Vb 1

g—q?ZQ5—P—QTZ—Q§—p



Umocnénim a odectenim 5¢?/4 dostdvdme identitu:
52
Pro dostatecné velké ¢ je absolutni hodnota levé strany mensi nez 1, protoze 6%/¢*> — 0 a
161/5] < v/5/A < 1. To znamena, ze rovnice p? + pg — ¢> = 0 ma feeni p,q € Z, coz je spor.
Rovnice je totiz ekvivalentni s (2p + q)? = 5¢?, coz opét vede na spor v/5 = 1+ 2p/q € Q.

3 Existence transcendentnich ¢isel: Liouvilleova nerovnost.

Definice 3.1. (Algebraickd &isla): Rikime, ze a € C je algebraické cislo, pokud existuje nenulovy
polynom p € Q[z] takovy, ze p(a) = 0. Tedy Y., az' = 0. ("je kofenem raciondlniho polynomu”)

Definice 3.2. (Transcendentni éisla): Kazdé a € C, které neni algebraické, je transcendentni.
Véta 3.1. (Lagrangeova o stredni hodnoté): Pokud f :[0,1] — R je spojitd, pak

Je € (a,b) : f'(e) = LU =

Véta 3.2. (J. Liouvilleova): Pro kazdé algebraické cislo o € I ezistuje n € N a konstanta ¢ > 0

takovd, Ze pro kazdé %’ € Q plati:

o — 2’ > i.
q q

Diikaz. Predpokladejme, ze 0 # f € Z[x] ma minimdalni stupen n = deg f(x), kde f(a) = 0.

Zjevné, n > 2. Ozna¢me [ = [ — 1, a + 1] a vezmeéme libovolny zlomek § ; muzeme predpoklddat,

ze ¢ € N. Mohou nastat dva pripady:

(a) £ ¢ I: Trividlne

(b)

a—]fyzlzi.
q 7

€ I: Podle Lagrangeovy vety o pruméru existuje ¢ € R, které lezi mezi a a § a splituje rovnost

s =1 () =r@-(a-2).

Oznacme d = max({|f'(x)| : x € I})(> 0), pfipomenme, ze f(a) = 0, a ziskame hranici

‘a_fz’ 6

>
q

—d
Tvrdime, ze f(g) # 0. Kdyby f(g) = 0, pak by pro vhodné ¢islo N € N byl sou¢in g(z) =
N -5 ¢ 712] celociselny polynom s g(a) = 0 a deg g(z) = deg f(x)—1 =n—1, coz je oviem

ESHES]

ve sporu s definici f(x).

Proto pro f(z) =Y 1, a;2", kde a; € Z, mame hranici:
n

D 1 S
f (—)‘ =—- aip'q"
)R
Spojenim hranic z (a) a (b) dostaneme pozadovanou hranici, takovou, ze pro kazdy zlomek § plati:

. 1 l
P_gw>mmq,d)
qTL

1
q"

> a

=

Dusledek 3.1. Pro kazdé k € N,k > 2, je ¢islo A\(k) = Z k=™ transcendentnd.

n=0



4 Dukaz transcendence Eulerova ¢isla

Definice 4.1. (Algebraickd éisla)): Rikime, ze a € C je algebraické cislo, pokud existuje nenu-
lovy polynom p € Q[z] takovy, ze p(a) = 0. Tedy Y1, oz’ = 0.

Definice 4.2. (Transcendentni é&isla): Kazdé a € C, které neni algebraické, je transcendentni.
Véta 4.1. Fulerovo ¢islo e = 2.71... je transcendentni.

Diikaz. Predpoklddejme sporem, ze Eulerovo ¢islo e je algebraické, tedy ze pro n € N a néjaké
koeficienty a; € Z:

ane”+...+ale+a022aiei:0

Vynasobenim vhodnou mocninou e muzeme predpokladat, ze ag # 0. Ndsobenim této rovnice cislem

/000 2" ((x — 1) (x —2)---(x —n)) e " dur,

které zavisi na parametru r € N (zvolime pozdéji), dostaneme:

ane"/ —i—an_le"_l/ +a16/ —|—a0/
0 0

Rozdélenim intervalu integrace [0, c0) na [0, 1] a [i, 00) pfepiSeme tuto rovnici jako
Pi(r)+ BPy(r (Zaz /)—F(Zaiei/ )-0.
i=0 i

(a) |Pi(r)] < ¢ pro vsechna r € N s konstantou ¢ > 1 nezdvislou na r,

Cilem je ukazat, ze

(b) |P(r)| > r! pro nekone¢né mnoho r € N.

Pak rovnost nutné Vr € N : Pi(r) + Py(r) # 0, protoze w — 0 pro r — oo, ale UDQT# > 1 pro
nekonec¢né mnoho r, coz je spor.

Odhad P;(r) Na intervalu [0, n] plati
2" (2 = D@ =2)- (@ —n)™M <" e fe? <L

Proto pro:=0,1,...,n:

< inr(nn>r+l < (nn+1)r+1_

/02 2" ((r—1)(x—2)-(x—n)) e dr

Odtud:

1P (r)| = < lao| +[asle <

+ ...+ |ayle”

r

n i 1
E a;e" / /
i=0 0 0

< (lag| + |atle + ... + |an|e™) (n™ T+,

Coz odpovida tvaru ¢, tedy |Pi(r)| < ¢".



Odhad P;(r) Nejprve vyhodnotime integral fooo xFe=% dx pro k € Ny. Integraci per partes dostavame:

oo .k k7 oo k-1 oo k-1
/ x—dx:{x—} +k/ T dx:k:/ S S
o €* e’ 1y 0 e’ 0 e’

Obecné, pokud je p(x) = byz™ + - -+ + bz + by polynom, pak:

/px =5 bkl
0 k=0

Pro Py(r) substituci y = « — i ziskdme:

/ / (2= )@ —2) (2 — ) e dy —

=/0 (43 (yti— D)y +i—2)(y+i—n) e dy.

Pro i = 0 je polynom v integrandu tvaru (—1)""*+D ()19 +ay™+ 4. .. Proi > 1 je nejmensi moc-
nina y s nenulovym koeficientem y" 1. Z vyse uvedeného a kongruenci plyne, ze P»(r) je celo¢iselnym
nésobkem r! a pro nekoneéné mnoho r plati |Py(r)| > r!, coz je spor. [ |

5 Popiste teorii Pellovych (diofantovskych) rovnic.
Definice 5.1. (Pellova rovnice). je to diofantickd rovnice tvaru
2 —dy? =1,

kde z,y € Z jsou neznamé a d € N je pevny parametr, ktery neni ¢tvercem.
Pokud se rovnice 22 — dy? = m, pro parametr m € Z, pak mluvime o zobecnéné Pellové rovnici.

Rovnice ma vzdy trividln{ feseni (z,y) = (£1,0). Pokud d = e¢? € N je ¢tverec, pak faktorizace
2?2 — dy? = (x — ey)(x + ey) ukazuje, Ze existuje pouze trivialni Feseni. Totéz plati, pokud d € Z a
d < 0. Pro d = 0 jsou vSechna feseni (+1, z), kde z € Z.

Pro mald d lze netrividln{ fesenf najit metodou pokus-omyl: tfeba (2,1) pro z* — 3y? = 1, nebo (3, 2)
pro z2 — 2y% = 1.

Generovani reSeni Pokud existuje netriviadlni feseni, pak existuje nekoneéné mnoho feseni. Pro
libovolnd dvé feseni (a,b), (e, f) € Z? Pellovy rovnice je dvojice (g,h) € Z? definovan4 jako

g+ hvd = (a+bVd)(e+ fVd)
také tesenim. To plyne z faktu, ze
g —dh* = (a* —db*)(* —df*)=1-1=1.
Pokud méme netrividlni feseni (a,b) € N2, pak pro k = 1,2,. .. plati

ag + bpVd = (a + bVd)F,

coz generuje nekoneéné mnoho teseni (ay, by) € N2, Napiiklad teseni (a,b) = (3,2) pro x? — 2y* =1
generuje feseni (ag, be) = (17,12), (a3, b3) = (99,70) atd.

Véta 5.1. (Lagrange, 1770). Kazdd Pellova rovnice 2% — dy? = 1 md netrividlni veseni (a tedy
nekoneéné mnoho tesent).



Diikaz. Protoze d neni étverec, v/d je iraciondlni. Podle druhé ¢ésti Dirichletovy véty (kapitola 1)
existuje nekone¢né mnoho zlomku p/q takovych, ze

1
<?.

=
q

Tyto zlomky splnuji
+qVvd
Ip? — dg?| = q|Vd — p/q| - Ip+ qVd| < % < §+\/Eg 2/d + 1.

Podle principu holubniku (pro nekoneéné mnoho holubti a konetné mnoho dér) existuje ¢ € Z
takové, ze p* — dg* = c pro nekoneéné mnoho p/q € Q. Iracionalita V/d znameni, ze ¢ # 0. Existuje
pouze kone¢né mnoho moznosti pro zbytky p, ¢ modulo ||, takze muzeme vybrat dva ruzné zlomky
p1/q1, p2/q2 takové, ze p? — dq? = p3 —dgs = c a py = pa, ¢1 = g2 modulo |¢|. Uvazujme ¢isla a,b
definovana jako

_ptavd  (pr+aVd)(ps — V)

a+bvVd= =
P2+ Vd c

Pak (a,b) je netrividlni feseni Pellovy rovnice. [ ]

Struktura feSeni Mnozina vSech teseni Pellovy rovnice
R={a+bVd:a,beZ,a®—d =1}
tvorf multiplikativni abelovskou grupu s neutralnim prvkem 1 = 1+ 0v/d. Podgrupa kladnych Feseni
U={a€eR:a>0}

je generovdna nejmensim piirozenym fesenim ¢ = (d), tj. U = {e* : k € Z}. Grupa vsech Fesen{
(R, ") je izomorfni (Z,+) x (Z2,+).

Véta 5.2. Pokud zobecnénd Pellova rovnice 2 — dy?> = m md celociselné vesend, pak md nekonecné
mnoho celociselnijch resen.

Diikaz. Pokud (a,b) je feseni 22 — dy?> = m a (e, f) je feSeni 2% — dy* = 1, pak
g+ hvd = (a+bVd)(e+ fVd)

je také feseni 22 — dy? = m. Nésobenim jednoho feseni 22 — dy? = m nekoneéné mnoha fesenimi
2? — dy? = 1 ziskdme nekoneéné mnoho feseni 22 — dy? = m. [ ]

6 Fermatova véta: 2% + y* = 22 nema netrivialni feseni.

Véta 6.1. (Fermat, 17. stoleti). Diofantovskd rovnice x* + y* = 2% nemd reseni v x,y, 2 € N.

Diikaz. Predpokladejme, Ze (z,y, 2) € N? je feSeni. Muzeme piedpokladat, Ze x, y, 2 jsou nesoudélna.
(Spolecny délitel lze vydélit, ¢imz ziskdme Feseni s nesoudélnymi slozkami.) Opét plati, ze x,y maji
ruznou paritu, a predpokladame, ze x je liché a y je sudé. Rovnici prepiseme jako

vt = (2= 2%)(z + 27).

Protoze z, z jsou lichd, (z,x) = 1, a soucet a rozdil faktort je 2z a 222, vidime, ze (z —z?%, 2 +2?%) = 2.
To znamena, ze
z—22=2a" a z+4 2% =8,



nebo jsou pravé strany prohozeny, a a,b jsou nesoudélna a a je liché. Odec¢tenim rovnic dostaneme
2% = 4b* — a*, coz je modulo 4 nemozné. Pravé strany tedy musi byt prohozeny:

z—2? =8 a z+2%=2a"
a x? = a* — 4b*, z = a* + 4b*. Ptedchoz{ rovnici piepiseme jako
4b* = (a* — 2)(a® + 7).
Opét plati, ze (a* —z, a®+x) = 2. Nyni mdme pouze jednu moznost, ze kazdy faktor je dvojnasobkem
bikvadratu: a? — x = 2¢, a®> + v = 2d* s ¢,d € N. Se¢tenim obou rovnic dostaneme a? = ¢* + d*.
Pocinaje fesenim (x,y,z) € N3 jsme sestrojili dalsi feseni (c,d,a) € N3 stejné rovnice. Ale a < z
(protoze z = a* + 4b*). Opakovdnim argumentu bychom mohli ziskat nekoneéné mnoho piirozenych
fesSeni, jejichz treti slozky by tvorily nekonec¢nou ostie klesajici posloupnost. To je v mnoziné N
nemozné, a dostavame se do sporu. Tedy neexistuje feseni v ptirozenych cislech. |

7 Lagrangeova véta o ¢tyrech ¢tvercich, geometricky dukaz.

Definice 7.1. (MFizka). M7izka A = A(B) € R" s bazi B = {vy,...,v,}, kde v; € R" jsou linedrné
nezavislé vektory, je mnozina celo¢iselnych linearnich kombinaci vektoru z baze:

A:{iaivi CL,’EZ}.
i=1

Objem znacime Vol a je urcen determinantem matice.

Véta 7.1. (Minkowskt). Pokud B C R" je konvexni téleso, které je ohranicené, stredové symet-
rické a A CR" je mrizka spliujici podminku 2"Vol(A) < Vol(B), pak

BnNA#{0,0,...,0)},
tedy B obsahuje bod mrizky rizny od piuvodni.
Lemma 7.1. Pro kazdé prvocislo p md kongruence a®> +b* +1 =0 (mod p) reseni a,b € 7Z.

Dusledek 7.1. Pro kaZdé bezctvercové ¢islo n = pips ... p, md kongruence a* +b*+1 =0 (mod n)
resent a,b € 7.

Diikaz. (Naznak): Z Cinské véty o zbyteich. Dokdzeme a® + 0> + 1 =0 (mod p;) a tedy
a>+b*+1=0 (mod pipy...pp =n).
|

Véta 7.2. (Lagrange). Pro ¥n € Ny md rovnice n = 1% + x3 + x5 + x5 Tefent x1, T, 3,74 € Z.

Diikaz. (Geometricky).

Staéi dokdzat vétu pouze pro bezétvercova ¢isla n. Kazdé n € N lze totiz zapsat ve tvaru n = s?m,
kde m je bez ctverce, a pokud m = 307, 22, pak n = 30 (sz;)2.

Nechtf n je &slo bez ¢tverce. Pomoci Diisledku 7.1. vezmeme a,b € N takova, ze a® + b? + 1 je
nasobkem n. Budeme pracovat v R* s miizkou

A= A({U17U2>U3,U4}),

kde
u; = (n,0,0,0), wus=(0,n,0,0), wuz=(a,b,1,0), uyg=(b,—a,0,1).



Vektory u; jsou z definice linearné nezavislé a jelikoz je baze dolni trojihelnikova matice, tak
Vol(A) = det(M(A)) = n?.
Déle pottebujeme konvexni téleso B. Polozime B = K (r), ¢tyfrozmérnou kouli se stredem v pocatku
a polomérem r > (. Protoze
2
T
Vol(K(1)) = -,
2

plati Vol(K(r)) = “2”4. Z podminky 2"Vol(A) < Vol(B) Minkowského véty mame:

2,4

/2
”; St e s V2 (1.80063. . .)n.
T

Zvolime 72 = 1.9n. Tim je splnéna podminka na objemy B (ostatni podminky na B — konvexita a
stfedovd symetrie — jsou také splnény). Podle Minkowského véty existuje bod z € K (r):

4
z = g a;u; € A,
i=1

kde ne vSechny a; € Z jsou nulové. Vyjadieno v souradnicich,
0 < |2]? = (a1n + aza + a4b)® + (agn + asb — aga)® + a3 + a3 < r* < 2n.
Celé ¢islo |2]? je tedy souctem ctyf ¢tvercu a lez{ v intervalu [1,2n — 1]. Navic,
12| = a3(a® + V* + 1) + aj(a® + b* + 1) + 2azasab — 2azasab + n(- )
ukazuje, Ze |z|* je ndsobkem n (diky a® 4+ b* + 1). Jedind moznost je |z|*> = n, a tedy n je souctem
¢tyt Ctvercu. |
8 Dokazte Chebyshevovy meze pro p;(x).

Véta 8.1. (Chebyshev, 1850). Pro kazdé x > 2 existuji kladné konstanty ¢y, cy tak, Ze plati

- <7(z) < e i

&1

log x logx’

Diikaz. (Erd8s, 1936) Necht n € N. Mdme odhad:

4n 2n
< <4,
2n+1 ~\n /) —

protoze 4" = (1 +1)*" = iio (2]?) a (27?) je nejvetsi z 2n + 1 binomickych koeficientu v souctu.

Chebyshevovy meze ziskame zkombinovanim tohoto odhadu s dalsim odhadem stfedniho bino-

mického koeficientu: )
I o= (%) <o
n

n<p<2n

Dolni mez plyne z toho, ze ve jmenovateli zlomku

2n\  (2n)!

n)  (n!)?
jsou vSechna prvocisla z intervalu (n,2n], kterd nemohou byt zruSena, protoze ve jmenovateli se
vyskytuji pouze prvocisla < n.




Pro horni mez odhadneme nejvyssi mocninu prvocisla p, kterd déli (2:):

a= ZLQn/piJ —2[n/p'].

To plyne z obecného vzorce

b= |m/p'

i>1
pro nejvyssi exponent b, pro ktery p® déli m!. Kazdy s¢itanec pocitd ndsobky p’ mezi ¢isly 1,2, ..., m.
Protoze pro kazdé o € R plati 0 < [2a]| — 2| «a] < 1, dostavame:

Tedy p® < 2n. Prekvapivé prvociselné mocniny ve faktorizaci (27?) nejsou veétsi nez faktorizace sa-
motného 2n. Kazdé prvocislo ve faktorizaci je < 2n, ¢imz dostavame:

H p < (2n)7r(2n)'

n<p<2n
Spojenim obou odhadu dostavame:
4TL
2 w(2n) > .
@n)™ = 5
Po zlogaritmovani dostavame:
(2n) > 2nlog2 log(2n +1)

~ log(2n) log(2n)
A pro n > 2 plati:

2nlog 2 2n — 1) loe 2
r(@n— 1) = n(2n) > 21082 5 (2n—1)los2

2.
~ log(2n) ~ log(2n —1)

To dava dolni mez Chebyshevovy véty.
Horni mez ziskdme tak, 7ze secteme logaritmy prvocisel na intervalech (2%, 2], Pro nejvétsi m € N

takové, ze 2™ < x, plati:
dlogp<d . Y logp.

p<lx k=0 2k<p§2k+1
Pouzitim predchoziho odhadu dostavame:

Zlogp < (042" + -+ 2™) log4 < 2™ log 4.

p<w

Protoze 2™ > x, mame:

Z logp < (2log4)zx.

p<z
Odtud dostavame:
(2logd)x > Zlogp > Z log p.

p<z Vz<p<z

Pouzitim dolni meze dostavame:

S logp > (n(x) — m(Va)) log Vi > (w(x) — Vi) log V.

Tedy
(2logd)x
og /1 + V.

Tim je dokazana horni mez a celd véta. |

m(x) <
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9 Uved'te nékolik dikazi o nekoneénosti prvocisel.

Definice 9.1. (Funkce pocéitajici prvoéisla): Hodnota funkce 7(z) pro x € R je definovana jako
pocet prvocisel neptrevysujicich x:

m(x) =#{p:p <}
Napiiklad 7(—3) = 7(1.9) = 0 a 7(18) = 7.

Véta 9.1. FEuxistuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Diikaz. (Eukleidav dukaz) Kazdé n € N vétsi nez 1 je délitelné néjakym prvocislem (vezméme
nejmensiho délitele n vétstho nez 1). Predpoklddejme, ze prvoéisel je koneéné mnoho: py, ps, ..., p,.
Zvazme ¢islo

N =pips...pr + 1.

Necht p je prvociselny délitel éfsla N. Pak nutné p = p; pro néjaké i, tedy p; déli také 1, coz je spor.
Proto musi existovat nekonec¢né mnoho prvocisel. |

Véta 9.2. Fxistuje nekoneénée mnoho prvocisel.

Diikaz. (Goldbachtuv dikaz) Definujeme rekurentni posloupnost (Gy,),>0 jako
Go=2, G,=GyGy...Gp—1+1pron € N.
Hodnoty prvnich ¢lenu jsou:
Go=2, G1=3, Go=T7, G3=143,...

Je ziejmé, ze pokud m < n, pak G, a G, jsou nesoudélnd ¢isla (protoze G,, déli G,, — 1). Volbou
libovolného prvociselného délitele kazdého G, dostavame nekoneéné mnoho ruznych prvocisel. W

Véta 9.3. FErxistuje nekonecné mnoho prvocisel.

Diikaz. (Eulertuv dtkaz, prvni varianta) Pouzijeme Eulerovu identitu:

o)

H 1 B 1
. 1-1/p* “=n*
pro kazdé redlné s > 1. Leva strana je souc¢inem geometrickych fad a prava strana harmonickou

fadou. Predpoklddejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho: py, ..., p,. Pak pfi limité s — 17 levd strana
konverguje k

1
L=pr )1 =py")...(L=p;t)
Avsak prava strana diverguje, coz je spor. Proto musi existovat nekone¢né mnoho prvocisel. |

Véta 9.4. Fxistuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Diikaz. (Erddstv dikaz) Kazdé n € N lze jednoznacné zapsat jako n = r?s, kde r,s € N a s

je bezétvercové &islo. Pokud n < N, pak r nabyvé nejvyse v/ N hodnot a s nabyvé nejvyse 27(V)
hodnot (protoze s lze tvorit jako soucin ruznych prvoéisel < N). Musi tedy platit:
VN - 2"V > N
Po upravé dostavame odhad:
1
7(N) > §log2 N.
Z toho plyne, ze m(z) — 0o pro & — 00, coz dokazuje nekonecénost prvocisel. [ |
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10 Vysvétlete teorii kvadratickych zbytku a zakona recipro-
city.

Definice 10.1. (Kvadraticky zbytek). Necht p > 2 je liché prvocislo a a € Z. Rikdme, Ze a je
kvadraticky zbytek modulo p, pokud kongruence

> =a (mod p)

ma feSeni x € Z. Pokud fesSeni neexistuje, nazyvame a kvadraticky nezbytek modulo p.
Priklad: Pro p = 11 jsou kvadratické zbytky ¢isla 1,3,4,5,9, protoze 12 = 1,...,92 =4 (mod 11).
Ostatni ¢isla (2,6,7,8,10) jsou kvadratické nezbytky.

Tvrzeni 10.1. Pro kazdé liché prvocislo p > 2 existuje prdve p%l kvadratickych zbytki a ’%1 kvad-
ratickych nezbytki.

Definice 10.2. (Legendreuv symbol). Pro liché prvocislo p > 2 a a € Z definujeme Legendreuv
symbol jako:
+1 pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,

<2) =< —1 pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p,

b 0 pokudp]|a.

Tvrzeni 10.2. Necht p > 2 je liché prvocislo a a,b € 7Z:
1. Kongruence: Pokud a = b (mod p), pak (%) = (%)
2. Eulerovo kritérium: (%) =a"7 (mod p).
3. Multiplikativita: (—b> _ (-) - <é>
p p p

Lemma 10.1. (Gaussovo). Pro liché prvocislo p > 2 a a € Z nesoudélné s p definujeme:
p—1
m(a) = #<k ‘ 1§k§T, ka =my (mod p), mp <0p.

Potom plati:

Piiklad: Pro p =17 a a = 6 dostaneme m(6) = 3, tedy () = (-1)* = —1.

Tvrzeni 10.3. (Dopliiky k zdkonu reciprocity). Necht p > 2 je liché prvocislo. Potom:

<—_1) (= {+1 pokud p=1 (mod 4),

p —1 pokud p=3 (mod 4).
(2) B (_1)% 41 pokudp =1 nebo 7 (mod 8),
r) | -1 pokud p=3nebo5 (mod 8).

Véta 10.1. (Gauss, 1796). Pro dvé riznd lichd prvocisla p a q plati zdkon kvadratické reciprocity:

(- -

pokud p =4m + 1 nebo g = 4n + 1,
pokud p = 4m + 3 nebo ¢ = 4n + 3.

VIR T
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Diikaz. Dukaz je zalozen na Gaussové lemmatu a aritmetickych vlastnostech celych ¢isel. Klicovym
krokem je vyjadreni Legendreova symbolu pomoci sumy:

()=

kde S(p,a) je pocet celo¢iselnych bodu v urcité oblasti. Pomoci této sumy a geometrickych tivah se

dokaze, ze:
D q (p=1)(a—1)
=) (=) =(-1 i
(5) ()

5 G-na-y (7 7 7
Piiklad: P = =T7platl: [ = | = (-1 —)=(=1¢(=)=(=].
rikla rop=>5aq="7 plati (7> (—1) 4 (5) (—1) <5> (5)
Dile () = (2) = -1, tedy (2) = —1.

11 Uved'te a dokazte Eulerovu identitu pro celoéiselné par-
titions.

Definice 11.1. (Partitions). Vyjadreni n jako souc¢tu ptirozenych ¢isel, v némz poradi sou¢tu neni
dulezité, se nazyva partition n.
Jejich pocet oznacujeme p(n) a vyrazem p(n, k) oznacujeme pocet rozdéleni n na k ¢ésti.

Véta 11.1. (Eulerova identita). Pro kazdé n € N se pocet rozkladi r(n) c¢isla n na navzdjem
ruzné c¢asti stejny jako pocet rozkladi l(n) éisla n na liché édsti (které se mohou opakovat).

Diikaz. (1. generujici funkce.) Pocet rozkladu [(n) odpovidd poctu zpusobu, jak rozdélit n pouze
na liché ¢asti, tedy I(n) = p(n,{1,3,5,...}), coz lze vyjadiit generujici funkef:

1
Zl 1—x)(1—x3)(1—x5)...

n>0
Tento vyraz lze upravit jako:

(1—2?)(1—2M)(1 — 251 —2%) ...
(1—a)(1—a22)(1—23)(1—2%)...

coz, protoze platl ( )) =1+ 2%, se d4 upravit na
(L+z)1+2?)1+a") 1 +ah) - =] +2"),
k>1

coz je presné generujici funkce pro pocet rozkladu r(n) s ruznymi ¢astmi:

Zr(n)x" H1+x Zl

n>0 k>1 n>0
Porovnanim obou funkci dostavame ((n) = r(n) pro kazdé n. [ |

Diikaz. (2. bijektivni.) Konstruujeme bijekci mezi rozklady n na navzijem ruzné ¢asti a rozklady
n na liché casti. To ukéze, ze jich je stejné mnoho.
Necht & je rozklad ¢isla n na navzdjem ruzné ¢ésti a a je jedna z jeho ¢dsti. ZapiSeme ji ve tvaru

a= 2bc,
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kde b € Ny a ¢ € N je liché (tento zapis a je jednozna¢ny). Poté nahradime a za 2° ¢ést{ c. Provedeme
tento krok pro kazdou c¢ast x a ziskdme rozklad A ¢isla n na pouze liché césti.

Naopak, necht A je rozklad éfsla n na liché ¢ésti a a je jedna z jeho éésti. Spoéitdme pocet jejich
vyskyti v A, oznacime jej m. Cislo m lze vyjadiit (jednoznacné) jako soucet ruznych mocnin dvou:

mo= 2 42U 4.

pro néjaka celd ¢isla u; > ug > -+ > u, > 0 (to je bindrni rozvoj m). Nahradime vyskyty ¢isla a v
A tedy a+a+ -+ + a (m-krét), ¢adstmi

2q 4+ 2"2q + ... + 2% q.

Provedeme tento krok pro kazdou éast A a ziskame rozklad & ¢isla n na navzajem ruzné ¢éasti (¢asti
jsou navzdjem ruzné, protoze zapis ,mocnina dvou x liché ¢islo“ je jednoznaé¢ny).
Obé definované transformace jsou vzdjemné inverzni a urcuji pozadovanou bijekei.

[ |

12 Uvedte a dokazte Cohenovu—Remmelovu vétu o iden-
titach pro celoc¢iselné oddily a uved’te nékteré jeji dusledky.

Véta 12.1. (Cohen—Remmel). Necht A = (A1, As,...) a B = (By,Bs,...) jsou dvé nekonecné
posloupnosti multimnoZin (¢dsti), které pro kazdou konecnou mnozinu I C N splriuji podminku

JA| = |Us

i€l el

Pak pro kazdé n € N plati:
HAEn: ApAproi=1,2,..}=#{AbEn: AP B, proi=1,2,...},

tedy pocet oddili c¢isla n, které neobsahuji Zidny oddil z posloupnosti A, je roven poctu oddili c¢isla
n, které neobsahuji Zadny oddil z posloupnosti B.

Diikaz. Necht n € N je pevné a U je mnozina viech oddili A ¢isla n. Definujme
Xi={Ae€U:ADA} a Y,={\e€U:ADB}.
Pro konecnou mnozinu indexu 1 < i; < s < ... < 7} Uvazujme mnoziny
R=X,,NnX;,Nn...nX,, a S=Y,NY,N...NY,.
Podle ptedchoziho pozorovani plati

R={\eU:ADA,U...UA;}

S={\eU:AXDB;,U...uB;}.
Pro kazdy oddil A € R definujme oddil
N=AN-A,U...UA)+B,U...UB;,
ktery lezi v S. Podobné pro kazdy oddil k € S definujme oddil
K=k-B,U...UB;, )+ A, U...UA,,

ktery lezi v R. (Podminka na posloupnosti A a B zajistuje, Ze norma multimnoziny se nezméni, kdyz
odecteme A; a pridame odpovidajici B;.) Tyto zobrazeni A — X a k +— £’ jsou vzdjemné inverzni
a vytvareji bijekci mezi R a S. Tedy pro kazdou koneénou mnozinu indexu plati |R| = |S|. Podle
principu inkluze a exkluze (PIE) dostavame

U\ (X1UXoU.. )| =lU\(1UuYyU...),

coz jsme chtéli dokazat. |
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Dusledky Cohenovy—Remmelovy véty

Existuje jednoduchd metoda, jak konstruovat netrivialni dvojice posloupnosti A a B, které spliuji
podminku véty. Pokud jsou multindsobky A, ..., Ay vzdjemné disjunktni (tj. A; NA; = 0 pro
i # j), pak sjednoceni je rovno sou¢tu a norma sjednoceni je souc¢tem norem. Pokud jsou tedy A
a B posloupnosti po dvou disjunktnich multindsobku, pak podminka je splnéna pravé tehdy, kdyz
Al = ||B:]| pro kazdé i € N. Tuto situaci nazyvame disjunktnim splnénim podminky.

Nasleduji ¢tyii priklady aplikace této véty:

1. Glaisherova identita: Pro d € N, d > 2, uvazujme

A={dy,{2d},{3d},..) a B=({11,...,1},{22,...,2},{3.3,....3},...),

kde v B jsou vSechny nasobnosti rovny d. KazZdé c¢islo n md stejny pocet oddilu na cdsti, které
nejsou delitelné d, jako oddilu, ve kterych se Zddnd ¢dst neopakuje vice nezZ d—1 krdt. Prod = 2
se jedna o Eulerovu identitu.

— Uvazujme

A= ({1}, {4},{9},{16},...) a B=({1},{2,2},{3,3,3},{4,4,4,4},...).

Kazdé c¢islo n ma stejny pocet oddili, ve kteryjch Zddnd ¢dst neni ctverec, jako oddili, ve kterych
se kazda cast m opakuje nejvyse m — 1 krdt.

2. Schurova identita: Uvazujme

A= ({2}, {3}, {4}, {6}, {8}, {9}, {10}, {12}, {14},...)

B = ({1,1},{3},{2,2}, {6}, {4, 4}, {9}, {5,5}, {12}, {7, 7},..).
Kazdé ¢islo n md stejnyj pocet oddili na ¢dsti = £1 (mod 6) jako oddili na rizné céasti = +1

(mod 3).

— Uvazujme

A= ({1,1,1,1},{1,1,2,2},{2,2,2,2},{2,2,3,3},{3,3,3,3},...)

B = ({2,2}, 12,4}, {4,4}, {4,6},{6,6},...).

Kazdé cislo n ma stejny pocet oddilu, ve kterych se ¢dsti opakuji nejuiyse trikrdt a ve kterych
se v kazdiych dvou po sobé jdoucich cdastech jedna z nich neopakuje, jako oddili, ve kterych se
sudé édsti lisi alespori o 4 (a neopakuji se, liché ¢dsti nejsou omezeny).
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