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1 Dirichletova věta na Diophantinovy aproximace a jej́ı apli-

kace.

Věta 1.1. (Dirichletova) Pro každé α ∈ R a každé Q ∈ N, kde Q ≥ 2, existuj́ı p, q ∈ Z takové, že
1 ≤ q < Q a ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

Qq
.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuj́ı Q č́ısla {nα} (∈ [0, 1)) pro n = 0, 1, . . . , Q − 1. Č́ıslo {nα} je
zbytek nějakého reálného č́ısla, tedy je ve tvaru {nα} = nα − ⌊nα⌋. Můžeme si je představit jako
body lež́ıćı na kružnici s obvodem 1. Dı́ky principu holubńıku v́ıme, že alespoň dva z nich jsou ≤ 1

Q
.

To znamená, že pro nějaké m,n, r, s ∈ Z, kde 0 ≤ n < m < Q plat́ı:

|(mα− r)− (nα− s)| ≤ 1

Q
⇐⇒ |α(m− n)− (r − s)| ≤ 1

Q

Polož́ıme p := r − s a q := m− n. Dostaneme tak pro 1 ≤ q < Q výsledné:

|αq − p| ≤ 1

Q

÷q⇐⇒
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

Qq
.

■

Důsledek 1.1. Pro každé α ∈ I (= R \Q) existuje nekonečně mnoho r̊uzných zlomk̊u p
q
, že∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2

D̊ukaz. Zkonstruujeme nekonečně mnoho zlomk̊u p1
q1
, . . . takových, že pro každý plat́ı nerovnost∣∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣α− p2
q2

∣∣∣∣ > · · · > 0.

Začneme s p1 := ⌊α⌋ a q1 := 1. Pokud p1
q1
, . . . , pn

qn
jsou už zkonstruované, vezmeme libovolné Q ∈ N

takové, že |α− pn
qn
| > 1

Q
(což je možné, protože α je iracionálńı) a použijeme Dirichletovu větu.

Dostaneme tak zlomek p
q
takový, že 1 ≤ q < Q a |α− p

q
| ≤ 1

Qq
< 1

q2
.

Zároveň, jelikož |α− p
q
| ≤ 1

Qq
≤ 1

Q
< |α− pn

qn
|, tak můžeme položit pn+1 := pn a qn+1 := qn. ■

Definice 1.1. (Fareyovy zlomky řádu n): Předpokládejme ∀n ∈ N uspořádaný seznam

Fn :=

(
0

1
=

p1
q1

<
p2
q2

< . . . <
pm
qm

=
1

1

)
,

všech m = m(n) zlomk̊u p
q
∈ [0, 1] takových, že 0 < q ≤ n a (p, q) = 1.

2 Hurwitzova věta.

Věta 2.1. (Farey–Cauchy): Pokud a
b
< c

d
jsou dva po sobě jdoućı členy Fn, pak bc− ad = 1, což

znamená, že a
b
a c

d
jsou jsou co nejbĺı̌ze.

Věta 2.2. (Hurwitz): Skládá se ze dvou část́ı:

(1) Pro každé α ∈ I existuje nekonečně mnoho r̊uzných p
q
∈ Q, že:∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1√
5q2
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(2) Pro každé reálné A >
√
5 plat́ı, že nerovnice∣∣∣∣∣

√
5− 1

2
− p

q

∣∣∣∣∣ < 1

Aq2

má pouze konečně mnoho řešeńı p
q
∈ Q.

D̊ukaz. Dokážeme obě části zvlášt’:

(1) Předpokládejme, že α ∈ (0, 1). Ukážeme, že pokud a/b < α < c/d pro dvě po sobě jdoućı
Fareyovy zlomky z množiny Fn, pak jeden ze tř́ı zlomk̊u

a

b
,

c

d
,

e

f
=

a+ c

b+ d

splňuje nerovnici. Postupným zařazováńım α mezi dvě po sobě jdoućı členy Fn pro stále větš́ı
n (podobně jako u Dirichletovy nerovnosti) źıskáme nekonečně mnoho zlomk̊u splňuj́ıćıch∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1√
5q2

.

Předpokládejme nyńı sporem, že žádný z těchto tř́ı zlomk̊u nerovnici nesplňuje. Můžeme
předpokládat, že α > e/f , protože pro α < e/f bychom postupovali obdobně. Pak plat́ı:

α− a

b
≥ 1√

5b2
, α− e

f
≥ 1√

5f 2
,

c

d
− α ≥ 1√

5d2
.

Sečteńım prvńı a třet́ı nerovnosti a také druhé a třet́ı nerovnosti dostáváme:

1

bd
=

c

d
− a

b
≥ 1√

5

(
1

b2
+

1

d2

)
,

1

df
=

c

d
− e

f
≥ 1√

5

(
1

f 2
+

1

d2

)
.

Vynásobeńım prvńı nerovnosti
√
5b2d2 a druhé

√
5d2f 2 a jejich sečteńım dostáváme:

d
√
5(b+ f) = d

√
5(2b+ d) ≥ b2 + 2d2 + f 2 = 2b2 + 3d2 + 2bd,

což je ekvivalentńı s

0 ≥ 1

2

(
(
√
5− 1)d− 2b

)2
.

Z toho plyne, že (
√
5− 1)d− 2b = 0, což vede na

√
5 = 1 + 2b/d ∈ Q, což je spor.

(2) Označme β = (
√
5− 1)/2. Fixujme A >

√
5 a předpokládejme, že∣∣∣∣β − p

q

∣∣∣∣ < 1

Aq2

má nekonečně mnoho řešeńı p
q
. Pak může být q libovolně velké. Jinými slovy:

β =
p

q
+

δ

q2
,

kde δ ∈ R, |δ| < 1/A. Přeṕı̌seme to jako

δ

q
− q

√
5

2
= qβ − p− q

√
5

2
= −q

1

2
− p.
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Umocněńım a odečteńım 5q2/4 dostáváme identitu:

δ2

q2
− δ

√
5 = p2 + pq − q2.

Pro dostatečně velké q je absolutńı hodnota levé strany menš́ı než 1, protože δ2/q2 → 0 a
|δ
√
5| <

√
5/A < 1. To znamená, že rovnice p2 + pq − q2 = 0 má řešeńı p, q ∈ Z, což je spor.

Rovnice je totiž ekvivalentńı s (2p+ q)2 = 5q2, což opět vede na spor
√
5 = 1 + 2p/q ∈ Q.

■

3 Existence transcendentńıch č́ısel: Liouvilleova nerovnost.

Definice 3.1. (Algebraická č́ısla): Ř́ıkáme, že α ∈ C je algebraické č́ıslo, pokud existuje nenulový
polynom p ∈ Q[x] takový, že p(α) = 0. Tedy

∑n
i=0 αix

i = 0. (”je kořenem racionálńıho polynomu”)

Definice 3.2. (Transcendentńı č́ısla): Každé α ∈ C, které neńı algebraické, je transcendentńı.

Věta 3.1. (Lagrangeova o středńı hodnotě): Pokud f : [0, 1] → R je spojitá, pak

∃c ∈ (a, b) : f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a

=: z.

Věta 3.2. (J. Liouvilleova): Pro každé algebraické č́ıslo α ∈ I existuje n ∈ N a konstanta c > 0
taková, že pro každé p

q
∈ Q plat́ı: ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c

qn
.

D̊ukaz. Předpokládejme, že 0 ̸= f ∈ Z[x] má minimálńı stupeň n = deg f(x), kde f(α) = 0.
Zjevně, n ≥ 2. Označme I = [α − 1, α + 1] a vezměme libovolný zlomek p

q
; můžeme předpokládat,

že q ∈ N. Mohou nastat dva př́ıpady:

(a) p
q
/∈ I: Triviálně

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1 ≥ 1

qn
.

(b) p
q
∈ I: Podle Lagrangeovy věty o pr̊uměru existuje ζ ∈ R, které lež́ı mezi α a p

q
a splňuje rovnost

f(α)− f

(
p

q

)
= f ′(ζ) ·

(
α− p

q

)
.

Označme d = max({|f ′(x)| : x ∈ I})(> 0), připomeňme, že f(α) = 0, a źıskáme hranici∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ f(p
q
)

d
.

Tvrd́ıme, že f(p
q
) ̸= 0. Kdyby f(p

q
) = 0, pak by pro vhodné č́ıslo N ∈ N byl součin g(x) =

N · f(x)
x−p/q

∈ Z[x] celoč́ıselný polynom s g(α) = 0 a deg g(x) = deg f(x)−1 = n−1, což je ovšem

ve sporu s definićı f(x).

Proto pro f(x) =
∑n

i=0 aix
i, kde ai ∈ Z, máme hranici:∣∣∣∣f (p

q

)∣∣∣∣ = 1

qn
·

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

aip
iqn−i

∣∣∣∣∣ ≥ 1

qn
a

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1/d

qn
.

Spojeńım hranic z (a) a (b) dostaneme požadovanou hranici, takovou, že pro každý zlomek p
q
plat́ı:∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ min({1, 1
d
})

qn
.

■

Důsledek 3.1. Pro každé k ∈ N, k ≥ 2, je č́ıslo λ(k) =
∞∑
n=0

k−n! transcendentńı.
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4 Důkaz transcendence Eulerova č́ısla

Definice 4.1. (Algebraická č́ısla)): Ř́ıkáme, že α ∈ C je algebraické č́ıslo, pokud existuje nenu-
lový polynom p ∈ Q[x] takový, že p(α) = 0. Tedy

∑n
i=0 αix

i = 0.

Definice 4.2. (Transcendentńı č́ısla): Každé α ∈ C, které neńı algebraické, je transcendentńı.

Věta 4.1. Eulerovo č́ıslo e = 2.71 . . . je transcendentńı.

D̊ukaz. Předpokládejme sporem, že Eulerovo č́ıslo e je algebraické, tedy že pro n ∈ N a nějaké
koeficienty ai ∈ Z:

ane
n + . . .+ a1e+ a0 =

n∑
i=0

aie
i = 0

Vynásobeńım vhodnou mocninou e můžeme předpokládat, že a0 ̸= 0. Násobeńım této rovnice č́ıslem∫ ∞

0

xr((x− 1)(x− 2) · · · (x− n))r+1e−x dx,

které záviśı na parametru r ∈ N (zvoĺıme později), dostaneme:

ane
n

∫ ∞

0

+an−1e
n−1

∫ ∞

0

+ . . .+ a1e

∫ ∞

0

+a0

∫ ∞

0

= 0.

Rozděleńım intervalu integrace [0,∞) na [0, i] a [i,∞) přeṕı̌seme tuto rovnici jako

P1(r) + P2(r) =

(
n∑

i=0

aie
i

∫ i

0

)
+

(
n∑

i=0

aie
i

∫ ∞

i

)
= 0.

Ćılem je ukázat, že

(a) |P1(r)| < cr pro všechna r ∈ N s konstantou c > 1 nezávislou na r,

(b) |P2(r)| ≥ r! pro nekonečně mnoho r ∈ N.

Pak rovnost nutně ∀r ∈ N : P1(r) + P2(r) ̸= 0, protože |P1(r)|
r!

→ 0 pro r → ∞, ale |P2(r)|
r!

≥ 1 pro
nekonečně mnoho r, což je spor.

Odhad P1(r) Na intervalu [0, n] plat́ı

|xr((x− 1)(x− 2) · · · (x− n))r+1| ≤ nr(nn)r+1 a |e−x| ≤ 1.

Proto pro i = 0, 1, . . . , n:∣∣∣∣∫ i

0

xr((x− 1)(x− 2) · · · (x− n))r+1e−x dx

∣∣∣∣ ≤ inr(nn)r+1 ≤ (nn+1)r+1.

Odtud:

|P1(r)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

aie
i

∫ i

0

∣∣∣∣∣ ≤ |a0|+ |a1|e
∣∣∣∣∫ 1

0

∣∣∣∣+ . . .+ |an|en
∣∣∣∣∫ n

0

∣∣∣∣ ≤
≤ (|a0|+ |a1|e+ . . .+ |an|en)(nn+1)r+1.

Což odpov́ıdá tvaru cr, tedy |P1(r)| < cr.
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Odhad P2(r) Nejprve vyhodnot́ıme integrál
∫∞
0

xke−x dx pro k ∈ N0. Integraćı per partes dostáváme:∫ ∞

0

xk

ex
dx =

[
xk

ex

]∞
0

+ k

∫ ∞

0

xk−1

ex
dx = k

∫ ∞

0

xk−1

ex
dx = . . . = k!.

Obecně, pokud je p(x) = bnx
n + · · ·+ b1x+ b0 polynom, pak:∫ ∞

0

p(x)

ex
dx =

n∑
k=0

bkk!.

Pro P2(r) substitućı y = x− i źıskáme:

ei
∫ ∞

i

=

∫ ∞

0

xr((x− 1)(x− 2) · · · (x− n))r+1e−(x−i) dx =

=

∫ ∞

0

(y + i)r((y + i− 1)(y + i− 2) · · · (y + i− n))r+1e−y dy.

Pro i = 0 je polynom v integrandu tvaru (−1)n(r+1)(n!)r+1yr+ayr+1+· · · . Pro i ≥ 1 je nejmenš́ı moc-
nina y s nenulovým koeficientem yr+1. Z výše uvedeného a kongruenćı plyne, že P2(r) je celoč́ıselným
násobkem r! a pro nekonečně mnoho r plat́ı |P2(r)| ≥ r!, což je spor. ■

5 Popǐste teorii Pellových (diofantovských) rovnic.

Definice 5.1. (Pellova rovnice). je to diofantická rovnice tvaru

x2 − dy2 = 1,

kde x, y ∈ Z jsou neznámé a d ∈ N je pevný parametr, který neńı čtvercem.
Pokud se rovnice x2−dy2 = m, pro parametr m ∈ Z, pak mluv́ıme o zobecněné Pellově rovnici.

Rovnice má vždy triviálńı řešeńı (x, y) = (±1, 0). Pokud d = e2 ∈ N je čtverec, pak faktorizace
x2 − dy2 = (x − ey)(x + ey) ukazuje, že existuje pouze triviálńı řešeńı. Totéž plat́ı, pokud d ∈ Z a
d < 0. Pro d = 0 jsou všechna řešeńı (±1, z), kde z ∈ Z.
Pro malá d lze netriviálńı řešeńı naj́ıt metodou pokus-omyl: třeba (2, 1) pro x2−3y2 = 1, nebo (3, 2)
pro x2 − 2y2 = 1.

Generováńı řešeńı Pokud existuje netriviálńı řešeńı, pak existuje nekonečně mnoho řešeńı. Pro
libovolná dvě řešeńı (a, b), (e, f) ∈ Z2 Pellovy rovnice je dvojice (g, h) ∈ Z2 definovaná jako

g + h
√
d = (a+ b

√
d)(e+ f

√
d)

také řešeńım. To plyne z faktu, že

g2 − dh2 = (a2 − db2)(e2 − df 2) = 1 · 1 = 1.

Pokud máme netriviálńı řešeńı (a, b) ∈ N2, pak pro k = 1, 2, . . . plat́ı

ak + bk
√
d = (a+ b

√
d)k,

což generuje nekonečně mnoho řešeńı (ak, bk) ∈ N2. Např́ıklad řešeńı (a, b) = (3, 2) pro x2 − 2y2 = 1
generuje řešeńı (a2, b2) = (17, 12), (a3, b3) = (99, 70) atd.

Věta 5.1. (Lagrange, 1770). Každá Pellova rovnice x2 − dy2 = 1 má netriviálńı řešeńı (a tedy
nekonečně mnoho řešeńı).
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D̊ukaz. Protože d neńı čtverec,
√
d je iracionálńı. Podle druhé části Dirichletovy věty (kapitola 1)

existuje nekonečně mnoho zlomk̊u p/q takových, že∣∣∣∣√d− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
.

Tyto zlomky splňuj́ı

|p2 − dq2| = q|
√
d− p/q| · |p+ q

√
d| < |p+ q

√
d|

q
≤ p

q
+
√
d ≤ 2

√
d+ 1.

Podle principu holubńıku (pro nekonečně mnoho holub̊u a konečně mnoho děr) existuje c ∈ Z
takové, že p2 − dq2 = c pro nekonečně mnoho p/q ∈ Q. Iracionalita

√
d znamená, že c ̸= 0. Existuje

pouze konečně mnoho možnost́ı pro zbytky p, q modulo |c|, takže můžeme vybrat dva r̊uzné zlomky
p1/q1, p2/q2 takové, že p21 − dq21 = p22 − dq22 = c a p1 ≡ p2, q1 ≡ q2 modulo |c|. Uvažujme č́ısla a, b
definovaná jako

a+ b
√
d =

p1 + q1
√
d

p2 + q2
√
d
=

(p1 + q1
√
d)(p2 − q2

√
d)

c
.

Pak (a, b) je netriviálńı řešeńı Pellovy rovnice. ■

Struktura řešeńı Množina všech řešeńı Pellovy rovnice

R = {a+ b
√
d : a, b ∈ Z, a2 − db2 = 1}

tvoř́ı multiplikativńı abelovskou grupu s neutrálńım prvkem 1 = 1+0
√
d. Podgrupa kladných řešeńı

U = {α ∈ R : α > 0}

je generována nejmenš́ım přirozeným řešeńım ε = ε(d), tj. U = {εk : k ∈ Z}. Grupa všech řešeńı
(R, ·) je izomorfńı (Z,+)× (Z2,+).

Věta 5.2. Pokud zobecněná Pellova rovnice x2 − dy2 = m má celoč́ıselné řešeńı, pak má nekonečně
mnoho celoč́ıselných řešeńı.

D̊ukaz. Pokud (a, b) je řešeńı x2 − dy2 = m a (e, f) je řešeńı x2 − dy2 = 1, pak

g + h
√
d = (a+ b

√
d)(e+ f

√
d)

je také řešeńı x2 − dy2 = m. Násobeńım jednoho řešeńı x2 − dy2 = m nekonečně mnoha řešeńımi
x2 − dy2 = 1 źıskáme nekonečně mnoho řešeńı x2 − dy2 = m. ■

6 Fermatova věta: x4 + y4 = z2 nemá netriviálńı řešeńı.

Věta 6.1. (Fermat, 17. stolet́ı). Diofantovská rovnice x4 + y4 = z2 nemá řešeńı v x, y, z ∈ N.

D̊ukaz. Předpokládejme, že (x, y, z) ∈ N3 je řešeńı. Můžeme předpokládat, že x, y, z jsou nesoudělná.
(Společný dělitel lze vydělit, č́ımž źıskáme řešeńı s nesoudělnými složkami.) Opět plat́ı, že x, y maj́ı
r̊uznou paritu, a předpokládáme, že x je liché a y je sudé. Rovnici přeṕı̌seme jako

y4 = (z − x2)(z + x2).

Protože z, x jsou lichá, (z, x) = 1, a součet a rozd́ıl faktor̊u je 2z a 2x2, vid́ıme, že (z−x2, z+x2) = 2.
To znamená, že

z − x2 = 2a4 a z + x2 = 8b4,
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nebo jsou pravé strany prohozeny, a a, b jsou nesoudělná a a je liché. Odečteńım rovnic dostaneme
x2 = 4b4 − a4, což je modulo 4 nemožné. Pravé strany tedy muśı být prohozeny:

z − x2 = 8b4 a z + x2 = 2a4

a x2 = a4 − 4b4, z = a4 + 4b4. Předchoźı rovnici přeṕı̌seme jako

4b4 = (a2 − x)(a2 + x).

Opět plat́ı, že (a2−x, a2+x) = 2. Nyńı máme pouze jednu možnost, že každý faktor je dvojnásobkem
bikvadrátu: a2 − x = 2c4, a2 + x = 2d4 s c, d ∈ N. Sečteńım obou rovnic dostaneme a2 = c4 + d4.
Poč́ınaje řešeńım (x, y, z) ∈ N3 jsme sestrojili daľśı řešeńı (c, d, a) ∈ N3 stejné rovnice. Ale a < z
(protože z = a4 + 4b4). Opakováńım argumentu bychom mohli źıskat nekonečně mnoho přirozených
řešeńı, jejichž třet́ı složky by tvořily nekonečnou ostře klesaj́ıćı posloupnost. To je v množině N
nemožné, a dostáváme se do sporu. Tedy neexistuje řešeńı v přirozených č́ıslech. ■

7 Lagrangeova věta o čtyřech čtverćıch, geometrický d̊ukaz.

Definice 7.1. (Mř́ıžka). Mř́ı̌zka Λ = Λ(B) ∈ Rn s baźı B = {v1, . . . , vn}, kde vi ∈ Rn jsou lineárně
nezávislé vektory, je množina celoč́ıselných lineárńıch kombinaćı vektor̊u z báze:

Λ =

{
n∑

i=1

aivi

∣∣∣ ai ∈ Z

}
.

Objem znač́ıme Vol a je určen determinantem matice.

Věta 7.1. (Minkowski). Pokud B ⊆ Rn je konvexńı těleso, které je ohraničené, středově symet-
rické a Λ ⊆ Rn je mř́ı̌zka splňuj́ıćı podmı́nku 2nVol(Λ) < Vol(B), pak

B ∩ Λ ̸= {(0, 0, . . . , 0)},

tedy B obsahuje bod mř́ı̌zky r̊uzný od p̊uvodńı.

Lemma 7.1. Pro každé prvoč́ıslo p má kongruence a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod p) řešeńı a, b ∈ Z.

Důsledek 7.1. Pro každé bezčtvercové č́ıslo n = p1p2 . . . pr má kongruence a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod n)
řešeńı a, b ∈ Z.

D̊ukaz. (Náznak): Z Č́ınské věty o zbytćıch. Dokážeme a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod pi) a tedy

a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod p1p2 . . . pn = n).

■

Věta 7.2. (Lagrange). Pro ∀n ∈ N0 má rovnice n = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 řešeńı x1, x2, x3, x4 ∈ Z.

D̊ukaz. (Geometrický).
Stač́ı dokázat větu pouze pro bezčtvercová č́ısla n. Každé n ∈ N lze totiž zapsat ve tvaru n = s2m,
kde m je bez čtverce, a pokud m =

∑4
i=1 x

2
i , pak n =

∑4
i=1(sxi)

2.
Necht’ n je č́ıslo bez čtverce. Pomoćı D̊usledku 7.1. vezmeme a, b ∈ N taková, že a2 + b2 + 1 je
násobkem n. Budeme pracovat v R4 s mř́ıžkou

Λ = Λ({u1, u2, u3, u4}),

kde
u1 = (n, 0, 0, 0), u2 = (0, n, 0, 0), u3 = (a, b, 1, 0), u4 = (b,−a, 0, 1).
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Vektory ui jsou z definice lineárně nezávislé a jelikož je báze dolńı trojúhelńıková matice, tak

Vol(Λ) = det(M(Λ)) = n2.

Dále potřebujeme konvexńı těleso B. Polož́ıme B = K(r), čtyřrozměrnou kouli se středem v počátku
a poloměrem r > 0. Protože

Vol(K(1)) =
π2

2
,

plat́ı Vol(K(r)) = π2r4

2
. Z podmı́nky 2nVol(Λ) < Vol(B) Minkowského věty máme:

π2r4

2
> 24n2 ⇐⇒ r2 >

4
√
2

π
n ≈ (1.80063 . . .)n.

Zvoĺıme r2 = 1.9n. T́ım je splněna podmı́nka na objemy B (ostatńı podmı́nky na B – konvexita a
středová symetrie – jsou také splněny). Podle Minkowského věty existuje bod z ∈ K(r):

z =
4∑

i=1

aiui ∈ Λ,

kde ne všechny ai ∈ Z jsou nulové. Vyjádřeno v souřadnićıch,

0 < |z|2 = (a1n+ a3a+ a4b)
2 + (a2n+ a3b− a4a)

2 + a23 + a24 ≤ r2 < 2n.

Celé č́ıslo |z|2 je tedy součtem čtyř čtverc̊u a lež́ı v intervalu [1, 2n− 1]. Nav́ıc,

|z|2 = a23(a
2 + b2 + 1) + a24(a

2 + b2 + 1) + 2a3a4ab− 2a3a4ab+ n(· · · )

ukazuje, že |z|2 je násobkem n (d́ıky a2 + b2 + 1). Jediná možnost je |z|2 = n, a tedy n je součtem
čtyř čtverc̊u. ■

8 Dokažte Chebyshevovy meze pro pi(x).

Věta 8.1. (Chebyshev, 1850). Pro každé x ≥ 2 existuj́ı kladné konstanty c1, c2 tak, že plat́ı

c1
x

log x
< π(x) < c2

x

log x
.

D̊ukaz. (Erdős, 1936) Necht’ n ∈ N. Máme odhad:

4n

2n+ 1
≤
(
2n

n

)
≤ 4n,

protože 4n = (1 + 1)2n =
∑2n

k=0

(
2n
k

)
a
(
2n
n

)
je největš́ı z 2n+ 1 binomických koeficient̊u v součtu.

Chebyshevovy meze źıskáme zkombinováńım tohoto odhadu s daľśım odhadem středńıho bino-
mického koeficientu: ∏

n<p≤2n

p ≤
(
2n

n

)
≤ (2n)π(2n).

Dolńı mez plyne z toho, že ve jmenovateli zlomku(
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2

jsou všechna prvoč́ısla z intervalu (n, 2n], která nemohou být zrušena, protože ve jmenovateli se
vyskytuj́ı pouze prvoč́ısla ≤ n.
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Pro horńı mez odhadneme nejvyšš́ı mocninu prvoč́ısla p, která děĺı
(
2n
n

)
:

a =
∞∑
i=1

⌊2n/pi⌋ − 2⌊n/pi⌋.

To plyne z obecného vzorce

b =
∑
i≥1

⌊m/pi⌋

pro nejvyšš́ı exponent b, pro který pb děĺı m!. Každý sč́ıtanec poč́ıtá násobky pi mezi č́ısly 1, 2, . . . ,m.
Protože pro každé α ∈ R plat́ı 0 ≤ ⌊2α⌋ − 2⌊α⌋ ≤ 1, dostáváme:

a ≤
∑

i,pi≤2n

1.

Tedy pa ≤ 2n. Překvapivě prvoč́ıselné mocniny ve faktorizaci
(
2n
n

)
nejsou větš́ı než faktorizace sa-

motného 2n. Každé prvoč́ıslo ve faktorizaci je ≤ 2n, č́ımž dostáváme:∏
n<p≤2n

p ≤ (2n)π(2n).

Spojeńım obou odhad̊u dostáváme:

(2n)π(2n) ≥ 4n

2n+ 1
.

Po zlogaritmováńı dostáváme:

π(2n) ≥ 2n log 2

log(2n)
− log(2n+ 1)

log(2n)
.

A pro n ≥ 2 plat́ı:

π(2n− 1) = π(2n) ≥ 2n log 2

log(2n)
− 2 ≥ (2n− 1) log 2

log(2n− 1)
− 2.

To dává dolńı mez Chebyshevovy věty.
Horńı mez źıskáme tak, že sečteme logaritmy prvoč́ısel na intervalech (2k, 2k+1]. Pro největš́ı m ∈ N
takové, že 2m ≤ x, plat́ı: ∑

p≤x

log p ≤
m∑
k=0

∑
2k<p≤2k+1

log p.

Použit́ım předchoźıho odhadu dostáváme:∑
p≤x

log p ≤ (20 + 21 + · · ·+ 2m) log 4 < 2m+1 log 4.

Protože 2m+1 > x, máme: ∑
p≤x

log p ≤ (2 log 4)x.

Odtud dostáváme:
(2 log 4)x ≥

∑
p≤x

log p ≥
∑

√
x<p≤x

log p.

Použit́ım dolńı meze dostáváme:∑
√
x<p≤x

log p ≥ (π(x)− π(
√
x)) log

√
x ≥ (π(x)−

√
x) log

√
x.

Tedy

π(x) ≤ (2 log 4)x

log
√
x

+
√
x.

T́ım je dokázána horńı mez a celá věta. ■
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9 Uved’te několik d̊ukaz̊u o nekonečnosti prvoč́ısel.

Definice 9.1. (Funkce poč́ıtaj́ıćı prvoč́ısla): Hodnota funkce π(x) pro x ∈ R je definována jako
počet prvoč́ısel nepřevyšuj́ıćıch x:

π(x) = #{p : p ≤ x}.

Např́ıklad π(−3) = π(1.9) = 0 a π(18) = 7.

Věta 9.1. Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

D̊ukaz. (Eukleid̊uv d̊ukaz) Každé n ∈ N větš́ı než 1 je dělitelné nějakým prvoč́ıslem (vezměme
nejmenš́ıho dělitele n větš́ıho než 1). Předpokládejme, že prvoč́ısel je konečně mnoho: p1, p2, . . . , pr.
Zvažme č́ıslo

N = p1p2 . . . pr + 1.

Necht’ p je prvoč́ıselný dělitel č́ısla N . Pak nutně p = pi pro nějaké i, tedy pi děĺı také 1, což je spor.
Proto muśı existovat nekonečně mnoho prvoč́ısel. ■

Věta 9.2. Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

D̊ukaz. (Goldbach̊uv d̊ukaz) Definujeme rekurentńı posloupnost (Gn)n≥0 jako

G0 = 2, Gn = G0G1 . . . Gn−1 + 1 pro n ∈ N.

Hodnoty prvńıch člen̊u jsou:

G0 = 2, G1 = 3, G2 = 7, G3 = 43, . . .

Je zřejmé, že pokud m < n, pak Gm a Gn jsou nesoudělná č́ısla (protože Gm děĺı Gn − 1). Volbou
libovolného prvoč́ıselného dělitele každého Gn dostáváme nekonečně mnoho r̊uzných prvoč́ısel. ■

Věta 9.3. Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

D̊ukaz. (Euler̊uv d̊ukaz, prvńı varianta) Použijeme Eulerovu identitu:

∏
p

1

1− 1/ps
=

∞∑
n=1

1

ns

pro každé reálné s > 1. Levá strana je součinem geometrických řad a pravá strana harmonickou
řadou. Předpokládejme, že prvoč́ısel je konečně mnoho: p1, . . . , pr. Pak při limitě s → 1+ levá strana
konverguje k

1

(1− p−1
1 )(1− p−1

2 ) . . . (1− p−1
r )

.

Avšak pravá strana diverguje, což je spor. Proto muśı existovat nekonečně mnoho prvoč́ısel. ■

Věta 9.4. Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

D̊ukaz. (Erdős̊uv d̊ukaz) Každé n ∈ N lze jednoznačně zapsat jako n = r2s, kde r, s ∈ N a s
je bezčtvercové č́ıslo. Pokud n ≤ N , pak r nabývá nejvýše

√
N hodnot a s nabývá nejvýše 2π(N)

hodnot (protože s lze tvořit jako součin r̊uzných prvoč́ısel ≤ N). Muśı tedy platit:

√
N · 2π(N) ≥ N.

Po úpravě dostáváme odhad:

π(N) ≥ 1

2
log2N.

Z toho plyne, že π(x) → ∞ pro x → ∞, což dokazuje nekonečnost prvoč́ısel. ■
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10 Vysvětlete teorii kvadratických zbytk̊u a zákona recipro-

city.

Definice 10.1. (Kvadratický zbytek). Necht’ p > 2 je liché prvoč́ıslo a a ∈ Z. Ř́ıkáme, že a je
kvadratický zbytek modulo p, pokud kongruence

x2 ≡ a (mod p)

má řešeńı x ∈ Z. Pokud řešeńı neexistuje, nazýváme a kvadratický nezbytek modulo p.

Př́ıklad: Pro p = 11 jsou kvadratické zbytky č́ısla 1, 3, 4, 5, 9, protože 12 ≡ 1, . . . , 92 ≡ 4 (mod 11).
Ostatńı č́ısla (2, 6, 7, 8, 10) jsou kvadratické nezbytky.

Tvrzeńı 10.1. Pro každé liché prvoč́ıslo p > 2 existuje právě p−1
2

kvadratických zbytk̊u a p−1
2

kvad-
ratických nezbytk̊u.

Definice 10.2. (Legendre̊uv symbol). Pro liché prvoč́ıslo p > 2 a a ∈ Z definujeme Legendre̊uv
symbol jako: (

a

p

)
=


+1 pokud a je kvadratický zbytek modulo p,

−1 pokud a je kvadratický nezbytek modulo p,

0 pokud p | a.

Tvrzeńı 10.2. Necht’ p > 2 je liché prvoč́ıslo a a, b ∈ Z:

1. Kongruence: Pokud a ≡ b (mod p), pak
(

a
p

)
=
(

b
p

)
.

2. Eulerovo kritérium:
(

a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

3. Multiplikativita:
(

ab
p

)
=
(

a
p

)
·
(

b
p

)
.

Lemma 10.1. (Gaussovo). Pro liché prvoč́ıslo p > 2 a a ∈ Z nesoudělné s p definujeme:

m(a) = #

{
k
∣∣∣ 1 ≤ k ≤ p− 1

2
, ka ≡ mk (mod p), mk < 0

}
.

Potom plat́ı: (
a

p

)
= (−1)m(a).

Př́ıklad: Pro p = 17 a a = 6 dostaneme m(6) = 3, tedy
(

6
17

)
= (−1)3 = −1.

Tvrzeńı 10.3. (Doplňky k zákonu reciprocity). Necht’ p > 2 je liché prvoč́ıslo. Potom:(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
+1 pokud p ≡ 1 (mod 4),

−1 pokud p ≡ 3 (mod 4).(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
+1 pokud p ≡ 1 nebo 7 (mod 8),

−1 pokud p ≡ 3 nebo 5 (mod 8).

Věta 10.1. (Gauss, 1796). Pro dvě r̊uzná lichá prvoč́ısla p a q plat́ı zákon kvadratické reciprocity:

(
p

q

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4

(
q

p

)
=

+
(

q
p

)
pokud p = 4m+ 1 nebo q = 4n+ 1,

−
(

q
p

)
pokud p = 4m+ 3 nebo q = 4n+ 3.
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D̊ukaz. Důkaz je založen na Gaussově lemmatu a aritmetických vlastnostech celých č́ısel. Kĺıčovým
krokem je vyjádřeńı Legendreova symbolu pomoćı sumy:(

a

p

)
= (−1)S(p,a),

kde S(p, a) je počet celoč́ıselných bod̊u v určité oblasti. Pomoćı této sumy a geometrických úvah se
dokáže, že: (

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

■

Př́ıklad: Pro p = 5 a q = 7 plat́ı:

(
5

7

)
= (−1)

(5−1)(7−1)
4

(
7

5

)
= (−1)6

(
7

5

)
=

(
7

5

)
.

Dále
(
7
5

)
=
(
2
5

)
= −1, tedy

(
5
7

)
= −1.

11 Uved’te a dokažte Eulerovu identitu pro celoč́ıselné par-

titions.

Definice 11.1. (Partitions). Vyjádřeńı n jako součtu přirozených č́ısel, v němž pořad́ı součt̊u neńı
d̊uležité, se nazývá partition n.
Jejich počet označujeme p(n) a výrazem p(n, k) označujeme počet rozděleńı n na k část́ı.

Věta 11.1. (Eulerova identita). Pro každé n ∈ N se počet rozklad̊u r(n) č́ısla n na navzájem
r̊uzné části stejný jako počet rozklad̊u l(n) č́ısla n na liché části (které se mohou opakovat).

D̊ukaz. (1. generuj́ıćı funkce.) Počet rozklad̊u l(n) odpov́ıdá počtu zp̊usob̊u, jak rozdělit n pouze
na liché části, tedy l(n) = p(n, {1, 3, 5, . . . }), což lze vyjádřit generuj́ıćı funkćı:∑

n≥0

l(n)xn =
1

(1− x)(1− x3)(1− x5) . . .

Tento výraz lze upravit jako:

(1− x2)(1− x4)(1− x6)(1− x8) . . .

(1− x)(1− x2)(1− x3)(1− x4) . . .

což, protože plat́ı (1−x2k)
(1−xk)

= 1 + xk, se dá upravit na

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4) · · · =
∏
k≥1

(1 + xk),

což je přesně generuj́ıćı funkce pro počet rozklad̊u r(n) s r̊uznými částmi:∑
n≥0

r(n)xn =
∏
k≥1

(1 + xk) =
∑
n≥0

l(n)xn.

Porovnáńım obou funkćı dostáváme l(n) = r(n) pro každé n. ■

D̊ukaz. (2. bijektivńı.) Konstruujeme bijekci mezi rozklady n na navzájem r̊uzné části a rozklady
n na liché části. To ukáže, že jich je stejně mnoho.
Necht’ κ je rozklad č́ısla n na navzájem r̊uzné části a a je jedna z jeho část́ı. Zaṕı̌seme ji ve tvaru

a = 2bc,
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kde b ∈ N0 a c ∈ N je liché (tento zápis a je jednoznačný). Poté nahrad́ıme a za 2b část́ı c. Provedeme
tento krok pro každou část κ a źıskáme rozklad λ č́ısla n na pouze liché části.
Naopak, necht’ λ je rozklad č́ısla n na liché části a a je jedna z jeho část́ı. Spoč́ıtáme počet jej́ıch
výskyt̊u v λ, označ́ıme jej m. Č́ıslo m lze vyjádřit (jednoznačně) jako součet r̊uzných mocnin dvou:

m = 2u1 + 2u2 + · · ·+ 2ur

pro nějaká celá č́ısla u1 > u2 > · · · > ur ≥ 0 (to je binárńı rozvoj m). Nahrad́ıme výskyty č́ısla a v
λ, tedy a+ a+ · · ·+ a (m-krát), částmi

2u1a+ 2u2a+ · · ·+ 2ura.

Provedeme tento krok pro každou část λ a źıskáme rozklad κ č́ısla n na navzájem r̊uzné části (části
jsou navzájem r̊uzné, protože zápis

”
mocnina dvou × liché č́ıslo“ je jednoznačný).

Obě definované transformace jsou vzájemně inverzńı a určuj́ı požadovanou bijekci.
■

12 Uved’te a dokažte Cohenovu–Remmelovu větu o iden-

titách pro celoč́ıselné odd́ıly a uved’te některé jej́ı d̊usledky.

Věta 12.1. (Cohen–Remmel). Necht’ A = (A1,A2, . . .) a B = (B1,B2, . . .) jsou dvě nekonečné
posloupnosti multimnožin (část́ı), které pro každou konečnou množinu I ⊂ N splňuj́ı podmı́nku∥∥∥∥∥⋃

i∈I

Ai

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥⋃
i∈I

Bi

∥∥∥∥∥ .
Pak pro každé n ∈ N plat́ı:

#{λ ⊢ n : λ ̸⊃ Ai pro i = 1, 2, . . .} = #{λ ⊢ n : λ ̸⊃ Bi pro i = 1, 2, . . .},
tedy počet odd́ıl̊u č́ısla n, které neobsahuj́ı žádný odd́ıl z posloupnosti A, je roven počtu odd́ıl̊u č́ısla
n, které neobsahuj́ı žádný odd́ıl z posloupnosti B.

D̊ukaz. Necht’ n ∈ N je pevné a U je množina všech odd́ıl̊u λ č́ısla n. Definujme

Xi = {λ ∈ U : λ ⊃ Ai} a Yi = {λ ∈ U : λ ⊃ Bi}.
Pro konečnou množinu index̊u 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik uvažujme množiny

R = Xi1 ∩Xi2 ∩ . . . ∩Xik a S = Yi1 ∩ Yi2 ∩ . . . ∩ Yik .

Podle předchoźıho pozorováńı plat́ı

R = {λ ∈ U : λ ⊃ Ai1 ∪ . . . ∪ Aik}
a

S = {λ ∈ U : λ ⊃ Bi1 ∪ . . . ∪ Bik}.
Pro každý odd́ıl λ ∈ R definujme odd́ıl

λ′ = (λ−Ai1 ∪ . . . ∪ Aik) + Bi1 ∪ . . . ∪ Bik ,

který lež́ı v S. Podobně pro každý odd́ıl κ ∈ S definujme odd́ıl

κ′ = (κ− Bi1 ∪ . . . ∪ Bik) +Ai1 ∪ . . . ∪ Aik ,

který lež́ı v R. (Podmı́nka na posloupnosti A a B zajǐst’uje, že norma multimnožiny se nezměńı, když
odečteme Ai a přidáme odpov́ıdaj́ıćı Bi.) Tyto zobrazeńı λ 7→ λ′ a κ 7→ κ′ jsou vzájemně inverzńı
a vytvářej́ı bijekci mezi R a S. Tedy pro každou konečnou množinu index̊u plat́ı |R| = |S|. Podle
principu inkluze a exkluze (PIE) dostáváme

|U \ (X1 ∪X2 ∪ . . .)| = |U \ (Y1 ∪ Y2 ∪ . . .)|,
což jsme chtěli dokázat. ■
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Důsledky Cohenovy–Remmelovy věty

Existuje jednoduchá metoda, jak konstruovat netriviálńı dvojice posloupnost́ı A a B, které splňuj́ı
podmı́nku věty. Pokud jsou multinásobky A1, . . . ,Ak vzájemně disjunktńı (tj. Ai ∩ Aj = ∅ pro
i ̸= j), pak sjednoceńı je rovno součtu a norma sjednoceńı je součtem norem. Pokud jsou tedy A
a B posloupnosti po dvou disjunktńıch multinásobk̊u, pak podmı́nka je splněna právě tehdy, když
∥Ai∥ = ∥Bi∥ pro každé i ∈ N. Tuto situaci nazýváme disjunktńım splněńım podmı́nky.
Následuj́ı čtyři př́ıklady aplikace této věty:

1. Glaisherova identita: Pro d ∈ N, d ≥ 2, uvažujme

A = ({d}, {2d}, {3d}, . . .) a B = ({1, 1, . . . , 1}, {2, 2, . . . , 2}, {3, 3, . . . , 3}, . . .),

kde v B jsou všechny násobnosti rovny d. Každé č́ıslo n má stejný počet odd́ıl̊u na části, které
nejsou dělitelné d, jako odd́ıl̊u, ve kterých se žádná část neopakuje v́ıce než d−1 krát. Pro d = 2
se jedná o Eulerovu identitu.

– Uvažujme

A = ({1}, {4}, {9}, {16}, . . .) a B = ({1}, {2, 2}, {3, 3, 3}, {4, 4, 4, 4}, . . .).

Každé č́ıslo n má stejný počet odd́ıl̊u, ve kterých žádná část neńı čtverec, jako odd́ıl̊u, ve kterých
se každá část m opakuje nejvýše m− 1 krát.

2. Schurova identita: Uvažujme

A = ({2}, {3}, {4}, {6}, {8}, {9}, {10}, {12}, {14}, . . .)

a
B = ({1, 1}, {3}, {2, 2}, {6}, {4, 4}, {9}, {5, 5}, {12}, {7, 7}, . . .).

Každé č́ıslo n má stejný počet odd́ıl̊u na části ≡ ±1 (mod 6) jako odd́ıl̊u na r̊uzné části ≡ ±1
(mod 3).

– Uvažujme
A = ({1, 1, 1, 1}, {1, 1, 2, 2}, {2, 2, 2, 2}, {2, 2, 3, 3}, {3, 3, 3, 3}, . . .)

a
B = ({2, 2}, {2, 4}, {4, 4}, {4, 6}, {6, 6}, . . .).

Každé č́ıslo n má stejný počet odd́ıl̊u, ve kterých se části opakuj́ı nejvýše třikrát a ve kterých
se v každých dvou po sobě jdoućıch částech jedna z nich neopakuje, jako odd́ıl̊u, ve kterých se
sudé části lǐśı alespoň o 4 (a neopakuj́ı se, liché části nejsou omezeny).
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