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1. Mechanika hmotného bodu a
soustav hmotnych bodu

1.1 Zakladni kinematické velic¢iny

Hmotny bod (HB) je matematické abstrakce, kterd modeluje pouze tii translaéni
stupné volnosti tézisté télesa bez uvazovani jakychkoliv dalsich. Proto je popis
pohybu dan ¢asovou zavislosti trojice katézskych soufadnic sdruzenych do polo-
hového vektoru 7 = 7(t). Tato spojita funkce casu 7(t) je nazyvana trajektorie.

Primérnd rychlost télesa mezi Casy tq,ty je dana nasledovné:

7(t) — 7t
U1g = mih) ~ it (1.1)
t1 — to

OkamZzitd rychlost v t; je dana limitou t, — t; respektive ¢asovou derivaci 7.
Zrychlent @ je definovano jako ¢asova derivace rychlosti. Zrychleni lze rozlozit na
normélovou @, a te¢nou d; slozku:

Gy = (@ 8,)E,, @y =ad—ad = —¢, (1.2)

R

Kde R je polomér kiivosti trajektorie a €, vektor smérujici ke stfedu oskulaéni
kruznice.

Pokud je velikost te¢ného zrychleni nulova, rychlost se neméni a jedna se
o rovnomérny pohyb, pokud je velikost normalového zrychleni nulova, je smér
pohybu konstantni a jedna se o primocary pohyb.

Hybnost HB definujeme nésledovné: p = mv, moment hybnosti vzhledem k
néjakému bodu takto: L= DX T

1.2 Newtonovy pohybové zikony

Newtonovy zakony zni:

1. Téleso setrvava v klidu nebo v rovnomérném piimocarém pohybu, dokud
neni nuceno vnéjsimi vlivy (pasobenim jiného télesa) tento svij stav zmeénit.

2. Sila F' pusobici na téleso je timéné soucinu jeho hmotnosti a zrychleni a,
které mu udéluje.

3. Kazda akce vyvolava reakci stejné velikosti a opa¢ného sméru, aneb vza-
jemna silova puisobeni dvou téles jsou stejné velikd a opacné orientovana.

Zakony vSak v tomto tvaru plati pouze v inercialni souradné soustavé. Newto-
novy zakony tedy implicitné definuji tii pojmy: inercidlni souiadny systém (ISS),
ve kterém izolovana Castice ziistavd v rovnomeérném piimocarém pohybu, silu,
kterdzto néjakym zptusobem charakterizuje ono ,,ptisobeni jiného télesa, a hmot-
nost, miru odporu ke zrychleni. Tyto zédkony jsou tedy i rdmcem pro formulovani
fyziky, ktery se velmi dobte osveéddil.



S pojmem sily jsou spojeny dalsi fyzikalni veli¢iny. Prvni z nich je moment sily
vici néjakému bodu

M=Fxl (1.3)
kde [ je vektor relativni vzdalenosti ptisobeni sily od bodu. Pfimym vypocétem
lze ukazat, ze z druhého Newtonova zakona plyne:

-

dL -
— =M 1.4
P (1.4)
Dalsi je impuls:
to .
/ Fdt =p> — p (1.5)
t1
Diferencidl prace dW je definovan
AW = F - d7 (1.6)

kde dr’ je né&jaky element drahy podél které sila F pusobi. Kinetickd energie Ej, je
pak prace, ktera by musela byt vykonana pro urychleni télesa z nulové rychlosti:

= dr d /1 1
E,= | F-df = i —dt = — [ =0? = —mo? L.
% /7 dr Lma dtdt m/7 o (211 ) dt 5 (1.7)

Pokud navic na hmotny bod pisobi sila, jiz vykonana prace nezavisi na draze,

Ize definovat potencialni energii E,(7) jako funkci polohy. E, je pak definovana

jako drahovy integral silového pole z libovolného pevné zvoleného bodu v prostoru

do 7. Takové pole je nazyvano konzervativni. Ekvivalentnti podminka pro neza-

vislost drahového integralu je nevirovost silového pole v dané (jednoduse souvislé)
oblasti:

VxF=0 (1.8)

Sila je pak vyjadritelna jako —VE,,.
Lze ukazat, ze soucet potencialni a kinetické energie nazvany celkovd mecha-
nickd energie se neméni, pokud jsou vSechna silova pole v systému konzervativni.

1.3 Inercidlni soustavy

Newton ve své dobé& definoval jakysi absolutni inercidlni systém za pomoci stélic.
Souradné systémy spjaté se Zemi jsou inercidlni jen priblizné, protoze Zemé se
otaci s relativné malou, ale nenulovou tihlovou rychlosti.

Sily definované Newtonovym zékonem se nazyvajimi pravymi silami, protoze
vystihuji fyzikalni interakci. Pokud je ale zaveden do rovnic pohybu ¢len zpiso-
bujici zrychleni pohybu vii¢i neinercidlnimu systému, ale ne vici ISS, mluvime o
silach zdanlivijch.

Specidlné pro soustavu otacejici se vici ISS s rovnomérnou thlovou rychlosti
w Vuci ose z lze z transformacnich vztahi odvodit dvé zdanlivé sily: Coriolisovu
silu F a odstiedivou silu Fp:

ﬁC = (Qmuﬂ}g, —2mw1)1, 0), ﬁO = (mle'l,mwaQ, O) (19>

8



Kde x1, x4, v1, v5 jsou x-ové a y-ové soufadnice a rychlosti vii¢i korotujici bazi.
V piipadé Zemé se soucet odstiedivé a gravitacéni sily nazyva sila tihovd.

1.4 Prvni a druha impulsova véta

Pokud uvazujeme soustavu hmotnych bodi, ¢asto mezi nimi uvazujeme také sily
a vazby. Pokud mame N hmotnych bodi a k vazeb, ma systém 3N —k stupni vol-
nosti. Specialné pokud pozadujeme konstantni vzdélenosti mezi kazdymi dvéma
body jedna se o tuhou soustavu, kterd ma pouze 6 stupni volnosti - 3 translac¢ni a
3 rota¢ni. Spojita obdoba tuhé soustavy je tuhé téleso. Tuha soustava a tuhé téleso
zanedbava zmény rozlozeni hmoty ¢i deformaci pii libovolné velikych ptisobicich
silach.

Pro soustavu HB definujeme tézisté nebo téz hmotny stred, jehoz polohovy
vektor je dén:

N -
7o = —%Nm”” (1.10)
i M

Prvni impulsova véta zni: casovd derivace celkové hybnosti soustavy P je rovna
vyslednici Fp vnéjsich sil pisobicich na soustavu. Tedy:

—

dP =
— =F 1.11
a7 (1.11)
To vyplyva z tfetiho Newtonova zakona, protoze kazda vnitrni sila ma svij
opacny ekvivalent a tudiz se pfi s¢itani do vyslednice celkové zmény hybnosti
vynuluji.
Ekvivalentni je véta o pohybu hmotného stredu soustavy, kteréd je analogicka
ar na levé strané rovnice. Tyto véty ospravedlinuji pouziti abstrakce hmotného
bodu i pro vétsi télesa.

Pokud predpokladédme, ze vzajemné sily Fy dvou bodit a a b jsou ve smeéru
jejich relativniho polohového vektoru 7, pak plati i druha véta impulsova: ca-
sovd derivace celkového momentu hybnosti soustavy hmotngch bodi L. je rovna

vyslednému momentu vnéjsich sil Mp pusobicich na soustavu (vzhledem k témuz
bodu). Tedy:

—

dL.
dt

= Mg (1.12)

1.5 Harmonicky oscilator, vynucené kmity
Uvazujeme jednorozmérny pohyb ptlisobeny silou F' = —kx kde k£ muze byt na-
priklad tuhost pruziny a x vychylka z rovnovazné polohy. Rovnice pohybu pak

jsou:

mi = —kx (1.13)



Kde tecka znaci ¢asovou derivaci. Tato linearni diferencialn{ rovnice se muze
fesit napriklad pomoci charakteristického polynomu a méa feseni:

Asin(wot + @) (1.14)

Kde wg = y/k/m a A, ¢ jsou konstanty zéavisejici na poc¢ate¢nich podminkach.
Pokud navic pridame tieci silu timérnou rychlosti, dostavéa rovnice tvar:

i+ 20 +wjz =0 (1.15)
Opét fesenim charakteristické rovnice dostaneneme pro 6 < wy:
x = Asin(wt + ¢)e” (1.16)

Kde w = /82 — w3. Dané feseni odpovida tlumengm harmonickym kmitim. Am-
plituda vychylky se exponencielné snizuje, nicméné vychylka projde asymptoticky
nekonec¢nékrat nulou.

Specialné pro § = wy se jedné o mezni aperiodicky pohyb popsany rovnici:

r=e(B+Ct) (1.17)

Vychylka v tom piipadé prokmitne nulu pouze jednou a pak dojde ke zhruba
exponencielnimu dtlumu. Pokud je pak § = wy jedna se o soucet dvou prostych
exponenciel bez jediného priseciku nulou.

V pripadé nucenych kmiti je navic systém buzen periodickou silou a rovnice
ziskava nehomogenni tvar:

i+ 26% + wix = Ssin(Qt + ®) (1.18)

Obecné TeSeni této rovnice je dano souctem homogenniho a parikularntho
feSeni. Ansatzem x, = Dsin(€t 4 1)) opravdu ziskdvame piimym vypoctem par-
tikularni feSeni. Dalsi ¢leny homogenniho TeSeni ovSsem exponencielné ubyvaji,
proto je po vyrovnani zanedbavame.

Vychylka D vsak neni libovolna a z rovnic pohybu musi platit:

D= S (1.19)
V(W2 —Q2)2 + 46202
Vychylka ma vici frekvenci buzeni maximum v = Qg = y/wi — 202, kte-
rézto frekvenci se 1ika rezonancni. Zéavislost D na budici frekvenci €2 definuje
rezonancnd kiivku, ktera ma pro Qg realné rezonancéni pyk, pro {2z imaginarni
zadny pyk nema.

1.6 Keplerovy zakony

Na zakladé pozorovani Johannes Kepler formuloval 3 zdkony pro pohyby planet.
Ty lze odvodit na zakladé Newtonovych zakonu a predpisu pro gravita¢ni silu:

B} M M
F=-clre v=--—G—2
T

. (1.20)
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Kde m je hmotnost HB, M hmotnost velmi hmotného télesa M >> m
(Slunce), G gravita¢ni konstanta a 7’ vzdalenost od velmi hmotného télesa (Slunce).

Lze ukézat, ze pohyb v tomto poli je nutné rovinny a proto v této roviné mi-
zeme zavést polarni souradnice 7, ¢. Navic se zachovava moment hybnosti kolmy
na rovinu pohybu L = mr2¢. Pokud pak zavedeme substituci r(t) = m do-
stavame z rovnic pohybu tzv. Binetiv vzorec:

d%u —GMm?

Coz pro r vede na rovnici kuzelosecky:

p

"TIY ecos(Q) (122)

S rostoucim parametrem e > 0 ziskdvame postupné kruznici, elipsu (vazané
orbity), parabolu (mezni inikové) a hyperbolu (tnikova). To se shoduje s prvnim
Keplerovym zakonem, ktery riki: Planety se pohybuji po elipsdach mdlo odlisnijch
od kruznic, v jejichZ spolecném ohnisku je slunce.

Druhy Kepleruv zakon zni: Privodic planety opisuje za stejné casové intervaly
stejné plochy. Element plochy opsané za ¢as privodi¢em ovSem odpovidé az na
konstanty momentu hybnosti L a konstantni opsana plocha tedy odpovida zacho-
vani L.

Tteti a posledni Kepleruv zakon: Pomeér druhigjch mocnin oobéZngch dob je ro-
ven pomeru tretich mocnin jejich velkyjch poloos. Tuto skutecnost lze alternativné
vyjadrit:

T2
5= K = konst. (1.23)
Kde T je doba obéhu a a je velkd poloosa dané elipsy. Zakon lze odvodit pomoci
druhého Keplerova zékona:

"L L
S=[dS = —dt =—T, S =mab (1.24)
0 2m 2m

Parametry a a b ovSem lze vyjadrit pomoci excentricity € z rovnice kuzelosecky
a Binetova vzorce. Ziskavame tedy:

472

K:
GM

(1.25)

1.7 D’Alembertiv princip

Pokud jsou Newtonovy rovnice podrobené vazbam ¢;(75,...,t) = 0 které musi
byt splnény pro pohyb, 1ze Newtonovy pohybové rovnice fesit s pomoci metody
Lagrangeovych multiplikatori:

mi'y = Fj+ Y AV, (1.26)

11



Kde j indexuje hmotné body, i vazby. V; je pak gradient vici poloze (j)-tého
hmotného bodu a A; jsou neznamé lagrangeovy multiplikatory. Tyto rovnice by-
vaji nazyvany Lagrangeovymi rovnicemi proniho druhu a mohou slouzit napiiklad
k analyze namahani vazeb vypoctem koeficient A.

D’Alembertiv princip: Soustava HBu se vyviji takovym zptsobem, Ze:

3N

7

Kde index ¢ nyni indexuje jednotlivé souradnice HB a odpovidajicich pisobicich
sil a zaroven m; je nyni vzdycky po trojicich odpovidajici tomu samému HB.
Veli¢iny dz; pak predstavuji tzv. virtudlni posunuti - nekoneéné malé posunuti v
souladu s vazbami.

Specialné pro zadné vazby prejde D’Alemberttv princip na Newtonovy rovnice
a pro nulové zrychleni predstavuje tzv. princip virtudini prdce, ktery predstavuje
podminku rovnovahy ve statice. Uvahami o te¢nych plochach vazeb, kolmosti gra-
dientu vazby atd. lze ukazat ekvivalenci D’Alembertova principu a Lagrangeovych
rovnic prviniho druhu.

1.8 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Lagrangeovy rovnice 2. druhu lze odvodit napiiklad z D’Alembertova principu
priimétem vsech veli¢in do prostoru zobecnéngjch souradnic ¢* popisujicich auto-
maticky prostor s vazbami. (Lokéalni soufadnice na varieté definované vazbami -
existuji vzdy diky vété o implicitni funkci.)

Lagrangeovy rovnice 2.druhu ve zcela obecném tvaru zni:

d /0T 6 8x

Kde T je kineticka energie HBl a @); zobecnénd sila. Specialné pro konzerva-
tivni pole plati:

‘ L L
ov ozt oV d (8 ) 0 _0 (1.29)

3
@ - ort0¢?  Og¢i dt \ 0¢7 oq?
Kde L =T —V je Lagrangeova funkce nebo téz Lagranzidn. Stejny tvar rovnic

lze nalézt i pti zahrnuti magnetického pole i prestoze dana sila zavisi i na rychlosti
HB.

1.9 Hamiltonovy kanonické rovnice

Libovolnou diferencovatelnou funkci l1ze podrobit takzvané Legendreoveé dudini
transformaci kdy urcity podprostor proménnych nahradime prostorem tecen k
funkci v daném podprostoru. Specialné v mechanice se transformuje Lagrangeova
funkce na hamiltonidn néasledujici transformaci.

12
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Kde M je pocet stupnai volnosti systému. Hamiltonian pak témér vzdy nabyva
tvaru H = T + V. Pohybové rovnice vedou na Hamiltonovy kanonické rovnice:

. OH o0H
J P = 1.31
q Op; oq’ ( )

Prostor soutfadnic ¢, p;, konfiguracnich souradnic a kanonicky sdruZenych hyb-
nosti je nazyvan fdazovym prostorem. Misto M diferencialnich rovnic druhého radu
tedy mame 2M rovnic prvniho fadu, které jsou plné udany pocateénimi souradni-
cemi na fazovém prostoru. Trajektorie na fazovém prostoru jsou tedy jednoznacné
a nekiizi se.

Uzite¢néa je i struktura tzv. Poissonovijch zdvorek:

{f.g} = Z(f)_qﬂc‘)_pj — =) (1.32)

Pro funkci f(pi,q') pouze na fazovém prostoru je {f, H} = f. Kanonickd
transformace je transformace soutadnic na fazovém prostoru, ktera zachovéava pro
néjaké nové dvojice soufadnic @7, P; formalni tvar hamiltonovych kanonickych
rovnic a zaroven i odpovidajici strukturu Poissonovych zavorek.

Lze ukazat, Ze Casovy vyvoj je kanonickd transformace a tudiz ze zachovani
Poissonovych zavorek je pti éasové evoluci zachovan i fazovy objem IT;dp;dg’.
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2. Kinematika a dynamika tuhého télesa

Kinematika t.t.

TUHE TELESO SI LZE PREDSTAVIT JAKO KRYSTAL SLOZENY Z NEKONECNE MNOHA HMOTNYCH BODU,
MEZI NIMIZ EXISTUJI SKLERONOMNI HOLONOMNI VAZBY (tuhé téleso se nedeformuje a nevyviji

v Case).

Tuhé téleso ma:

1. 3 stupné volnosti - translacni pohyb (transla¢ni pohyb hmotného stfedu tuhého télesa; Tuhé téleso
se mlZe pohybovat nahoru - dol(, doleva - doprava a dopredu - dozadu, tedy ve tfech nezavislych
smérech.)

2. 3 stupné volnosti rotacni pohyb - uvaZuje se rotace kolem okamZzité osy otaceni prochazejici
hmotnym stfredem tuhého télesa.

Rotacni pohyb je charakterizovan Eulerovymi thly.

Pro popis pohybu tuhého télesa se zavadéji dvé ortonormalni baze:

i=1213

e-}
1. pevna baze { Y (pro ) - je to baze, jejiz poloha v prostoru je pevné dana vici zvolenému

inercidlnimu systému.

a! i
2. korotujici baze { 1} (pro =123 ) - tato baze je spojena s tuhym télesem, jeji vektory maji
spolecny pocatek ve hmotném stredu télesa a tato baze se tedy pohybuje spole¢né s danym tuhym

télesem.

Poloha tuhého télesa tedy bude jednoznacné uréena, bude-li uréeno natoceni baze, ktera rotuje s télesem

(korotujici baze), vici pevné bazi v prostoru.

Pro kompletni popis pohybu tuhého télesa je nutné najit transformacni vztahy mezi obéma vyse

—
¢

& :
uvedenymi bazemi. Baze { 1} a { 1} jsou spolu svazany ortogonalni matici prechodu A vztahem

3
ef= 7. e = Aoy
bl
i=1,273 Ay s Y . . ,
0 , kde jsou prvky transformacni matice A splnujici relace ortogonality ve tvaru

A= oo Ards =G

pr

oro B k=123

Matice A tedy zachova pfi transformaci bazi jejich ortogonalitu. (Dk.viz [1])

Kazda ortogonalni matice (tedy i matice A (symetrickd)) ma jen tfi nezavislé prvky, které odpovidaji
tfem stupnidim volnosti pro rotacni pohyb tuhého télesa. (Vsech devét prvkd matice A je totiz svazano
Sesti relacemi ortogonality - proto ma matice A tfi nezavislé prvky.) Budeme tedy hledat tfi nezavislé
parametry popisujici rotaci tuhého télesa. UkazZe se, Ze témito nezavislymi parametry jsou Eulerovy
Uhly.



Natoceni tuhého télesa se méni v ¢ase: béhem rotace tuhého télesa se méni natoceni vektord

:
korotujici baze {ei} spojené s télesem vzhledem k pevné bazi {ei} . Ta je ovSem pevné zvolena
v prostoru, a proto je na Case nezavisla. To ale znamena, ze na Case budou zavislé prvky matice A.
Casové zmény fyzikalnich veli¢in ale budeme vy3etiovat vici obéma uvazovanym bazim. Budeme
proto uvaZovat dvé rlizné (ovsem navzajem ekvivalentni) fyzikalni veliiny, které budou popisovat
pohyb tuhého télesa z hlediska uvazovanych dvou bazi. Proto je dllezité vzdy védét, vaci jakému
systému popisujeme pohyb daného tuhého télesa.

Vektor uhlové rychlosti Q

n=ﬁgT
o

MATICE 52 JE ANTISYMETRICKA.

Antisymetrické matici Q prifadime vektor L1 se slozkami:

r 1 ’
L= Eeijb:ﬂjbc

kde i je Lewi-Civitiv symbol (Lewi-CivitQv tenzor). Provedeme-li naznaceny soucet podle proménné k,
dostaneme
Co= (0 Qg; ) = (Qis: - Qfs: Ca)

NPV

Vektor &4 ma slozky definované vii¢i korotujici bazi { U

Analogicky Ize vytvorit z vektoru matici, tj. napsat ke vztahu (1) dualni vztah ve tvaru
Ly = oy, by

. - « f , S qi g
Pro libovolny ¢asové zavisly vektor w( :I plati v kazdé bazi

dwlf) _ dmae () = =
& dr

Tento vztah je velmi ddleZity, a proto vyzaduje nékolik komentara:
@ dwte"lem
1. % 3 &  jsou dva rizné vektory, nikoliv jeden vektor vyjadreny v rliznych bazich;
2. pokud zvolime ¥ ="  kde ¥ je polohovy vektor popisujici polohu objektu na rotujicim
dw  dr

tuhém télesu, pak clen ¥ % definuje rychlost pohybu hmotného bodu na tuhém
télese vaci vnéjSimu pozorovateli;

—_—

A¥ieso — & 1o

3.  pfistejné volbé pak ¢len ¥ &  definuje rychlost pohybu hmotného bodu na
tuhém télese v{ci tomuto tuhému télesu



Popis rotace tuhého télesa - Eulerovy kinematické rovnice

Libovolné natoceni tuhého télesa Ize slozit ze tfi otoceni kolem vhodnych os a kazdé z téchto ti
otoceni je popsano jednim z Eulerovych Ghlg.

1. precesni Uhel ¥ - charakterizuje otoeni kolem osy z (resp. **) kartézského

systému souradnic a je z intervalu 0. 27

2. nutaéni Ghel # - charakterizuje otogeni kolem osy ¥ f (resp. %3 ), coz je nova poloha
osy x (resp. *1) po predchozich otocenich; je z intervalu {0.7) ;
3.  rotacni Uhel ¥ - charakterizuje otoceni kolem nové polohy osy z(resp. *3) a je
. {0 2}
z intervalu .

Uhel ¥ charakterizuje viastni rotaci tuhého télesa kolem jeho osy, ktera splyvé s osou z Uhel &
charakterizuje odchylku vlastni osy tuhého télesa (kolem niz tuhé téleso rotuje) od svislého sméru
a Uhel ¥ urluje natoceni tzv. uzlové pfimky. Uhly # a ¥ tak jednozna¢né uréuji polohu osy tuhého
télesa, kolem niz téleso rotuije.

Postup, kterym ukadzeme, ze libovolné natoceni tuhého télesa v prostoru Ize slozit z natoceni
charakterizovanych pravé zavedenymi Eulerovymi uhly, aplikujeme ve tfech krocich na rotaci
kartézského systému souradnic 0xyz

1. rotace kolem osy z(resp. **) o hel ¥ (viz obr. 61) - tato rotace je popsana matici D,
ktera ma stejny tvar jako matice dana predpisem (242)
cosgr  sng 0

D=|-sng coseg 0O
0 o1

jiz prislusi vektor Uhlové rychlosti ve tvaru

—_—

CF =(0,0; 4
2. rotace kolem nové polohy osy y (resp. *2) o Ghel # (viz obr. 62) - tato rotace je popsana
matici C ve tvaru

1 1] 1]
C=|0 ocos& sind
1]

—snd cosd|
této matici odpovida vektor Uhlové rychlosti ve tvaru
Qf ={40;0)
3.  rotace kolem nové polohy osy z(resp. *3) o Ghel ¥ (viz obr. 63) - tato rotace je
popsana matici B ve tvaru

cosyr  sing 0
B=|-siny cosy 0
o 0 1



které odpovida vektor Ghlové rychlosti ve tvaru

e

F =(0:0,9)

Vysledné otoceni, které vznikne sloZzenim pravé popsanych otocenich v uvedeném poradi
charakterizovanych maticemi (249), (251) a (253), miZeme popsat matici A ve tvaru

A=BCD

V pravé uvedeném vztahu zavisi na poradi nasobeni, protoze nasobeni matic neni obecné
komutativni. A ani skladani otoceni, které je maticemi popsano, neni obecné komutativni.

Této matici pak odpovida vektor Ghlové rychlosti &2, ktery mézeme psat s vyuzitim vztahu (248)
ve tvaru

fi-CF +BCF+BCP

v némz jsou vektory Uhlovych rychlosti Qb g @f nasobeny pfislusSnymi maticemi proto, abychom
tyto vektory vyjadrfili ve spravné bazi, v niz jsou definovany a maji smysl. Vektor Qr je totiz
definovan v soustavé soufadnic (v bazi), kterd vznikne po prvnim otoceni. Proto jej musime prepoditat
tak, jak by vypadal po tfetim otoceni, aby jej bylo mozné pricist k vektoru QF , ktery je definovan

v bazi, kterad vznikne po tfetim otoceni daného kartézského systému. Analogicky je nutné vektor QP ,
ktery je definovan v plvodni kartézské soustavé, transformovat do soustavy soufadnic, kterou
ziskame po dalsich dvou otocenich. Po dosazeni matic (251) a (253) a vektor( (250), (252) a (254),
které je nutné kvili operacim s maticemi dosazovat v transponované podobé, do vztahu (256)

£ 1] costr gings 0 & 1 1] 0 1]
0= Lo [= [0 | #|-singer coswe 0101+ 0 cosd sinf) |0
dostaneme Q)W ° AN Provedenim
naznacenych operaci s maticemi ziskame
Ll 1] cosyr  gings 0 4 Seosy + grain Seing
Q), =|0|+|-sny cosy 0| ¢sind|=| - Rasing + ¢ sin Seosyr
ol b 1] 0 1) |gcosd ) 4+ groos

vztah . Tedy mlzeme psat

Ll Beosy + grsin Ssingr
bl |= — Bsitin + grsin Heosy
Tl w4+ dreos

coz je maticové vyjadieni Eulerovych kinematickych rovnic v korotujici bazi, kterd rotuje
spolu s télesem. Vektor %4 ma smér okamZitéosy otaceni, kolem niZ se tuhé téleso otadi.



Obr. 61 Obr. 62

uzlova primka

obr. 63

Uzlova pfimka zobrazena na obr. 63 vyznacuje plvodni polohu osy x" 7 obr. 62.

Tenzor setrvacnosti

TENZOR SETRVACNOSTI POPISUJE SETRVACNE VLASTNOSTI TUHEHO TELESA VUCI ROTACNIMU
POHYBU.

Tenzor setrvaénosti tedy udava nechut tuhého télesa k rotacnimu pohybu analogicky, jako udava
hmotnost (setrvacnd hmotnost)hmotného bodu nechut k jeho transla¢nimu pohybu.



& o
Definujeme bilinearni zobrazeni {f ) predpisem (odvozeni viz [1])

i apémn(gxﬁ')_(axﬁ') N

na které Ize nahliZet jako na funkci dvou proménnych & a L1,

Hmotnosti ™" (index a pro kazdy bod tuhého télesa) a polohové vektory ** jsou dany vysetfovanym

-+

tuhym télesem, vektory & a L4 vstupuji do popisu tuhého télesa ,zvendi.

Vztahem (2) jsme tedy definovali tenzor druhého fadu - v nasem pfipadé to je tenzor setrvacnosti.
Fakt, Ze se jedna o tenzor druhého Ffadu vyplyva z toho, Ze k jeho uréeni jsou nutné dva vektory.
Ve speciadlnim pfipadé Ize vztah (2) psat ve

H H .
J(ﬁ,ﬁ)=2m“ =Zmaua.
=l 1=l

—
a

— — —_
a1 a1
Ll Ly

H p
. = Zm“ (u“) =2T
]l .

tvaru

Kinetickou energii T rotujiciho tuhého télesa Ize tedy psat ve tvaru 2

*

=
Nyni mGZeme vyjadfit tenzor ¢ definovany vztahem (2) ve slozkach béze { 1} . MlZeme proto psat

I{E ﬁ} = I(fi‘;i: Qje_;) = é‘iﬂjf{% ‘3_;) a tedy I(E ﬁ) = Iijfiﬂj_

1éa , N ; o ,
Matice [f ) je symetricka matice typu (3’ 3:' , jejiz symetricnost vyplyva primo z jeji definice (2):
skalarni soucin (pomoci kterého je definovana) je totiz komutativni. To znamend, ze matice ma Sest
nezavislych prvkd.
Kazdy vektor ** (tj. pro viechny pfipustné hodnoty a) lze rozepsat pomoci vektord baze, v ni?
popisujeme cely pohyb, ve tvaru

j—y

a_ oA
=% kde 5 je k-ta souradnice a-tého vektoru. Po Upravdach [1] dostavame

N
= mt [ Ggalal - ala}
-l (3)

Pokud si nyni predstavime, Ze tuhé téleso, které popisujeme, je sloZzeno z krychli¢ek (resp. hranolk()

;
s rliznou hustotou “ﬂ( ), mUZeme provést spojitou limitu vztahu (3) a ziskdme

5= I{ﬁixlxl— %% }pde
v

v v v . L s v 4. X Xs X . y .
coz jsou slozky tenzoru setrvacnosti popisujici spojité prostredi. "1, "i a "1 jsou soufadnice
polohového vektoru vyjadrené v bazi, v niz pocitame.

—_  — =

ot s . g, @ 2 L . L - . o
Ortogonalni baze tvorena vektory “1, 2 a “%  které jsou zdroven i vlastnimi vektory matice I, urcuji
hlavni osy tuhého télesa resp. hlavni osy tenzoru setrvacnosti, ktery Ize psat ve tvaru



(4)

kde ‘rl, i a I jsou vlastni ¢isla matice I.

Kazdé téleso ma tedy tii takové osy, pro které ma tenzor setrvacnosti tvar dany vyrazem (4), tj. ma
jen tfi nezdvislé slozky na hlavni diagonale. Tyto tfi uvaZzované osy tuhého télesa prochazeji

vvew

jeho tézistém a nazyvaji se hlavni osy tuhého télesa.

Moment setrvacnosti
Moment setrva¢nosti & tuhého télesa, ktery charakterizuje otadceni tohoto télesa kolem osy
dané vektorem *, tedy urcujeme pomoci priseciku této osy s abstraktnim elipsoidem

Y . sy v LT colv v s - . ey s
setrvacnosti. To znamena, Ze moment setrvacnosti “# se spojité méni v zavislosti na spojité
zméné polohy osy rotace tuhého télesa.

Pii zméné polohy osy rotace se zméni smér vektoru * a tedy se zméni priisecik této osy

s elipsoidem setrvac¢nosti. Zména souradnic [ & 5] tohoto priseciku vede ke zméné
momentu setrvacnosti télesa.

-+

H

Je-li osou rotace tuhého télesa napt. prvni hlavni osa (tj. je-li ™ ~ 1), plati

P 7
| [ 1 ]
p
““{_1 . Tedy relativné obtiZzné definovany tenzor setrvacnosti nyni piinasi velké

, v . . “ .. y .
vyhody pri jednoduchém a rychlém urcovani momentu setrvacnosti .

Dalsi zjednodusSeni tenzoru setrvacnosti I (a tedy i ndsledny vypocet momentu setrvacnosti)
prinaseji symetrie tuhého télesa:

1. tuhé téleso je rotacni téleso - pak plati h=h=l, elipsoid setrvac¢nosti ma tvar podobny
tvaru na obr. 68;

IL=I-=

2. tuhé téleso je koule - 5g elipsoidem setrvacnosti je sféra; navic v tomto pripadé je

moment setrvaénosti & konstantni pro vSechny osy, které prochazeji tézistém tuhého télesa (tj.
uvazované koule);
3. tuhé téleso je krychle - ta je symetricka a jeji hlavni osy jsou kolmé na jeji stény. Proto je

v vy

moment setrvaénosti ‘& stejny pro vSechny osy krychle prochazejici jejim tézistém. Elipsoidem
setrvacnosti krychle je sféra.

Eulerovy dynamické rovnice
— H —_— —t
L= Z rtapt
Celkového moment hybnosti £ tuhého télesa je definovan 1=l



Eulerovy dynamické rovnice jsou jakousi analogii Newtonovych rovnic (rovnice druhého Newtonova zakona) pro
tuhé téleso. Jejich odvozeni vychazi ze druhé véty impulsové, kterou Ize ziskat velmi jednoduse z prvni véty

d_._u. _F
impulsové tvaru % tak, Ze tuto rovnici vektorové vynasobime polohovym vektorem ¥ . Tak dostaneme
P21 F 3w
df df

, CoZ lze psat ve tvaru

(5).

Vztah (5) je matematickym vyjadienim druhé véty impulsové. V tomto vztahu je #¢ moment

vnéjsich sil a L je moment hybnosti. Vzhledem k tomu, zZe M charakterizuje miru otacivych ucink( vnéjsich
sil na dané tuhé téleso, budeme situaci vySetfovat z hlediska vnéjsiho pozorovatele.
Pro moment hybnosti mizZzeme psat
il %L +OxE
Eleso ) (6)

kde moment hybnosti vystupujici na pravé strané vztahu je definovany z hlediska tuhého télesa.
Ze vztah (5) a (6) vyplyva
i EL Ol
o Elego (7).
PFitom moment hybnosti je definovdan pomoci tenzoru setrvacnosti a vektoru thlové rychlosti vztahem

Li='

Tty . Vzhledem k tuhému télesu jsou ovSem slozky tenzoru setrvacnosti | konstantni, nebot jsou
uréeny bud'v korotujici bazi (ta je vzhledem k danému tuhému télesu v klidu, protoZe rotuje spolu s nim)
anebo vzhledem k hlavnim osam tuhého télesa. Pro moment hybnosti definovany vici hlavnim osam
mUlZeme napsat

Le=hty Ly=hlly I =50 (8)
Rozepsanim vektorového soucinu ve vztahu (7) a ¢asteCnym dosazenim ze vztahu (8) dostaneme
R+ (L - L) = M,

Po dal$im dosazeni ze vztahu (8) ziskdme Eulerovy dynamické rovnice, které popisuji rotaci tuhého télesa
z hlediska dynamiky, ve tvaru

R, - (I - I3) Q0 = M,

Pohyb setrvacniki

Téleso, které se otaci kolem pevného bodu, se nazyva setrvacnik.

MuiZe mit bud vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti navzajem rizné, pak se nazyva asymetrickym
setrvacnikem, nebo mohou dva z hlavnich momentu setrvacnosti byt stejné, takovy setrvacnik
nazyvame symetricky setrvacnik. Jsou-li vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti stejné, mluvime

o kulovém setrvacniku .


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/26-sila-a-jeji-ucinky-na-teleso
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1215-newtonovy-zakony
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1292-tuhe-teleso

Setrvacniky rozliSujeme téz dle sil, které na né pti pohybu pUsobi. Je-li vnéjsi silové plsobeni nulové,
nazyvame setrvacnik volnym nebo téz bezsilovym. Setrvacnik pohybujici se v tthovém poli upevnény
v bodé rlizném od hmotného stfedu se nazyva tézkym setrvacnikem.

Bezsilovy setrvacnik je Spatny ndzev pro bezmomentovy rotacné symetricky setrvacnik, ktery maze
slouzit napt. jako model gyroskopu ulozeného v tzv. Cardanové zavésu. Dalsim velmi dobrym
modelem tohoto typu setrvaéniku je Zemé.

—

Tento setrvaénik je charakterizovan nulovym momentem sil (tj. # = ©) a rotaéni symetrii, ze které
pro momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osam vyplyva h=lh=#l

—

Vektor £4 opisuje plast kuzele, co? vyplyva z toho, Ze velikost tohoto vektoru je v ¢ase konstantni,

—

z-0vé slozka je konstantni a déle z toho, 7e x-ové a y-ova slozka vektoru &2 opisuji kruznici.
U bezmomentového setrvacniku nastava tzv. regularni precese (pravidelna precese), pri

niz se poloha osy otaéeni (tj. smér vektoru £) méni v ¢ase pravidelné (koncovy bod
vektoru opisuje kruznici).
Moment hybnosti je velitina, ktera se v izolované soustavé zachovava.

Bezmomentovy setrvacnik takovou izolovanou soustavou je.
dl -

—_0 p—y

Ze vztahu (5) pro bezmomentovy setrvaénik plyne ¥ atedy L =lonst.

Z hlediska pevné baze (tj. vzhledem ke stalicim, systému GPS, ...) ma staly smér v prostoru vektor

—+

momentu hybnosti £ a setrvaénik (Zemé) rotuje kolem néj.

Kolem vektoru L tedy rotuje osa z a kolem ni vektor thlové rychlosti £2.

Vektory na obr. 71 a obr. 72 by mély byt spravné otocCeny tak, aby vektor momentu
hybnosti £ mél svisly smér. Bylo by tim Iépe naznaceno, Ze je to pravé tento vektor,
jehoZ smér se v prostoru zachovava.

Pro nesymetricky setrvacnik je reSeni jeho pohybu komplikovanéjsi. Navic se
nezachovava ani smér ani velikost Ghlové rychlosti £,
U symetrického se zachovava velikost vektoru Uhlové rychlosti 4.

‘Z z‘

Obr. 71 Obr. 72

[1] http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1292-tuhe-teleso
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3. Mechanika kontinua

Pro popis pohybu kontinua se obvykle uzivaji dvé rizné metody: metoda Lagran-
geova a metoda Eulerova.

V Lagrangeové metodé se sleduje trajektorie ¢astic kontinua, které se v case
t = 0 nachéazeji v bodech x¥. Pohyb kontinua je pak dan spojitou funkef

Tj = $j($?’t) (3.1)

parametry z? identifikuji prislusnou ¢astici kontinua.

Eulertiv popis naproti tomu udéva rozlozeni rychlosti ¢astic v jednotlivych
bodech prostoru v zavislosti na case. ééstice, ktera se v case t nachéazi v bodé z;
mé rychlost

v; = v;(xj, 1) (3.2)

Za predpokladu, ze funkce (3.2) nejsou nulové a jsou spojité véetné parcialnich
derivaci podle souradnic, lze v kazdém ¢ase t prolozit kontinuum kiivkami y;(s),
které se nazyvaji proudnice a plati pro né:

dy;
= kv, 3.3
ds ! (3:3)
kde k je néjaka konstanta. Proudnice a trajektorie ¢astic jsou obecné rizné kiivky,
splyvaji pouze v piipadé stacionarntho proudéni, tj. pokud v; nezévisi na case.

3.1 Tenzor napéti

Napéti kontinua lze popisovat symetrickym tenzorem 2. fadu 7;.

Uvazujme napéti pusobici na plochu kolmou k ose x. To lze popsat vektorem
ﬁ = (711, T2, T13). Provedenim analogické uvahy pro zbylé dvé osy dostaneme
devét hodnot tvoricich tenzor napéti 7;.

Napéti na libovolné plosce s normalou 77 pak dostaneme zaptusobenim tenzoru
na normélu

3.2 Tenzor deformace

Prvni Helmholtzova véta ik, Ze pohyb kontinua v okoli ur¢itého bodu lze rozlozit
na pohyb transla¢ni, rotacni a deformacni.
Soufadnice ¢astice kontinua y; je dana pocéate¢ni polohou z; a posunutim u,;.
Plati tedy
yj = o+ u;(2s) (3.5)

Ctverec posunuti je roven

du;du; = dy;dy; — dz;dr; = (dxj + %dxl)(d:cj + %d:ﬁk) — dxjdz;

al’l aZL’k
B <8uk duy N du;j Ou;

+ d dﬂ? = 2E dilf d
é?ul 01% <9uk <9ul ) TRAT RALIALR
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Posledni rovnost definuje tenzor velkych deformaci Ej. Je nutné rozlisovat, zda
je tento tenzor vyjadien vici deformovanému nebo nedeformovanému stavu! (Lisi
se to znaménkem u soucinu parcialnich derivaci.)

Pokud jsou deformace malé, 1ze soucin parcialnich derivaci zanedbat. Pak
definujeme tenzor malych deformaci jako

Neékdy se jesté zavadi tenzor rychlosti deformace

062-]-

Dy = =5,

(3.8)

3.3 Hooktuv zikon

Hooktiv zakon udéava vztah mezi napétim a deformaci. V obecné formé vypada
nasledovné

Tij = UijkiCkl (3-9)

kde Cjjp jsou elastické koeficienty a ey je tenzor deformace.

Koeficienttt Cyjy; je v obecném pripadé dohromady 3* = 81. Nicméné z divodu
symetrie tenzoru napéti a deformace ze pocet nezavislych koeficientii zmensuje
na 62 = 36, z energetickych tvah pak plyne symetrie Cijii = Chiij, coz redukuje
pocet nezavislych koeficienti na 21. Téchto 21 koeficientt popisuje elastické cho-
vani krystali triklinické soustavy (maji nejnizsi symetrii). Se zvySujici se symetrii
klesa pocet nezavislych koeficientti, pro kubickou soustavu jsou nezéavislé pouze 3
koeficienty.

Izotropni latka mé pouze dva nezavislé koeficienty, tzv. Laméovy konstanty A
a u. Rovnice (3.9) se pak redukuje na tvar

Tij = )\dijTI'(eij) -+ 2/,L€ij (310)

ktery se nazyva zobecnény Hookiv zdkon. d;; je Kroneckertv symbol a Tr(e;;) je
stopa tenzoru deformace (jeho 1. invariant).

V praxi se misto Lamého konstant pouzivaji Youngtv modul pruznosti v tahu
E a modul pruznosti ve smyku G. Zobecnény Hookuv zakon je pak dan rovnici

G(E —2G)

3G_E 5ijTr(€ij) + QGGZ']‘ (311)

Tij =

Na obrazku 3.1 je kvalitativné znazornéna zavislost napéti na deformaci pro
nékteré kovové latky. V oblasti 7 < 74 deformace timérna napéti. Bodu A tikdme
mez umeérnosti. PFi nartstu napéti az do bodu B je deformace vratna (v tom
smyslu, Ze po odstranéni napéti se vzorek sam vrati do pavodniho stavu). Bod B
se nazyva mez pruznosti. V bodé C se pak vzorek pretrhne. Oblast mezi B a C
neni presné popsana obrazkem, material v ni plasticky tece (tzn. deformace zéavisi
navic i na Case).
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'
Obrazek 3.1: Zavislost napéti na deformaci pro nékteré kovové latky

3.4 Rovnice struny + reseni

3.4.1 Odvozeni

M¢jme strunu s linearni hustotou p upevnénou v bodech x = 0 a z = [, napjatou
napétim o. Necht tato struna konéd pouze pri¢né kmity, vychylku z rovnovazné
polohy ozna¢ime u(x,t). Dale budeme piedpokladat, Ze vychylky jsou malé a
struna pti vychyleni neméni svou délku, zmény napéti o jsou tedy zanedbatelné.
(To je splnéno t¥eba pokud je struna hodné napnuta a ma maly modul pruznosti.)

Struna kmita dle pfedpokladt pouze ve sméru kolmém na osu x, rychlost je

tedy dana jako u = %. Kineticka energie celé struny je tedy:
"1
T :/ —pu® dx (3.12)
0 2

Potencialni energie je prace vynalozené na prekonani sil pnuti pii vychylovani
struny. Obecné vychylka struny popsana funkci y(x) ma jednotkovy tecny vektor
tlz) = k(l,y,), kde k = ﬁ je normovaci ¢len. Vychylka je dle predpokladi
malé, tudiz mizeme polozit £ = 1. Na tsek struny mezi body x a x + dx tedy
pusobi sila

F = ot(z + dz) — ot(z)
jeji pricna slozka je
Fy = olya(e+dz) — yo ()]

coz lze s pouzitim Taylorova rozvoje zapsat priblizné jako
F, = 0y . (x)dx

Potenciélni energie ¢asti struny pii vychylce u(zx,t) bude

dV:/ Fydy:adx/ Yz
0 0
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zavedeme substituci 2 =y ;, Yo = 2, = g—zj—g = 22,
dV = de/ zdz = adycéz(u)2 = ad:z:i[u,z]Q
0

Lagrangian systému je tedy roven

(1 1
L:T—V@i/{—mﬁ——ﬂwﬁ}dx (3.13)
o 12 2

Zavadi se tzv. hustota lagrangidnu L(x,t)

Lia,t) = %m‘ﬂ - %a[u,xﬁ (3.14)

Pouzitim Hamiltonova principu 0 = 65 = 9§ fttlz L dt a Euler-Lagrangeovy véty
dostaneme rovnici pro kmity struny

*u 1 0%u

- -7 Nl
o0x? 2 Ot? 0 (3.15)

coz je 1D vlnova rovnice, ¢ = /o /p je rychlost Sifeni.

3.4.2 Reseni

d’Alembertovo reSeni

Hodi se pro nekone¢nou strunu, kdy mame dany pocateéni podminky

u(z,0) = ug(x)

(3.16)
u(z,0) = vo(x)
Zavedeme substituci
=z —ct
: (3.17)
n=x+ct
Tou prevedeme rovnici (3.15) na tvar
32
U _g
3%
Dvakrét zintegrujeme a vratime substituci. Dostaneme obecné feseni
u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct)
Z pocate¢nich podminek pak dostaneme vyhovujici (jednoznaéné) feSeni
1 1 1
u(z,t) = 5 up(z + ct) — =Vo(x — ct) + up(x + ct) — =Vo(x + ct) (3.18)
c c

kde Vo(z) = [ vo(x) dz.

20



Bernoulliho FeSeni

Hodi se pro kone¢nou strunu délky [ upevnénou na obou koncich, tj. k pod-
minkam (3.16) méame jesté

u(0,1)
u(l,t)

Hledame feseni ve tvaru u(z,t) = X (x)7T'(t). Dosadime do (3.15) a separujeme

~

8 (3.19)

2 X"(z) T_) — .2
c X - T (3.20)

~

—~

Pro reélné nenulové w vyjde feseni

nmwcx

X(z) = Csin neN
t t
T(t) = ay, cos m;c + b, sin m;c neN (3.21)
t t
up(z,t) = sin m;cx @y, COS e + b, sin nre eN

l

Z linearity vlnové rovnice plyne, Ze feSenim je i Fourierova fada se ¢leny u,(zx,t).
Koeficienty a,, b, se dostanou z poc¢ate¢nich podminek.

3.5 Pohybova rovnice idealni tekutiny

Tekutinami rouzumime souhrné jak kapaliny, tak plyny. V idedini tekutiné nee-
xistuje smykové napéti. Napéti lze tedy vyjadrit jako

oij = 0i5p, kde p <0. (3.22)

Na idealni tekutinu piisobi tedy pouze Cisty tlak stejné velikosti ve vSech smérech.
U dokonalé kapaliny navic pozadujeme jeji nestlacitelnost, tedy musi spliiovat

podminku
p = konst. (3.23)

Dokonaly plyn je stlacitelny. Muzeme-li hustotu plynu vyjadfit jako funkci
tlaku,
p = p(p) = p(p(y:)), (3.24)

hovorime o barotropnim plynu.
Analogicky Newtonové pohybové rovnici ziskavame také pohybovou rovnici
kontinua 3 &2
Yt Gi=p
an dt2
kde 0;; je tenzor napéti a G; vektor obémovych sil. Nyni dosadme do rovnice
vztah (3.22) a rozepiSme totalni diferencial, ziskame Fulerovu hydrodynamickou

TOUNICY

(3.25)

ov; ov; I 1 0p

o oy " o

(3.26)

21



V rovnici ma pomér I = G/p vyznam intenzity silového pole. Rovnici muzeme
prepsat do Te¢i vektori

- 1
g: + (U grad ) =1 — —grad p (3.27)

e

3.6 Rovnice kontinuity

Uvazujme aditivni veli¢inu A(V'), napiiklad hmotnost. Provedeme-i jeji limitu na
malé objemi, ziskame hustotu veliciny A:

o1
pa = ‘l/lino VA(V). (3.28)

Tok diferencialni tok veli¢iny A definujme jako
Ja = pat. (3.29)

Uvazujme nyni libovolnou spojitou uzavienou oblast €2. Pokud v oblasti nee-
xistuje zadné ziidlo veli¢iny A, musi se tok pres hranici 02 rovnat zaporné zméné
veli¢iny v oblasti

ffAﬁdSz—g padV, (3.30)
09 ot Jg

kde 7 je vektor vnéjsi normalny oblasti 2. Na ¢len na levé strané rovnice aplikujme
Gaussovu vétu a ve ¢lenu na pravé strané prhodime integral s derivaci. Prevedeme-
li navic oba ¢leny na jednu stranu rovnice, ziskame

/ div (Tp4) + 5§Adv =0. (3.31)
Q

Jelikoz uvedené rovnost musi platit pro kazdou oblast €2, plati rovnice kontinuity

aPA

5 + div (vpa) = 0. (3.32)

Rozepisime totélni diferenciél p4

dpa _ Opa | Opadx; _ Opa

i~ ot Tom oot o U eradea (3:33)

a rozderivujme vztah

div (Upa) = Ugrad pa + pa div . (3.34)
Porovnénim poslednich tii vztahti muZzeme rovnici kontinuity prepsat do druhého
¢asto pouzivaného forméatu

dpa

e dive = 0. (3.35)

V pripade, ze uvazujeme nestlacitelnou veli¢inu A, tedy plati p4, = konst., z
rovnice kontinuity plyne
dive = 0. (3.36)
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3.7 Bernoulliho rovnice
Pro Bernoulliho rovnici pozadujeme piipad staciondrniho proudéni, tedy prou-
(3.37)

—

déni, které je ¢asové neménné
U = (%).

Rovnice (3.27) se v tomto pfipadé zjednodusi na tvar
(3.38)

L
(U grad )v = I — — grad p.
p

Nyni budeme tuto rovnici integrovat podél jedné proudnice (rovnice je vynaso-

bena jednotkovym vektorem ve sméru proudnice)
ov; v; 1 9p v,
——ds = [ [;——=———ds + kosnt. 3.39
/vjaijs / Y s+ kosn (3.39)
V pripadé konzervativniho silového pole mizeme pro intenzitu silového pole psat
- oU
I=—, (3.40)
9y
dale pisme
Yds =dg (3.41)
v
a tedy
- U ou
I -—ds=— [ —-dy=— [ dU. 3.42
[Ttas—— [ = (3.42)
Déle
1op v d
/__11. Uis — /_p (3.43)
pOy v P
Nakonec znamym trikem ziskdme
Oui vi g / o"/2) / a(Z (3.44)
Vi —ds = . = _ . .
POy, v 0y, Yi 2
Nakonec ziskdvame Bernoulliho rovnici pro stlacitelnou kapalinu
2 d
T iU+ / L _ konst. (3.45)
2 p
V pripadé kapaliny
v? P
— + U + = = konst. (3.46)
p

2

V ptipadé konstantni hustoty muzeme Bernoulliho rovnici pfepsat na znamy tvar
(3.47)

1/2pv* 4 pU + p = konst.
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3.8 Viskézni tekutiny a Navier-Stokesovy rovnice
V pripadé viskozni kapaliny nesmime zanedbat smykové ¢leny tenzoru napéti
Oij = —p(sm + U;j' (348>

Pribude tedy napétovy ¢len odpovidajici div ¢ a ¢len odpovidajici malym defor-
macim

oy, ov;  0v;
o= 8 A5 ’ J 4
Tij poij + o, dij + ((%sj + 67xi> , (3.49)

kde u je koeficient viskozity.

V pripadé nestlacitelné kapaliny je A = 0. Pro ziskdni pohybové rovnice pro
nestlacitelnou kapalinu dosadme vyjadfeni tenzoru napéti do pohybové rovnice
kontinua (3.25)

ov . 1 R
ot + (U grad )v = —— gradp + VAT + 1, (3.50)
p
kde v = u/p je dynamicka viskozita. Uvedena rovnice je slavna Naviérr-Stokesova
rovnice pro nestlacitelnou tekutinu.

3.9 Laminarni a turbulentni proudéni

Proudéni pri kterém nedochézi k miseni tekutiny a sice se jeho proudnice nepro-
tinaji nazyvame lamindrnim proudénim. V pripadé vifivého proudéni, tedy kdyz
dochézi k protinani jednotlivych proudnic, mluvime o tzv. turbulentnim proudénd.
K jakému typu proudéni dochazi mizeme urcit exaktnim feSenim Naviérr-
Stokesovy rovnice. Pro hruby odhad vSak postaci uziti tzv. Reynoldsova ¢isla
Re = ﬁ, (3.51)
v
kde v je stfedni rychlost proudéni a R charakteristicky rozmér systému. Je-li Rey-
noldsovo ¢islo daleko mensi nez urcita kritickd hodnota, dochazi k laminarnimu
proudéni. Je-li toto ¢islo mnohem vétsi, nez jeho kritickd hodnota, je proudéni
turbulentni. V ptipadé, ze Reynoldsovo ¢islo odpovida jeho kritického hodnoté,
dochézi k tzv. prechodovému proudéni. Kritickd hodnota Reynoldsova c¢isla se
udava v rozmezi < 1000; 20000 >.
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4. Struktura latek

4.1 Skupenstvi a atomova struktura latek

Skupenstvi je stav latky charakterizovany predevsim usporadanim ¢astic v latce,
poptipadé silovym ptsobenim mezi nimi. Pro oznaceni skupenstvi se také pouziva
pojem faze, ktery je vSak obecnéjsi nez skupenstvi, nebot latka muze za ruznych
teplot a tlaki existovat v jednom skupenstvi, ale v riznych fazich, lisicich se napf.
krystalovou stavbou, magnetickym usporadanim, atd.

Cist4 latka mize v rovnovazném stavu za dané teploty a tlaku existovat bud
v jedné, ve dvou, nebo nejvyse ve tiech fazich soucasné. To je graficky popisovano
fazovym diagramem (Tp diagram). Jednotlivé oblasti roviny grafu odpovidaji
existenci jediné faze, hrani¢ni k¥ivky mezi oblastmi odpovidaji koexistenci dvou
fazi a v bodech, v nichz se setkavaji tii kiivky (tzv. trojny bod), mohou existovat
soucasné tii faze. Nejcastéji rozliSujeme tii skupenstvi pevné, kapalné a plynné,
ktera jsou bézné v nasem okoli. Jako ¢tvrté skupenstvi byva casto oznacovano
plazma.

Pevna latka se vyznacuje pevnym, casto pravidelnym usporadanim castic.
Téleso z pevné latky drzi svij tvar, i kdyz neni uzavieno do néjakého objemu.
Sily mezi ¢asticemi pevné latky jsou obvykle silngjsi nez sily, které by zptsobily
jeho rozpad.

V kapaliné jsou castice latky stale drzeny pohromadé slabymi silami, ale jiz
nejsou pevné usporadany. Kapaliny jsou témér nestlacitelné (ideéalni kapalina je
nestlacitelna). Kapalinu je nutno uchovéavat v naddobéach, protoze nedokaze udrzet
svij tvar.

Castice plynu jiz nejsou drzeny pohromadé zadnymi silami a ovliviuji se
pouze pii vzédjemnych srazkach. Oproti kapaliné jsou plyny mnohem snadnéji
stlacitelné. Plyn nelze skladovat v oteviené nddobé&, musime ho uzavtit ze vSech
stran, protoze ackoli stfedni volna draha c¢astic je obvykle pomérné mala, postu-
pem ¢asu by z oteviené nadoby vyprchéval a misil se s atmosférou. Plyny fadime
spolecné s kapalinami mezi tekutiny. Za ¢tvrté skupenstvi se obvykle povazuje
plazma. Je to trochu zvlastni skupenstvi, protoze chemie jiz nedokaze popsat
chovéani latek v ném. Plazma je v podstaté plyn, ve kterém dochazi k samovolné
ionizaci.

Jako paté skupenstvi se nekdy uvddi kvark-gluonové plazma, které se dosahuje
pii velmi vysoké teploté (vetsi nez 10" K), kdy se kvarky a gluony zac¢nou chovat
jako volné castice. 'V tomto pripadé jiZ ztraci smysl mluvit o prvcich, ze kterych
je ldatka sloZena. Poprvé bylo pozorovano v 90. letech 20. stoleti pti srazkdch jader
tezkych prvkid na urychlovacich.

4.1.1 Prechody mezi skupenstvimi
4.1.1.1 Pevna latka — kapalina

Prechodu od pevné latky ke kapaliné se rika tani. Opac¢ny jev se nazyva tuhnuti.
Aby téleso preslo z pevné faze do kapalné, musime mu dodat skupenské teplo
tani . Na mikroskopické trovni se to rovna dodéani energie ¢astici, kterd bude
vetsi nez energie vazby, ktera ¢astici v pevné latce drzi. Neni potieba, aby pevné
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téleso mélo néjakou konkrétni teplotu, aby se nékteré ¢astice z néj uvoliovaly do
kapalné faze. V piipadé ale, Ze teplota dosdhne bodu tani, prechod do kapalné
faze nastane spontanné v celém jeho objemu.

4.1.1.2 Kapalina - plyn

Prechodu od kapaliny k plynu se fika vyparovani. Opacny jev se nazyva konden-
zace. Aby téleso preslo z kapalné faze do plynné, musime mu dodat skupenské
teplo varu. Na mikroskopické tirovni se to rovna dodani energie ¢astici, kterd bude
vetsi nez energie vazby, ktera castici v kapaliné drzi. Neni potieba, aby kapalné
téleso mélo néjakou konkrétni teplotu, aby se nékteré ¢astice z néj uvoliovaly do
plynné faze. V pripadé ale, ze teplota dosdhne bodu varu, prechod do plynné faze
nastane spontanné v celém jeho objemu. Tehdy mluvime o varu.

4.1.1.3 Pevna latka — plyn

Pokud castici na mikroskopické tirovni dodame tolik energie, ze se pretrhne nejen
vazba, kterd ji drzela na pevném misté, ale také vazba, kterd by ji udrzela v
kapaliné, ¢astice se uvolni jako plyn. V nékterych vhodnych ptipadech lze tento
prechod pozorovat i na makroskopické trovni a fik4 se mu sublimace. Opacny jev
se nazyva desublimace.

4.1.1.4 Priechod k plazmatu

Zde neni rozhodujici, zda prvni skupenstvi je plynné, kapalné nebo pevné. Latka
se zméni kvalitativné v iplné novém smeéru - uvolni ¢ast nebo vsSechny své elek-
trony z atomovych obali. Rozhodujici pfitom neni, jak siln& ionizace probéhne,
ale zda tato ionizace bude mit vliv na kolektivni chovani latky. I velmi slabé io-
nizovana latka muze byt plazmatem (napiiklad ionosféra), ale na druhou stranu
tfeba plamen ohné se za plazma obvykle nepovazuje.

O blizsi vnitini strukture latek muzeme hovofit v podstaté jen v pevném sku-
penstvi, ackoliv existuje i takzvany kapalné-krystalicky stav. Nebo pokud méme
napiiklad roztok polymert, 1ze z rentgenové difrakce zjistit informace o vnitini
struktute. V dalsim vykladu se budeme ale zabyvat atomovou strukturou pevnych
latek.

4.1.2 Atomova struktura pevnych latek

Pevné latky muzeme z hlediska struktury rozdélit na amorfni a krystalické.
Amorfni latky nemaji Zadnou pravidelnou vnitini strukturu, u krystalickych ji
naopak pozorujeme. Krystalické latky mohou byt monokrystalické - tzn., ze
latku tvoii jeden souvisly krystal, nebo polykrystalické - latka je tvorena ze
spousty malych monokrystalickych zrn, které vici sobé nemusi byt nijak pra-
videlné uspotfadany. Vyznam pojmu krystal se s ¢asem ménil. Prvotni pfistup
spoc¢ival v charakteristice krystali na zakladé jejich vnéjsiho tvaru. Existence
vnéjsich prirozenych krystalovych ploch vSak neni podstatna p¥i posuzovéni, zda
je latka krystalicka, nebot tyto plochy nemusi pii rustu krystalu vznikat nebo
mohou byt zamérné poruseny.
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Obrazek 4.1: a) translace a rotace b) zrcadleni c) inverze

Dnes se pod pojmem krystal rozumi trojrozmérné periodickd atomova struk-
tura a patii sem nejenom mineraly, ale i naptiklad slitiny kovti.

Pro popis struktury a symetrie je dobré zavést idealni krystal. Ideélni krys-
tal je nekone¢ny a jeho struktura je zcela pravidelnd. Timto zavedenim jsme tedy
zanedbali atomy na povrchu krystalu - vSechny atomy povazujeme za vnitini. Za-
kladnim rysem idedlniho krystalu je transla¢ni periodicita. Projevuje se pravidel-
nym opakovanim néjakého motivu (hmotné baze) ve t¥ech rozmérech. Hmotnou
bézi muze tvofit jeden atom, ale také az tisice atomu (u nékterych organickych
struktur), zédkladni motiv je obecné asymetricky a muze nabyvat "pravych"a "le-
vych"poloh (viz. déle)).

4.1.2.1 Prvky symetrie

Pravidelny vzor lze ze zédkladniho motivu vytvorit operacemi opakovani - translace,
rotace, zrcadleni a inverze, nebo operacemi z predchozich slozenych. Inverze a zr-
cadleni prevadi "pravé"objekty na "levé"(viz. obrazek 1.1).

[?] Pravidelny vzor vytvofeny témito operacemi opakovani je pak symetricky,
tj. prechazi sam v sebe operacemi symetrie, neboli je symetricky vudci urcitym
prvkim symetrie a jejich kombinacim.

Prvkem symetrie nazyvame mnozina bodi, které se pii operaci symetrie
nepohybuji. Takovymi prvky symetrie jsou napf. n-Getna osa otacfeni (oznaceni
n), rovina zrcadleni (oznaceni m z angl. "mirror"- zrcadlo) nebo stied symetrie
(oznaceni i od "inverze").

Zajiméame-li se spiSe o geometrii vzoru vzniklého transla¢nim opakovanim ve
tfech rozmeérech nez o detaily opakovaného motivu, miize byt vzor reprezentovan
body, které se opakuji ve tfech smérech s periodami ty, t5 a t3.

Takovato trojrozmérné periodickd mnozina bodi se nazyva prostorova miiz.
Je-li libovolny motiv umistén tak, ze jeho vybrany bod padne na jeden z bodu
miize, pak se automaticky objevi tento motiv v okoli kazdého mtizového bodu a
motivy jsou umistény tak, ze koinciduji vzdy stejnym bodem s body mftize. Miiz
je tedy geometrické misto bodi, které maji stejné a stejné orientované
okoli. Z této definice vyplyva, Ze volba pocatku miize je libovolna. Casto byva
nespravné miiz pokladana za mnozinu bodi odpovidajicich stfediim vSech atomu
v dané struktufe. Miizové body nemusi lezet ve stfedech atomt, ale kdyz je
pocatek mfize zvolen ve stfedu jednoho z atomii, pak se dalsi mfizové body mohou
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Obrazek 4.2: Vybér zakladnich translaci, primitivni bunka

vyskytovat pouze ve stfedech atomi totoznych s atomem v pocatku (avsak pouze
takovych, které maji stejnou polohu v opakovaném motivu).

4.1.2.2 Zakladni bunka

wey o . . . o TV T Ed . .
Miiz muze byt reprezentovana trojici vektori t;, t5 a t3, zvolenych tak, Ze
libovolnému miizovému bodu odpovida vektor

?:ut_f—l—vt_;jtwg (4.1)

a u, v, w jsou cela ¢isla. Jsou-li vybrany vektory t_1>, t_; a t_3>, je mriz jedno-
znatné definovana vztahem (1.1). Naopak v8ak dana mfiz neurcuje jedinou trojici
zékladnich translaci, jak je vidét ve dvojrozmérném piipadé na obr. 1.2.

V podstaté mtuzeme zvolit zékladni translace dvojim zptisobem:

a) Obsahuje-li rovnobé&znostén vymezeny zakladnimi translacemi pouze jediny
miizovy bod, je tento rovnobéznostén nazyvan primitivni bunka.

b) Obsahuje-li rovnobéznostén vymezeny zakladnimi translacemi vice miizo-
vych bodi, je tento rovnobéznostén nazyvan centrovana buika.

Lze snadno dokazat, Zze v8echny primitivni buitkky maji stejny objem (viz obr.
1.2) a 7e tento objem je miniméalni, jaky muze buitkka miize mit. Centrovana buiika
mé pak objem o celistvém nésobku primitivni bunky.

4.1.2.3 Krystalografické sméry a roviny

Rovina, ktera prochazi tfemi miizkovymi body, které nelezi na jedné pfimce, se
nazyva miizova rovina. Existuje cela posloupnost takovychto navzajem rovno-
béznych rovin - osnova. Orientaci miizové roviny (respektive celé osnovy) vici
krystalografickym osam popisuji Millerovy indexy h, k, 1. Jsou to cela nesou-
délné cisla, udavajici, jaky tsek vytne rovina na krystalografickych osach a, b,
¢ (respektive na kolik dila rozdéli osnova krystalografické osy). Pokud je rovina
rovnobézna s néjakou z os, prislusny Milleriiv index je 0. Roviny zapisujeme v ku-
latych zavorkach (hkl). Jak to funguje snadno pochopite z nésledujiciho obrazku
1.3.

Podle zadanych indext je nutné si pro pohodli pii zakreslovani dobte zvolit
pocatek - sméry os jsou naznacCeny na obrazku vlevo dole, na levém a pravém
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Standardni
voba smér os (111) (-1-22) (001)
(=
a.

Obrazek 4.3: Priklady indexovani miizovych rovin

obrazku je pocatek vlevo dole vzadu, na prostfednim je pocatek vzadu vpravo
nahofte.

Jednotlivé roviny osnovy maji od sebe konstantni vzdéalenost - mezirovinnou
vzdalenost. Uvédomime-li si, Zze pocatkem soufadnych os prochézi také jedna
rovina osnovy, pak muzeme mezirovinnou vzdalenost chépat jako vzdalenost po-
¢atku od nejblizsi roviny. Obecné plati:

(4.2)

dppr =
VO () + (Y

coz se volbou krystalové soustavy (viz. dale) miize zjednodusit. Napiiklad pro

kubickou:

a
R 4
Krystalografické sméry se popisuji symbolem [uvw], kde u, v, w jsou nesou-
délné celd cisla odpovidajici slozkam vektoru mifictho z pocatku do miizového
bodu:
— —
f =ud +vb +uw?d (4.4)

4.1.2.4 Mrize

Pokud ma byt prvek symetrie pritomen v krystalech, musi byt zaroven zacho-
vana translacni periodicita. To naptiklad pro rotaci znamena, Ze jsou povoleny
jen ur¢ité n-Cetné osy. Jsou povoleny pouze 2, 3, 4 a 6-ti ¢etné (1-¢etna = iden-
tita). Absenci 5-ti ¢etné osy muzeme pro rovinné miize lehce vysvétlit tak, ze
nemutzeme pravidelnymi pétithelniky vyplnit celou rovinu, aniz by nevznikly né-
jaké diry. To ovSem neznamené, Ze se v prirodé 5-ti ¢etnd osa symetrie nevy-
skytuje. 5-ti ¢etnou osu muzeme najit napiiklad u kvazikrystali (viz. napiiklad
http://cs.wikipedia.org/wiki/Kvazikrystal).

4.1.2.5 Krystalové soustavy

Soubor prvki symetrie krystalu se nazyva bodova grupa a prostorova miiz krys-
talu musi byt v souladu s jeho bodovou grupou. D4 se ukazat, Ze existuji urcité
prvky symetrie spolecné vzdy pro urcitou skupinu bodovych grup, coz vede k
prirozenému rozdéleni krystalii do krystalovych soustav podle téchto spole¢nych
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prvki symetrie. Krystalové soustavy byly vzhledem ke své uzitecnosti pojmeno-
vany. Jsou uvedeny v tabulce 1.1 (nézvoslovi neni zcela jednotné, v zavorce jsou
uvedeny ekvivalentni oznaceni) spolu se spoleénymi minimalnimi prvky symetrie,
coz jsou minimélni symetrie postacujici k zarazeni krystalu do dané krystalové
soustavy - jsou diagnostickymi prvky kazdé soustavy.

Tabulka 1.1: Krystalové soustavy

krystalova soustava minimalni symetrie
triklinicka (trojklonné) zadna
monoklinickd (jednoklonna) jedna 2-Cetna osa podél ¢
Ortorombické tTi 2-Cetné osy podél a, b , ¢

(rombicka, kosoctvere¢na)

tetragonalni (Ctverec¢na) jedna 4-Cetna osa podél ¢

kubicka (izometricka) Ctyfi 3-Cetné osy podél télesovych thlopticek krychle
hexagonalni (Sesterecna) jedna 6-Cetna osa podél ¢

Trigonalni jedna 3-¢etna osa podél hexagon. bunky

(romboedricka, klencova)

Existuje pouze pét riznych typu rovinnych miizi (obr. 1.4), tyto mfize vy-
hovuji operacim symetrie prvka 1,2,3,4,6 a m. Nejobecnéjsi rovinnd miiz - rov-
nobéznikova - je konzistentni s 1 a 2. Rovina zrcadleni m vyzaduje kolmost fad
miizovych bodi k m a této podmince vyhovuje mfiz pravoihla a diamantova.
Trojuhelnikovad miiz s thlem mezi osami 120° vyhovuje 3 a 6 a ¢tvercova miiz je
konzistentni se 4. Osy otaceni a roviny zrcadleni jsou kolmé k roviné miize. Miize
s VySSi symetrii obsahuji téZ prvky symetrie miizi o nizsi symetrii.

Trojrozmérné mrize si miizeme predstavit jako sled rovinnych mftizi vznikly
periodickym opakovanim téchto rovinnych mrizi translaci ve tfetim rozméru. D&
se dokazat (napf. systematickym vySetFovanim moznych zptisobii vrstveni rovin-
nych miizi), ze existuje pouze 14 riznych prostorovych miizi. Nazyvaji se také
Bravaisovy miize podle autora prvniho tplného odvozeni (r. 1850). Jejich grafické
znazornéni je na obr. 1.4.

Tab.1.2: Typy prostorovych miizi z hlediska centrovani

Symbol Typ centrovani Soufadnice miizovych bodu v bunce
P Primitivni 0,0,0
C bazalné centrovana 0,0,0;1/2,1/2,0
A bazalné centrovana 0,0,0;0,1/2,1/2
B bazalné centrovana 0,0,0;1/2,0,1/2
I prostorové centrované 0,0,0;1/2,1/2,1/2
F plodné centrovana 0,0, 0;1/2,1/2,0;0,1/2,1/2;1/2,0, 1/2
R romboedricky centrované vzhledem 0,0,0;,2/3,1/3,1/3;1/3,2/3,2/3
k hexagonélnim osam
R primitivni vzhledem 0,0,0

k romboedrickym osam

Nakonec miizeme k zatim studovanym prvkim symetrie pridat dalsi - sSroubové
osy a roviny skluzu. V pfipadé Sroubové osy se jedné o kombinaci rotacni osy a
posunuti ve sméru rovnobézném s osou. V piipadé roviny skluzu je to kombinace
zrcadleni a posunuti ve sméru rovnobézném s rovinou zrcadleni.

Pridanim téchto prvka symetrie dostaneme prostorové grupy. Takovychto
prostorovych grup symetrie mize byt pouze 230.
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Obrazek 4.6: a) substituce b) intersticial ¢) vakance

4.1.2.6 Nejtésnéjsi usporadani

Pokud budeme brat jednotlivé atomy jako koule, 1ze atomy usporadat v mfizce
tak, aby zaujimali co nejmensi objem. Takovéto struktury se vyskytuji tam, kde
jsou vzajemné sily sféricky (nebo alespon piiblizné sféricky) symetrické (viz. od-
stavec o vazbach). Pokud budeme na sebe vrstvit roviny s atomy v hexagonalni
strukture, nejtésnéjsiho usporadani docilime dvéma zptsoby. Koule z vyssi vrstvy
musi vzdy padnout do "diry", kterd je mezi koulemi v nizsi vrstvé. Takto se da
docilit vrstveni typu ABABAB a ABCABC (pii vrstveni tfeti roviny mame totiz
dvé moznosti, jak rovinu umistime). Koordina¢ni ¢islo (pocet nejblizsich soused-
nich atomi) v tésném prostorovém usporadani je 12. S takovymto koordina¢nim
¢islem zaplni koule 74% celkového objemu.

4.1.2.7 Poruchy krystalovych struktur

Doposud jsme se zabyvali ideadlnimi krystaly. V redlnych krystalech se vSak vzdy
vyskytuji ur¢ité odchylky od idealni periodické krystalové struktury. Kazdou tako-
vou odchylku nazyvame porucha. Velmi ¢asto a obvykle délime poruchy krystalové
miizky do nékolika skupin podle toho, v kolika dimenzich se jejich rozméry 1isi od
rozméru atomu. Podle této geometrické klasifikace rozlisujeme poruchy bodové,
Carové, plosné a objemové. Mnohé vlastnosti realnych krystali, které jsou
vzdy nedokonalé, jsou velmi silné zavislé na mnozstvi a druhu poruch krystalové
struktury.

Bodové poruchy - vakance, substituc¢né zabudovany atom, intersticidlné za-
budovany atom, nebo kombinace pfedchozich.

Dislokace - na obr. 1.7a je zndzornéna hranova dislokace. Jeji vznik si mizeme
predstavit tak, ze krystal byl roziiznut podél roviny prochézejici shora dola a
do vzniklého fezu byla vlozena polorovina. Podobnou situaci bychom obdrzeli,
kdybychom v dolni ¢ésti krystalu jednu atomovou polorovinu odstranili. Okraj
vlozené poloroviny je ¢arova porucha.

Sroubové dislokace je zndzornéna na obr. 1.7b. Jeji vznik si mizeme predstavit
tak, ze krystal byl rozfiznut v roviné, ktera je na obr. 1.7b vySrafovana az k
piimce prochéazejici bodem A kolmo na ¢elni sténu. Horni ¢ast krystalu byla
zasunuta dozadu o jednu meziatomovou vzdalenost a pak byl krystal opét spojen.
Maximalni poruseni je podél piimky prochézejici bodem A, kolem disloka¢ni ¢ary.

Plosné poruchy - zména koordinace atomi celé roviny muze vzniknout na-
priklad poruchou v pravidelnosti vrstveni rovin béhem krystalizace (viz. napf.
odstavec o nejtésnéjsim usporadani). Zména v pravidelnosti vrstveni atomovych
rovin se nazyva vrstevna porucha.
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Obrazek 4.7: a) Hranova dislokace b) Sroubova dislokace

Objemové poruchy - stejné jako se u dislokaci projevuje tendence ke shluko-
vani podél rovin, tak také bodové poruchy maji tendenci ke shlukovani. Vakance
se mohou napt. shlukovat a vytvaret vétsi dutiny v krystalech, které se mohou
déle rozpadnout na dislokace nebo tvorit trhliny. Intersticialni atomy se mohou
shlukovat a vytvéaret precipitaty riznych tvari, napt. shlukovanim podél urcitych
rovin vznikaji dvojrozmérné precipitéty.

4.1.3 Difrakce

Pro studium vnitini struktury pevnych latek se pouziva rentgenova, poptipadé
elektronova nebo neutronova difrakce. Duvod, pro¢ se nepouziva svétlo z vidi-
telného spektra je ten, ze vinova délka musi byt srovnatelnd s meziatomovymi
vzdalenostmi, které jsou v fadech Angstromu.

Abychom dokazali difrakeci na krystalu popsat, musime zavést reciprokou mfizku.
Jeji translacni vektory definujeme pomoci translacnich vektori piimé mfiizky
vztahem:

— =
%
ap - (CLQ X a3)
a cyklicky dale. Nebo mtizeme tento vztah zapsat jako
——=-N\T -
(b1 by b3> —or(@@ma) ", (4.6)

——— — = =
kde <b1 by b3> chapeme jako matici, ktera ma ve sloupcich vektory by, by, bs
analogicky matice na pravé strané rovnice. Libovolny vektor reciproké mrizky je
pak
& =
wow :’Ubl +Ub2 —|—'LUbg, (47)
kde u, v a w jsou celé ¢isla. Da se odvodit, ze velikost vektoru reciproké miize
souvisi s mezirovinnou vzdalenosti:

(4.8)

1
dnkl = ‘8

Duvod, pro¢ zavadime reciprokou miiz je ten, ze vysledny difrakéni obrazec
je jeji mapa. Reciproka mriz je Fouriertiv obraz pifimé mfize.
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Obrazek 4.8: Ewaldova konstrukce

4.1.3.1 Ewaldova konstrukce, Braggiv zidkon a Laueho podminky

Difrakce na krystalu je v podstaté odraz vlnéni od osnovy krystalovych rovin. Pri
difrakci na krystalu musi byt splnény Laueho podminky:

@ (T —5) =hA
T (-5 = kA (4.9)

kde 5§ je vlnovy vektor dopadajici viny, K vlny rozptylené, \ vinova délka do-
padajiciho zafeni. Laueho podminky lze vyjadfit pomoci geometrické (Ewaldovy)
konstrukce (obr. 1.8):

1. Krystal umistime do stfedu kulové plochy o poloméru %

2. Do bodu 0, kde primarni paprsek vychazi z této kulové plochy, umistime
pocatek reciproké miize krystalu.

3. Lezi-li néjaky miizovy bod hkl reciproké mfiize na této tzv. Ewaldové kulové
ploge, jsou splnény Laueho difrakéni podminky pro osnovu rovin (hkl) a difrak-
tovany svazek prochazi timto bodem reciproké mfize (tento bod lezi na konci
vektoru 8%1, ktery je kolmy k rovinam (hkl)).

7. Ewaldovy konstrukce a Laueho podminek vyplyva, ze difrakéni obraz je
vlastné zobrazenim reciproké miize krystalu. Tato konstrukce je také voditkem
pro realizaci difrakce monochromatického zafeni na vybrané osnové rovin.

Z této jednoduché geometrie se dé odvodit Braggiiv zékon:

2dhkl sinf = )\, (410)

kde dpx; je mezirovinné vzdalenost, 0 je Bragguv thel (20 je difrakeni thel).
Je vhodné si zavést atomovy a strukturni faktor - atomovy faktor nam udava,
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Obrazek 4.9: k odvozeni Braggova zakona

jak se odrazi zareni na atomu (respektive elektronech v elektronovém obalu).
f (8) = /p(?) 62”i8'?dV, (4.11)

kde p (77) je elektronova hustota. Strukturni faktor pak zohlediiuje interferenci
zareni od jednotlivych atomt v miizce.

Fi <8> _ Z f; (8) e2m’8-? _ Z f; <8> 2milaihtyske+z;0) (4.12)

Zavedeni strukturniho faktoru je vhodné pro studium vyhasinani reflexi.

4.2 Vazby mezi atomy

Vazby mezi atomy urcuji prostorové usporadani atomu v latce. Vazby samotné
jsou ur¢eny interakei elektront, predevsim elektront valen¢nich. Stacionarni stavy
elektront v poli jadra jsou popsany vlnovymi funkcemi

¢nlm(rv 0, <P) = Rnl(r)yim(ea 30)7 (413>

kde R,,(r) predstavuje radialni ¢ast a ¥,,(0, ) je thlova ¢ast (kulova funkce).
Funkce fesi Schrodingerovu rovnici. Takto popsané stacionarni stavy jsou kvan-
tovany a to takto:

n - hlavni kvantové ¢islo, urcuje energetickou hladinu elektronu, u znamych
atomu nabyva hodnoty n = 1,...,7 . V Bohrové modelu nélezi kazdé n jedné
elektronové slupce (n = 1 nalezi ke slupce K, n =2 k L, atd...)

[ - vedlejsi kvantové ¢islo, z hlediska kvantové mechaniky muze nabyvat hodnot
[l =0,1,...,n — 1. U vSech zndmych prvki nabyvi hodnot [ = 0,1,2,3 a tyto
stavy oznacCujeme s, p, d, f.

m - magnetické kvantové ¢islo, mtaze nabyvat hodnot m = —I[, ..., 4. Namisto
tohoto oznaceni se nékdy pouziva oznaceni ve smyslu orientace vici souradnym
0sam X,Y,Z.

Vlnové funkce popsané témito tfemi kvantovymi ¢isly, které popisuji rozlozeni
elektronu v obalu se nazyvaji atomové orbitaly. Kvadrat vinové funkce nam dava
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Obrazek 4.10: a) 100, tzn. 1s-orbital, b) 1919, tzn. 2p-orbital, ¢) 1332

pravdépodobnost nalezeni elektronu v uré¢itém misté, z vinové funkce muzeme
tedy urcit elektronovou hustotu. Ctvrt}?m kvantovym c¢islem, které prislusi jen
samotnému elektronu, je spin.

Na nasledujicich obrazcich jsou ukazény fezy nékterymi vinovymi funkcemi.

Jak je vidét, sféricky symetricky je pouze s-orbital. Atomy se zcela zaplné-
nymi elektronovymi slupkami maji rovnéz rozlozeni elektronové hustoty sféricky
symetrické. Ostatni orbitaly jsou anizotropni - z geometrického hlediska miizeme
tedy zavést pojem smérové a nesmeérové vazby (viz. dale).

4.2.1 Typy vazeb

Vazby mezi atomy mizeme podle energie a charakteru interakei rozdélit do péti
skupin:
Tabulka 2.1 - druhy vazeb
Typy vazeb Energie vazby [10°J - mol™!]

Kovalentni 4 az 6
Kovova 2 az 4
Tontova 2 az 4

Vodikova 0,2 az 0,3

van der Waalsova 0,04 az 0,08

Podle energie miizeme vazby rozdélit na silné - kovalentni, kovova, iontové, a
slabé. Ve vétsiné realnych struktur se vyskytuji rizné druhy vazeb. Silné vazby
rozhoduji o rozmisténi nejblizsich atomu, slabé urcuji napiiklad vzhled krystalu
a mechanické vlastnosti latek. Krystal roste nejpomaleji ve sméru slabych vazeb
a Stipe se pak nejsnaze kolmo k témto vazbam.

Prikladem muze byt grafit - silné vazby, v tomto piipadé kovalentni, podmi-
nuji vznik rovinné hexagonalni struktury, slabé vazby mezi témito rovinami jsou
pak pri¢inou snadného skluzu atomovych rovin vié¢i sobé a vysvétluji mazaci
schopnosti grafitu.
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Obrazek 4.11: elektronova hustota pomoci vrstevnic

Struktury s vysokou symetrii vznikaji tehdy, jsou-li energetické rozdily mezi
vazbami nejblizsich atomarnich sousedi malé (tj. vazby skoro stejné). Vazby mu-
zeme dale rozdélit na smérové - kovalentni, vodikové, a nesmérové - kovové, ion-
tova, van der Waalsova.

Atomy vézané smérovymi vazbami jsou uspofadany nejvyhodnéjsim energe-
tickym zptusobem. Dulezitou roli hraje napiiklad vznik hybridnich orbitali, které
jsou silné smérové. (viz. napiiklad sp3 hybridizace, ktera je pfic¢inou toho, Ze
vodikové atomy vazané kovalentni vazbou k uhliku v molekule metanu lezi ve
vrcholech tetraedru.)

Nesmeérové vazby vznikaji mezi atomy a ionty se sféricky symetrickou elektro-
novou hustotou.

Kovalentni vazba - je vysvétlovana sdilenim spole¢nych elektronovych pari.
Kvantovéa chemie vysvétluje vznik vazby pomoci metody LCAO (linearni kombi-
nace atomovych orbitali). Kombinaci atomovych orbitali vznikd par moleku-
lovych orbitali - vazebny a antivazebny. Vazebny je obsazovan a antivazebny
zustava prazdny. V misté prekryvu orbitalii vroste elektronova hustota, kterou
miizeme pozorovat i v experimentech pii rentgenové difrakei (viz. nasledujici ob-
razek).

Néabojovéa hustota je vSak vétsinou nesymetrické, a tak kovalentni vazba vede
v limitnim piipadé k iontové vazbé. Predstava kombinace orbitalii je rovnéz nepo-
stacujici k vysvétleni nasobnych vazeb, kde se nékteré elektrony rozprostiraji pres
celou molekulu a tudiz je nelze lokalizovat. S podobnou delokalizaci se setkavame
i u kovi. Kovova vazba je tedy dalsi limitou kovalentni.

Iontova vazba - je disledkem elektrostatické interakce opacné nabitych ionti
(opacné naboje se pritahuji). Da se zjistit, Ze celo¢iselny néaboj iont neni vlastné
celo¢iselny - u iontd muZzeme pomérné snadno spocitat jejich objem (nebot elek-
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tronova hustota jde mezi ionty pomérné rychle k nule) a tim naboj v ném obsa-
zeny.

Kovova vazba - vzniki u prvki, které snadno uvoliuji svoje valen¢ni elek-
trony. Ty jsou pak silné delokalizovany v meziatomovém prostoru a stfedni elek-
tronova hustota je tam nenulova a konstatni. Zbyvajici elektronova hustota se
jevi jako sféricky symetricka. Proto vétsina kovi tvori struktury s nejtésnéjsim
usporadanim.

Vodikova vazba - vyskytuje se u vodiku vazaného kovalentné k jinému
atomu, nejcastéji dusiku nebo kysliku. Protoze je vodikovy elektron ticastnikem v
se tak zac¢ne projevovat jako elektricky dipol. Timpadem dochézi k pritahovani
elektronegativnich atomiu nebo volnych elektronovych part. Drzi pohromadé na-
piiklad molekuly vody v ledu a hraji diilezitou roli v biologickych t¢incich bilkovin
a nukleovych kyselin.

van der Waalsova vazba - podili se na vSech interakcich mezi atomy, v ¢isté
podobé je vSak pouze u inertnich plyni. Velmi energeticky slaba. Je zptsobené
existenci permanentnich a docasnych dipdlii.

4.3 Browniiv pohyb

Browniiv pohyb je ndhodny pohyb mikroskopickych ¢astic v kapaliné nebo plynu.
Pri¢inou pohybu je to, Ze se molekuly vlivem tepelného pohybu neustale srazeji
s pozorovanou Castici, pricemz smér a sila téchto srazek jsou ndhodné, diky ce-
muz je i okamzité poloha ¢astice ndhodna. Intenzita Brownova pohybu je tmérné
teploté systému, nepfimo tmeérna velikosti ¢astice a viskozité tekutiny, ve které
castici pozorujeme.

Poprvé Browntuv pohyb pozoroval v roce 1827 biolog Robert Brown, kdyz pozo-
roval pylova zrnka ve vodé. Brownuv pohyb objasnil az Albert Einstein v roce
1905 pomoci kinetické teorie latek, za coz dostal i Nobellovu cenu.

Pokud ma castice velikost zhruba , je neustale v kontaktu priblizné se sto
tisici molekulami roztoku. Silovy uc¢inek téchto srazek ale neni nulovy, takze se
neustale méni smér a rychlost ¢astice. Tyto zmény probihaji ale tak rychle, Ze
kazdou jednotlivou zménu nelze pozorovat. Vysledné posunuti ¢astice presto ve
vysledku nemusi byt nulové.

Chceme-li v8e vyjadrit kvantitativné, vyjdeme z pohybové rovnice, ktera na-
priklad pro x-ovou slozku vypadéa takto:

2
mCCZZT;E = —,Ltccll—f + F, (4.14)
kde m je efektivni hmotnost ¢astice, F} je x-ova slozka sily, ktera vyvolava pohyb
a —ufl—f znadi silu, kterd pohyb brzdi. Predpokladejme, Ze jeji velikost je piimo
umérna rychlosti ¢astice v. Pozn.: Tuto silu muZzeme i pfimo zmé¥it - naptiklad,
kdyz bude ¢astice padat tekutinou ke dnu nadoby pod vlivem tihového pole. Po
jisté dobé se bude ¢astice pohybovat konstantni rychlosti, vyrovna se tedy tithova
a odporova sila pv = mg. Budeme uvazovat Stokestuv vztah pro pohyb kulovych
¢astic v prostiedi o viskozité 7).

| Fodpor| = 671, tedy pu = 6mrn, (4.15)
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kde r je polomér cCéastice. Protoze je stfedni hodnota libovolné slozky rychlosti
molekul v roztoku nulova, bude nulova i stfedni hodnota slozek rychlosti castice.
Posunuti ¢astice v kladném i zaporném smyslu v libovolném sméru je stejné prav-
dépodobné, stfedni hodnota posunuti ¢astice v libovolném sméru bude tedy také
nulova. N&s cil bude tedy hledat stfedni hodnotu druhé mocniny posunuti ¢astice,
tedy (z?). Rovnici (1.14) vynasobime x:

d*x dx

My = —HT— + xF, (4.16)

Derivace muzeme upravit takto:

Pr_d ( e\ (dr)®
Tz T a \ T dt

RY
dt 2 dt
Dosazenim zpét do (1.16) dostaneme:
d ( du dz\* | 1da?
da( dzy  (dz S0 LR 4.1
" <xdt) m(dt) LS (4.17)

Nyni celou rovnici (1.17) vystFedujeme. Stiedni hodnota = a % je nulova. To ne-

implikuje nulovost stfedni hodnoty jejich souc¢inu, nicméné uvazme, ze x nezavisi

na ‘é—f a naopak (vysvétleno v Molekulovd fyzika - Bakule, Svoboda). Proto bude

stfedni hodnota jejich souc¢inu nulova. Ze stejného divodu bude nulova i stfedni
hodnota sou¢inu polohy a sily na pravé strané rovnice (1.17). Po vystfedovani

tedy dostaneme:
1d(x?)
2
———— =0 4.18
kde (v?) je stfedni kvadratickd rychlost. Aplikujeme kinetickou teorii - Gastice

jsou v rovnovaze s molekulami prostiedi, to znamena, Ze na kazdy stupen volnosti

piipad4 na ¢astici energie kBTT, tedy m (v?) = kgT. Dostavame tedy:
de®  2kgT
@ _ 2B (4.19)
dt 1

Jednoduchou integraci dostavame (s avahou, ze (x?) = 0 v ¢ase ¢t = 0), Ze stiednf
kvadratické posunuti podél osy = je pfimo tmeérné ¢asu, tedy

o 2kgT
() = 22

Smér osy x jsme vybrali ndhodné, stfedni kvadratické posunuti podél dalsich os
vyjde stejné. Mame tedy:

(B7) = (&%) + (") + (%) = 3(") (4.21)
Po dosazeni pro u ze Stokesova vztahu (1.15) dostavame:
(/%) =

Tento vyraz mé zna¢ny vyznam - méfeni Brownova pohybu ndm dobfe umoziuje
urc¢it Boltzmannovu konstantu.

t (4.20)

t 4.22
p— (4.22)

41



42



5. Zaklady termodynamiky a
statistické fyziky

Teplo, teplota, tepelnd kapacita. Termodynamické potencidly. Hlavni véty termo-
dynamiky. Idedlni plyn. Stavovd rovnice, Carnotiuv cyklus. Fdzovy prostor, roz-
délovact funkce. Liouvilleova rovnice. Zdkladni statistickd rozdélend. Entropie ve
statistické fyzice.

Termodynamika pfedstavuje premosténi mezi fyzikou mikrosvéta a makro-
sveta. Podava statisticky popis velkého souboru ¢éstic nachazejicitho se v ter-
modynamické rovnovaze. Klicovou zakonitosti, kterou se pii hledani rovnovahy
musime Tidit, je princip maximalisace entropie, v urcitych piipadech vyhodné
zameénitelny za princip minimalisace nékterého z termodynamickych potenciéli.

5.1 Stavové veli¢iny a rovnice

Termodynamicky systém v rovnovazném stavu je popsan malym poctem stavo-
vych veli¢in (U,V,S,P,T), jez predstavuji prostorové a ¢asové vystiedovani vlast-
nosti viech ¢astic systému. Vztahy mezi stavovymi veli¢inami (platné opét jen v
rovnovéze!) nazyvame stavovymi rovnicemi. Z vySe uvedenych péti veli¢in mi-
zeme sestavit t¥icet rovnic tvaru A = A(B, C), tato soustava pak podavéa uplnou
makroskopickou informaci o systému. K tspore mista a inkoustu vsak postaci
znat rovnici jedinou, mistrovskou, ze které v8echny ostatni odvodime.

U=U(S,V) nebo S=S(U,V) nebo V=V(U,S) (5.1)

Rovnovazny stav

Usporadani systému nezavislé na minulosti, reprodukovatelné, bez makroskopic-
kych toku energie a hmoty. Kazdy isolovany systém k rovnovaznému stavu spéje
a pouze v ném je konsistentné popisovian nastroji termodynamiky.

Intensivni veli¢ina

Parametr systému, ktery se pti propojeni dvou shodnych termodynamickych sys-
tému v rovnovaze nezméni. Napiiklad teplota T, tlak P, chemicky potencial pu.
Taktéz podil dvou extensivnich veli¢in je veli¢inou intensivni.

Extensivni veli¢ina

Parametr, ktery se pfi propojeni dvou shodnych termodynamickych systému
zdvojnésobi. Napftiklad objem V', pocet castic N, vnitini energie U.
Makrostav

Zobrazeni maximalni zjistitelné informace o termodynamickém systému urcené
v8emi makroskopickymi experimenty. (Soucet tecek na dvou kostkach, zadani
teploty a objemu.)
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Mikrostav

Zobrazeni nejpodrobnéjsi principidlni informace o termodynamickém systému.
(Uvedeni poc¢tu tecek na kazdé kostce, zadani soufadnic a hybnosti vSech ¢astic.)

5.2 Hlavni véty termodynamiky

5.2.1 Prvni véta termodynamiky

Prvni véta termodynamiky méa vyznam zakona zachovani energie a pravi, ze
zména vnitini energie termodynamického systému je rovna rozdilu dodaného
tepla a odevzdané prace. V diferencialni formé ji zapiSeme jako

dU = 6Q) — oW (5.2)
kde 0 znac¢i "neuplny" diferencial, jenz se ruzni podél riznych spojnic dvou rov-
novaznych stavi (presnéji feceno jeho integral zavisi na cesté, viz [2]).

Teplo

Forma prenosu energie mezi systémem a okolim. Jedna se o energii neuspotrada-
ného pohybu vSech ¢éastic systému. Nelze je bezprostifedné mérit.

Prace

Je-li konana systémem, pokladejme vyse uvedené 6W kladné. Charakterisujeme
ji zménou v okoli. Systém konal préaci, pokud podléhal dé&jim, které lze prevést
na "zdvihani cihly"v okolnim vesmiru. Pti adiabatické volné expansi idealniho
plynu se préace nekoné.

5.2.2 Druha véta termodynamiky

Druha véta termodynamiky predkldda omezeni na ¢innost tepelnych stroji. Teplo
z tepelného reservoaru nelze navéky beztrestné prevadét na préci, coz lze vyjadrit
riznymi zpusoby.

Teplo nemizZe samovolné prechdzet ze soustavy o niZsi teploté do sou-
stavy o teploté vyssi. (R. Clausius)

Nelze sestrojit perpetuum mobile druhého druhu. (W. Oswald)
Neni mozné zkonstruovat periodicky pracugici stroj, ktery by odebiral
teplo z reservodru a vykondval prdaci. (M. Planck)

Tepelny stroj

Zaiizeni prevadgjici teplo na praci (¢i naopak). Pracovni latka je pfitom perio-
dicky zahifvana a ochlazovana kontaktem se dvéma tepelnymi reservoary. Uéin-
nost tepelného stroje definujeme jako pomér vykonané prace W k dodanému teplu
(). Pismenko () predstavuje teplo odevzdané chladici.

n=——=1-2% (5.3)



5.2.3 Treti véta termodynamiky

Za tieti vétu termodynamiky byva oznacovan Nernstuv postulat, ktery rika, ze
entropie pii absolutni nule vymizi (coz ovSem neplati zcela presné, opét viz [2]).
Entropie S je extensivni stavovou veli¢inou, kterd pii vratném déji spliuje

_ %@

as T

(5.4)
v obecném pripadé vSak byva veétsi. Z mikroskopického hlediska je provazana s
multiplicitou makrostavu €2 skrze znamou Boltzmannovu definici

S = lkyInQ (5.5)

Princip maximalisace entropie zde pak odpovidé hledani stavu s nejvyssi multipli-
citou. Systém je v rovnovaze, pokud se nachazi v nejpravdépodobnéjsim uspora-
déni.

Multiplicita

Pocet mikrostavii odpovidajicich danému makrostavu.

5.3 Carnotiv cyklus

Horni hranice ti¢innosti tepelného stroje je nastavena Carnotovym cyklem. Oznac¢me
teplejsi reservoar pismenem H, chladnéjsi pismenem C, a mé&jme valec naplnény
pracovni latkou (plynem) a opatfeny pistem. Carnotiv cyklus pak lze popsat ve
¢tytech krocich.

1. Vélec prilozime k tepelnému reservoaru H a nechame jej isotermicky ex-
pandovat. Prace se odvadi do pracovniho reservoaru, valec prijimé teplo
od H.

-W, +Q

2. Oddélime valec od zdroje H a nechame jej adiabaticky expandovat, do-
kud se neochladi na teplotu C. Vykonana prace je opét odvedena do pra-
covniho reservoaru.

W

3. Viélec prilozime k tepelnému reservoaru C a nechame jej isotermicky kom-
primovat. Tentokrat je prace do systému dodavana a teplo se odvadi do

C.
+W, -Q

4. Oddélime valec od chladice C a nechame jej adiabaticky komprimovat,
dokud se nepfevede do pocatecniho stavu. Prace byla do systému opét do-
déana.

+W

V prvni vétvi cyklu bylo vilcem pfijato teplo Q1 = T, AS, ve tieti naopak ode-
vzdal teplo Q3 = T.AS. Rozdil téchto dvou tepel (T}, — T.)AS odpovida celkové
praci vykonané systémem, nebot zména vnitini energie musi byt u cyklického
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procesu nulovéa. Uginnost Carnotova cyklu zavisi pouze na teplotach reservoarta C
a H. Ve skutecnych strojich ovSem neprobihaji rovnovazné déje a jejich tc¢innost
tak dosahuje nejvyse 30% az 40%.

5.4 Idealni plyn

Vétsinu plynt 1ze za dostateéné vysoké teploty a nizkého tlaku popsat jako ideédlni
plyn, tedy soubor bodovych, neiteragujicich a ndhodné se pohybujicich ¢astic.
Idealni plyn je charakterizovan rovnicemi

PV =nRT a U=cNRT (5.6)

Jeho vnitini energie tedy nezavisi na objemu. Pro jednoatomovy plyn pokladame
c= % a pro dvouatomovy ¢ = g Molarni tepelné kapacity pri konstantnim tlaku,
respektive objemu spliiuji

p—cy =R (5.7)

Tepelna kapacita

Mnozstvi tepla potfebné k pozadované zméné teploty (%), mé&fené bud za kon-
stantniho tlaku jako ¢, nebo za konstantniho objemu jako cy. V tepelné kapacité
pri konstantnim tlaku je zahrnuta i prace potifebna ke zdvihéni pistu, proto plati
¢, > cy. Mnohé pevné latky podléhaji Dulong-Petitovu pravidlu, podle néjz je
molarni tepelné kapacita rovna 3R.

5.5 Termodynamické potencialy

Ac¢koliv mezi termodynamické potencialy patii i vnitini energie systému (tzv.
adiabaticky potencial), pro popis nékterych experimentii se lépe hodi uzivat jiné
veli¢iny. Tyto pak zjednodusuji termodynamické tivahy, maji snadno kontrolova-
telné extremalni vlastnosti a primou souvislost s mikroskopickymi jevy. Kazdy
termodynamicky potencial se spontanné minimalisuje, jsou-li drzeny konstantni
jeho pfirozené proménné a pocet Castic.

Vnitini energie

U, energie potfebna k vytvoreni termodynamického systému, shora ohranicujici
praci konanou pfi adiabatickém déji. Jejimi pfirozenymi proménnymi jsou S, V.
Helmholtzova volna energie

F =U — TS, energie potiebna k vytvotreni systému, ktery bude ve stalém kon-
taktu s tepelnym reservoarem, dodéavajicim mu teplo T'S. Shora ohranicuje praci
konanou pfi isotermickém déji. Jejimi prirozenymi proménnymi jsou 7', V.
Enthalpie

H = U + PV, energie potiebna k vytvoreni systému a mista pro tento systém v

prostiedi o stalém tlaku P. Jejimi pfirozenymi proménnymi jsou S, P.
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Gibbsova volna energie

G = U—-TS5+ PV, kombinace dvou vySe uvedenych. Vytvaiime systém ve stalém
kontaktu s tepelnym reservoarem a vymezujeme mu misto v prostiedi o konstant-
nim tlaku. Pfirozenymi proménnymi jsou tedy 7', P.

5.6 Fazovy prostor a zakladni rozdéleni

Soubor N ¢astic, z nichz kazda je popséana tfemi slozkami vektort polohy a hyb-
nosti, 1ze zpodobnit bodem v 6 N-rozmérném fazovém prostoru. Jelikoz v8ak ho-
vorime o ¢asticich mikroskopickych, vstupuje do hry princip neurcitosti, rozmaza-
vaje véechny body do oblasti o objemu h*, kde k znaéi polovinu dimense prostoru
(pro ¢astici na tsecce je k=1). Soubor ¢astic muze ve fazovém prostoru zaujimat
vSechny stavy povolené jeho fyzikalnimi vlastnostmi. Témto staviim pfifazujeme
pravdépodobnosti, nejpravdépodobnéjsi stav pak odpovida systému v rovnovéze.
V dalsim vykladu ma slovo "soubor" (ensemble) vyznam mnoziny vSech povole-
nych mikrostavii.

Boltzmannovo rozdéleni

Udava pravdépodobnost p;, Ze se soubor rozlisitelnych identickych kvantovych
¢astic nachazi ve stavu o energii ¢;.

N; ; T _ i
pi:—:u kde Z(T):Zgie kBT

N =z (5.8)

i

Zde g; znaci degeneraci stavu, N; je pocet ¢astic na pozadované energetické hla-
diné a Z(T) nazyvame stavovou sumou.

Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni

Rozdéleni rychlosti v atomii nebo molekul plynu, jejichz jedinou pfijatelnou in-
terakei jsou pruzné srazky. Vychazeni z rozdéleni Boltzmannova, odvozeni viz [3],

3]
2 N mv2
n(v)dv = \/_W—TZUQe’ 2kT (v (5.9)
(kT2

Bose-Einsteinovo rozdéleni

Rozdéleni nerozlisitelnych kvantovych ¢astic. Pocet ¢éastic N; nachézejici se ve
stavu o energii ; a degeneraci g; je

gi

Ni= e — 1

(5.10)

kde p znac¢i chemicky potenciél.
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Mikrokanonicky soubor

Mnozina mikrostavii uzavieného termodynamického systému, tedy systému s
pevné zadanym objemem V| energii E i poctem c¢éstic V. VSechny odpovidajici
mikrostavy jsou dosahovany s toutéz pravdépodobnosti, je mezi nimi ndhodné
preskakovano. Entropii spo¢teme piimo z Boltzmannovy definice (5.5).

Kanonicky soubor

Popis termodynamického systému v kontaktu s tepelnym reservoarem (systém
a reservoar dohromady tvori mikrokanonicky soubor). Pevné je zadén objem a
pocet cCéstic a teplota T, pro celkovou energii mizeme urc¢it pouze jeji stfedni
hodnotu, zavisejici na teploté. Obsazovani energetickych stavi se fidi Boltzman-
novym rozdélenim. K vyjadieni entropie musime nalézt Helmholtziv potencial
F= —% InZ.

Grandkanonicky soubor

Popis termodynamického systému v kontaktu s tepelnym i "¢asticovym" reservoa-
rem. Pevné zadavame objem, teplotu a chemicky potenciél, pro energii a pocet
¢astic mizeme urcit pouze stfedni hodnoty. Formalismus je obdobny kanonic-
kému, s malou zménou stavové sumy () a zdménou Helmholtzova potencialu za
grandkanonicky.
Nip—e;
Q=U-TS — uN Q(u.V,T) =) e ta” (5.11)

i

5.7 Liouvilleova rovnice

Vsechny povolené mikrostavy systému ¢astic 1ze znézornit jako mnozinu bodi
ve fazovém prostoru. Pocet bodu pripadajici na jednotkovy objem fazového pro-
storu popisujeme rozdélovaci funkci p(p, q,t). Liouvilleova véta ika, ze "fazova
kapalina" je nestlacitelna a rozdélovaci funkce ztistava konstantni podél kazdé
trajektorie (podél kazdého vyvoje systému).

dp Op ~={(0p. Op.
-~ _ZF ) ) = 12

Pokud napriklad systém v redlném svété stlacime, pak se jeho znazornéni
ve fazovém prostoru zizi pro soufadnice ¢;, avSak rozsifi pro p; a fazovy objem
zistane nezménén. Podrobnéjsi povidani s obrazky lze nalézt v [6].
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6. Zaklady kinetické teorie

6.1 Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni, tlak, teplota,
vnitini energie

V nésledujicim se budeme snazit popsat soubor mnoha ¢astic s obecné riznymi
rychlostmi. Vlastnosti takovéhoto souboru miizeme snadno vystihnout pomoci po-
¢tu Gastic v jednotkovém objemu Sestirozmérného fazového prostoru. Pro popis je
vhodné zavést hustotou pravdépodobnosti (anglicky probability density function
(PDF)) f(r, v, t), které se také nékdy fika jednocasticova rozdélovaci funkee.
Pocet ¢astic v jednotkovém objemu fazového prostoru pak snadno spoc¢itame jako
f(r, v, t)dvdr.

Pokud zname hustotu pravdépodobnosti, mizeme snadno vypocitat ¢iselnou
hustotu jako integral pres rychlosti

n(r, t) = /dvf(r, v, t) (6.1)

Hustotu mizeme poté vypocitat pfenasobenim ¢iselné hustoty hmotnosti jedné
Castice.

Casto je také uziteéné vypocitat celkovou unasivou rychlost jako prvni mo-
ment rozdélovaci funkce

u(r,t) = /dv vf(r, v, t)//dvf(r, v, t). (6.2)

Je dobré podotknou, Ze rychlosti ¢astic jsou ¢asto fadové vétsi nez unasiva rychlost
souboru.

Dalsi dulezitou veli¢inou je stfedni kinetickd energie jedné Céstice, ktera je
déna vztahem

<%m(v - u)2> = /dv %m(v —u)?f(r, v, t)//dvf(r, v, t). (6.3)
Vnitini energie je obecné soucet celkovych energii vSech c¢astic v systému. Pro
idealni plyn zanedbavame vzajemné silové ptsobeni a jejich energie je tedy dana
pouze jejich kinetickou energii. Volnou energii idealniho plynu proto mtzeme spo-
¢itat prendsobenim stfedni energie pripadajici na jednu ¢astici celkovym poctem
castic.

Se stfedni energii také souvisi hydrostaticky tlak. Prestoze tlak souboru ¢astic
muze na prvni pohled pusobit zvlastné, je snadné ho objasnit nasledujici pred-
stavou. V souboru ¢astic dochazi ke srazkam (stazet se mohou ¢astice mezi sebou
nebo se muze jednat o srazky ¢astic s okolim uvaZzovaného souboru). Pii tako-
vychto srazkach nutné dochazi ke zméné hybnosti a tedy musi byt dle druhého
Newtonova pohybového zédkona piitomna sila. Tuto silu mizeme povazovat za
hydrostatickou tlakovou silu. Obecné lze tlak popsat vztahem

p= /) (gm(v - ), (6.4
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kde N je pocet stupnii volnosti rychlosti.

Pro systémy v rovnovaze plati Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni dané rozdé-

lovaci funkef ) ( )2
B m _ym(v—u
flr, v)=n (27rkT) P { kT } ’ (6:5)

kde k je Boltzmanonva konstanta. Konstantu pred exponencidlou dostaneme
z podminky, Ze integral hustoty pravdépodobnosti pres cely prostor musi byt
roven jedné.

Vidime, Ze ve vztahu (6.5) se vyskytuje teplota jako parametr. Fyzikalni vy-
znam teplota dostava pouze v rovnovaze, kdy plati ekviparti¢ni teorém

[SI[9Y)

<%m(v _ u)2> _ NKT/2, (6.6)

kde N je pocet prostorovych stupnu volnosti.
Z (6.5) a (6.6) pak dostavame stavovou rovnici idealniho plynu

p =nkT (6.7)

Podotykam, Zze v ramci konzistence s pfedchozim vykladem znaé¢i n ¢iselnou hus-
totu a ne latkové mnozstvi, které se v této rovnici pravé jako n bézné oznacuje.
Derivaci rozdélovaci funkce dostaneme nejpravdépodobnéjsi rychlost

@, (6.8)

jako druhy moment rozdéleni pak stfedni kvadratickou rychlost

\/?- (6.9)

6.2 Transportni jevy

Transportni jevy jsou nevratné procesy vychazejici ze statistického chovani sou-
borti jehoz diisledkem je snaha o vyrovnani gradientt riznych fyzikalnich veli¢in.
Obecné mizeme transportni jevy popsat rovnici

i=av4, (6.10)

kde i je tok veli¢iny jednotkovou plochou, « je konstanta charakterizujici dany
proces a A je prislusna veli¢ina.

Mezi transportni jevy patii difuze (vyvolana koncentra¢nim gradientem), te-
pelna vodivost (teplotni gradient) a viskozita (prenos efektivni hybnosti zptso-
beny gradientem rychlosti).

Pro difuzi plati
i=—-DVn, (6.11)

kde n je koncentrace a D = (1/3)vl. [ je stiedni volna dréha céstice, kterou
muzeme dostat ze vztahu [ = 1/(47r%/2n).
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Pokud navic uvazime zékon zachovani poctu ¢astic On/0t+V-i = 0 dostaneme
Ficktv zakon difuze
on

5 = Dan. (6.12)

Vedeni tepla mizeme popsat rovnici

arT A
— ——VT =0 6.13

kde A = (1/2)vlpcy se nazyvéa soudinitel teplotni vodivosti.

Jak jiz bylo uvedeno vySe, miizeme viskozitu chapat jako pfenos efektivni
hybnosti. Analogicky s predchozimi transportnimi jevy to muzeme popsat rovnici

i=vVu, (6.14)

kde v = (1/2)vlp se nazyva dynamicka viskozita.

6.3 Molekularni jevy v kapalinach

U kapalin se projevuji vSechny transportni jevy popsané vyse. Kromé nich se u
kapalin jesté projevuji povrchové jevy a kapilarni jevy.

Pro vysvétleni nékterych povrchovych jevii bych pouzil analogii s pevnou lat-
kou. Ptedstavme si situaci, kdy kapalinu rozdélime na dvé c¢asti. PTi rozdéleni
doslo k preruseni vazeb mezi molekulami kapaliny a bylo tedy potifeba vykonat
praci. Nezménil se poc¢et molil latky a nezménila se ani molérni volna energie. Vy-
konané prace dF' odpovidé narustu povrchové volné energie. Volna energie roste
umérné zmeéné plochy dle vztahu

dF = dA, (6.15)

kde o je konstanta imérnosti nazyvana povrchové napéti.

Povrchovou volnou energii mtizeme také vysvétlit jako rozdil potencialnich
energii na povrchu latky a v jejim objemu.

Diky principu maximalizace entropie a disledné minimalizaci volné energie se
kapaliny snazi zaujmout objem s miniméalnim povrchem.

Kapilarni jevy jsou disledkem mezimolekularnich sil. V disledku riznych
sil mezi kapalinou, materialem néddoby a latkou nad kapalinou dojde ke zméné
vysky hladiny u okraje nadoby. Rikéme, Ze kapalina smac¢i nebo nesméc¢i nadobu.
V diisledku zakfiveni vznika tésné pod hladinou kohezni tlak dany vztahem p =
20 /R. Dojde k elevaci kapaliny v kapilafe a tento tlak je poté vykompenzovan
hydrostatickym tlakem. Pro eleva¢ni vysku plati vztah

_ 20 cos S
pPgr

kde © je kontaktni tthel mezi kapalinou a naddobou, r je polomér kapilary. Pro
smacivou kapalinu dochazi ke kapilarni elevaci, pro nesméacivou kapalinu dochézi
k depresi.

: (6.16)
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6.4 Avogadrova konstanta

Avogadrova konstanta N4 = 6.023 - 10%* mol™! je pocet ¢astic v jednom molu
latky. Jeden mol je latkové mnozstvi soustavy, jejiz pocet entit (elementarnich
jedinci) se rovna poctu atomi v 0,012 kg uhliku 12 (*2C).

Jejim méfenim se zabyvé jedna tloha v prvnim praktiku. Avogadrova kon-
stanta se urc¢uje z Einsteinova vztahu

- RT

2 — + A7
3mnrNy (6.17)

kde R je molarni plynova konstanta, 1" je teplota a n je dynamické viskozita.
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7. Elektricka intenzita:

Silové plisobeni ndbojii na dalsi ndboj Q mizeme vyjadiit vztahem:

kde

je intenzita elektrostatického pole, tedy sila na jednotkovy kladny naboj. Vyjadiim-li silu
pusobici na naboj Q pomoci intenzity, ziskam tak vyznaéné rysy, které plati i pro obecnéjsi
typy poli:
1) Sila pusobici na naboj v jakémkoliv misté prostoru je imérna hodnoté tohoto naboje.
2) Lokalnost pole - Kurceni sily ptisobici na bodovy naboj staci znat pouze vektor
intenzity pole v daném bod¢ a neuplatiiuje se zde vliv okoli.

Jednotkou intenzity je z definice {%} V SI je odvozena od potencialu tedy je to {!}
m

Plati princip superpozice:

Pribéh intenzity znazoriuji silocary (kladny, zdporny naboj), které se diky jednoznacnosti
definice elektrické intenzity nemohou protinat. Hustou silocar lze vyjadfit velikost intenzity.
Tok intenzity elektrostatického pole bodovych nabojii:

Z analogické predstavy o toku kapaliny. Je tok kapaliny plochou S vyjadien:

®=vS, kde S=Si
Rychlost nahradime intenzitou a dostdvame pro tok intenzity elektrostatického pole vztah:

q):jE.dST
S

Lze ukazat, Ze at’ mam libovolnou (velikost 1 tvar) uzavienou plochu kolem bodového naboje,
je tok touto plochou stale stejny, a proto mohu uvazovat kulovou plochu K; kolem néboje Q;,
a pak plati:

S vyuzitim principu super pozice, pak formulujeme Gaussiv zakon:
Celkovy tok @ intenzity elektrického pole soustavy bodovych naboji libovolnou

Q

uzavienou plochou S je roven ==, kde Q. znaci celkovy naboj uzavieny v plose:
€



§I§d§:& & divE=2
S &

Gausstv zékon je pfimy disledek Coulombova zakona a vysledky experimentti z Gaussova
zékona lze pouzit k ovéfeni platnosti Coulombova zdkona. Gausstv zakon je také obecnéjsi a
Ize z n&j odvodit zakon Coulombuiv.

Potencial elektrostatického pole bodovych naboju:

Potencialem ¢(F) nazveme nésledujici veli¢inu:

N
olr)= Z
l

47r50

ktera splnuje nasledujici vztah, ktery je vesmés defini¢ni:

E(F)=—grade(F).
Jedna se o skalarni veliCinu, jejiZ popis soustavy naboju je ekvivalentni popisu pomoci

elektrické intenzity (mél by byt jednodusi). Potencial neni definovan jednoznacné, muze se
lisit o konstantu. Jeho vyznam je patrny z vyjadieni vykonané prace v elektrickém poli:

W, =~J Fdl = -Q[ Edi' =Q[ gradpdl = deq) = Qlo(r)-¢(r,)]

Potencial elektrostatického pole v daném bodé piedstavuje potencialni energii naboje Q
v bodé 1 vzhledem k bodu T;. Jednotkou potencialu je v SI [V].

Vysledna potencialni energie soustavy naboju je:
1 N
= E Z Q iPj -
j=1

V elektrostatickém poli nezavisi vykonana prace na trajektorii (tedy po uzaviené kiivce je
nulova) coz dava:

fE.df - § rote.dS =0 & rotE = —rotgrade = 0
S

Elektricka indukce:

Uvazme latkové prosttedi. Toto latkové prostiedi tvofené molekulami ¢i atomy piedstavuje
velmi slozité rozlozeni bodovych ndbojii. Vyuzijeme ptfedstavu, ze atomy a molekuly jsou
elektricky neutrdlni soustavy naboji, mizeme tedy toto pole na vzdalenost pievysujici jejich
velikost vyjadfit jako pole multiplovych moment riznych fada. V naSem pfibliZeni vezmeme
jen dipdlovy moment. Podle ptivodu dipdlového momentu Ize latky rozd€lit do dvou typt:



1) Polarni dielektrika: Jiz molekuly maji vlastni ndhodné orientované elektrické dipoly —
molekula H,O (3-10‘30 E) HCL,....
m

2) Nepolarni dielektrika: Nemaji vlastni dopélovy moment.

Vlozenim téchto latek do elektrického pole dojde k jejich polarizaci, a to nasledujicim
zpisobem.

U polérnich dielektrik dojde k natoceni elektrickych dipéli do sméru vektoru elektrické
intenzity (orientacni polarizace). Jsou-li pole velmi silnd, mize dojit k preskupeni
elektrického rozlozeni nédboje v molekule ¢i atomu a vznikne tak moment indukovany, ktery

je ale slabsi ~107>° 5 . A u polarnich dielektrik ho zanedbavame.
m

U nepolarnich dielektrik v tvahu ptipadaji pouze momenty indukované.

Pro charakterizaci dipolti rozlozenych v objemu V zavadime vektor polarizace P(F):
By = [P(F)av,
\

kde P, je vysledny dipélovy moment. IS(F) je objemova hustota dipélového momentu. Pii

hledédni vysledného potencidlu takto objemové rozlozenych dipolt se dojde k zdvéru, ze
vysledné elektrostatické pole lze formalné€ zapsat jako superpozici elektrostatického pole
nabojli objemové rozlozenych v tomto objemu s hustotou p, a elektrického pole nébojh

plo$né¢ rozloZenych na povrchu uvazovaného objemu Vs hustotou o, tyto hustoty Ize

vyjadtit pomoci vektoru polarizace:
o, (F)=P(F)-i p,(F)=—divP(F),

kde f je normala k povrchu uvazovaného objemu. pp(F) je razné od nuly pouze v piipadé

nehomogenni polarizace.

Tyto vysledky pouZijeme na dielektrikum. Naboje vzniklé polarizaci ozna¢ime za vazané a
pfidame do dielektrika ndboje volné p, vysledna objemova hustota p. je poté rovna:

Pc =P+ Py
Vysledna intenzita pole je pak dana superpozici ptislusnych poli.
| v pfitomnosti vazanych naboju ziistava pole potencidlni, tedy:

§I§.d* = :f rote.dS =0 & rotE = —rotgrade =0
S

Dale plati Gausslv zékon:



Naboj Qp vyjadiime:
Q, =] p,dv =-[divFdv =—{P-dS
\Y \YJ S

po dosazeni do Gaussova zakona a uprave dostdvame:

f(goé+5)-d§:Q

S

Zavedeme vektor elektrické indukce:
D(F)=&,E(F)+ P(F)
Gausstv zakon pak lze prepsat do tvaru, kde vystupuji jen volné naboje:

§(B)-das=q i divD = p

S

V piipadé ploSnych naboji vyuziji vysledkli zfteSeni problému nabit¢ plochy
v elektrostatickém poli, kde plogna divergence DIvE je dana vztahem:

DVE =E, - E, =2
&o

ROtE =0

Budu uvazovat op€t voln¢ plosné naboje o a vazané o,na rozhrani dvou dielektrik o
polarizaci |51 a 52. Celkovy plosny naboj je dan souttem o, :a; +U§. Dosadim do
vyjadieni plo$né divergence:

- -\. O+o0o,
(El_EZ) n, =
&y
vyuziji
1 5 = 2.5 =

C,=—Fh- N c,=F-n
a dostavam

(0B, +B )1, — (5., +B,) i, =
tedy

DvD = (B, - B, )-ii, = &
RotE =0

Pii prichodu plochou, kde jsou jen vazané naboje, je normalova slozka elektrické indukce
spojita. Nespojitost je dana pouze piitomnosti volnych plosnych naboji.



Materialové vztahy:

V dielektriku je elektrostatické pole popsano dvéma veli¢inami E(F) a D(F). Nalezeni feseni
E(F) a D(F) je vak zMaxwellovych rovnic zatim zaddno nedostate¢ng. Musime zavést
materidlovy vztah mezi E(F) a D(F), respektive mezi E(F) a P(F). Podle toho d&lime
dielektrika:
1) Idealné tvrda — predpoklad permanentni polarizace I5O (F) v daném bodé, kterd jiz na
hodnot€ intenzity pole nezavisi.
2) Idealné mékka dielektrika — piedpoklad linearni zavislosti vektoru polarizace P

v daném bodg na vysledné intenzité pole E v tomto bodg. Pro izotropni a homogenni
prostiedi je mozné tuto zavislost zapsat ve tvaru:

P(F) = 0. E(F)

. Jje elektricka susceptibilita, bezrozmérna veli€ina, kladnd, riznd pro rtizné materialy.
Dosazenim do pfedchozich defini¢nich vztaht dostdvam:

D(F) = &,(L+ 7. JE(F),
kde
L+ x.)=¢

nazvu relativni permitivitou. U nehomogennich dielektrik je permitivita tenzor.

Magneticka indukce:

Magnetické pole muize byt v prostoru vytvofeno permanentnim magnetem nebo naboji
pohybujicimi se v makroskopickém méfitku. Magnetické pole se projevuje na vodice
protékané proudem, na pohybujici se télesa nesouci naboj atd. Popisujeme ho pomoci
vektorového pole, které vytvari zmagnetovana télesa kolem sebe. Charakteristickou veli¢inou

je magnetickd indukce I§(r) Celkova sila, ktera piisobi na pohybujici se ¢astici rychlosti V je
déna Lorenzovym vzorcem:

F=q[E+vx8]

Za defini¢ni vztah magnetické indukce l1ze povaZovat:

F = q[vxE]

Jednotka magnetické indukce v Sl je [T]= [AL}
-m
Zavadi se také magneticky tok @ pro libovolnou orientovanou plochu S:

@:jéd§.
S



Jednotkou magnetického toku je [Wb]= {%} =V -s].

Je-li magnetické pole ptivodem od vodict protékanych proudem (v ptipadé ideédlniho
nekonecného vodice), pak vektor magnetické indukce ma smér teCny ke koncentrickym
kruznicim. A velikost je dana vztahem:

B-c,
a

kde | je proud, a je vzdalenost od vodice a C je konstanta umérnosti. Poté silu puisobici mezi
dvéma rovnobéznymi useky vodice délky | vyjadiime:

Fopt !l
4z a
kde u, =47-107" ﬂ Pfi¢emz [H]:{%} :[\%}
m

Lze ukazat, ze cirkulace vektoru magnetické indukce po uzaviené libovolné kiivce |
neobsahujici vodi¢ protékany proudem je nulova:

fB-dl =0
|
Naopak pro tutéz kiivku, kterd obepinajici vodi¢ protékany proudem, plati:

S Al Ho |
B-dl =B4dl =24B=2m——=u,l,
f i 2w r Ho

coz je Ampérav zakon:

§§-dr=yor
|

Ampériv zékon plati pro libovolny tvar vodict a pro libovolnou uzavienou kiivku. Pokud
ktivka obéhne vodi¢ N-krat, pak je prava strana N-krat vétsi. Ampériv zakon ftika, ze
magnetické pole nemize byt potencidlni oproti elektrickému. Je to analogie ke Gaussovu
zékonu v elektrostatice.

Proud v | Ize vyjadtit pomoci objemové hustoty j:

I=[7-dS
S

Po dosazeni do Ampérova zakona a pouzitim Stokesovy véty:
_[[roté — 1o+ J|-dS =0
S

dostavam ampérii zakon v diferencialnim tvaru:

-

rotB = 11,



Vektorovy potencial, Biotliv — Savartiv vzorec:

Analogicky s vektorovym polem uvazujeme magneticky tok @, ktery je pro danou uzavienou
plochu S roven nule.

§§-d§=0 & divB =0
S

Tento vztah vylucuje existenci magnetickych nabojii a magnetické siloCary jsou uzaviené
kiivky. Pole je tedy solenoidalni. Magnetické pole lze vyjadiit pomoci nového vektorového
pole vyhovujici vztahu:

B(F)=rotA(F),

kde A(F) je vektorovy potencidl. Vektorovy potencidl neni ur€en jednozna¢né, mize se lisit o
ptisluSny gradient libovolné funkce:

A(r)= A(F)+ grads(r)

Tato nejednoznacnost dadvd moznost dal$i podmince, kterou mulzeme pozadovat. Tu
nazyvame kalibra¢ni:

divA(r)=0.

Vyjadiim-li Ampértiv zdkon pomoci vektorového potencialu a vyuziji identity:
rot rot = grad div - A
dostanu Poissonovu rovnici:

Jeji feSeni vypada:

Provedenim rotace dostavame:
=N f T(F')x R .,
B(r)=—" | —~—~—dV’,
") 472"[ R®

coz je Biot-Savartiiv vzorec.
Magnetické pole 1ze chapat jako superpozici jednotlivych proudovych elementd.

Magneticka intenzita:
Kazdému atomu, ¢1 molekule Ize ptifadit hodnotu magnetického momentu. Tedy magnetické

pole vytvofené zmagnetovanymi latkami, lze povazovat za magnetické pole soustavy
prostorove rozloZzenych magnetickyvh dipolt.



Pro charakterizaci magnetickych dip6l rozlozenych v objemu V zavadime vektor M (F):

= [M(F)av

kde m, je vysledny magneticky dipolovy moment. Magnetizace M (F) je objemova hustota
dipélového magnetického momentu. Diky formalni shodnosti vysledného magnetického pole
od magnetického dipélu a elektrického pole od elektrického dipélu je vektor M (F)

magnetickou analogii vektoru I5(*) Stejné jako u elektrického pole dipélu mame misto

nabojii objemové ](F) a plosné js( ) hustoty magnetickych proudt. Tyto hustoty lze
vyjadiit pomoci vektoru magnetizace:

Ins (F)=M(F)xn i (F) = rotM(F),
kde i je normala k povrchu uvazovaného objemu.

Magnetizac¢ni proud protékajici libovolnou plochou je dén vztahem:

= [1(0)-65

S

Po dosazeni za objemovou hustotu magnetiza¢niho proudu a pouzZiti Stokesovy véty

dostavam:
=Irot M -d§z§l\ﬁ dl
S

K urceni vysledného magnetického pole budu uvazovat volné a vazané proudy reprezentujici
magnetizaci piisluSnych latek, jako v ptipad¢ elektrického pole volné a vazané naboje.
Vysledny magnetizacni proud bude dan souctem volného proudu | a vazaného proudu Ip,.

| vlatkovém prostfedi zlstane zachovdna uzavienost indukénich car. Tok vektoru
magnetické indukce libovolnou uzavienou plochou S bude vzdy nulovy, nezavisle na tom,
lezi-li tato plocha ve vakuu ¢i v latkovém prostiedi:

§{B-dS=0 tedy divB =0
S

Pro libovolnou uzavienou kiivku plati Ampériv zakon:

:fB w(1+1)

dosazenim za vazany proud:

§(B— M)l = s



Zavedeme vektor magnetické intenzity:

Poté Ampériv zakon vypada:

{H-df=l & rotH = j
|

V piipadé plosnych vazanych proudt vyuziji vysledki zfeSeni problému pole plosnych
proudt, kde plosné divergence a rotace jsou dana vztahem:

—

DivE = (B, - B,
RotB = fix (B, - B, )= 1, s
V latkovém prostiedi:
Roté = ﬁx(él - éz): ﬂo(is + Tms)

DivE = (B, - B,)-i=0
RotH = fix(H, —H, )= 1],

Lze také zavést veli¢inu magnetické polarizace P, (F):

Po(F) = ;M (F)

Jednotky magnetické polarizace a magnetizace jsou nasledujici:

nO-f N2

Pouzitim vektoru intenzity k popisu magnetického pole zmagnetovanych latek umoziuje
vyloucit z explicitnich uvah vazané proudy. Pro bezprostiedni vyjadfeni fyzikalnich uc¢inkt

magnetického pole (sil na pohybujici se ndboje) zlstava v latkovém prostredi urcujici
veli¢inou vektor magnetické indukce.

Materialové vztahy:

a magnetickym polem uvniti latek. Vzhledem k tomu, ze magnetické vlastnosti latek se
zkoumaji ve vnéjSim poli vybuzeném proudem ve vodiCich vhodného tvaru, je vyhodné
urcovat souvislost mezi magnetizaci a intenzitou pole uvnitt latky. Intenzita ma bezprostiedni
vztah k volnym proudiim, jimiZ je pole zadano, nez vektor magnetické indukce.
Magnetické latky délime:

1) Slabé magnetické latky — linearni zavislost mezi intenzitou pole a magnetizaci

2) Silné magnetické latky — magnetizace dosahuje vétSich hodnot a zavislost

magnetizace na intenzité pole je slozita.



1) Slabé magnetické latky:
M (F) = z,H(F)

konstanta imérnosti se nazyva magnetickd susceptibilita latky. Dosazenim do defini¢niho
vztahu magnetické intenzity a Gipravou dostavame:

B(F)= 4o H(F)+ P, (F) = 5 (L+ 1, JH(F)
Velic¢ina y, se nazyva relativni permeabilita:

de =1+ x,

Magneticka susceptibilita je v anizotropnich latkach tenzor.
Magneticka susceptibilita mize byt: zaporna — latky diamagnetické
kladné — latky paramagnetické
U vétsiny paramagnetickych latek dochazi ke zménam susceptibility s teplotou, plati tzv.
Curiertiv zékon:

Xm :?1

kde T je teplota a C je Curierova konstanta, charakteristicka pro danou latku.

2) Silné magnetické latky:

Reprezentantem jsou latky feromagnetické — pii cyklickém magnetovani je zéavislost
magnetizace hysterézni smycka.

Typickymi feromagnety za pokojové teploty jsou latky: Fe, Co, Ni, Gd.

Feromagnetika délime na mé&kka a tvrda....

Spontani magnetizace feromagnetika zavisi na teploté. S rostouci teplotou klesa a od urcité
teploty (Curierovy teploty) je jizZ paramagnetikem.

Metody méreni elektrickych a magnetickych veli¢in:
Méieni proudu:

Ampérmetr zapojime sériové do obvodu. Budu ptedpokladat, Ze zdroj napéti Up ma vnitini
impedanci Z; a ampérmetr ma vnitini impedanci Za. Chei méfit proud protékajici impedanci Z.
Schéma zapojeni je nasledujici:

Z;

UD/GD’
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Bez ampérmetru tece obvodem proud I:

S ampérmetrem tece obvodem proud /"

UO

I's ——————
Z+Z2+7Z,

Srovnanim a upravou dostavam: pfiCemz chyba bude zanedbatelna, bude-li splnéna
podminka:

Z,<<|Z;+Z|

Méi'eni napéti:

Analogicky provedu tuto uvahu pro voltmetr, ten zapojujeme paralelné. Budu piedpokladat,
ze zdroj napéti Up ma vnitini impedanci Z; a voltmetr ma vnitini impedanci Zy. Chci méfit
napéti na impedanci Z. Schéma zapojeni je nasledujici:

" o] [

Bez voltmetru je spravné napéti U rovno:

S voltmetrem je napéti rovno U

. 7z,
°2.2,+2.2+12Z,

Upravou posledniho vztahu dostanu: pfi¢emz chyba bude zanedbatelnd, bude-li splnéna
podminka:

u-u 1 ZZ
— = Z, <<
U Z, Z+Z,

77,
Z+Z,

Rozsah voltmetru se da zvétsit predfadnym odporem, jenz je zapojen do série s voltmetrem.

Uvedena tvaha pfi métfeni napéti a proudu je platné i pro obvody s stfidavym napétim.
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Méfreni odporu:

Zde rozliSujeme n¢kolik metod:
1) Metoda prima — méfim napéti a proud u daného odporu a vyuziji Ohmuv zékon.
a) Pro méfeni malych odpori mame zapojeni:

Tato metoda je vhodna pro méfeni odpori v rozsahu: 107° —10°Q

2) Metoda substitucni — V nasledujicim zapojeni ménime odpor Ry tak, aby se proud
prochéazejici galvanometrem nezmeénil. Zadouci jsou malé proudy, aby se méieny
odpor nezahtival.

. (3
i)

T E

By
3) Metoda srovndvaci — je zalozena na porovnani napéti na odporu znamé velikosti a na
meéfeném odporu

Neprotéka-li indikatorem proudu zadny proud, je mustek v rovnovaze a plati:

12



x =r2
b

V piipadé¢ méfeni stifidavého proudu stoji za pfipomenuti, ze métim nasledujici efektivni
hodnoty, kde Umax @ Imax jsou pislusné amplitudy harmonického prubéhu:

I
U _Umax _ Tmax

e = Ie__
2 NG

Magneticka méreni:

Spocivaji ve vySetfovani magnetického pole (urCeni magnetické intenzity pole ve vzduchu
napiiklad mezi civkami) a zjiStovani magnetickych vlastnosti latek (méfeni magnetizacnich
ktivek a stanoveni veli¢ s nimi souvisejicich, Curierova teplota,...).

Méteni délime:

1) Magnetometrické metody — zjistuje se magneticka polarizace méfeného télesa
Z hodnoty intenzity magnetického pole H, které vyvolavd zmagnetované téleso ve
svém okoli.

2) Vyuziti jevu elektromagnetické indukce — métim indukované napéti, které se indukuje
v zavitech vinutych kolem méfeného télesa vlivem zmény magnetického indukéniho
toku v tomto télese. Pouziva se balistického galvanometru, a proto se metody oznacuji
také jako balisticke.

3) Méreni otdcivého silového momentu télesa piisobeny homogennim magnetickym tokem
— pouziva se k ureni magnetického momentu permanentnich magneta.

4) Mg¢feni translacni sily, které téleso podléha v nehomogennim magnetickém poli —
vyuziva se K ur¢eni susceptibility diamagnetickych latek a paramagnetickych latek.

Magneticka méfeni na rozdil od jinych méteni jsou velmi ovlivnéna tim, jaky tvar ma méfeny
vzorek.

Vlozenim feromagnetickych latek do magnetického pole se uvnitt vytvoii demagnetizacni
pole, toto pole se snazime zmensit vhodnym tvarem vzorku, ktery volime podle toho, jaky je
smér magnetizace.

Dalsi chybu vnasi fakt, Ze neni-li vzorek elipsoidalniho tvaru neni uplné homogenné
zmagnetovan.

Chyba muze vzniknout nespravnou orientaci vzorku pfi méfeni viéi zemskému
magnetickému poli, ¢i celkovému magnetickému poli v misté méteni vzorku.

Dalsi chybou mtiZe byt pfedchozi magnetizace vzorku atd...
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V tomto textu budeme postupovat fenomenologicky, tedy budeme postupné shromaz-
dovat empiricky zjiSténé informace a na jejich zakladé dospé&jeme k Maxwellovym rovnicim.
Je samoziejmé mozné postulovat Maxwellovy rovnice a pak ukéazat konzistenci s experi-
mentem.

1 Stacionarni, kvazistacionarni a nestacionarni pole

1.1 Stacionarni pole
1.1.1 Stacionarni elektrické pole

Stacionarni pole je charakterizovano nezavislosti makroskopickych veli¢in na case. A
to tak, ze pokud v kterykoli ¢as, ur¢ime naboj @), proud I ¢i intenzitu F dostaneme
vzdy stejnou hodnotu. Proud a néboj jsou svizany defini¢ni rovnici bud v diferencidlni ¢i
integralni formeé

dQ
Ea
@ - [ 1w,

které v ptipadé stacinarniho proudu ptrechazeji v () = I't. Pokud uvazime zachovani naboje
! plati rovnice kontinuity

. 0o
V-j+ —= 1
J I 0, (1)

ktera pro stacionarni pole ma tvar

V.j=0. 2)

1Je zajimavé, 7e nemame k dispozici jednoduse interpretovatelnou symetrii, ktera by implikovala za-
chovani naboje.



Pro intenzitu elektrického pole plati jednoduchy vztah
VXE:0<—>7§ . dlz/(VxE)ndS:O
r S

¢imz vyjadiujeme konzervativitu pole, jak 1épe demonstruje ekvivalentni integralni vyraz,
kde I' je libovolna uzaviena kiivka a S je plocha uvniti ni. Stejné tak naznacuje prechod
mezi diferencialni a integralni podobou rovnic, zde pomoci Stokesovy véty a libovolnosti
kiivky I'. Pro¢ tomu tak je, budeme vénovat pozornost v posledni sekci - kdyby totiz pole
nebylo konzervativni, dochéazi k disipaci energie.

Pro elektrostatické pole plati Gausstv zakon, ktery plyne ze superpozice poli nabojii.
Pro jeden bodovy naboj snadno spoc¢teme tok kulovou plochou jej obklopujici a pak je jen
otazkou matematiky ukazat, ze

jq{E-dS:/V-EdV:g:/ﬁdV@)V-E:ﬁ,
S 1% €0 v €0 €0

kde jsme uzili Gaussovy véty a libovolnosti plochy S. Jeden z hlavnich rozdilti mezi elek-
trostatickym a stacionarnim elektrickym polem je v okrajovych podminkéach. Rovnice jsou
tytéz, ale ve stacionarnim piipadé muze byt uvniti vodic¢t trvale nenulové elektrické pole
- jedna se konstantni elektricky proud. Pii této prilezitosti zminime Ohmiv zakon

@)
U= = [ Bedl
1)

AU = E-Al=j=1E.
1.1.2 Stacionarni magnetické pole

Budeme vychazet z pozorované skutecnosti - kde je proud je i magnetické pole, které
popisujeme jako vektorovou funkce B. Kvantitativné mtzeme uc¢inky magnetického pole
na nabitou c¢astici o naboji ¢ popsat Lorenzovou silou

F=¢gE+vxB),

kde v je jeji rychlost v dané inercidlni soustaveé. Takto miizeme v kazdém bodé zavést
vektory E a B. Tok magnetické indukce zavedeme vztahem

<I>:/SB-dS. (3)

Zkoumejme nyni magnetické pole dlouhého (nejlépe nekoneéného) vodice protékaného kon-
stantnim (zkoumame staciondrni magnetické pole) proudem I. Experimentalné se zjistilo,
ze magnetickd indukce B mé smér tecny ke koncentrickym kruznicim, které jsou kolmé na
vodi¢ a maji stfed v jeho ose. Velikost pole pfimo timérné proudu a nepiimo vzdalenosti.
Z tohoto plyne Ampéruv zakon

%B~d1:uolz/j-dS©VxB:uoj.
T S
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Experimentalné se ukazalo, ze tento vztah plati obecné pro libovolné B, libovolnou jedno-
duchou krivku I' a téz libovolny vodi¢. Pomoci Stokesovy véty a objemové hustoty proudu
jsme naznacili pfevedeni na diferencialni tvar.

Zatim nikdo neobjevil magneticky monopdl, magnetické pole je pole virové, jeho silocary
jsou uzavrené krivky. Z toho plyne

%B«dSzO@V~B:0. (4)
S

Coz je prvni kompletni Maxwellova rovnice, ta uz se nijak ménit nebude. Tuto rovnici
identicky splnime zavedeni vektorového potencialu A

B(r) =V x A(r). (5)

Magnetickd indukce B se nezménim pfi pficteni VE(r) a proto muzeme vzdy splnit pod-
minku V - A = 0. Pokud toho vyuzijeme dostaneme

AA = _ILLO\] )

jejiz fesenim dostaneme

oy
A Jy v — 1|

Vyjadreni magnetické indukce, tedy Biot-Savarttiv zakon dostaneme uplatnénim definice
A (5)

B(r)_@/j(r/)x(r—r/) —

 4n v — /|3

1.2 Kvazistacionarni pole

Uvazujeme jiz casovou zavislost polnich veli¢in, avsak za predpokladu, ze plati "staci-
onarni” tvar rovnice kontinuity (2).

V kvazistacionarni aproximaci jiz pozorujeme propojeni mezi elektrickym a magnetic-
kym polem - elektromagneticoku indukci. Obecné lze tento jen popsat vztahem

Ut =5 (©

kde ¥ znac¢i tok magnetického pole. Pokud uvazime specialni ptipad, kde se méni pouze
magnetické pole. Pii pohybu smycky, ve které se indukuje napéti, bychom museli nasledné
vztahy patfiéné pozménit. Do vztahu (6) dosadme (3) a bez jakychkoli predpokladi pro-
hodme derivaci a integral

Ut) = — %—]?-ds. (7)
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Zde dochézime v rozporu s literaturou - Sedlak a Stol ponechévaji pro kvazistacionarni
pole rovnice (3). Naproti Ledvinka jiz v kvazistacionarnim pfibliZeni zapocita elektromag-
netickou indukci. Uvazme tedy libovolnou kiivku I, ktera je v klidu viic¢i pozorovateli. Pti
preneseni jednotkového naboje po této kiivce vykoname praci

7{E~d1.
r

Podél kiivky je indukované napéti U, které je v pripadé nehybného vodice dano vztahem
(7). Protoze préci lze vyjadfit pomoci napéti vztahem W = U - Q) a uvaZzujeme jednotkovy
naboj, porovnanim dostaneme

fE-dlz— B gsevxe--2B
. s ot ot

1.3 Nestacionarni pole

Rovnice kontinuity zde bude nabyvat plného tvaru (1). VSechny rovnice az na Ampériv
zékon zustavaji stejené jako v kvazistacionarni aproximaci. Aplikaci divergence na diferen-
cidlni tvar Ampérova zakona dostaneme V -j = 0, ale ukazuje cely tvar rovnice kontinuity,
tento Clen obecné nulovy neni. ProtozZe je experimentalné ovérena platnost Gaussova za-
kona i pro nestacionarni pole, je snadné rovnici prepsat, tak aby byla s rovnici kontinuity
konzistentni

B OE

Vx—=j -
Ho J+€Oat

2 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice muzeme bud piimo postulovat a nésledné ukéizat konzistenci s
ostatnimi teoriemi. Nebo rovnice vystavét na fenomenologicky uréenych zakonech (Gaus-
stiv, Farradatv . . .), tak budeme postupovat zde, jak jsme ukazali v predchozi sekci. Uplny
tvar Maxwellovych rovnic ve vakuu tedy je

V.-E = 2.
€0
0B
E = 2~
V x 5
B OE
Vx— =j —
X,LLO _]+€oat,
V-B = 0.

Poradé reprezentuji Gausstv zakon davajici vztah mezi tokem plochou a ndbojem uvnitf.
Farradaytv zdkon elektromagnetické indukce, ktery je pfepisem toho, ze pfi zméné toku
magnetického pole dochézi k indukci napéti ve vodic¢ich. Dalsi rovnice je Ampértv zakon
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vyjadiujici vazbu mezi magnetickym polem vodice protékanym proudem. Casova derivace
elektrické intenzity reprezentuje Maxwelltiv proud, jehoz jednoduchou demonstraci vidime
napiiklad v elektrickém obvodu, kde je zapojen kondenzator, ktery nabijime. Tim zfejmé
vyvarime magnetické pole. Pocitejme jeho tok plochou, kterd je nejprve celd pred konden-
zatorem a podruhé uvnitt. Diky Maxwellové proudu nedojde k zaniku magnetického pole
uvnitt kondenzatoru, kde je nulovy proud.

3 Elektromagnetické potencialy

Existuji dva potencialy - vektorovy potencial A a potencidl pfislusejici elektrickému
poli ¢. Jsou definovany vztahy

B = VxA,
0A

E = — —_—
Ve

Upravou Maxwellovych rovnic a uziti vhodngch kalibra¢nich podminek dostaneme piepis
Maxwellovych rovnic ¢isté pomoci potenciali. Maxwellovy rovnice v Columbové kalibraci

(V-A=0)
0? 1 0V
DA - A — A = — i _
( [L()SoatQ) Hol + Ho€o ot ’
0
Ap = ——.
@ .
Nebo v Lorenzové kalibraci, kde V- A + -1-27¢ — 0. Pak
UA = —/,Loj )
Ly = C
€o

4 Zakony zachovani v teorii EIMag pole

Protoze to zatim vypadé, ze kdysi davno, jesté diiv, nez kam dohlédne druzice Planck,
byl nas vesmir symetricky vzhledem k ¢asu. Proto ocekavame, Ze se energie bude zachova-
vat. Neni zrovna kratké ukazat, ze plati rovnost

/—j~EdV:/ g. 2, uq 8 dv+f (E x H) dS,

ktera vyjadiuje rovnovahu mezi vykonem mechanickych sil, vychazejicich z piisobeni proti
Lorentzové sile a vykonem potfebnym ke zméné elektromagnetického pole v souctu s vy-
konem odchéazejicim povrchem. Kde ¢len urcujici zmény elektromag. pole pro lin. a ne-
disperzni prostfedi zavadi hustotu energie

1 1
__E-D+-H B.
YTy *3

Souc¢in S = E x H je zvan Poyntingtv vektor.



9. Zakladni principy specialni teorie
relativity

Zadani otazky: Otazka éteru a Michelsoniv-Morleytv experiment. Vychozi principy STR, Lorentzova trans-
formace. Minkowského prostorocas, svételny kuzel. Relativistickd pohybova rovnice, ekvivalence hmotnosti a
energie. Maxwellovy rovnice ve ¢tyfrozmérném tvaru.

Cely text této kapitoly vznikl ofezanim skript docenta Semeraka. Komu to pfipada pfilis stru¢né, necht si
radéji preCte zminovana skvéla skripta.

Relativita nahledu na tentyz jev z riznych systémi je trivialni zjisténi znamé
v hledani invariantnich (absolutnich, obecnych) veli¢in a zakond vaéi Lorentzové
transformaci. Ukazuje se, Ze v8echny inercidlni systémy jsou z hlediska fyzikalnich
zakoni ekvivalentni. STR neni ani tak teorie jako spiSe princip, ktery by mély
spliiovat ostatni teorie - elektrodynamika tento princip splituje, mechanika vzniké
diky STR nova, oblast nutnosti jejtho pouziti roste s rychlosti. V. STR ¢as neni
absolutni (rovnomérné plynouci, nezéavisly na misté) ale provazany s prostorovymi
souradnicemi: avahy budeme provadét ve ¢tyfrozmérném prostorocase.

Jednou z centralnich vlastnosti vesmiru se zd& byt rychlost svétla c, ktera je
konstantni, navic nezévisla na sméru, Case, poloze a Spatné zapojenych kabelech
v Gran Sasso. Z hlediska kauzality je maximalni rychlosti sifeni signalu.

9.1 Otazka éteru a Michelsontiv-Morleytiv expe-
riment

Ve fyzice se éter ve spojeni s §ifenim svétla objevil poprvé v praci Newtona. V jeho
korpuskularni teorii svétla (1672) slouzil éter k vysvétleni lomu a ohybu: ¢astice
svétla rotuji, pii pohybu éterem zataceji a jsou rozptylovany (jako rotujici tenisové
micky ve vzduchu - tzv. Magnustuv jev). Ve vlnové teorii Chistiana Huygense
(1678) se jiz éter vyskytuje jako zprostiedkujici medium nesouci svételné signéaly.
Na to navazal Fresnel ve své teorii svétla jako pri¢ného vinéni éteru.

Vlastnosti éteru: svételné vinéni mé fungovat dle mechanické predstavy (jako
Sifeni vin elastického napéti), ale éter musi prostupovat latkou bez mechanické
interakce (jinak by kladl odpor vesmirnym télestim). Jeho soustava musi byt
inercialni a navic v klidu vaci Newtonovu absolutnimu prostoru.

Maxwell roku 1864 vytvoril teorii elektromagnetického vinéni, které se SiFi
kone¢nou rychlosti c¢. Teorie nebyla invariantni vicéi Galileové transformaci a
tedy dévala rtzné vysledky v riznych inercialnich soustavach. To podnitilo snahu
védc identifikovat klidovou soustavu éteru, viiéi niz se Zemé zcela jisté pohybuje.
Pokud se svétlo sif rychlosti ¢ viici éteru, pak je jeho rychlost vici laboratofi dana
slozenim s rychlosti laboratore v.

Michelson-Morleytiv experiment vyuziva systému polopropustné desky, dvou
zrcadel a dalekohledu. Pres polopropustnou desku je veden monochromaticky
svazek, je rozdélen do dvou kolmych sméri, paprsky jsou nasledné svedeny zpét
a interferuji v dalekohledu. Pootac¢enim zafizeni se obecné méni doby, za které
paprsky projdou své drahy a tedy by se mél zménit i interferen¢ni obrazec.

Necht [; a [y jsou délky ramen interferometru a laborator leti rychlosti v ve
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sméru ramene 1 vii¢i éteru. Interferencéni obrazec je uréen dobou, po kterou pa-
prsky cestuji oddélené, tedy rozdilem At = t, —t;. Cas t; spo¢teme v laboratorni
soustavé: jednou leti svétlo rychlosti ¢ — v, jednou rychlosti ¢ 4+ v, proto

) ) 21 1
= ——f—— =
c+v cC— 61—2—2

Cas to naopak snadno ur¢ime v soustavé éteru, v némz paprsek leti po ramenech
rovnoramenného trojuhelniku vysky ly. Z Pythagorovy véty:

2 2
Ct2 2 ?}tg 2[2 1
(2) (2)+(2>:2 ¢ f1_»

At =2 b ___h

Potom

O ZMENE obrazce BEHEM OTOCENI rozhoduje, jak se lisf At a AZ, tedy

- 2 (1 [ 1 1
A—ar = Hhth) _— =
C _ v2
c2 -2
o~ 2(hi+1) 1+U_2_1_U_2 :ll+l2v_2‘
c c? 2c2 c 2

Zde jsme pouzili fadovy odhad rychlosti v, které je blizka rychlosti obéhu kolem
Slunce, tedy v = 30 km.s™! = 10~* ¢. Potom plati rozvoj do linearniho fadu

1 1
l—z 1-3%

1%
I

1+

N8

Je néco takového viibec méritelné? Posun o 1 interferen¢ni prouzek odpovida
posunu skladajicich se vinéni o jednu vlnovou délku, tedy

,02

~ A

c2

Dosazenim rozumnych hodnot vyjde soucet v fadech 10 m, coz lze v pohodé
realizovat tfeba pomoci vicenasobnych odrazu.
Vysledek experimentu: zadny posun prouzki se nenaméril.
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9.2 Vychozi principy STR a Lorentzova transfor-
mace

Principy jsou t¥i. Jedna se o predpoklady jednoduchosti (symetrie) svéta.

Newtontv zakon vychazi z Galileiho principu setrvac¢nosti: existuje kartéz-
sky systém, vici némuz se vSechny volné hmotné body pohybuji rovnomérné
pfimocare a nazyvame ho inercialni (IS). Pak jich ale existuje nekone¢né mnoho
(staci, aby se vi¢i pivodnimu pohybovaly rovnomérné piimocate). Aby byl bod
volny, nesmi na néj pusobit pravé sily - proto v STR neuvazujeme gravitaci (3lo
by vzit homogenni pole, ale nedéla se to). Inercialni soustavy predstavuji idealni
tuhé tyce a idealni hodiny v kazdém bodé prostoru, které jsou v klidu, jsou volné
a svételné synchronizované.

Princip specialni relativity rika, ze vSechny fyzikalni zakony lze formulovat
ve tvaru, ktery je ve vSech IS stejny. Zakony jsou nezéavislé na misté, sméru a case.

Princip invariance a konec¢né rychlosti svétla 1ika, ze ve vakuu se svétlo
vidi vSem IS pohybuje rovnomérné piimocatfe kone¢nou rychlosti c. Vyplyva z
principu relativity, protoze kdyby ¢ nebyla ve vSech IS stejné, nebyly by tyto
systémy rovnocenné.

Lorentzova transformace je nutna vzhledem k pozadované konecnosti c,
Galileiho transformace by totiz bez problému davala nekonec¢né rychlosti. Uva-
zujme shodné orientované IS(z,y, z) a IS’(2, v/, 2/), jejichz pocatky jsou v ¢ase
t =0 =t totozné a IS’ se vuci IS pohybuje rychlosti v v kladném sméru osy
z. Toto nastaveni JE tjmou na obecnosti (nikoliv v§ak na obecnosti fyzikalnich
dé&jit) - mluvime o specilni Lorentzové transformaci. Tvar transformace omezuji
vychozi principy: prechod mezi inercialnimi soustavami musi pro zachovani New-
tonova zakona znamenat, Ze se rovnomérny piimocary pohyb transformuje na
rovnomérny piimocary pohyb - odtud linearita:

t' = At+ Bz,
¥ = Ct+ Du.
Prostorocas predpokladame homogenni, proto by mély byt rovnopravné vsechny

sméry kolmé k rychlosti v, navic transformace musi mit stejny tvar smérem do
IS’ i zpét - odtud ¢/ =y, 2/ = 2.

e Pocatek IS’ se pohybuje dle rovnice x = vt. Potom 2’ = 0 = Ct + Dx =
Ct + Duvt = C = —Dv. Odtud 2’ = D(z — vt).

e Diky rovnocennosti systému musi mit inverzni transformace stejny tvar jako
piima: x = D(2' —v't') = D(2' + vt’) (protoze v = —v').

Pokud vysleme z pocatki svételny signal v case, kdy skrz sebe prochézeji,
bude se svétlo §ifit podél x i 2’ dle rovnic x = ¢t a 2’ = ct’, které dosadime do
piimého a zpétného vztahu, rovnice mezi sebou vynasobime a tpravou dostavame
Lorentzuv faktor

a transformacni vztahy
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Pro odvozeni transformace ¢asu prvni z rovnic nasobime v a obé rovnice seCteme:

2
v
v+ x = yPx — Yot + 31’ + At = yot’ = Yot + (1 — %) x = Yot — 0—27256,

respektive

v
t=~(t— gx)

Podivejme se na dusledky transformace (pro jednoduchost se omezime jen na
osu x, resp 2/, sméry y, z nejsou dulezité). Relativitu soumistnosti obdrzime,
pokud se 2 udalosti stanou v IS’ na stejném misté =), = z. Pak je prostorova
odlehlost Az' =z, — ) = 0 v IS’, ale v IS mame diky Lorentzové transformaci

0 = Az’ = y(Az — vAt) = Ax = vAt.

Pokud by se udalosti staly ve stejném case, bude At = 0 a budou soumistné vzdy.
Méjme naopak 2 udalosti, jez se stanou v IS soucasné: At =ty —t; = 0. Diky
transformaci ¢asu je:

, v v
At =~ (At — gAx) = —ngx.

Relativita souc¢asnosti je néco nového - dle Galileiho a Newtona byl ¢as abso-
lutni.

Ty¢ klidné v IS’ mifici ve sméru 2’ ma klidovou délku iy = Az’ = y(Az—vAt).
Meéteni délky v IS je ekvivalentni registraci souc¢asné polohy koncii tyce vzhledem
k IS. Zapis polohy musi probéhnout ve stejném nec¢arkovaném case, potom At = 0
a ihned vidime kontrakci délek

ZO = VASE = 7l7

tedy objekty jsou nejdelsi viudi svému klidovému systému. Poznamenejme, Ze sou-
¢asné méteni v IS se nejevi soucasné z IS’: tam to vypada, ze pan/pani s metrem
v IS zméril(a) predni konec diive.

Mgjme nepohybujici se hodiny v IS’ (tedy Az’ = 0), které zmé¥i asovy inter-
val At’. Odpovidajici ne¢arkovany ¢as podléha dilataci ¢asu

v
At =~y (At + m) =~vAt' = AT,

kde A7 znaci interval vlastniho ¢asu, ktery se méif na klidovych hodinéch a je
nejkratsim casem, ktery lze mezi udélostmi namérit. At v podstaté predstavuje
rozdil idaji na dvou synchronizovanych hodinach vzdalenych vAt, protoze IS’ se
viéi IS pohybuje.

Pokud se téleso pohybuje vici IS 3-rychlosti @ =
movanou rychlost v IS’ z Lorentzovy transformace:

dz

3> urcime jeho transfor-

, d [y (z — vt)] dr —vdt e _y Wy —

Yo T A (- %2)] di-%dz 1-5®  1-Zu,
! dy 1 i—? 1wy

R ] G A T T A R T

vztah pro w, je analogicky.
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V Galileiho transformaci byla invariantni ¢asova odlehlost d¢ a prostorova od-
lehlost dl = y/da? + dy? + d22. V Lorentzové transformaci je invariantni pro-
storo¢asovy interval ds? = —c2dt? + dI?, protoze

ds? = —¢2 [7 <dt — C/U—Qd:v)] i + [y (da — vdt)]? + dy? + dz* =

2
= 2 (—CthQ + 2udtdr — Z—deQ + da? — 2udtdz + vzdtz) +dy? + d2? =

02
= 42 (1 — 0—2) (—02d752 + dx2) + dy? 4 d2? = ds.

Ale pozor, prostorocasovy interval neni ¢tyfrozmérnym ekvivalentem vzdalenosti.

9.3 Minkowského prostorocas

Pripomenme konvence uzivané v STR. Uziva se Einsteinovo sumacni pravidlo
aplikované na scitaci index: vyskytuje-li se v soucinu stejny horni a dolni in-
dex, pak se s¢ita pfes vSechny hodnoty, jichz miize nabyvat. Takovou dvojici
indext muzeme preznacovat (ovSem ne symbolem, ktery uz ve ¢lenu jednou vy-
stupujel!). Recké indexy bézi od 0 do 3, latinské od 1 do 3. Veli¢iny jsou vy-
jadfeny v soustavé SI. Metricky tenzor g,, = 0, se nazyva Minkowského a
je definovan diag(—1,1,1,1). Parciélni derivaci lze znacit ¢arkou v indexech:
%f; = X*,. Vektorové indexy piSeme nahoru, index k nim dualnich linearnich
funkcionalii/kovektori piseme dolu.

Potkame hodné tenzorii, coz jsou ué¢ené': multilinedrni zobrazeni z kartézského
soucinu r kovektorovych a s vektorovych prostori, které oznacujeme jako r-krat
kontravariantni a s-krat kovariantni (nebo typu (7, s)). Pocet slozek tenzoru je:
(dimenze)"**. Tenzory se hodi proto, Ze jsou definovany bez vazby na soutadnico-
vou bazi, tedy obsahuji jakousi invariantni informaci platnou ve vSech IS. Zakony
budeme chtit zapsat ve tvaru, kdy na obou strandch budou tenzory stejného typu.
Mluvime pak o kovariantnim tvaru.

O tom, zda je veli¢ina vektor, kovektor nebo tenzor, rozhoduje, jak se veli¢ina
transformuje pii zméné soutfadnic =¥ — z* (). Vektory transformujeme pomoci
piimych Jacobiho matic, kovektory pomoci inverznich Jacobiho matic a tenzory
typu (r,s) pomoci r pfimych a s inverznich matic. Konkrétné:

In
V() = gxxy VY (z),
. oz
) = 20w,
ox' oz’
/... / — /v...
T, () o7 ...ax/a...T .. (x).

Invariantem jsou skalary (tenzory bez indextu), kontrakce tenzord (kontra-
hovany tenzor vznika vyscitani pres 2 indexy, napf. 7~ , ) a vnitini (ska-
larni) soucin, jehoz invariance se ukaze jako

ox'*_ 0x"
Ity v
174
W oxr  Oxc

IMéné uéené je to krabice, do které stréime r kovektort, s vektori a ona pak vyzvrati &islo.
Pokud tam vrazime méné kovektorii/vektori, dostaneme tenzor typu (r — u,s — v)

Umz VW™ =1

W = 1,880V PWe,
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coz je ekvivalentni relacim ortogonality (staci z rovnice ,vynechat® vektory).
Takovyto skaldrni soucin je indefinitni.

Metricky tenzor tedy definuje skalarni soucin, a také umoznuje zvySovat a
snizovat indexy, nebot k nému existuje inverze n*¥. Ta mé v STR tplné stejny
tvar jako piivodni 7, a plati n/n,, = 0%. Zména indexu se prosté provede:

P1i transformaci mezi IS budou samoziejmé c¢arkované a nec¢arkované sourad-
nice spojeny matici Lorentzovy transformace A*,, coz je specialni pripad obecné
Jacobiho matice a potom dz'* = A*,dx”. Z linearity transformaci plyne neza-
vislost matic na souradnicich a obdobny vztah tedy musi platit i pro samotné
soufadnice: z/* = A*,z”. Pokud si uvédomime, 7e (2°,z', 2% 23) = (ct, z,v, 2),
dostaneme srovnanim s predpisy specialni Lorentzovy transformace slozky ma-
tice:

v = 00
e v 00
() spec 0 0 10
0 0O 01

Relace ortogonality jsou potom
anAupAVJ = Tlpo -

Z algebry vime, ze pro ortogonalni matice je inverzni matice rovna transponované.
Nutno ovSem uvazit opac¢nou rychlost systémi, potom bude inverzni A" stejna
jako matice vyse, az na znaménko u v.

Pro pocitani s tenzory je dobré védét:

e Pokud se v soucinu s¢ita pres 2 indexy, je jedno, zda je prvni z nich nahote
nebo dole.

e Vnitini nasobeni je komutativni - nezavisi na pofadi tenzoru (pokud neni
tenzor operatorem).

e Parcialni derivace se vidi linearnim transformacim chové jako kovektor.

e Metricky tenzor je symetricky (nezéavisi na potradi indexii, pro obecny tenzor
by na poradi indext zaviselo).

e Tenzor fadu > 2 lze rozepsat na symetrickou a antisymetrickou ¢ast v da-
nych dvou indexech. Stopa vnitiniho souc¢inu symetrického a antisymetric-
kého tenzoru je nulové.

Posledni tvrzeni plyne z maticovych vlastnosti: necht S,, je ve svych indexech
symetricky, A, antisymetricky. Pak miZzeme psat

SuwAuw = SuAvy = =SwAw = SwAu =0,

kde za prvnim rovnitkem pouze preznacujeme s¢itaci indexy, za druhym rovnit-
kem indexy prohazujeme - antisymetricka matice se zméni o minus. Bez nulovosti
stopy by rovnost nemohla byt splnéna. Z toho plyne ¢asto pouzivany zavér: soucin
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tenzoru symetrického/antisymetrického v jistych indexech s tenzorem antisymet-
rickym /symetrickym v téch samych indexech je nula.

Prostorocasovy diagram vypada tak, ze na svislou osu vyneseme ¢asovou
soutadnici ct, ve vodorovnych rovinach ziji prostorové soutadnice, ale kresli se
pochopitelné jen z. Uddalost se zobrazi jako bod, ¢asovy vyvoj udélosti se zobrazi
jako svétocara. Je-li svétocara historii pohybu, pak sklon tec¢ny ke svétocare %
je rychlosti pohybu v daném misté. Pro nulové rychlosti je tec¢na svisla, s ros-
touci rychlosti se odklani k vodorovnému sméru, ktery by odpovidal nekonecné
rychlosti. Pohyb rychlosti svétla je popsan x = +ct - tomu odpovidaji diagonalni
sméry v diagramu, v 3D diagramu by to byl kuzel - odtud nazev svételny kuzel.
Oblast podsvételnych rychlosti je tedy mezi kuzelem a svislou osou.

Rozlisujeme 3 druhy 4-vektorii a ploch, podle toho, jak se zobrazuji v dia-
gramu: ¢asupodobné, prostorupodobné a svételné. Pro ¢asupodobné vektory (mi-
fici spi§ podle osy ct) plati vztah mezi slozkami a skalarnim sou¢inem

m VIV = — (VO (VD (VA + (V) <o
& VO >\ 4 (V2 4 (197,

pro prostorupodobné jsou nerovnosti obracené, pro casupodobné je tam rovnost.
Plochy nejlépe posuzujeme dle normalovych poli: je-li norméala ¢asupodobna, je
plocha prostorupodobna atd.. Je-li prostorocasovy interval mezi 2 udalostmi za-
porny /kladny /nulovy, pak kazda udéalost lezi uvnit¥/vné/na svételném kuzelu
druhé udalosti, tedy jsou vzdaleny vice v ¢ase/vice v prostoru/stejné v case i
prostoru. Pokud by se mezi takovymi udélostmi néco pohybovalo, pak podsvétel-
nou/nadsvételnou/svételnou rychlosti.

Jak se v diagramu zobrazuji osy n&jakého IS’? Osa ct’ je dana rovnici 2’ = 0,
potom 0 =~ (x — %ct) a z toho hned plyne ¢t = £2x, kde plus i minus je proto,
Ze néas zajima transformace jak ve sméru z, tak ve sméru —z. Osu 2’ dostaneme
z analogické podminky pro ct’ = 0 jako ct = £2x. Osy se tedy vzriistem rychlosti
priklanéji ke svételnému kuzelu a naopak. Relativita soumistnosti plyne z
toho, ze primky x’ = konst jsou sklonény viudi z = konst. Stejné tak relativita
soucasnosti plyne ze sklonéni piimek ct’ = konst. Svételny kuzel se transformaci
neméni. Je-li prostoroc¢asovy interval mezi dvéma udélostmi prostorupodobny, 1ze
osu z’ sklonit tak, Zze v IS’ jsou udalosti soucasné, a existuje nekone¢né mnoho
systémi, v nichz se staly tyto udalosti v opa¢ném poradi. Je-li prostoroc¢asovy
interval mezi dvéma udalostmi ¢asupodobny, nelze osu z’ dostat nad svételny
kuzel a poradi udalosti zistava zachovano. Potom rozlisujeme absolutni minulost,
budoucnost a relativni pfitomnost, v niz nelze spojovat jiné udalosti s vrcholovou
udélosti ¢asupodobné - nejsou tedy v kauzalnim kontaktu.

Transformaci se deformuji jednotky, takze abychom ukézali kontrakci délek
a dilataci ¢asu, kresli se sit invariantnich vrstevnic ds? vzhledem k vrcholové
udalosti. Vrstevnice ds? = 1 m? ukazuji, kam saha podél riznych moznych pro-
storovych os jednotka délky. Udalosti vzdalené 1 m v riznych systémech tedy lezi
na hyperbole dz = ++v/1m? 4 ¢2dt?. Jeden metr v ¢asupodobnych smérech plyne
z podminky ds? = —c2d7? = —1 m? a je analogicky uréen cdt = ++/1m? + da2.
Pak uz staci dokreslit néjaky IS’ a zkoumat, co se déje se vzdalenostmi a ¢asem.
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9.4 RelativistickA pohybova rovnice, ekvivalence
hmotnosti a energie

STR vzesla z rozdilného chovani elektrodynamiky a klasické mechaniky pii trans-
formaci mezi IS. Prepisem do tenzorové podoby se mechanika vytvoii nova - re-
lativisticka.

Namisto trajektorie se zavadi svétoc¢ara x# = x#* (1) parametrizovana vlastnim
¢asem, ktery je invariantni, coZz je dobfe, protoze pouze derivaci dle invariantu
vznikaji z tenzoru zase tenzory. Uvazujeme pohyb hmotnych c¢éastic - tedy po
c¢asupodobnych svétocarach.

4-rychlost je tecny vektor ke svétocare u* = ‘f—:. Je jisté 4-vektorem, pro-
toze diferencial polohy je 4-vektorem a derivujeme dle invariantu. Transformuje
se tedy pomoci ptimé Jacobiho (Lorentzovy) matice. Skalarni soucin je diky 4-
vektorovosti invariantni

drdr s
dr dr  dr?

v
UWU”U = Nuv

Vztah ke klasické rychlosti dostaneme z

da# —dat dt  d(ct,7)
dr — dt dr  dt

ut = v =7(c, 7).

Vztah % = 1 je prepis dilatace ¢asu. Vidime, Ze prostorova ¢ast 4-rychlosti je
i

Yo'

Z invariance 4-rychlosti plyne, Ze se nesmi ménit jeji velikost, pouze smeér.
4-zrychleni o = % je tedy vzdy kolmé na 4-rychlost.

Pro dalsi poc¢itani potifebujeme zjistit, jak se transformuje hmotnost. Nechme
centralné srazit 2 stejné izolované koule, za predpokladu zachovani hmotnosti a
3-hybnosti ve vsech IS.

V té&zistovém systému ISy se koule pohybuji stejné rychle (ale opa¢né) rych-
lostmi v7. NapiSeme rovnice zachovani

mr +mpr =2my = Mp = My,

~(1)

1 2
S ~(2)

+mrUy =myp (vp —vp) =0 = MV

Moy je klidova hmotnost v okamziku srazky, nebot Ve =0.
Z hlediska IS, ktery se pohybuje rychlosti v v kladném sméru z, mame

Koule s v okamziku srazky v ISy zastavi, z toho plyne posledni rovnost, diky
pohybu IS. Nalevo dosadime z Lorentzovy transformace

m®O LY @ (m® + m®) v,
1-— C—QUT 1+ C—QUT

a Upravou

v = v :
1—0—2UT 1—|—C—2UT
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Dale je potieba mechanicky spoéitat faktory v odpovidajici rychlostem v kouli
vici IS. Dostaneme 7(1’2) = Y7y (1 F C%UT) a dosazenim do rovnice vyse

m®  m®

y @
Vysledek lze nahlizet i pro 1 téleso (hmotnost m) ve vice se systémech (razna 7).
Pomér m/v je tedy invariant a ma vyznam klidové hmotnosti, nebot v = 1 pro
v =0.
m = 1mgy7y.

Potom mitizeme zavést 4-hybnost p* = mou = mgy (c,¥) = m(c,¥) =
(mc, p).

Jelikoz neinvariantni setrva¢na hmotnost vystupuje v obvyklé pohybové rov-
nici, potfebujeme rovnici jinou. Na levou stranu se nabizi % nebo moa*, jenze
druhou variantu zamitneme (protoZe existuji procesy, pii nichz se prace muze

spotfebovat na zménu klidové hmotnosti). Vezmeme

dpt' dptdt  dp*  d(me,p) dm -
dar _ dtar a7 a  \Tar

FF =

kde f je klasicka sila. Uvédomme si, Ze v ,klasické hybnosti je zahrnuta hmot-
nost, ktera zavisi na rychlosti! Potom ale

dp’ B dmgyv! dov? dv i dmyg

dr th T TR T L
d U C_I: dm mo i 2'17‘ a 4 dmo i
= = ma’ mey —— + —— | v
™ at 0 T T Ty )

coZ se miize rovnat klasickému ma’ jen tehdy je-li cela zévorka vyse nulova. To
plati napfiklad pii pohybu nabité ¢astice v magnetickém poli, kdy v - @ = 0.
Provedme 4-rozmérnou obdobu vykonu sily d;; f'v? jako

S dp* dmou” dmg v du*
a7 = gt = Mgt = Mg o =
o dmyg n o dmyg
= 2= Jmoatu’ = —?——
dr 110 dr’

kde posledni rovnost plati diky kolmosti 4-zrychleni na 4-rychlost. Vysledkem
je invariantni vztah tikajici, Ze klidovd hmotnost se méni, pokud neni 4-sila
kolmé (prostorocasové) na 4-rychlost.

Pro odvozeni Einsteinova vztahu pro energii potfebujeme néco jako re-
lativisticky zadkon zachovani energie. Do rovnice vyse dosadime slozky 4-vektort
nalevo:

o d d d -
—yeF? + 726, [0 = —02% = FY (: ch—T) = gzo + 7f

Rovnici vynasobime gdt. Potom
2 L £z
c’d = =c*dmg + f - d7,
Y
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coz je podobné jako 1. véta termodynamiky - ¢leny nalevo maji roli dodané tepelné
energie (ktera souvisi se zménou klidové hmotnosti) a pfirtstku prace.

Pokud bude nyni pusobici sila f jenom konat praci, bude zména kinetické
energie

dT = f-dF = dmc?.

Kineticka energie se méni s rychlosti, integrujme tedy ,,pres rychlost®.

T v
T—Tm:/dT:/dmC2:mC2—mmCQ.

Ti Vin

P1i urychlovani z klidu hraje m,, roli klidové hmotnosti a T}, = 0. A hle!
me> =moc? +T = FE =FEy+T.

To znamena: celkova energie télesa je sou¢tem jeho klidové a kinetické energie,
hmotnost a energie jsou ekvivalentni (tmérné pres ¢?). Klidova energie je jedinym
invariantem ve vztahu - téleso ma energii uz jen diky své existenci (a nemusi ani
s ni¢im interagovat).

Vztah mezi energii a hybnosti ur¢ime spocitanim prostorocasové normy p*
nejprve dosazenim definice, nasledné dosazenim slozek (mc, p) = (E/c, p):

2 oV 02,2
My U™ = —MmyC 2 2(, 22 2
mup“p”Z{ m2c 4 p? = — B2 4 p? = LE"=c (moC +p).
C

; ; 2.2 _ E? 2 x - PO , .
Z toho plyne invariant mgc* = 7 — p* ¢asto pouzivany v ¢éasticové fyzice. Vztah

vyse lze takeé zlimitit. Je-li p? malé oproti m2c? tak vyraz odmocnime, z odmocniny
vytkneme m2c? a udélame aproximaci /1 +z =~ (1 + g) Opacnou limitou je
limita my = 0, pak se musi Castice pohybovat rychlosti svétla, aby mohla mit
nenulovou energii, kteréd je navic kinetické povahy.

9.5 Maxwellovy rovnice ve ¢tyrrozmérném tvaru

Elektrodynamika je dle STR spravné, jen ji prepiSseme do tenzorové podoby.

Zacneme u zdroji, jimiz jsou naboje a proudy s hustotami p respektive J = pU
(¥ je rychlost pohybu nosi¢ii naboje). S uvazenim jednotek je jedind moznost na
poskladani 4-vektoru:

7= (pe, ) = ple,9) = (e =Dt = pout,

coz je E¢tyfrozmérna hustotu proudu (¢tyiproud). Co se tyce hustoty naboje:
pokud se nosi¢e nadboje pohybuji vi¢i objemovému elementu, vejde se jich do
objemu v-krat vice oproti klidu, py je tedy nejmensi mozna. Klidovy objem a
velikost elektrického naboje jsou invariantni, je tedy invariantni i pg. Pak je za-
vedeny proud 4-vektorem a jeho prostorocasova norma je také invariantni

—2p? + JJ= N J* T = —c*p}
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4-potencial lze také ze skalarntho a vektorového potencialu zkombinovat jen
jednim zpusobem A = (%, /Y), ale o jeho transformaci nemiiZzeme zatim nic Tict;
navic potencidly nejsou ani métitelné.

Pro magnetické pole nardzime na problém v rovnici B= rot/f, coz primocare
do 4-prostoru nerozsitime. B je totiz axialni vektor, coz je antisymetricky tenzor
2. fadu (pfi inverzi souradnic neméni znaménko), ktery ma shodou okolnosti ve
3D jen 3 nezavislé slozky, které se pravé vejdou do 3D vektoru. Ve 4D jich uz mé
6. Tenzorovy tvar je Bj, = Ay j — Aj, ktery souvisi s axialnim vektorem B jako

B' = %a’jkBjk & By, = e;u B
Budeme rozsitovat tenzorovy tvar jako
Fo=A,,—A4,,.
Jeho Fy; = F} slozky uréime ze znalosti A, = <—%, fY) alj=—¢;— A, jako

104, 106 B

c Ot  cOxd c

A uz znédme celou matici, protoZe nediagonalni prostorové slozky jsou Bj; =
€, B a diagonalni prostorové slozky jsou nulové diky antisymetrii rozsifovaného
tenzoru.

FOj — Aj70 - AO,j

0 —& _EB _E
E C (& C
E: g B* —Bv
Fw=14 _p o po
E pr _pv 0

Dostali jsme tenzor elektromagnetického pole, E uz tedy rozsifovat nebu-
deme. Tenzorovost zévisi pouze na tom, zda je A, 4-vektor, protoze gradient ma
povahu kovektoru. Kontravariantni F*# dostaneme zvednutim indext - to prohodi
znaménka u slozek E a sniz /zvysi indexy.

o B2 B E
E C C (&

-2 0 B, -B

wy c z Y
L -B, 0 B,

£ B B, 0

Maxwellovy rovnice v klasickém tvaru maji nalevo derivace polnich veli¢in
E a B. Ve 4D piipadé je tedy rozumné pozadovat prvni derivace F*?. V prvni
serii je napravo vektor proudové hustoty, takZe vezmeme divergenci F°° (ta je
totiz taky vektor). 1. série

F“Bﬂ =puJ®
kde p je permeabilita vakua. Ovéfime, Ze je to spravné
F%, = F%, = %Ejvj = %divﬁ (: pJ® = ,ucp) ANepc? =1 = divD = 3
FPg = FO0+ FY ;= —0—12Ei7t + €% By, ; = —C%a;? + <rot§)i (: uJi)
A euczzlérotﬁ:jjtaa—l?.
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V 2. sérii, kde zdroje nevystupuji, chceme pouzit opét prvni derivaci F*# a
na to nam zbyva gradient. Ten méa vSak 6 x 4 = 24 nezavislych slozek a to je
na ziskani 4 zbyvajicich Maxwellovych rovnice moc. Nastésti cyklickd permutace
dava:

F[va]Cykl = F;w,p + Fpu,v + vau = Av,up - A#,Vp + Au,pv - Amw + Ap,vu - Avﬁpu =0,

a leva ¢ast vyrazu je antisymetricka ve vSech indexech (prostym prohozenim dvou
index je totiz napi. Fi, yjeyit = —Fluvpleykt)- Diky této vlastnosti jsou nulové vie-
chyny slozky, které obsahuji dva indexy stejné hodnoty. Zbyvaji pouze moznosti
prp = 123,012,013,023 a jejich permutace, ty ovSsem jenom méni znaménko a
novou informaci nepfinaseji - mame tedy 4 netrivialni rovnice. Ovéfime

0 = Flogeya = Fiog+ Faio+ Fas1 = €12,B' 3+ €31,B' 2 + €23,B° 1 =
= B3,3 + B2’2 + Bl’l = divg,

pro ziskdni posledni Maxwellovy rovnice napiSeme nejprve

1 1 1
0 = Flojrjeykt = Fojr + Froj + Firo = ——Eix + EEk,j + EijlBl,ta

vynasobime ce“* a pouzijeme —e“*E;; = ¢ E; ;. = ¢*E} ; spolu s €9%e;py = 26}:

0 = ¢k (Ex; — Ejx) + eijkejlel7t = 2€ijkEk,j + 2B, = rotE = —%—f.
Divergenci prvni sady snadno dostaneme rovnici kontinuity, protoze F? je
antisymetricky tenzor a F*° 5, = 0 (diky antisymetrii provadime ztZeni ve dvou
antisymetrickych indexech, diky zaménnosti parcialnich derivaci provadime zi-
Zeni téz ve dvou symetrickych indexech, to je jako délat stopu souc¢inu symetrické
a antisymetrické matice, coZ je nula).

. B .
Tt =g =0 a—’; +div] = 0.
Divergence je skalarni soucin gradientu s vektorem, takze je to invariant. Pokud
by nebyl invariantni naboj, nebyla by invariantni ani rovnice kontinuity a naboj
by mohl vznikat/zanikat.

Tenzor elektromagnetického pole (a tedy i pole §am0tné) se nezméni, pokud
provedeme kalibra¢ni transformaci 4-potencidlu A, = A, +x ,, tedy pficteme-
li gradient skalarni funkce. Casto se voli Lorenzova kalibra¢ni podminka

A=A+ A, =0 == +divAd =0.
p 0 ’ c2 ot
Pokud ma transformovany potencial spliiovat Lorenzovu podminku (ABB = 0),
dosazenim vypadne
X767X = DX - _AB,,B

Ctverecek znadi d’Alembertiv operator. Potencidl 1ze samoziejmé ménit o gradi-
enty x spliujicich Ly = 0.
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Dosadime-li druhou sadu Maxwellovych rovnic do sady prvni, obdrzime
APeg — APy = J”

Prvni ¢len lze napsat A%%; = Aﬁﬂa = (Aﬁﬁ)a, coz se vynuluje pouzitim Loren-
zovy kalibra¢ni podminky. Druhy ¢len obsahuje d’Alemberttiv operator. Dosta-
neme vlnovou rovnici

A% = —pJe.

Jelikoz je 4-proud 4-vektorem a d’Alembert invariantem (je to skalarni soucin
dvou gradientti, které jsou invariantni), musi byt i 4-potencial 4-vektorem a vy-
budovana teorie je spravné.
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10. Elektrické obvody stacionarni,
kvazistacionarni a stridavé

10.1 UstAleny a neustaleny stav

Prvky (soucastky) délime podle energetickych vlastnosti do dvou kategorii:

1. Aktivni prvky: soucastky, které mohou byt trvalym zdrojem elektrické ener-
gie (chemicka baterie, elektromagneticky generator)

2. Pasivni prvky: soucastky, které tuto vlastnost nemaji (rezistory, vodice,
diody, tranzistory)

Rozdéleni elektrickych prvki podle zpiisobu zapojeni do obvodu:

1. Dvojpoly: jsou prvky, které jsou pfipojeny do obvodu dvéma svorkami (kon-
denzator, civka, dioda)

2. Ctyipoly: prvky, zapojené do obvodu ¢tyfmi svorkami (transformator, elek-
tronka, tranzistor).

Rozdéleni podle zptisobu chovani v elektrickém obvodu

1. linearni: splhuji Ohmuiv zékon: prvky, jejichz parametry nezavisi na pro-
tékajicim proudu ¢i pfilozeném napéti (rezistor - pozn. elektricky odpor
je vlastnost vodice tj. nezavisi na prilozeném napéti popf. prochézejicim
proudu)

2. nelinearni: nespliiuji Ohmiv zakon (civka navinuta na feromagnetické jadro)

Elektrickym obvodem rozumime vodivé spojeni libovolné kombinace jed-
notlivych stavebnich prvkia (soucéstek).

KATEGORIE
Z energetického hlediska

1. Aktivni: takovy obvod ve kterém se vyskytuje alespon jeden aktivni prvek
(napf. obvod elektrolyzy)

2. Pasivni: obvody sestavené vyhradné z pasivnich prvka (napt. elektromag-
neticky oscilator)

Z hlediska chovani Ohmova zakona
1. linearni: v8echny soucastky v obvodu jsou linearni
2. nelinearni: obsahuje alespon jeden prvek (soucastku) nelinearni

Klasifikace elektrického obvodu podle ¢asové zavislosti elektromotorického na-
péti nebo proudu prochézejicim obvodem:
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1. Stejnosmérny obvod je takovy, ve kterém piisobi jen zdroje s ¢asové nepro-
ménnym elektromotorickym napétim (resp. proudem)

2. Stridavy obvod je takovy, ve kterém mé zdroj harmonické stiidavé elektro-
motorické napéti (resp. proud) o dané thlové frekvenci w

Bezprostiedné po zapnuti zdroji mohou byt proudy v jednotlivych prvcich
stejnosmérného (stfidavého) obvodu ¢asové proménné (nemuseji byt harmonic-
kou funkei ¢asu). V tomto piipadé fikdme, Ze obvod je v neustdleném stavu.
Po uplynuti dostateéné dlouhé doby prejde obvod do wustdlencho stavu, ktery je
charakterizovan ¢asové neproménnymi proudy (harmonickymi funkcemi ¢asu) v
jednotlivych prvecich. Stejnosmérny obvod v ustileném stavu je tedy obvodem
stacionarnim.

Uzel je misto, ve kterém se stykaji vice nez dva vodice propojujici prvky obvodu.
Vétev je ¢ast obvodu propojujici dva sousedni uzly.
Smycka obvodu je soustava vétvi propojenych tak, ze tvori uzavienou kiivku.

10.2 Elektricky obvod s rezistorem, civkou a ka-
pacitou

Dvojpél je nejjednodussi typ stavebniho prvku elektrickych obvodi. Jeho vlast-
nosti jsou zcela popsany vzajemnou funkei mezi proudem a napétim na dvojpolu.
Obecné mohou byt tyto veli¢iny ¢asoveé zéavislé. Pro linedrni dvojpoély plati Ohmuv
zakon
U(t) = RI(t) . (10.1)
V diferencialnim tvaru se uvadi jako souc¢in mérné vodivosti 7 a elektrické inten-
zity B
j=7E, (10.2)
kde j je proudové hustota. Pro nehomogenni vodi¢e plati Ohmiiv zédkon v zobec-
néném tvaru

j=~vE+E"), (10.3)

kde E* je vtisténa elektricka intenzita. Pak miizeme zavést elektromotorické na-
péti vztahem

B
UAB = / E*dl (10.4)
A

10.2.1 Obvod s rezistorem

Nejjednodussim prikladem dvojpolu je rezistor zhotoveny z vodice spliiujici Ohmuv
zékon (10.1). Slovni vyjadieni Ohmova zakona muze znit napf¥. takto: ,Napéti
mezi konci vodice je pfimo tmérné proudu prochéazejicimu vodi¢em®. Odpor re-
zistoru R nezéavisi na prochazejicim proudu ani na napéti !!!

V pripadé skladani odport rezistori plati tyto vztahy:

1. sériové zapojené rezistory (za sebou) R =" R;

2. paraleln¢ zapojené¢ (vedle sebe) & = > 7" = |
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kde R je celkovy odpor a R; jsou dil¢i odpory na rezistorech a n je celkovy pocet
rezistoru.

10.2.2 Obvod s civkou (RL obvod)

Kazda civka je charakterizovana svoji indukénosti L. Okamzitou hodnotu napéti
na civce Up(t) 1ze definovat vyrazem
dI(t
UL(t) = L4 (10.5)
dt
kde I(t) je prubéh proudu (proud jako funkce Casu) a t je Cas.
Pro piipad zapojeni rezistoru s civkou, jako je na obr. 10.1 plati vztahy:

Obrazek 10.1: RL obvod

Ug je napéti na rezistoru, Uy, je napéti na civee a € je celkové napéti v obvodu
(elektromotorickeé).

Ur+UL=c¢€ (106)
dl

1 L— = 10.

R+ prial (10.7)

I(t) = }% (1 — exp (—%t)) (10.8)

Po vypnuti zdroje preskodi jiskra o velikosti proudu

I(t) = < exp (——t) (10.9)

‘ 4o £
Lo... WPHUt ™ 2dlrgfe.

Obrazek 10.2: Graf zavislost proudu na case pro RL obvod
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10.2.3 Obvod s kapacitou (RC obvod)

Kondenzéator je charakterizovan kapacitou C', ktera je definovana

O —
¢7

kde @ je ndboj umistény v misté potencidlu ¢.

Proud protékajici obvodem se samotnou civkou I je pak roven

dU,
[~ = ¢
C C dt ;

(10.10)

(10.11)

kde U, je napéti priloZené na kapacité (rozdil potencidli na deskich kondenza-

toru).

Obrazek 10.3: RC obvod

€ znaci elektromotorické napéti v obvodu tj. celkové napéti v obvodu, Ug je
napéti mezi deskami kondenzatoru a Ug je standardni napéti na rezistoru.

Pro obvod, jako je uveden na obr.10.3 plati rovnice

Ur+Uc=c¢€
Qt) d
IR+ c =€ o

dl - I(t) de

Fut< =~

pro ¢asové nezavisly zdroj % =0

i I(t)
Ryt =Y

Resenfm je vztah
€ t

10 = e (~5)

(10.12)
(10.13)

(10.14)

(10.15)

(10.16)

kde se obc¢as vyrazu ve jmenovateli exponencidly (RC') fika ¢asova konstanta a

znaci se 7. Priibéh napéti na kondenzatoru je roven

Ue=c— RI(t) = (_eXp <_
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Obrézek 10.4: Pribéh proudu a napéti kondenzétoru

10.2.4 RLC obvody
V nejhorsim pfipadé neustaleného elektrického obvodu se fesi rovnice

dl - I(t) d* I de(t)
SAAANTIR S 10.1
Rut < g = u (10.19)

10.3 Metody reseni elektrickych obvodi

Resfme pomoci Ohmova zakona a Kirchhoffovych pravidel. Pro obvody v ustéle-
ném stavu existuji algoritmy, pomoci kterych lze najit vztahy mezi parametry
obvodu a proudem resp. napé&tim.

Obvody v ustaleném stavu

Prima aplikace Kirchhoffovych pravidel
e obvod ma ¢ uzli a n vétvi, chceme urcit proudy ve vSech vétvich obvodu

e vybereme ¢ — 1 uzli a napiSeme pro né ¢ — 1 rovnic podle 1. Kirchhoffova
zakona

e sestavime minimalni pocet vétvi tak, aby se dalo z kazdého uzlu prejit do
kazdého

e vybereme smycku tak, aby kazdé obsahovala pravé jednu vétev

e pro tuto smycku napiSeme n— g+ 1 nezavislych rovnic podle 2. Kirchhoffova
zakona

Metoda smyckovych proudi
Ke kazdé nezavislé smycce obvodu se priradi jediny tzv. smyckovy proud. Sku-
tecny proud v dané vétvi je pak souc¢tem smyckovych proudi téch smycek, jejichz
soucasti je uvazovana vétev.
algoritmus:

e Vybereme n — g + 1 nezavislych smycek a kazdé se priradi smyckovy proud
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e proud v jednotlivych vétvich je dany souc¢tem smyckovych proud
e smyckovy proud ur¢ime pomoci 2. Kirchhoffova zakona

Metoda uzlovych napéti

Na rozdil od metody smyckovych proudi sestavime rovnice pro jednotlivé uzly
obvodu pomoci 1. Kirchhoffova zakona. Neznamymi veli¢inami jsou napéti jed-
notlivych uzlech.

algoritmus:

e Kazdému uzlu piiradime uzlové napéti vzhledem k referenénimu uzlu
e sestavime rovnice pro jednotlivé uzly pomoci 1. Kirchhoffova zékona

e Vypocitame uzlové napéti a pomoci nich uré¢ime proudy v jednotlivych vrst-
vach z Ohmova zakona

Thévéninova véta
Pouziva se v pripadé, kdyZz nés nezajiméa feSeni celého obvodu, ale predevsim
proud tekouci jeho urc¢itou vétvi. Pokud ve vétvi neni zdroj, chové se vétev jako
pasivni prvek obvodu a zbytek obvodu se chova vii¢i ni jako zdroj. Pak je uzitecné
,hahradit” zbytek obvodu nahradnim zdrojem elektromotorického napéti o urcité
impedanci tohoto zdroje.

Zméni: ,Proud libovolnou vétvi obvodu se nezméni, jestlize tuto vétev vy-
jmeme z obvodu a pripojime ji ke zdroji jehoz, elektromotorické napéti ¢, je
rovno napéti Uy, které zbude na uzlech po vyjmuti vétve, a jehoz vnitini impe-
dance je rovna impedanci daného obvodu mezi témito uzly po nahrazeni vsech
zdroji jejich vnitini impedancemi*

Obvody v neustaleném stavu

Do Kirchhoffovych pravidel je nutné dosadit ¢asové proménné napéti a proudy

Un(t) = RI(t) (10.20)
Q)
Uc(t) = ol (10.21)
a1
UL(t) = L=~ (10.22)

a vyrtesit tak rovnice 10.19.

10.4 Kirchhoffova pravidla

10.4.1 1. Kirchhoffuv zakon

Jedna se o disledek rovnice kontinuity.

div(j) + % =0 (10.23)
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ve staciondrnim priblizeni mé pak rovnice tvar
div(j) =0 (10.24)

Jestlize tedy obklopime uzel libovolnou uzavienou plochou S, bude celkovy proud
vytékajici z této plochy zfejmé roven algebraickému souctu proudi tekoucich
jednotlivymi vodi¢i. Po vyuziti rovnice kontinuity pro stacionarni stav, ziejmeé

plati
N
]{j-dS:Zszo (10.25)
s i=1

,Algebraicky soucet proudiu vtékajictho do uzlu se musi rovnat v kazdém
okamziku nule“. Konvence je takové, ze proud vtékajici do uzlu je se znaménkem
+ a vytékajici z uzlu je -.

> =0 (10.26)
=1

10.4.2 2. Kirchhoffuv zakon

Dusledek Ohmova zékona pro danou smycku v obvodu.
,doucet ibytku napéti na vSech prvcich ve smycce je roven celkovému elektromo-
torickému napéti € ptisobici v smycce”

d Ui=e (10.27)

10.4.3 Kirchhoffova pravidla v komplexni symbolice

Okamzité hodnoty proudu a napéti v komplexni symbolice jsou dany vyrazy:
U(t) = Re{U exp(iwt)} (10.28)
I(t) = Re{I exp(iwt)} (10.29)

Protoze vyraz exp(iwt) nenese o veli¢inach I(t) a U(t) zadnou informaci, staci
tedy napéti a proudy reprezentovat jejich komplexnimi amplitudami.

U = Uyexp(igy) (10.30)

I = Iyexp(i¢;) (10.31)

kde Uy a Iy jsou prislusné amplitudy.
Pro odpor R, indukénost L a kapacitu C' plati tyto vztahy:

Zr=R (10.32)
75, = iwlL (10.33)
— 1
Zo = —— 10.34

“ wC ( )

Pomér mezi komplexnimi amplitudami proudu a napéti mizeme obecné vyjadrit
vztahem

U=7I (10.35)



, kde Z je celkova impedance obvodu, ktera se chovéa stejné pro sériové a pa-
ralelni zapojeni jako pro odpory. Tomuto vztahu se také nazyva komplexnim
vyjadirenim Ohmova zékona pro st¥idavy obvod v ustaleném stavu. Tento vztah
umoznuje aplikovat metody FeSeni stacionérnich obvodi také na stiidavé obvody
v ustaleném stavu.

10.5 Jouletuv zakon

Zmény vnitini energie vodi¢u zptlisobené prichodem proudu vedou ke zvyseni
jejich teploty a k tepelné vyméné mezi vodi¢i a okolim. Takto prenesend ener-
gie se nazyva Jouleovo teplo. Tepelny vykon P vznikajici ve vodice protékaného
proudem I, na némz je napéti U, je dan vztahem

pP=UI (10.36)
hustota vykonu n je pak dana vztahem
n=jFE (10.37)

U stfidavych obvodu se nevyuziva cela ¢ast vykonu UI. Kolik vykonu se spo-
tfebuje urcuje ucinik cos®, kde @ je rozdil faze proudu a napéti dle predeslého
znaeni & = ¢y — ¢ (na poradi v rozdilu nezélezi, protoze kosinus je sudéa funkee).

Mimo komplexni symboliky je vhodnou pomtckou i fazorovy diagram, ktery
je mnohdy rychlejsi a méné matouci. Podle potfeby se jednim pevnym smérem
vynasi velikost proudu (zapojeni v sérii), nebo napéti (paralelni zapojeni). Druha
veli¢ina se pak vynasi piislusné posunuta a ve se vektorové sklada. Uhel ®, ktery
se dosazuje do uciniku je pak hezky vidét. Na obrazku je moje ® = ¢

U, 4

Obrazek 10.5: Fazorovy diagram
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11. - Elektromagnetické viny

Pojem rovinné a kulové viny, sireni v neomezeném prostiedi. Polarizacni viastnosti rovinné viny.
Dipolové zareni. Elektromagnetické viny v latkach. Rovinna vina na rozhrani, Fresnelovy vzorce.
Elektromagneticka teorie svétla. Index lomu, disperze.

11.1 Elektromagneticka teorie svétla

Maxwellovy rovnice pro prostiedi bez volnych proudd a nadbojii maji tvar
0B _

+——=
ot

- 0D
xH-2==0 1
Ep (1)

<
sl

X 0

<

<
oot O
L1

Jejich fesenim jsou funkce E(?, t) ﬁ(?, t) D(?,t) , E(?,t) , které urcuji, jak se $iti
elektromagnetické vinéni. Pro harmonické viny je vhodné je zapisovat jako komplexni funkce.

Kazdé vInéni, které vyhovuje (1), také splituje 1 vinovou rovnici :

=0 )

D=cE
B=uH
VXE+6—B:0
ot
ped 8B _ 2 a _
V><(V><E+E)—V(V E)-VE+<VxB=0
dosadit Vxl_ézuea—E
ot
- 0E
= AFE—ue =0
P
obdobné .
- o’B
= AB—ue =0
PP

Poyntingiiv vektor — S=EXH smér, velikost $ifeni energie

intenzita [ :3’ - stfedni hodnota



1
2u,c

€
E;=—-E} G)

pro rovinnou vlnuje (S )=

11.2a Rovinna vlna

Dutlezitym ptipadem elektromagnetickych vin jsou monochromatické viny, pro které jsou vSechny
tfi slozky elektrického a magnetického pole harmonickymi funkcemi Casu se stejnou frekvenci:

ZE(?,t):EOei‘ft 4)

Tyto vlny Ize charakterizovat (az na amplitudu) jedinou hodnotou whlové frekvence o

o=ke=2TC =0 )

Nejjednodussi ptipad feSeni vinové rovnice pro piipad neomezeného homogenniho a izotropniho
prostiedi je rovinna vina. Obecnou funkci prostoru a ¢asu popisujici rovinnou vinu se d4 napsat jako

FF =530 ©)

C

Faze této viny je konstantni v bodech roviny 5.7=konst , tyto roviny kolmé na smér Sifeni
nazyvame vinoplochami.

Pro monochromatickou rovinnou vinu:
E(F,t):EOeﬂ(k.rfu)t) (7)
muzeme zpétn¢ dosadit do (1), a protoze tyto rovnice svazuji vektory E a H , dostaneme pro

- = _i(F 7 — iC’XE_:
H=H,e i(kF-01) 1 e HO=M_OL)0 (8)

obdobng E 0~_l€ X H o »takZe vektory { E,H,3 } tvoti pravotodivy ortogonalni systém.

Neexistuje zdroj monochromatické rovinné viny (mé zdroj v nekone¢nu), a vektor k£ je
konstantni v celém prostoru.

11.2b Polarizace rovinné viny

Vzhledem k tomu, Ze vektor E  kmita v rovin€ kolmé na smér §ifeni, je rovinné vlna obecné
elipticky polarizovana. Je-li fazovy rozdil slozek 0 nebo m , elipsa se degeneruje na ptimku a
C o . . L L o+ : <

jedna se o linearné polarizované svétlo. Pro fazovy rozdil % se naopak elipsa zméni na

kruznici, jedna se o svétlo kruhové polarizované.



11.3 Kulova vlna

Jiné feSeni vinové rovnice dostaneme, kdyz pozadujeme sférickou symetrii, t;.

(7 )=1([Fl.t) )

Miuzeme piepsat operator Laplace do sférickych soufadnic:
e 2 !

Af=f1wf (10)

feSeni ma tvar
_r
S (tF Z)
S(Fot)m—— (11)

Pro znaménko minus se jedna o divergentni vinu, znaménko plus odpovida konvergentni ving.
Zdroj divergentni viny je v misté r =0.

Piiklad : harmonicka kulova vlna-

f(r,t):%exp[—i(wti%?)] (12)

Féze je konstantni pro r=konst , vinoplochy jsou tedy kulové plochy. Amplituda viny klesa s
prvni mocninou vzdalenosti, intenzita s druhou.

Zdroj divergentni viny je v misté¢ r =0, a vektor k neni konstantni.
11.4 Dipélové zateni

Nejjednodussi elektricky dipol je dvojice kladného a zaporného naboje se stejnou velikosti.
Vzdalenost mezi naboji povazujeme za nekone¢né malou.

Elektrostaticky potencial dip6lu v mist¢ 7 je:

~<>

1 P
<I>(r)=4m_:0pr—2 (13)

kde p jedipolovy moment, 7 je jednotkovy vektor ve sméru 7 , €, je permitivita.

Jeho elektrické pole je

1
4me,

— L) (14)

3¢,

P Vb= 3(p.7)i—D
r

3

Harmonicky se oscilujici dip6l s momentem

p=p'(7F)e™ (15)

generuje elektrické a magnetické pole

- 2 . ior

B= | 9 ()it (L% 337 5)- ) Je © (16)
dme,\ cr rocr




- O A - c \e
:43_5%03 rXp(l—im—r) , (17)
Pro limitu velkych vzdalenosti (rw>>c¢) dipolové zafeni ma tvar kulové viny:
B=—9" (3x5)e (18)
4me,c r
E=cBXr (19)

Dielektricka hypotéza — neutralni dielektrikum se d4 popsat jako soubor dip6la - > véci jako
polarizace ( P ), ...

Dipo6lova anténa — nevim jestli to chtéji, a kdyZz ano, co je dulezité -
https://cs.wikipedia.org/wiki/Dip%C3%B31ov%C3%A1 ant%C3%A9na
https://en.wikipedia.org/wiki/Dipole antenna

11.5 Elektromagnetické viny v latkéach, index lomu

pomiicka-

Elektricka polarizace — P - reprezentovana vazanymi naboji
Elektricka indukce — D

Elektrick4 intenzita - E

Magnetizace — M - reprezentovand vazanymi proudy
Magnetickd indukce — B

Intenzita magnetického pole — H

!’
i

oy
~

eLr+

(20)
(21)

.Il
=

=)o

Pokud pouzijeme MR a dosadime materialové vztahy pro nemagnetické prostiedi, dostaneme
rovnici:

OFE_ &P OE_
o Vo "a
Posledni dva ¢leny nazyvame zdrojové. Predposledni Clen je zodpovédny za disperzi, absorpci,
dvojlom a polarizaci v dielektriku, posledni za vysokou absorpci a odrazivost kovii. Uvazujeme-li
pouze prvni dva ¢leny rovnice (homogenni neabsorbujici prostiedi), dostaneme vinovou rovnici.

AE—ue 0 (22)

Rizna prostfedi miizeme charakterizovat materialovymi vztahy.

Nejjednodussim prostiedim je izotropni bezztratové dielektrikum, charakterizované permitivitou
€=¢,€, apermeabilitou wu=w.u, . Takové prostfedi charakterizujeme konstantnim

indexem lomu :

C n_€
_ “vakuum __ |[Vp*Tp
n= = 23
c MV E v ( )

prostredi

Je-li prostiedi nehomogenni, ale rozméry nehomogenit jsou velké ve srovnani s vinovou délkou, Ize



pro popis pouzit index lomu, ale je zavisly na poloze. Pro elektrickou intenzitu miizeme pouzit
vlnovou rovnici s konstantou ¢ zavislou na poloze.

Dal$im ptikladem prostiedi je ztratové dielektrikum (pocitame vlnovou rovnici + ztratovy clen, ale
prostfedi je nevodivé). Takové prostiedi 1ze dobie popsat komplexnim vlnovym cislem
k=k +ioa .Rovinna vlna v takovém prostiedi smérem z je popsana

ENeikZ:e—aZeik,.Z (24)

Intenzita viny exponencialné klesa s koeficientem absorpce 2o . Pro nékteré latky mize byt
zaporny, ty potom vInéni pfi prichodu zesiluji. Zavadi se i komplexni index lomu:

Moy = o5 k=n+iK (25)

compl ™

11.6 Disperze

—

Disperze je jev, kdy fazova rychlost svétla (a tim 1 index lomu) je zavisla na frekvenci.
Nejjednodussi ptipad je prizma (materidlova disperze); zavislost na frekvenci zptisobuje, ze v bilém
svétle rtizné vinové délky (barvy na hranici prostiedi lamou pod jinym thlem, -> 6, je funkce

frekvence svétla.
Disperze je odpovédna téZ za vznik duh a také za degradaci signalu v optickych vlaknech
(vlnovodna disperze).

11.7 Rovinnd vlna na rozhrani, Fresnelovy vzorce

Pokud rovinna vlna dopadne na rovinné rozhrani dvou prostiedi o indexech lomu n, a n, ,dé&li

se na vinu odrazenou ( r) a proslou (t). Z podminky na rovnost fazi na rozhrani (zvolme xz za
rovinu dopadu)

wi—k.7=w,t—k, . 7=w,—k,.F (26)

zjistime, Ze frekvence odrazené a lomené viny se neméni (rovnice plati pro 7=0 ), a Ze odrazena
1 lomena vlna ziistavaji v rovin€ dopadu (rovnice plati pro =0 ).

Pro odrazenou vinu plati

k. =ksin0=Lpn sin0=k, =L nsin0, =0=0, (27)
Co Co



Obdobné¢ pro lomenou vinu (tzv. Snelliiv zdkon lomu)

kx—c—nlsm6—er——nzsmﬂznlsme—nzsmﬂt (28)
0 0

Napiseme-li rovnice pro spojitost tecnych slozek pro amplitudy (argumenty exponencial jsou
stejné) pro piipad transverzalné elektrické viny (elektrické vektory kolmé k roviné dopadu) a
transverzaln¢ magnetické viny (elektrické vektory v roviné dopadu) v takové soustaveé souradné, ve
které maji piti 00 vektory E stejny smér, a pouzijeme-li zakon odrazu a lomu, dostaneme
pomeéry amplitud dopadajici a odrazené resp. proslé viny pro kolmou a rovnob&Zznou polarizaci
(Fresnelovy vzorce):

kol
E,"™ nycos®—n,cosH,

r

r = -
kolmy Ekolmy n, cose+n2 Ccos e,

ral
_E™  njcos8—n,cos0,
rparal_ para[ - (29)
E n,cos0+n,cos0,

kol
, _E”™  2nycosB
folmy - polmy 1y c0s0,+1,c08 0
!
EP 2n,cos6

fo= =
parl— praral . cos 0+n, cos 0,

Protoze métime vykony, zavadi se veliiny odrazivost a propustnost jako
2 2
R=r" resp T=t

Muzeme se presveéddit, Ze plati zdkon zachovani energie R+7=1

Pti kolmém dopadu se Fresnelovy vzorce zjednodusi (nerozliSujeme kolma a rovnobézna elektricka
pole):
n,—n,

r=
n,+n,

(30)
2n,
1=
ny+n,
U koeficientd r,,,, se miZe Citatel rovnat nule. Pokud vina dopada pod Brewsterovym uhlem, pii

odrazu rovnobézna polarizace vymizi :

n,
0 ,=arctan —
ny

Pti odrazu od opticky hustSiho prostiedi se fdze viny polarizované kolmo na rovinu dopadu méni o
T

Pii dopadu svétla na opticky fidsi prostfedi existuje mezni uhel 0, , pii némz paprsek probiha
rovnobézné s rozhranim. Pro vétsi thly se svétlo s plnou intenzitou odrdzi do ptivodniho prostiedi
( R R ..,=1 ).1kdyz do druhého prostfedi neproudi zadna energie, je v blizkosti rozhrani

kolmy = paral —

zjistitelné svétlo i v druhém prostiedi. Pokud si siny a kosiny thll pro proslou vinu formalné
napiSeme jako ryze komplexni ¢isla, dostaneme exponencialné tltumenou vinu, $itici se podél



rozhrani. Energie se pak vraci do ptivodniho prostiedi.






12. Optika

V této casti optiky neptijde o zadné slozité odvozovani véci z Maxwellovych rov-
nic, ale spiSe o praktické pojeti optiky. Cerpal jsem sem tam z wiki, néco malo
ze sesitl, ale pfevazné z Malého. Citace z néj jsem zde neuvadél, jelikoz je zde
jedina, ktera za¢ina na dalsim Fadku a kondi asi o 14 stranek dal.t

MALY, Petr. Optika.
Univerzita Karlova v Praze, Nakladatelsvi Karolinum, 2008.
ISBN 978-80-246-1342-0 by vovo

12.1 Interferenc¢ni a ohybové jevy

Svétlo, jak zndmo, je elektromagneticka vina, pro kterou plati princip superpozice,
tedy jsou-li dvé svételna pole feSenim danych rovnic, pak je feSenim urcité i jejich
soucet. Plati néco na zptisob

E(r,t) = E(r,t) + Ea(r, t). (12.1)

Okem a detektory vSak nezaznamenavame elektrickou intenzitu svétla, ale inten-
zitu danou vyrazem

I(r) = (S(r,t)) = % (E*(r,1)), (12.2)

kde S je Poyntingtv vektor, Z = \/puo/€o je impedance vakua. Obecné viak
vysledna intenzita nemusi byt rovna souc¢tu vyslednych intenzit od obou vin
I # I + I,. Nékde je ve vysledku intenzita vySsi nez soucet, jinde je nulova.
Jevy, v nichz skladani dvou nebo vice poli vede k prostorové modulaci intenzity
vysledného pele, se nazyvaji interferencnimi jevy. Z teoretického hlediska je inter-
ference pouze spravné sc¢itani vektoru elektrické intenzity a pak vypocet intenzity
svétla.

V historii se interference povazovala za piimy dikaz vlnové povahy svétla. K
historii se taky vaze naptiklad slavny Youngtv experiment (1802). Toho se da ale

Nastinme si alespon c¢asteéné interferenci dvou svazkii: Rovinnou mo-
nochromatickou vlnu popiSeme zhruba nasledovné

E(r,t) = Egje ™", (12.3)
kde on je oznac¢eni pro komplexni amplitudy (j = 1, 2)

Eol(r) = E01€i(_¢1+k1.r) = Eoleiq)l(r) (124&)
EQQ(I‘) = E026i(_¢2+k2.r) = Eogeiq}z(r). (124b>

Pro jednoduchost budeme dale uvazovat vztah pro intenzitu v podobé (u inter-
ference nas zajima predevsim relativni velikost, nez presnd)

1Snad nebudou problémy s copyrightem, aZ tato skripta ptjdou v Karolinu do tisku.
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I(r) = Bo(r) - B (x). (12.5)

Dle vzorce (12.1) seCteme pole (12.4) a zjistime intenzitu (12.5):

[(I‘) = [1 -+ IQ + 2Re(E01(r) . ESZ(I'))
= Il + [2 + 2E01 : E02 COS ((I)Q - (I)l) (126)

Posledni ¢len v této rovnici se nazyva interferencni a je zodpovédny za zminéné
zvlastni jevy (vétsi, ¢i mensi intenzita, nez soucet). Jak jde tedy vidét, vSe zavisi
pouze na rozdilu fazi &5 — ®1. Tuto hodnotu uréime z geometrie obrazku (t¥eba
Youngtiv pokus,...).

Obrazek 12.1: Vypocet fazového roz-
dilu dvou svazku interferujicich pfi
odrazu na planparalelni desce (film)

Celkem dilezita je také Interference na dielektrickych vrstvach (napii-
klad pro antireflexni vrstvy). Pro pozorovani interference je nutné, aby vrstva
byla tenka a jeji tloustka pfilis nepfesahovala vlnovou délku svétla. Budeme-li
chtit napiiklad zjistit reflexi od vrstvy (obrazek 12.1), je nutné zpocitat fazovy
rozdil obou odraZzenych svazku - to se provede pomoci optickych drah (soucin
realné, geometrické drahy a indexu lomu). Zména faze svétla po urazeni drahy =z
v prostfedi o indexu lomu n se zméni faze o

0 = konz = kozag, (12.7)

kde kg je velikost vlnového vektoru ve vakuu, zsp je optickd draha od A do
B (obecné, rovnice se nevaze k obrazku). Z geometrie dostaneme ve vysledku
rozdil optickych drah zavisly na cos ©; a odtud pomoci (12.7) fazovy posun (ktery
bude mimo jiné zaviset tedy na ©O; - tedy pro ruzné tuhly dopadu dostaneme
riznou odrazenou intenzitu svétla). Je zde taky nutné dbat na moznost fazového
posunu pfi zméné faze na opticky hustsim rozhrani. Podminka pro maximum,
resp. minimum, je 0 = d; + 02 = 2nm, resp. (2n + 1),

Prouzky stejného sklonu, nebo téz Haidingerovy krouzky, (dle geometrie
usporadani) vzniknou na stinitku pii usporadani jak je na obrazku 12.2. Jedna se
o to, ze ackoli interference zavisi na thlu dopadu, pak, uvazujeme-li plosny zdroj
svétla, vybereme cockou pouze ty paprsky, které dopadly pod stejnym thlem
svétla a kazdé dva maji stejny fazovy rozdil. Vysledkem je vysoce kontrastni
interferenc¢ni obrazec.

Prouzky stejné tloustky pozorujeme napiiklad na olejovych skrvnéach. Vznik
je napiiklad na klinovém filmu, pomoci nich se dé také urc¢ovat dokonalost c¢ocek.
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Obrazek 12.2: Interference svétla na

v v V | planparalelnim filmu - plosny zdroj

svétla

Zminme jesté mnohosvazkovou interferenci, kterou je nutno pouzit na-
priklad pri vypoctu transmise u planparalelni desky. Pripad je stejny, jako na
obrazku 12.1, tentokrat vSak uvazujeme, Ze pfi odrazu v bodu B ¢ast svétla pro-
jde na druhou stranu, z bodu C' se ¢ast svétla zase odrazi zpét do vrstvy,.. ..
Nejedné se o nic slozitého, pouze musime sec¢ist nekone¢nou radu Fresnelovych
vzorci. Dostaneme tzv. Airyho funkci (obr. 12.3) - uziti pii Fabry-Perotové in-
terferometru (kapitola 12.3).

1.0 F=1000
F=100
F=10
F=1
x ~
0.5+ 0.5
F=1
F=10
F=100
o0 : y N 00- F=1000
2(m-1)x 2mn 2 (m+1)x 2m 1)1 2m= 2 (m+)n
8 8
(a) reflexe (b) transmise

Obrazek 12.3: Airyho funkce pro reflexi a transmisi. F' roste s rostoucim indexem
lomu vrstvy, ¢ je fazovy rozdil mezi paprsky.

Ohyb, nebo-li difrakce svétla zabyva se ohybem a zahybanim svétla za pte-
kédzkami. Co k tomu fict? Snad je Huygens, vice v kapitole 12.4.

12.2 Koherence svétla

Obecné lze Tici, ze svétlo je koherentni, pokud dobfe interferuje. Predstavme si na-
piiklad sinusovou vinu, p#i které vzdy po né&jakém ¢ase (priamérné po koherenc¢ni
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dobé 7y) dojde k nahodné velkému skoku ve fazi. Jednotlivé ¢asti sinusovky budou
mit zhruba délku:

c

Av’

le=crp = (12.8)
kde Av je spektralni sitka.

Tato délka je dulezitd napiiklad v holografii - chceme-li vytvofit hologram
predmétu velikého 1em, pak potfebujeme svétlo s koherenéni délkou alespon 1cm,
spis vétsi. Proto se k hologramtum c¢asto pouzivaji lasery, které maji dobré kohe-
ren¢ni vlastnosti a koherenéni délku tieba az stovky metrii.

Predpokladejme dva svazky vychazejici z jednoho bodu letici po raznych dra-
hach do druhého bobu, kde interferuji. Vysledna intenzita je tam

E(t) = Ey(t — 1) + Ea(t — 7o) — E1(t) + Eq(t + 7). (12.9)

kde 7 5 jsou ¢asova zpozdéni, ktera vzniknou pii priletu drahami (£;(t) je pole
v pocateénim bodé, F;(t — 1) je v koncovém). Nas bude zajimat ale jen rozdil,
tedy 7. Analogicky jako v predchozi kapitole (rovnice (12.6)) dostaneme intenzitu

I'=1+1+2Re(E\(t)E5(t+ 7)) . (12.10)

Spic¢até zavorka znaci stfedovani pfes ¢as. Pomoci posledniho ¢lenu se definuje
casovd korelacni funkce T'.

Dyo(7) = (E1 () E5(t + 7)) . (12.11)
Déle se definuje také komplexni stupen koherence

B F12(7')
’712(7_) - \/Ea

ktery je diky podéleni intenzit normovany do intervalu (0, 1), pficemz y;5 = 0
znac¢i nekoherentni svétlo, y;5 = 1 znac¢i naprosto koherentni svétlo. Stupen ko-
herence je dilezitou vlastnosti laseri a dalSich svételnych zdroji. D& se mérit
napiiklad pomoci Michelsonova interferometru, nebo i Youngovym pokusem. Vi-
ditelnost interferen¢nich prouzki je pfitom piimo rovna |yis|. Pro nekoherentni
svétlo tedy neuvidime zadné interferen¢ni prouzky. 2

(12.12)

gpatné koherentnim zdrojem je napiiklad zarovka s wolframovym vlaknem.
Dejme tomu, Ze se v ¢ase nula nabudi jeden atom a vysle tlumeny kosinovy puls
trvajici dobu 7;, nékdy béhem toho, nebo i poté, jiny nabuzeny atom vyzaii dalsi
takovy puls. Stfedni doba mezi témito pulsy je zminhované 7y - v tomto pripadé
pekelné malé.

Je dobré si uvédomit, ze nelze mluvit o tom, zda-li svétlo je, nebo neni ko-
herentni. Musime vzdy uvést ve vztahu k jakému pristroji. Slune¢ni svétlo mé
napiiklad koheren¢ni délku cca 800nm a pro Michelsoniv interferometr (kap.
12.3), ve kterém bude rozdil drahy paprski mensi nez koheren¢ni délka, bude
svétlo koherentni - bude interferovat. Pokud bude délka vétsi, pak se nam budou

2Co7 neni §patné pii klasickém osvétleni - pii zapnuti druhé Zarovky bychom nékde dostali
maximum a jinde minimum, coZ by nékteré studenty v lavicich jisté nepotésilo.
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sklddat dvé nahodna svétla a zadné interferencni prouzky nevidime.

12.3 Optické interferometry

fixed mirror
1,2 / i
[N} .
0 translatin
source + L 8 A"

mirror

beamsplitter  |la——1,2——

detector

(a) Schéma Michelsonova interferometru  (b) Schéma Fabry-Perotova interferometru

Interferometr je zafizeni, které studuje vlastnosti svétla na zakladé jeho in-
terference.

Snad nejznaméjsi je Michelsontv interferometr zkonstruovany roku 1881.
Pomoci néj byla také dokdzana stejné rychlost svétla nezavisle na sméru siteni
zdroje. Prikladam obrazek s jeho usporadéanim (obr. 12.4a). Svétlo ze zdroje se
déli na dva svazky, ty jdou kazdy k jinému zrcadlu, pak opét zpét a na stinitku
interferuji. Jedno zrcadlo je posuvné, ¢imz je mozné ménit optickou dréahu jed-
noho z paprsku a tim fazové zpozdéni.

Fabry-Perotiv interferometr je tvoren dvojici planparalelnich zrcadel.
Jednoduché usporadani je na obrazku 12.4b. Svétlo dopada mezi dvé zrcadla,
vznikd mnohosvazkova interference, na stinitku dostaneme interferenéni kruhy
odpovidajici Airyho funkci (obr. 12.3). Pro svétlo obsahujici dvé vinové délky
dostavame dvé soustavy interferen¢nich kruht, které se pfi priblizovani vinovych
délek sliji dohromady. Rozliseni je dano tim, pro jak blizké vinové délky je jesté
mozné rozlisit dvé soustavy interferen¢nich kruhu.

12.4 Fresneliv a Fraunhoffertiv ohyb

Difrakei lze povazovat za dikaz vinové podstaty svétla (Huygensiv princip), zpi-
sobuje napfiiklad rozbihavost laserovych svazki, ovliviiuje kvalitu obrazu v optic-
kych pristrojich.

Huygens (17. stol.) ¥ika, ze kazdy bod vlnoplochy je zdrojem sekundarni kulové
viny, vinoplocha je ddna obalkou sekundarnich vinek.

Fresnel (19. stol.) dodava, ze sekundarni vinky interferuji a skladaji se tedy s
piislusnym fazovym rozdilem.

Fresnelova a Fraunhoferova difrakce jsou pouze dvé aproximace Kirchhoff-
Fresnelova integrdlu (naprosto zbytecné psat). Jde o to, ze u difrakce se Tesi
Maxwellovy rovnice s okrajovymi a pocatec¢nimi podminkami, coz se provede za
riuznych priblizeni. Je zde jeden obvykly typ okrajové podminky (Kirchhoffova
okrajovd podminka), ktery vede pravé na zminovany integral.
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Fraunhoferova difrakce popisuje jev, kdyZz na aperturu dopadne rovinna
vlna a my pak sledujeme difrakéni obrazec v nekoneéné vzdalenosti (1ze priblizit
¢ockou). Interferen¢ni obrazec viibec nepfipominé tvar prekazky.

Pr1i vySetfovani difrakce na S$térbiné je postup analogicky, jak v kapitole 12.1,
ale na stinitku musime pocitat prispévky nikoli od dvou paprski, ale od vSech,
které ze $térbiny vychazi. Suma tedy prejde v integral. Musime taky uvézit roz-
dilny pokles amplitudy od rtznych zdroji. Pro nézornost, dostaneme néco na
zpusob

a/2
Ey ;
o _ B0 —ilwt—k(ro+A(9) g 12.13
v~ | iAo ) e
—a/2

kde Ey je amplituda, rq vzdalenost k danému bodu na stinitku, A(s) vzdalenost
pro rizné zdroje.

Analogicky difrakce na obdélnikovém, kruhovém otvoru, na radé stérbin. Pro
difrakci na radé stérbin dostaneme

asin ©® = Am, (12.14)

kde © je uhel mezi kolmici na stinitko a tseckou spojujici stfed apertury s danym
bodem na stinitku, a je perioda Stérbin. Rovnice tedy urcuje sméry, ve kterych
dostéavame m-té maximum (nulté trivialné pro © = 0). Rovnice (12.14) je znama
pod jménem m7iZkovd rovnice.

Fresnelova difrakce je odlisnd v tom, Ze interferen¢ni obrazec pozorujeme
v malé vzdélenosti za prekazkou a navic uvazujeme dopad kulové vinoplochy, na-
misto rovinné viny (timto se vypocet zna¢né ztizi). Rozlozeni svétla tedy pripo-
miné tvar prekazky, mé vsak dodatecné prouzky a modulované rozlozeni intenzity.
Opét pro nazornost

1 . /
Ep = /—,e““r“)ds, (12.15)
Irr
apertura

kde r je vektor jdouci z néjakého bodu (plosky) apertury do koncového bodu na
stinitku a r’ je vektor jdouci ze zdroje do bodu v apertufe.

12.5 Braggova rovnice

Prostorova perioda krystalii je fadové 107'°m, k difrakci nelze tedy pouzit vi-
ditelné svétlo, ale rentgenové zareni. Rentgenova difrakce se pouziva ke studiu
struktury kondenzovanych latek. Pii kolmém dopadu na miizku nastavaji ma-
xima pod thly, které jsou dany rovnici (12.14). Budeme-li uvazovat miizku s pe-
riodami aq, as a as (tedy obecnou obdélnikovou) dostaneme v analogii s (12.14)
Laueho rovnice:
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aj(cosag — cosa) = my\ (12.16a)
ai(cos fy — cos ) = ma (12.16b)
ai(cosyp — cosy) = mgA, (12.16¢)

Obrazek 12.4: Braggova difrakéni
podminka (12.17)

kde smér difrakénich maxim je dan jednotkovym vektorem (cosa, cos 3, cos~y)
pro obecny smér dopadu (cos oy, cos By, cos ). Cisla mq, ms a ms jsou fady
maxim pro rizné sméry. Oproti rovnici (12.14) je v (12.16) kosinus pouze diky
jiné definici thlu. Lze ukazat, Ze tyto podminky odpovidaji prestavé, ze maxima
difrakce vznikaji ve smérech danych zrcadlovym odrazem dopadajiciho vinéni od
krystalickych rovin. Tato podminka se nazyva Braggova podminka (obr. 12.4):

thkl singp = m)\, (1217)

kde je vSe v obrazku 12.4 a h, k, [ je oznaceni krystalické roviny, m je fad maxima.

12.6 Zaklady holografie

P1i zaznamenani scény na film se ztraci vniméni hloubky a perspektivy - dosta-
vame pouze 2D obrazek. PTi pozorovani hologramu je vSak ptvodni vlna rekon-
struovana a pozorovatel pfi pohledu na hologram vidi totéz, co by vidél, kdyby
pozoroval scénu oknem hologramu. Nakldnénim hlavy mtizeme naptiklad nahléd-
nout na roh predmétu.

V holografii se vyuziva interference koherentniho svétla. Svételnd vina ne-
souci informaci o scéné se neché interferovat s koherentni referencni vinou a in-
terferen¢ni obrazec nese informaci o relativni fazi zaznamenavané viny vici viné
referencni. Zkratka nosna vina je modulovana vinou signalni.

To, jaké svétlo potiebujeme k rekonstrukci hologramu zévisi na typu jeho
vyroby. K rekonstrukci reflexniho hologramu, ktery vznikne tak, Ze reflexni a
signalni vlna jdou z riznych stran hologramu (zjednodusené), lze pouzit i obycené
bilé svétlo (napiiklad kreditky).

12.7 SiFeni svétla v anizotropnim prostiedi, dvoj-
lom

Vlastnosti neizotropnich materiali zavisi na sméru Sifeni svétla i na jeho polari-
zaci. Takovou vlastnosti mize byt tfeba rizny index lomu - latka pak vykazuje
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dvojlom (vapenec). P¥imka, ktera odpovida sméru Siteni svétla, v némz nezavisi
index lomu na polarizaci se nazyva optickd osa. Latky mohou byt napt. opticky
jednoosé (jedna optickéa osa), dvouosé (dvé optické osy) a izotropni (index lomu
nezéavisi na polarizaci v libovolném sméru).

Tenzor permitivity (3x3) je symetricky, da se znazornit jako elipsoid, ve
vhodné bazi se diagonalizuje a k popisu pak staci pouze 3 slozky ., €, a €,. Pro
izotropni latky plati e, = ¢, = €, (tedy stejné vlastnosti pro vSechny sméry).

Reseni Maxwellovych rovnic s riznou permitivitou vede k Fresnelové rovnici 3,

ktera spojuje index lomu n s nimz se §ifi rovinna vlna, jejiz vlnovy vektor mé
smér s. ReSeni této rovnice vede k zavedeni ordindrniho (Fadného) (¥idi se Snello-
vym zakonem) a eztraordindrniho (mimofddného) indexu lomu. Ordinarni index
lomu je nezéavisly na sméru sifeni, extraordinarni ano. Vlna se tedy rozdéli na
fadnou a mimofadnou (které maji navzajem kolmé sméry linearni polarizace). K
urceni indext lomu a polarizac¢nich sméri je uzitecné si zavést optickou indikatriz.
Je to elipsoid (rotac¢ni pro jednoosy krystal, kde ¢, = ¢, # ¢, koule pro izotropni
material) dany rovnici

Xz y? 72
- (12.18)
&1 €9 €3

Nakresleme si elipsoid a smér Sifeni viny s. Dale sestrojme rovinu kolmou ke
sméru s (prochéazejici pocatkem, stfedem elipsoidu). To bude obecné elipsa (pro
izotropni material vzdy kruznice). Velikosti jejich poloos jsou indexy lomu pro
dany smér Sifeni (v izotropnim materalu pro vSechny sméry stejné).

Tedy, v anizotropni latce se svétlo Siri tak, ze v kazdém sméru mohou postu-
povat dvé viny s riaznymi fazovymi rychlostmi (rizné indexy lomu), které jsou
linearné polarizované v navzajem kolmych rovinach.

Dwvojlom nastava, dopada-li vina na povrch anizotropniho materidlu a déle se
Sif1 jako Tadné a mimotradna. Plati samoziejmé zakon lomu

n; sin ©; = n,; sin ©,. (12.19)

Pricemz index lomu anizotropniho materialu n; je pro fadnou vlnu nezéavisly na
sméru Sifeni, pro mimotradnou zavisly. Budeme-li si tedy prohlizet obrazek pod
krystalem, uvidime jej dvakrat. Pii spravném otaceni krystalu bude jeden z ob-
razi stale na misté (odpovidajici ifeni fadné viny), druhy se bude pohybovat.

Anizotropni latky maji hodné velké vyuziti - napriklad v fadé optickych ele-
mentii (polarizatory, ptlvinné a étvrtvinné desticky, rotatory, kompenzatory). *

3Devét zavorek v podobé soudtu étyt élenit obsahujici rozdily permitivity a indexu lomu.
4Slovo éturtvinng v sobé obsahuje devét souhlasek jdoucich po sob&. Znéte né&jaké lepsi?
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12.8 Laser

Light Amplification by Stimulated Emission of Ratidation

Zakladem je urc¢ité pochopeni spontdnni a stimulované emise a charakteru
vyzareného svétla. Pii spontanni emisi je foton vyzafen do libovolného sméru s
nédhodnou fazi. Pii stimulované emisi ma emitovana vina stejny smér i stejnou
fazi, jako vlna dopadajici a generované svétlo je tudiz koherentni se svétlem, které
stimulovanou emisi vyvolavéa. Co stoji za to zminit, je intenzita zavisla na Sifeni
v latce

hv

I(z) = I1(0)eB2 M2 N)gay= (12.20)

kde z je délka, kterou svétlo urazilo v latce, v je frekvence, Av je frekvencni sitka
pulsu, By Einsteiniv koeficient stimulované emise, Ny o pocet atomi v zakladnim
a excitovaném stavu. Klasicky je Ny < Nj a svétlo je tedy v latce zeslabovano.
Pokud vsak material (aktivni prostfedi) dostateéné excitujeme (dodéavame mu
energii, latku cerpdme) a tedy pro N > N; bude intenzita svétla exponencialné
rust. Latku lze Cerpat opticky (jiny laser, vybojka), elektricky, chemicky. Aby
svétlo mohlo dostatecné zesilit, pouziva se k tomu opticky rezondtor tvoreny dvo-
jici planparalelnich zrcadel mezi kterymi je aktivni prostiedi. Jedno ze zrcadel
byva polopropustné a ¢ast svétla tudy z rezondtoru odchézi. Aby laser generoval
svétlo, musi zesileni svétla za jeden obéh prevysit ztraty. Pokud jsou ztraty presné
vyrovnany, mluvime zde o prahové podmince laseru.

Lasery se déli podle typu aktivniho prostiedi na plynové, kapalinové, pevno-
latkové. Nejznaméjsi je helium-neonovy laser. V ném dochazi k stimulované emisi
mezi atoméarnimi hladinami Ne. Cerpani je zajisténo elektrickym vybojem v ply-
nové smési. Tento laser ma koherenci délku 300m a Ay, = 10°Hz pii A = 633nm.
Diky mnohonésobnym odrazim svétla v rezonéatoru je svétlo dobte fokusovano a
napiiklad na Meésici je mozné udélat stopu o pruméru =~ 10m. Diky stavbé re-
zonatoru muze laser generovat jen svétlo vyhovujici okrajovym podminkam. Pro
ten nejjednodussi s planparalelnimi zrcadly (Fabry-Perot — Airyho funkce (obr.
12.3)) musi byt splnéna rezonan¢ni podminka pro vinovou délku svétla

n% =1, (12.21)
kde n € N, L je délka rezonétoru. Cislo n ¢isluje pripustné stavy svétla, stojatych
vin, které se nazyvaji podélné mody rezonatoru. V laserech, ve kterych osciluje
pouze jeden mod se dosahuje vysoké koherence. Pokud je modu hodné, svétlo je
neusporadané. Je vSak mozné zajistit, aby byly amplitudy jednotlivych méda v
¢ase konstantni a byly konstantni i mezimédové fazové rozdily. Pak je vystup z
laseru opét usporadén a dochézi ke generaci ultrakratkych optickych pulzi.

12.9 Zaklady vlaknové a nelinearni optiky

O linearni optice mizeme mluvit do té doby, dokud povazujeme veli¢iny charak-
terizujici latku jako nezavislé na intenzité svétla. Lineadrni odezva latek je vSak
pouze aproximaci, kterd plati pro malé svételné intenzity. Pro silna svételna pole
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je susceptibilita (tj. i permitivita) zavisla na velikosti elektrické intenzity svétla.
V tomto piipadé uz neplati princip superpozice - kiizujici svételné paprsky se
mohou navzajem ovliviovat.

Polarizace latky necht tedy zavisi na intenzité elektrického pole P = P(E).
Rozdélme polarizaci na lineédrni a nelineérni ¢ast

P(E) = P, + Pui, (12.22)

pricemz pro linearni plati klasicky P, = €9 E. Pro ptipad, kdy frekvence svétla
neni v rezonanci s energiemi pfechodu v latce a kdy tedy nedochazi k realnym
excitacim do vyssich energetickych stavii lze nelinearni ¢ast polarizace rozvinout
do tady

Par, = P E? + 60O E3 + .. (12.23)

Dle toho, jaky clen jesté uvazime, budeme se zabyvat nelinearnimi optickymi jevy
n-tého radu.

Nelinearni optické jevy druhého radu napiiklad nemohou nastat v lat-
kach se stfedem symetrie (vhodny krystal). Prikladem je zde naptiklad zdvojovdni
frekvence svétla. Dopadéa-li na vhodnou latku svételna vina frekvence v, vznika
svétlo o frekvenci 2v. Intenzita tohoto svétla je pifimo tmérna intenzité dopadajici
vilny, proto se tento jev projevuje v intenzivnich laserovych svazcich. Déle je také
mozna generace souctové a rozdilové frekvence a to smiSenim dvou vin o riznych
frekvencich.

Nelinearni optické jevy tretiho radu se vyskytuji ve vSech latkach. Tato
nelinearita vede napftiklad k zavislosti indexu lomu a absorp¢éniho koeficientu na
intenzité svétla. Tato zavislost je priblizné linedrni a index lomu muze, se zvy-
Sujici se intenzitou, rust i klesat. Tato skute¢nost vede k fadé zajimavych jevi.
Napriklad laserovy paprsek mé zpravidla gaussovské rozlozeni intenzity svétla ve
sméru kolmém na smér siteni. Jista latka tak miize plisobit jako spojné ¢ocka
(autofokusace). Pokud je laserovy svazek modulovan v ¢Case, pak nabéh a konec
vlny citi v nelinedrnim prostfedi jiny index lomu, nez stfed svazku. Faze viny se
pak méni v ¢ase (automodulace fize).

Vladknova optika. Optickd vldkna slouzi k vedeni svételnych signélua, pfi-
¢emz vedeni ve vldknech je zajisténo totalnim odrazem na rozhrani vlakna a okoli.
Vlakna mohou mit skokovou, ¢i spojitou zménu indexu lomu, mohou byt jednomo-
dova i mnohomodova. V optickém vlakné se mohou sitit bez velkych ztrat pouze
urcité svételné viny, nazyvané mody. Dilezitou vlastnosti u optickych vldken je
jejich ttlum (vznikajici geometrickymi poruchami vlédkna, rozptylem - nejéastéji
Rayleigh, absorpei svétla v materialu) vyjadiujici se v decibelech

Py

2

kde P, 5 je svételny vykon na vstupu a vystupu vlakna. Radove po sta kilometrech
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jsou vlaknové trasy vybaveny zesilovaci.

Dalsi dulezity parametr je disperze. Informace ve vlaknech je realizovana po-
napiiklad materidlové disperze, zévislost grupové rychlosti na vinové délce, siteni
vice modi naraz (jina opticka draha pro kazdy mod - rizné mody se Sifi riiznou
rychlosti). Posledni jev samoziejmé nenastava v jednomodovych vlaknech, coz je
pri¢inou jejich pouzivani. Sifi-li se pulz beze zmény svého tvaru, hovorime o soli-
tonu - tyto podminky v8ak v realnych aplikacich nejsou splnény, nebot solitonovy
zpusob siteni vyzaduje velikou intenzitu svétla, ktera vsak pfi vedeni vldknem
hodné klesa.

12.10 Geometricka optika

Predpokladem geometrické optiky je nevodivé izotropni prostifedi bez proudi a
bez nabojti. Budeme-li déle predpokladat rovinnou vinu ve tvaru

E(r,t) = Ey(r)e i@ihos®) (12.25)

kde E(r) je amplituda pole a S(r) je realna skalarni funkce polohy zvana eikondl.
Dosazenim do Maxwellovych rovnic dostaneme v pfiblizeni A — 0 eikonalovou
rovnici (Bruns, 1895)

(VS(r))* = n*(r), (12.26)

kde n?(r) je index lomu zéavisly na poloze. Tato rovnice je zakladem geometrické
optiky, jelikoz pouze z rozlozeni indexu lomu v prostoru jsme schopni zjistit kom-
pletni prubéh elektrické intenzity a tedy i intenzity svétla. Geometrickd oblast,
kde je hodnota eikonélu konstantni urcuje wvinoplochu. Chceme-li v8ak pocitat
dréhu siteni paprsku, je lepsi pouzit paprskovou rovnici, ke které se dostaneme
po par upravach z (12.26)

& (15 = v (1227)

Z rozlozeni indexu lomu tedy piimo ziskdme drahu paprsku r = r(s). Kuptikladu
pro sifeni v prostiedi, kde n =konst dostaneme rovnici primky.

V geometrické optice se také ¢asto vyuzivai Fermatova principu. Pierre de
Fermat (1662) nam fika, Ze optickd draha, kterou se Sifi paprsek mezi dvéma
body, je nekratsi mozna. Aneb, v souladu s predchozim vykladem

/ ndl > / ndl. (12.28)

libovolna krivka paprsek

Princip se vztahuje na kiivky v blizkém okoli, nejedna se o globalni extrém.
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12.11 Zrcadla, c¢ocky, zobrazovaci rovnice

n1 n2
o B
P h &k P
Obrazek 12.5: K odvozeni Abbeovy ; \ c
rovnice pro lom paprskii na kulovém S \ =5 >
optickém rozhrani (12.29). :

Casto se mluvi o paraxidlni aproximaci, ve které bereme v tivahu pouze pa-
prsky, které nejsou prilis vzdalené od optické osy pristroji.

V paraxialni aproximaci lze odvodit Abbeuv invariant, ktery spojuje zvdale-
nost s se vzdalenosti s’ (obr. 12.5)

(L) (). 219

7 Abbeova invariantu lze dostat Gaussiv tvar zobrazovaci rovnice

iLr

12.30
L Lo, (12.30)

kde f, f’ jsou predmétova a ohniskova vzdalenost, a a a’ jsou pouze prepisy s a
s'. Priéné zvétseni pak 1ze definovat

Bo=2 =102 (12.31)

g E R
Obréazek 12.6: Vztahy mezi vzdéle- F H H F’ i
nostmi mérenymi v soustavach spoje- = E a’ i
nych s hlavnimi a ohniskovymi body. - —7z

Tyto rovnice mizeme prepsat pomoci vzdalenosti mérenych od ohniskovych bodu
jak je na obrazku 12.6. Jelikoz plati

a=f+272 (12.32a)
o =f+27 (12.32b)
dostaneme rovnice
z7' = ff (12.33a)
= __Z_ 1 (12.33b)

Y f! A
coz jsou Newtonovy zobrazovaci rovnice.

Definujme jesté uhlové zvétseni

tan o a
== (12.34)

Yo
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Pokud budeme uvaZzovat misto néjakych prostiedich s indexy lomu n; o zrca-
dla, polozime n; = —ny. Zrcadla délime na vypukla (R > 0) a duta (R < 0).

Pro tenkou optickou ¢ocku ve vzduchu dostaneme vyraz pro obrazovou ohnis-
kovou vzdalenost

% = (ny — 1) (Ril - R%) . (12.35)

V praxi se sila ¢ocky definuje pomoci optické mohutnosti

ny

pP= i (12.36)

kterd ma jednotku dioptrie.

vvvvvv

rovnic, zavadi se maticovy formalismus. V tomto ptripadé popisujeme paprsek
dvouslozkovym vektorem - prvni slozka udéva vzdéalenost paprsku od optické osy
y a druhé slozka tihel odklonu od optické osy 9. Spojky, rozptylky, zrcadla a dalsi
prvky pak charakterizujeme rozli¢énymi maticemi 2x2. Chceme-li pak zjistit, jaky
paprsek nam vyjde z optické soustavy, roznédsobime matice a dostaneme vysledny
vektor. Tohoto formalismu se uziva napiiklad u lasert - pro stabilitu rezonatorii.

12.12 Optické zobrazovaci pristroje

jeji zvétSeni I', které je zde definovano jako podil thlu o/, pod nimz vidi pozoro-
vatel obraz predmétu vytvoreny piistrojem, k thlu «, pod nimz vidi pozorovatel
predmét v konvencni zrakové vzddlenosti 25cm pred okem.

'=—. 12.37
. (12.37)

Toto zvétseni je mirou velikosti obrazu predmétu, ktery vznikne na sitnici oka
pozorovatele. Definujme pro lupu jesté zvétseni, kdy do oka vstupuji rovnobézné
paprsky, virtualni predmét je tedy v nekonec¢nu, oko neni akomodovano

25cm

Toto zvétseni je bézné udavano na lupach (obvykle 2x az 10x).

I

(12.38)

Vezmeéme si dalsi pristroj jménem mikroskop. Ten vznikne, kdyz k lupé pfi-
dame jesté jednu ¢ocku (okular). Opét u néj definujeme zvétseni, popiipadé i roz-
lisSeni. Pro zvétseni optickych zobrazovacich mikroskopt je zédkladni omezeni ta-
kové, Ze nelze rozlisit predméty mensi, nez vinova délka pouzitého svétla.

Dale pohledme na teleskop (dalekohled). U néj definujeme zvétseni jako po-
dil ahlu o/, pod nimz pozorovatel vidi predmét v dalekohledu, k uhlu «, pod

kterym vidi predmét bez dalekohledu. Podle typu okuléru rozlisujeme Kepleriv
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a Galileuv teleskop. PTi daném zvétseni je Kepleruv teleskop vzdy delsi nez Gali-
letiv.

Posledni opticky pfistroj necht je pristroj fotograficky. Nejjednodussim
usporadanim fotoaparatu je camera obscura, coz je krabice ve které je jediny ot-
vor - kruhova clona. Paprsky prochazi clonou a dopadaji na film na zadni sténé
krabice. Tento pristroj je dokonaly v tom, Ze mé svételnost objektivu rovnu jedné
a nemusi ostfit. Clona v8ak musi byt mala, aby byl obraz ostry a proto je nutny
delsi expozi¢ni ¢as. Proto mé bézny fotoaparat objektiv tvofeny spojnou sousta-
vou.

12.13 Opticka spektroskopie, mrizka

Spektroskopie znamené studium optickych prechodu v latkach. Zavislost intenzity
svétla na vlnové délce se méri spektrometry. Spektrometr je pfistroj, do néhoz
dopadé svétlo vstupni stérbinou a ktery méa na vystupu obraz vstupni stérbiny,
jehoz poloha je zavisla na vinové délce svétla. Ve spektrometru musi byt néjaky
disperzni prvek, coz muze byt napiiklad opticky hranol, v sou¢asné dobé ale snad
uz jen miizka. Rozlozené spektrum svétla je detekovano CCD detektory. Mezi
diilezité vlastnosti spektrometri patii svételnost, spektrdlni propustnost, spektrdalni
rozliseni. Spektralni rozlieni je opét definovano tim, jak blizké spektralni ¢ary
Ize jesté rozlisit. Presnych definic je nékolik a ruzné se od sebe lisi.

Nejjednodussim disperznim prvkem je zpravidla ze skla nebo taveného kie-
mene vyrobeny disperzni hranol. Vzhledem k tomu, Ze index lomu zavisi na vlnové
délce svétla, pak spravné usporadani hranolu rozklada dopadajici svétlo na jed-
notlivé slozky. Dulezitym parametrem je u néj celkova odchylka paprsku (deviace)
pri prichodu.

Dalsim, lepsim, disperznim prvkem je optickd ohybovd miizka. Muze se jednat
o miizku reflexni (detekujeme odrazené svétlo) ¢i transmisni (ta byla jako prvni
vyrobena z natazenych lidskych vlasii). U modernich m¥izek byvaji az tisice vrypu
na milimetr (¢im vice vrypi, tim vétsi disperze — lepsi rozliSeni). Miizky je mozné
vyrabét at uz rytim diamantovym perem do podlozky (metoda je nachylna na
dodrzeni pfesné geometrie miizky - musi se zamezit veskerym otfesim), nebo
holograficky (chemické leptani a naparovani materialu). U miizek je také mozné
dosahnout toho, abychom dostali nejvétsi intenzitu svétla pro ruzna difrakéni
maxima. Toho se dosahne pomoci blejzované miizZky, kterd mé pilovity profil.

12.14 Spektrum zareni ¢erného télesa

Ze zékladnich termodynamickych (TD) zékont vyplyva, ze v kazdé ¢asti prostoru,
ktera je v ' TD rovnovaze s okolim, musi existovat EM pole, které se nazyva tepelné
zéTeni (zareni Cerného télesa). Vyzkum tepelného zareni ke konci 19. stoleti vytustil
k formulaci zaklada kvantové fyziky (M. Planck, 1900) a zakladim kvantového
popisu interakce svétla s latkou. Schopnost télesa absorbovat svétlo je mozné
kvantifikovat koeficientem pohltivosti «
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Labs (12.39)

o= ,
Wdop
tedy pomér absorbované a dopadajici energie na téleso. Plati 0 < o < 1. Abso-
lutné ¢erné téleso je takové, pro které plati o = 1. Pro spektralni hustotu energie
zafeni absolutné ¢erného télesa plati Planckiv zakon

Srridy 1

p(v, T)dv = hv, (12.40)

1.0x10°

p [Im™]

5.0x10°

Obrazek 12.7:  Spektralni  hustota
S ——— energie zéafeni cerného télesa jako
Viovadekafm funkce vlnové délky (rovnice (12.40)).

3000K.

0.0

T T
0.0 0.5 1.0

kde v je frekvence, T teplota,... Pribéh této (mirné prepsané) funkce je pro nékolik
teplot na obrazku 12.7. Dostaneme se k nému asi nejlépe postupem zndmym z
TD. Analyzou vztahu (12.40) lze dospét ke vztahu

Cw

Amax = —, 12.41
- (12.41)

coz je Wientv posunovact zdkon, ktery nam umoziuje urcovat teplotu téles, jejichz
zareni detekujeme. Chceme-li ziskat celkovou hustotu energie tepelného zareni U
pro viechny vlnové délky, resp. frekvence, sta¢i nam integrovat vztah (12.40)

o0

U= /p(l/, T)dv = osgT*, (12.42)
0

coz je Stefan-Boltzmanniv zakon a ogp je Stefan-Boltzmannova konstanta.
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13. Variac¢ni formulace fyzikalnich
zakonu

13.1 Matematicky tvod a zakladni motivace

Predmétem varia¢niho poc¢tu je hledani nejvétsich a nejmensich hodnot funkcio-
nali — tedy zobrazeni, jejichZ nezavislymi proménnymi jsou funkce definované na
néjaké mnoziné. Typickym piikladem je hledani extrému funkcionalu ¢

oy) = / Fz,y(@), 4/ () da,

kde F' € C'([a,b] x R?) a funkce y € C'([a,b]) maji pevné hodnoty v krajnich
bodech intervalu [a,b]. D4 se ukazat, ze aby funkce y predstavovala extremalu
funkcionalu ¢ (tedy aby variace d¢ byla pro piislusnou funkci nulova), musi byt
reSenim obycejné diferencialni rovnice zvané FEulerova-Lagrangeova rovnice:

& (ory or
dz \ 9y’ -

Uloha o brachistochroné

Na konci 17. stoleti Johann Bernoulli zformuloval tlohu, ktera se stala zakladem
variaéniho poc¢tu a posléze i Hamiltonova formalismu. Dva body A a B, které
se nachéazeji v riznych polohéch v gravita¢nim poli, ovSsem ne na stejné svislé
primce, se maji spojit takovou kiivkou, aby pohyb hmotného bodu z bodu A do
B trval miniméaln{ ¢as. Sdim Bernoulli zkousel body spojit iseckou, ¢asti kruznice
a dalsimi kiivkami, ovSem jako spravné reSeni se nakonec ukézala kiivka, ktera
se nazyva brachistochrona a které (jak vyplyva z nalezeného teSeni) je cykloidou.

13.2 Hamiltontv varia¢ni princip

Hamiltonovska formulace mechaniky predstavuje alternativni popis mechaniky,
ktery je ovSsem ekvivalentni Newtonovym pohybovym rovnicim, popt. Lagrange-
ové formalismu. Z matematického hlediska se jedna o nejvyspélejsi zpuisob popisu
mechanického pohybu, ktery je v mnoha pripadech vyhodné&jsi nez napiiklad tra-
di¢ni Newtonovy rovnice.
Zavedme funkcional akce S popisujici pohyb soustavy v ¢asovém intervalu

[t1,to] vztahem

t2

5= [ L. ¢0.0

1
proj =1,2,...,n (kde n je pocet stupnii volnosti soustavy). L je pfitom Lagran-
geova funkce popisujici danou soustavu'. Hamiltontv varia¢ni princip (nékdy také
princip nejmensi akce) potom k4, Ze se realizuje takova trajektorie ¢(t), Ze vari-
ace ji prislusejici akce je nulova:

55 =0. (13.1)

'Proménna ¢’ (t) predstavuje ¢asovou derivaci j-té zobecnéné soufadnice, tj. ¢/ (t) = dqdjt(t).
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Skutecné trajektorie, po niz se soustava pohybuje a jejiz tvar hledame, je tedy
takova, ze akce S pro tuto trajektorii nabyva stacionarni hodnotu — variace S je
nulova. Této hodnoté pak odpovida bud extrém (lokalni minimum nebo lokalni
maximum), anebo inflexni bod. Princip plati pro systémy majici potenciél (ten
miize zaviset na poloze, rychlosti i ¢ase) a které jsou podrobeny holonomnim
vazbam (lze zahrnout i nékteré neholonomni vazby, ale pro zjednoduseni je neuva-
Zujme).

Jak vime, nutnou podminkou stability funkcionalu akce (65 = 0) je splnéni
Eulerovych-Lagrangeovych rovnic, tedy v nasem piipadé:

dfoLy _oL _,
a\og ) og

coz jsou ale Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

Pravé popsany princip lze zobecnit i na nekoneény pocet stupiitt volnosti (t;.
na spojité kontinuum), na dé&je v elektromagnetickém poli a do dalsich obora
fyziky - velké uplatnéni maji v teorii relativity a v teoriich pole.

13.3 Vztah mezi mechanikou a geometrickou op-
tikou

Pohybové rovnice v klasické mechanice lze napsat ve tvaru podminky pro ex-
tremalni hodnotu akéniho funkcionalu S. Analogicky muzeme geometrickou op-
tiku zalozit na Fermatové principu, jehoz ptivodni formulace by znéla nasledovné:
Svétlo se v prostoru $iti z jednoho bodu do druhého po takové drdze, aby doba po-
trebnd k probéhnuti této drdhy byla minimdlni. Spravnéji bychom ovSem tento
princip formulovali tak, Ze optickd draha mezi dvéma body, kterymi prochéazi sveé-
telny paprsek, je extremélni (tj. musi byt miniméalni, maximalni — napf. gravita¢ni
¢ocky — nebo musi odpovidat inflexnimu bodu). Pfitom tento extrém nemusi byt
globélni — zkouméme pouze krivky v blizkém okoli.

Optickou drahu [ mezi body A a B definujeme vztahem?
B

len@@

kde n je index lomu, coZ je skalarni pole proménné r = (z,y, 2).

Podle Fermatova principu se paprsek pohybuje tak, Ze jeho opticka draha je
extremalni. Pro skutecné $ifeni svétla tedy plati

ol =0.

2Necht paprsek dospéje z bodu A do bodu B za &as T. Potom méame

B B B
lch:c/ dt:/ Egdtz/ nds.
A A ’Udt A
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13.4 Hamiltontiv princip pro soustavy s nekone-

b4 b4

¢né mnoha stupni volnosti

Struna

Uvazujme strunu, jejiz konce jsou upevnény v bodech 0 a [ na ose x. Pfedpoklédej-
me, ze struna je napjatd napétim o a jeji hmotnost je v rovnovazné poloze rozlo-
zena s konstantni hustotou p.

u(x,1)

0 X X+dx !

Necht struna kona pouze ptiéné kmity a jeji vychylku ozna¢me u = u(z,t).
Soutadnice x predstavuje vlastné spojity index, ktery oznacuje jednotlivé body
struny. Predpokladejme déale, Zze vychylky jsou malé ve smyslu, ktery vyplyne z
priblizeni, jez v dalsim pouzijeme. Pti kmitech se sice méni délka struny a podle
Hookova zakona i napéti v ni, budeme vSak predpokladat, ze tato zména napéti
je zanedbatelna.

Pohybovou rovnici nyni odvodime z Hamiltonova principu pro soustavu hmot-
nych bodi, ktery vhodné zobecnime na spojité rozlozenou hmotnost.

Pro kinetickou energii struny plati l
T = 1va = / 1guf(ac,t) dz.
2 0 2

K nalezeni potencialni energie musime uvazit sily pnuti, které ptsobi na jednot-
livé tuseky struny. Prace vynaloZena na jejich prekonani pti vychylovani struny
z rovnovazné polohy v = 0 do okamzité vychylky v = w(z,t) v daném case t
je hledana potencialni energie. Uvazme tedy obecnou vychylku struny popsanou
funkei y(x). To je rovinna kiivka = = z, y = y(x) s jednotkovym teénym vekto-
rem t(z) = k(1,y,), kde £ = 1/(1 + 32) je normaliza¢ni faktor. Predpokladame
v8ak, ze thly, které struna svird s osou x, jsou malé, takze k ~ 1 (po nalezeni
feSeni vysledné rovnice musime samoziejmé ovérit, ze vyhovuje predpokladim).
Na tusek struny mezi body z a x+dz pusobi tedy vysledna sila ot(z+dz) —ot(z),
nebot sméry napéti ¢ pusobici na obou koncich jsou dany prislusnymi tec¢nymi
vektory. Pro slozku sily do pfi¢ného sméru y muzeme tedy s uzitim Taylorova
rozvoje psat

Fy = o [y.(z + do) — yu(2)] = oye.(2)dz.
Potencialni energie uvazovaného useku pii vychylce u = u(z,t) bude tedy

dV:/ Fydyzadx/ Yz dy.
0 0

Oznac¢ime-li nyni 2z = y,, pak ¥z, = 2, = 2,¥» = 2%,, takZe potencialni energie

dV je

dV = de/ 22y dy = adx/ zdz = adx§zz(u) = éauidx.
0 0
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Celkovou potencialni energii dostaneme integraci pres celou délku struny, takze
!
1 1
L=T-V= / (ﬁgu?(:c,t) - §au:2c(a:,t)) dz.
0

Je prirozené zavést funkci £(x,t) nazyvanou hustota Lagrangeovy funkce vztahem

L= §Qu? - §au§.

Hamiltontv princip nam déava

to to l
025825/ Ldtzé/ /dedt.
tl t1 0

Z teorie variacniho poc¢tu dostaneme, ze funkce u extremalizujici tento funkcional
dvou proménnych vyhovuje rovnici

1

Ugge — _Qutt = 07
C

kde ¢ = y/o/p. Jednéa se samoziejmé o rovnici struny, neboli jednorozmérnou
vlnovou rovnici.

STR a elektromagnetické pole

Nejprve by bylo vhodné pripomenout, v ¢em se lisi formalismus specialni teorie
relativity od klasické mechaniky

e Lagrangian musi byt invariantem Lorentzovy transformace, jinak by hleda-
né Eulerovy-Lagrangeovy rovnice mély rizny tvar v rtznych inercialnich
soustavach. Uz z toho plyne, Ze nemuze byt roven ,/ T — V", nebot kine-
tickd energie je viici riznym soustavam rizna. Pro nalezeni relativistického
lagrangianu neni k dispozici zadny univerzalni postup. VétSinou je vsak
mozny tvar lagrangianu velmi omezen jiz tim, Ze musi byt lorentzovsky
invariantni, vybérem proménnych, které jsou pro dany problém relevantni,
a také na zékladé tvaru Eulerovych-Lagrangeovych rovnic.

e Geometrickym vyznamem variacni ilohy, je vybér skuteéné svétocary z ,yie-
tena" virtualnich svétocar. V klasické mechanice jsou vSechny svétocary
parametrizovany stejnym Casem t (protoZe je absolutni), zatimco v relati-
vité bézi podél kazdé svétocary jiny, pro ni specificky vlastni cas, takze pri
variaci, tj. pfechodu mezi sousednimi svétocarami, bychom méli variovat
i vlastni ¢as 7. Z divodu invariance akce se navic relativisticky lagrangian
musi integrovat pres vlastni cas.

Funkcional akce S tedy ve specidlni teorii relativity zavadime vztahem

T2

S = / Lz, u")dr,
T1

kde L je relativisticky lagrangian, z* jsou ¢asoprostorové souradnice (obsa-

huji tedy jiz i ¢as) a u* je ¢tyi-rychlost.

Piistupme nyni k varia¢nimu odvozeni prvni série Maxwellovych rovnic. Uloha
opét neni diskrétni jako u mechanického problému ¢astice, ale spojita (konfiguraci
pole budeme hledat v celé n&jaké prostoroc¢asové oblasti), takze misto lagrangianu
prejdeme k jeho (vlastni) hustoté. Takova veli¢ina mé rozmér hustoty energie a
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mé-li byt invariantni, pak z vyrazu sestavenych ze zékladnich elektromagnetic-
kych veli¢in (J*, A,, F,,) pripadaji v tvahu F**F,5 a J*A,. Spravnou volbou
je skutecné

1
L= / <_—FaﬁFaﬁ + JaAa> dvj .
Vo 4:u

Varia¢ni tloha je formulovana tak, ze hledame polni konfiguraci v néjaké pevné
zvolené prostorocasové oblasti €2, pficemz na jeji hranici 0f2 je pole pevné zadano
(je tam 0A, = 0) a pevné dané jsou (vSude) také zdroje J* (jejich usporadani
se nehledd). V takovém piipadé se hustota lagrangianu variuje jen vzhledem k
potencialu A, a jeho derivacim. Postup je diky tomu docela jednoduchy:

T2 T2 1
0S = 5/ Ede&/ / ——F“BFQ5+JQAQ dVpdr
1 1 Vo 4/~L

= / 5 (—LFE, 1 oA, ) d0 = / — L pessE, 4 %64, ) d9
Q 4p Q 21

— / [_iFaﬁ (6Ap0 —0Aus) + J“éAa] dQ
al 2p

— / <1Fa55Aa,ﬁ + J‘“(SAa) dQ = / <—1F§55Aa + J‘“Ma> d2
o \ M o\ H

= / (—ngﬂ + J"‘) §A,dQ
Q I

V druhém radku jsme vyuzili toho, ze

S(FF,5) = 6F*PFop + F*P6F,5 = 6Fap F*P + F*P§F,5 = 2F“P5F,5,

ve ¢tvrtém tfadku pak nejdiive to, ze
FoP(§Ag0 —6A0g) = FP6Ag, — FP5A,5 = FPAu 5 — F*P0A0
= —F§A,5— F*6A,5=—2F""A, 5

(podstatné je antisymetrie F*), a posléze se prvni ¢len integralu upravil per
partes

/F“ﬁéAa,ﬂdQ:/(F“ﬂ(SAa)ﬁdQ—/E%ﬁéAadQ: —/E;;%Aadﬂ,
Q Q Q Q

kde se integral s divergenci prevedl pomoci Gaussovy véty na povrch oblasti a
vyuzilo se tamé&jsi nulovosti 0 A,,

/(FaﬂaAa)ﬁ dQ :/ (F*P§A,)dSs =0.
Q o0N

Pozadavek stacionarity akce 6.5 = 0 tak pfi obecnosti A, implikuje prvni sadu
Maxwellovych rovnic

i =nJe.
Pripomenme jesté, Ze druhou sadu (Fj,, gjeyn = 0) neni tieba hledat — plati au-
tomaticky diky definici F,, = A, , — A, (tedy diky zvolenému vyjadieni poli
pomoci potenciali).

103



104



14. Stavba atomii, molekul a
kondenzovanych latek

14.1 Stacionarni stavy atomt a molekul

14.1.1 Atomy

V pribéhu let se pohled na to jak atom vypadal ménil. Nazev atom vznikl v
antickém Recku. Prvnim modernim modelem byl Thomsontv(pudingovy) model,
ktery predpokladal Zze atomy jsou slozené z kladné nabitého "pudingu've kterém
jsou rozmisténé elektrony. Tento model byl vyvracen v roce 1909 experimentem
na zlaté folii. To vedlo k vytvoreni Rutherfordova modelu ve kterém je cely pozi-
tivni ndboj uprostred atomu a elektrony obihaji kolem jadra. Velikost kladného
naboje je tmérné atomovému hmotnostnimu ¢islu a vétsina hmotnosti je v centru
atomu. Problém byl ze bz elektrony rychle vyzarili energii a spadli by do jadra.
Problém se snazil vytesit Bohr s tim Ze zavedl vlastni model. Elektrony obihaji
jen po urcitych orbitach na kterych elektrony nevyzaiuji.tzto stacionarni stavy
vybiral kvantovanim momentu hybnosti . = nh Elektrony ziskavaji energii jen
preskakovanim mezi orbitami. Souc¢asny model je Schrodingeriv model, ktery vy-
uziva kvantové mechaniky. Zminim Hartree-Fockovy rovnice, které se pouzivaji
pro Teseni vice elektronového atomu. Pouziva se 1-elektronového aproximace.

14.1.2 Molekuly

Molekuly se skladaji z atomu které jsou na sebe vazané riznymi vazbami: kova-
lentni, iontova, kovova, vodikova a van der Waalsova.P1i kovalentni vazbé sdili
elektron atomy, pfi iontové jeden atom predava druhému elektron, kovové vazba
existuje diky vodivostnim elektrontim a pfekryvajicim se orbitaltiim, vodikova
vazba vznikd mezi odhalenym vodikem(atom na ktery je vazany "stahne"jeho
elektron) a elektronovymi péry, van der Waalsova sila vynika diky indukovanym
dip6lovym momenttim a jejich elektrostatické interakci. Pro molekuly je dilezita
izomerie, kdy slouceniny maji stejny sumarni vzorec ale lisi se v strukturnim
vzorci, coz ovliviiuje fyzikalni a chemické vlastnosti. Izomery délime na konsti-
tuéni a konfigura¢ni(stereoizomery). Konstituéni izomery maji stejny suméarni
vzorec, ale jiné vnitini usporadani. Konfigura¢ni maji stejny suméarni i strukturni
vzorec ale lisi se usporadanim v prostoru(napf. pooto¢ené). Dalsi vlastnost je chi-
ralita molekul. Chiralni molekuly nelze ztotoznit plné se svym obrazem, zatimco
chiralni lze. Chiralni molekuly nemaji stfed symetrie ani roviny zrcadleni ale mi-
zou mit rotacni osy symetrie.Chiradlni molekuly jsou opticky aktivni. Chiralita
molekul muze zptisobovat rizné fyzikalni a chemické vlastnosti. Molekuly cha-
rakterizujeme dle jejich symetrie. Kazd4 molekula miize mit tyto prvky symetrie
identita E, inverze i, n-Cetna osa C),, rovina zrcadleni ¢ a inverzni osu. Ruzné
kombinace prvkii symetrie tvoii grupu, ktera je charakteristicka pro danou mole-
kulu. Toto celé 1ze najit i v prezentacich od Javorského i s par obrazky(prezentace
1.1).

Molekuly se daji také popsat kvantové i kdyz tento popis je tézsi pro vice mole-
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kul. Hamiltonian si rozepiSeme pro vSechny elektrony a jadra. Zde uvedu pouze
zjednoduSenou ¢ast, cely hamiltonién je v prezentacich od Javorského (prezentace
4.3)

H=Jy+Jc+Upe +Usq + Ue (14.1)

kde J, je kineticka energie jader, J, je kinetické energie elektronti, U,. je potenci-
alni energie jader ptisobicich na na elektrony, U,,, je potencialni energie meyi jadry
a U, je potencidlni energie mezi elektrony. K zjednoduseni pouzijeme adiabatic-
kou aproximaci. Ta spociva v tom Ze atomy konaji pomalé pohyby kolem svych
rovnovaznych poloh(aspon vici elektronim) a elektrony je adiabaticky sleduji.
Vlnova rovnice se rozdéli na dvé ¢asti ¥ (r;, R,) = © (Ra) ¥ (1; | Ra) kde ® (R,)
je ¢ast pro jadra a ¢ (r; | R,) je ¢ast pro elektrony R, zde funguje jako parametr.
Hamiltonidan miizeme rozdélit na ¢ast pro jadra a pro elektrony. Hamiltonian pro
elektrony:

(Je + Une (i | R) + Uee (1) + Unr (R)) Y (15 | R) = Ep (R) 0y, (r; | R)  (14.2)

kde FE, je energie n-tého elektronu v dané konfiguraci jader. z predchozich vy-
sledkti a protoze predpokladame Ze se dany atom nachézi v minimu své energie
stavu tak potencial rozvedeme do Taylorova polynomu. Z toho dostaneme:

(Jo + B, (Ro)) @ (Ry) = WO (R,) (14.3)

Z toho se d& uz dostat kmity a rotace molekuly.

Nejjednodussi piipadem je molekula Hj . Ta se da fesit exaktné pomoci substi-
tuci &€ = (ra+rg)/Rap an = (ra—rp)/Rap. Pro slozitéjsi piipadz existuje
metoda LCAO( linear combination of atomic orbitals). Tato metoda neni kvanti-
tativné presna, ale zato mé dobry kvalitativni popis. Vyslednou funkci dostaneme
jako kombinaci vSech vlnovych funkci pro kazdy elektron s kazdym jadrem.Pro
molekulu Hy dostavame 2 stavy, jeden vazebny a druhy ne. Zde zalezi na tvaru
vlnovych funkei spinii. Pokud je sou¢in obou vlnovych funkei symetricky pak do-
chazi k vazebnému stavu.

Vse y téhle ¢asti je obsazeno v Javorského prezentacich a odtamtud jsem hlavné
¢erpal.

14.2 Elektrické a magnetické momenty atomi a
molekul

Atomy a molekuly tvori maji vlastni elektrické a magnetické momenty. Pro zo-
pakovani:
p= /r’p (r") dv’ (14.4)

v

/r’ x p(r')dv’ (14.5)

|4

DN | —

IU/:

Diky tomu ze se atomy sklddaji z pozitivné nabitého jadra a elektroni, muzeme
brat atom v dostatecné velké vzdélenosti jako dipél. Pokud budeme postupovat
dle kvantové mechaniky tak nakonec po vystifedovani dostaneme, Ze elektricky
dip6lovy moment je nulovy pro volny atom v nulovém vnéjsim elektrickém poli.
U molekul se situace zhorsuje nebot ztracime stfedovou symetrii. Molekuly které

106



maji nulovy dipolovy moment se nazyvaji nepolarni a s nenulovy polarni. Elek-
tricky dip6lovy moment pro jednoduché molekuly je fadové ~ 1073°C - m.
Magneticky moment u atomii a molekul pochézi od elektront a to od momentu
hybnosti a spinu. Magneticky moment od orbitdlntho momentu L a jeho z-tové
slozky L, je:

h
ML:—; [0+1) = pup/I(+1) (14.6)
eh
ML, = _Qmeml = — My (147)

h
kde pup = ;m je Bohrtiv magneton rovny 9,274 Am?2. Pro magneticky moment

e
spinu a jeho z-tové slozky dostavame:

ps = —2upy/s(s+1) (14.8)

fs, = —2upms = tup (14.9)
Pro atom s plné zaplnénymi orbitaly mé& nulovy celkovy magneticky moment.
Dale muze dochéazet k s¢itani momentt a néasledné degeneraci a to diky interakci
mezi elektrony a spin-orbitalni interakci. K zjisténi stavu atomu se pouzivaji
Hundova pravidla. 1. Hundovo pravidlo je, Ze celkovy spinovy moment S = > s;

1
je maximélni. 2. Hundovo pravidlo fiké, ze celkovy moment hybnosti L = > [, je

maximéalni pfi daném S. 3. Hundovo pravidlo nam fika, ze jeli slupka zaplnéna
méné nez z poloviny pak J = L+ .S, pokud je vice nez z poloviny pak J =L — S
(pro J plati obecné vztah J =| L —S|,..., L+ S

14.3 Elektronové stavy v kondenzovanych latkach

14.3.1 Model volnych elektronii

Jeho prvni ¢ast vznikla s Drudeho modelu ktery bral elektrony jako plyn(elektronovy
plyn je podobny idedlnimu plynu). Predpokladal Ze se elektrony mezi srazkami
pohybuji volné bez jakékoliv interakce, dale Ze se rychlosti méni pri srazkach.
Zmeéna rychlosti prii srazce zavisi na teploté v daném misté. Distribuce elektrono-
vych rychlosti se ¥idi Maxwell-Boltzmanovym rozdélenim f (E) = konst-e~/F5T.
Tento model vysvétlil elektrickou vodivost, Ohmtv zakon, Halliv jev a stav mezi

K

elektrickou a tepelnou vodivosti (Wiedermann-Franz) — =~ Cymuv?. Jediné co
o

nevysvétlil byl elektronovy prispévek k mérnému teplu, ktery byl vétsi nez na-

méteny. Toto vysvétlil Sommerfeldiv model. Tento model vyuziva toho elektrony

jsou fermiony a tedy muZe byt pouze 2 v jednom energetickém stavu(2 diky spinu
nahoru a doli). Zaménil tedy Maxwell-Boltzmanovo rozdéleni za Fermi-Diracovo

rozdéleni f (E) = m
nych elektronu z okoli Fermiho energie k tepelné kapacité a dalsim vlastnostem.
Pro volny elektron tedy mame rovnici ve tvaru

o A () = B () (14.10)

. V tomto rozdéleni prispiva jen nékolik excitova-

Okrajové podminky volime periodicky, nazyvaji se Born-Karmanovy podminky(
voli se vétsinou na zékladé rozméru miizky).Resenim jsou vlnové funkce prov
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volnou ¢astici normované na objem. Tedy mame ¢ (z + L,y,2) = ¥ (z,y,2) a
i —
stejné pro y a z. Pro vlnovy vektor pak plati k,, . = 7 N Na jedno k pak

9\ 3
pripada objem % v reciprokém prostoru. Pocet stavi v kouli o poloméru

kg (velikost vinového vektoru pro elektrony s nejvyssi energii pii T = 0 K, tedy s
Fermiho energii Er) je:

4 V V
N = -7k} 2 = —k 14.11
3" P T 3T (1411)
spin
Dostavame tedy vyjadieni kg z kterého miizeme dopocitat Fermiho energii:
h2k2
Ep=—F 14.12
r=- (14.12)

kde n je pocet castic na jednotku objemu. Dale dostaviame vyjadieni pro vy =

h E
—kr a Fermiho teplotu Tr = k—F(Fermiho teplota se pohybuje v fadech 10 000
m B

, , dN 1 (2m\P?
K a vice). Pro hustotu stavu plati g (F) = TE T 90\ 7 E'/“. Tedy pro
Fermiho energii plati
3n
Er) = — 14.13
9(Er) = 5o (14.13)
: . L T )
Pro vnitini energii elektronti méame ze U ~ N — a z toho odvodime elektronovou
F
¢ast z tepelné kapacity.
1
Cy = §7r2g (Er) kT (14.14)
pro T < Op (OpjeDebyovateplota) mame
Ca =T+ P13 (14.15)

experimentalni hodnoty pro 7 se 1isi od teoretickych diky tomu Ze v kovech méme
efektivni hmotnost misto hmotnosti pro volny elektron.

14.4 Pasova struktura a elektrickd vodivost pev-
nych latek

K vysvétleni rozdilu mezi izolatory, vodi¢i a polovodici se pouziva model témér
volnych elektront, kdy se zavede periodicky potencial podobny krystalické mrfzce.
Resenim Schrodingerovy rovnice s periodickym:

Do (F) = e (7) 7 (14.16)

kde wyy () je Blochova funkce pro kterou plati w,g () = wpy (F + ﬁ) kde R =
niay + nady + nzaz je vektor krystalické miizky. Pro vlnovou funkci pote plati
Y ke (F—i— 1%) = *Bap 1 (F) = Uy, (7) eF TR (14.17)

Otézka je kde se vzali indexy n a k. Vychéazi to z ditkkazu Blochova teorému,
ktery lze najit napiiklad v Ashcroftovi. Koeficient k£ dostavame diky tomu ze si
rozlozime potencial U do Fourierovy fady. Koeficient n mame protoze pro dané
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k méame vice feSeni Schrodingerovy rovnice. VSechny vektory &£ mizeme brat z
prvni Brilionovy zoény nebot plati ¢, g () = ciftB Uy () kde eifB = 1 protoze
vektor B je vektor reciproké mrizky a R je vektor krystalické miizky. Tedy feSenim
Schrodingerovy rovnice jsou i, (7) a E, (E), coz dava pasovou strukturu. To

jeSté neni ten obrazek s témi zaplnénymi "obdelniky"a mezerami mezi nima. K
tomu je potieba zapocitat jak to vzpada na hranici Brillouinovy zoény. Na hranici
se nam stietavaji dvé postupné viny e a e=**_ které¢ miize vytvofit dvé stojaté
vlnu ¥+ = konst. (e"’m + e‘k”’) = konst. (e”/“ + e_m/“). Dostavame 2 hustoty
stavi pro které plati

pt =| ¥ |*~ cos (nz/a) (14.18)

p~ =| Y |~ sin (7 /a) (14.19)

kladna ¢ast snizi potenciélni energii a druha ji zvysi. Dojde tedy k rozdéleni a
k vzniku zakdzaného pasu (zajimavé vysvétleni je na anglické wiki, ja cerpal z
Javorského). Energetické pasy se mohou prekryvat. Jak tedy budou vypadat pasy
pro jednotlivé druhy vodic¢i 7 Zélezi na poloze Fermiho energie vici pasum. U
vodi¢u nachazime Fermiho energii v nékterém pésu, elektrony tedy nepotiebuji
mnoho energie aby byli excitoviany do vodivostniho pasu. U izolatori je energie
potfebna k excitaci do vodivostniho stavu vysoka diky tomu Ze se Fermiho ener-
gie nachazi mezi pasy a jejich vzdélenost je dostatecné velka. V polovodicich je
vzdalenost mezi valenénim pasem a vodivostnim pasem mnohem mensi nez mezi
u izolatoru. Energie potifebna k excitaci je vétsi nez u vodic¢t ale mensi nez izo-
latori. U polovodi¢ii mizeme pozorovat tzv. dérovou vodivost. Muzeme to brat
tak Ze dochézi k pohybu elektroni které po sobé nechaji kladnou "diru"kterou
zaplni jiny elektron, ale tento elektron vytvoril také diru atd.Diry se pohybuji ve
valen¢nim pésu. Vodivost polovodi¢a se da také ovlivnit dopovanim, tedy prida-
nim ciztho prvku. Ty se déli na elektronové akceptory nebo donory. Polovodice
s dopované akceptory jsou typu P a polovodi¢e dopované donory jsou typu N.
N a P znaceni nam f1ika, ktery s atomu prispiva nejvice elektrony. Akceptory
maji vétsinou o jeden valenc¢ni elektron méné, zatimco donory o jeden elektron
vice. Z pohledu pasové struktury vytvari dopanty v pasové mezefe nové stavy.
Donor vytvari stavy blizko vodivostniho pasu, zatimco akceptory vytvari stavy
blizko valen¢niho pasu. Vzdalenost mezi témito novymi stavy a nejbliz§im pasem
je oby¢ejné velmi mala(desetiny eV). Charakteristicky vyvoj pro odpory v zavis-
losti na teploté se lisi pro izolatory, vodice a polovodice. Izolatory maji konstantni
odpor v zavislosti na teploté az pii vysokych napétich odpor klesne(diky velke
energetické vzdalenosti mezi valenénim a vodivostnim pasem). Pro vodi¢e odpor
s klesajici teplotou klesa, to je diky zmensujicim se kmittim miize. U polovodi¢a
odpor s klesajici teplotou odpor roste a to diky tomu Ze je méné excitovanych
elektront v vodivostnim péasu.
Pokud piisobime vnéjsim pole na elektrony v krystalu pozorujeme Ze jejich hmot-
nost se lisi od zndme hmotnosti elektronu. Hmotnost kterou pozorujeme zélezi
také na sméru ve kterém pusobime vnéjsim polem. Hmotnost elektronu se lisi
diky vlivii atomii v krystalu na elektron. Pro2 efektivni hmotnost elektronu mame
1 _ 19k (14.20)
m h? 0k?
Fermiho plocha je plocha v reciprokém prostoru s podminkou Ze elektrony s pii-
slusnym k& maji Fermiho energii Er. Z tvaru Fermiho plochy se daji predpovédét
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urcité vlastnosti materidlu. Jeji tvar zavisi na periodicité a symetrii mrizky a na
obsazenosti elektrickych stavi. Existence Fermiho plochy vychézi z Pauliho prin-
cipu tedy, ze nemiizou byt dva elektrony ve stejném stavu.
Vodice se obecné daji charakterizovat vztahem

p(T) =po (14 T + BT?) (14.21)

Priichod elektrického proudu kovem ¢i polovodi¢em je doprovazen obecnym jevem
spocivajicim ve vzniku pri¢né intenzity elektrického pole, je-li vzorek vlozen do
pri¢cného pole magnetického. Tento jev, nazyvany Hallovym jevem, méa rovnéz
znacnou dulezitost pro objasnéni mechanismu elektrické vodivosti daného vodice.
Vnéjsi elektrické pole E, orientované ve sméru osy x budi ve vzorku elektricky
proud o hustoté j,. Prilozime-li magnetické pole B, ve sméru osy z, objevi se
ve vzorku pri¢tné elektrické pole Ey, ve sméru osy y, které na vzorku vytvoii
méfitelné piicné napéti Uy = Ep,d. Intenzita Epy,, respektive napéti Uy se
nazyva Hallovou intenzitou, respektive Hallovym napétim. Experiment ukazuje,
ze Hallova intenzita je tmérna proudové hustoté j, a magnetické indukei B,
EH,y = RHijz (1422)

Konstanta Ry, kterd nezavisi na rozmérech vzorku, se nazyva Hallovou kon-
stantou, a predstavuje dulezitou charakteristiku daného vodice.Zajimavé je, Ze
Hallovo napéti, a tedy i Hallova konstanta Ry, mize mit pro rizné materidly
nejen ruzné hodnoty, ale i rizna znaménko. Pokud je Hallova konstanta Ry
kladna jedna se o dérovou vodivost(napt. zinek). Pokud je Hallova konstanta
Ry zaporna jedna se o klasickou elektronovou vodivost. Hallova jevu se vyuziva
k méfeni magnetického pole.

14.5 Vodivost kapalin a plynu

14.5.1 Vodivost kapalin

Je znama skute¢nost, ze vétSina skute¢né Cistych rozpoustédel (voda, alkohol,
benzen a dalsi) jsou velmi Spatnymi vodi¢i. V nékterych pripadech vsak staci
rozpustit nepatrné mnozstvi vhodné latky, aby vodivost vzrostla o nékolik rad.
Latky, jejichz roztoky vedou elektricky proud, se nazyvaji elektrolyty.ZkuSenost
ukézala, ze nékteré latky zvysuji vodivost zna¢né, zatimco jiné velmi méalo. Latky
prvniho typu se nazyvaji silné elektrolyty, latky druhého typu slabé elektrolyty.
Mezi silné elektrolyty se fadi predevsim soli anorganickych i organickych kyse-
lin, a dale vétsina anorganickych kyselin a zasad (HC1, H2SO4, HNO3, KOH,
NaOH a jiné). Reprezentanty slabych elektrolyti jsou nékteré organické kyse-
liny (kyselina octové, kyselina mravenci a dalsi) a nékteré anorganické kyseliny a
zasady (kyselina boritd, amoniak apod.). Zafazeni dané latky do urcité skupiny
elektrolyti neni ovSem absolutni; ma smysl pouze ve vztahu k uré¢itému rozpous-
tédlu.Experimenty ukazuji, Ze rozhodujicim kritériem schopnosti rozpoustédla vy-
tvaret vodivé roztoky je jeho permitivita. Schopnost vytvaret vodivé roztoky roste
s rostouci permitivitou.Nositelé proudu v roztocich jsou ionty elektrolytu.Je proto
nutné predpokladat, ze alespon nékteré molekuly elektrolytu se v roztoku mohou
rozstépit na kladné ionty (kationty) a na zaporné ionty (anionty).Toto Stépeni
molekul se nazyva elektrolytickou disociaci. Jevy ke kterym dochéazi pri vodivosti
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iontového charakteru se nazyvaji elektrolyza.Elektrolyza mize mit rtzné kon-
krétni formy zavislé na materialu elektrod a na typu elektrolytu. Mérné vodivost
roztoku silné zavisi na koncentraci. V oboru malych koncentraci vodivost s jejim
zvySovanim vzrusta, po dosazeni urcitého maxima pak dale klesa. Kromé mérné
vodivosti se pro posuzovani vlastnosti roztoki uziva tzv. molarni vodivost, ktera
¢iselné vyjadiuje mérnou vodivost roztoku, v némz na jednotkovy objem pripadé
jeden mol ¢astic realizujicich vodivost. Oznac¢ime-li  molérni koncentraci roz-
toku, tj. poéet moli ¢astic realizujicich vodivost piipadajicich na 1 m3 roztoku,
bude mezi mérnou vodivosti v a molarni vodivosti A platit vztah
A=2 (14.23)
n
Z definice molarni vodivosti vyplyvé, Ze by neméla byt zavisla na koncentraci
roztoku, kdyby podil vech molekul elektrolytu na vodivosti roztoku byl na kon-
centraci nezavisly. Experimentalné zjisténé koncentra¢ni zavislosti ? pro nékteré
latky, molarni vodivost s rostouci koncentraci roztoku ve skutec¢nosti vzdy klesa.
Tato skute¢nost mize byt v principu vysvétlena dvéma pricinami. Jednak se mtize
se zménou koncentrace ménit stupen disociace elektrolytu, jednak mutze na kon-
centraci zaviset schopnost pohybu nositel proudu. Ve skutecnosti se uplatiuji
oba mechanismy. Prvni z nich nabyvéa pfevahy u slabych elektrolyti (zejména v
oboru nizkych koncentraci), druhy se naopak uplatiiuje predevsim u elektrolytu
silnych.
Kvantitativni vztahy pro elektrolyzu se nazyvaji Faradayovy zédkony. Prvni Fa-
radayuv zakon tika, ze v piipadé, kdy se na uvazované elektrodé vylucuje pouze
jediny druh latky, je jeji mnozstvi M Gmérné proslému naboji ¢)
M = ApQ (14.24)

Konstanta imérnosti Ap, charakteristickd pro danou latku, se nazyva jejim elek-
trochemickym ekvivalentem. Druhy Faradaytuv zakon vyjadiuje souvislost mezi
mnozstvimi riznych latek vyloucenych stejnym nabojem (). Jestlize dvéma roz-
toky ruznych elektrolyti projde tyz elektricky naboj Q, bude pomér mnozstvi
latek M4, Mpg, vylouc¢enych na piislusnych elektrodéach, roven poméru jejich che-
mickych ekvivalenta G4, Gg. Tedy

My _ Ga (14.25)

Mp Gp
Ze predeslého vztahu vyplyva, Ze k vylouceni jednoho molu chemickych ekviva-
lenti libovolné latky je zapotiebi vzdy stejny nédboj F, ktery se nazyva Fara-
dayovym nabojem, (nékdy téz, Faradayovou konstantou). Jeho hodnotu, ktera
mé bezprostiedni vztah k hodnoté Avogadrové konstanty (viz. ¢l. 7.6.6), je tieba
urc¢it méfenim. Dnes uzivanou hodnotou je F' = 96485, 3415C - mol~!. Naboj v v
roztocich je prendSen jak anionty tak kationty.

14.5.2 Vodivost plynt

Vedeni proudu v plynech, které se také casto nazyva elektrickym vybojem, miize
mit velmi rozmanité vlastnosti zavislé nejen na teploté, tlaku, na druhu plynu,
na velikosti priloZzeného napéti, ale také na vlastnostech elektrod toto napéti pii-
vadéjicich. Pti prichodu proudu dostatecné hustoty muze dojit témér k uplné
ionizaci molekul plynu, ¢imz vznikd prostiedi zcela novych vlastnosti nazyvané
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plazma, které se nékdy povazuje za ctvrté skupenstvi latek. Pii malych napétich
nastava v plynu tzv. nesamostatny vyboj, ktery je charakterizovan velmi nizkou
hustotou proudu a pii zvySovani napéti pfechézi v nékterou formu tzv. samostat-
né¢ho vyboje. Tomuto typu vyboje odpovidaji podstatné vyssi proudové hustoty
a je zpravidla doprovazen (svételnym) zafenim plynu. MiZze mit velmi rozmanity
charakter v zavislosti na konkrétnich podminkéach.

Nesamostatnou vodivost plynu je mozné studovat v jednoduchém usporadani se-
stavajicim z dvojice elektrod umisténych ve vzajemné vzdalenosti d v prostoru
vyplnéném vysSetfovanym plynem. Privedeme-li na elektrody napéti U z vnéjsiho
zdroje a mérime-li proud I prochazejici obvodem v zévislosti na napéti, mizeme
zmérit voltampérovou charakteristiku. Zname-li geometrii elektrod, mizeme ur-
¢it 1 napétovou zavislost proudové hustoty j v daném misté. P velmi malych
napétich by proud linearné vzristal se vzriustajicim napétim, takze by byl spl-
nén Ohmuv zakon. Pfi dal$im vzristu napéti by se vSak postupné projevovaly
odchylky od Ohmova zakona, az nakonec by proud na napéti vibec nezavisel. Te-
prve pii dalsim zvySovani napéti by se objevil novy vzrist proudu. Dalsi charakte-
ristickou vlastnosti nesamostatného vyboje je zna¢na zéavislost proudové hustoty
na ruznych vnéjsich vlivech. Napiiklad pfi ozafeni plynu ultrafialovym, rentge-
novym ¢i radioaktivnim zarenim bychom pro danou hodnotu napéti namérili vy-
razny vzrist proudu. Kdybychom za plisobeni konstantniho zareni méfrili znovu
zévislost proudové hustoty na napéti U, namérili bychom kiivku stejného cha-
rakteru. Jak bylo jiz poznamenano, je pro nesamostatny vyboj charakteristicka
velmi nizk& proudova hustota. Hustota nasyceného proudu se obvykle pohybuje
v mezich 1073 — 10724 - m ™2

Doutnavy a obloukovy vyboj jsou dvé nejbéznéjsi formy stacionédrniho samo-
statného vyboje. Doutnavy vyboj nastavd za snizeného tlaku 1 — 1073Pa za
predpokladu, Ze napéti mezi elektrodami dosdhne urcitou kritickou hodnotu U,
nazyvanou zapalné napéti. Je charakterizovan stacionarni proudovou hustotou
hodnot 107! — 104 - m~? a je doprovazen svételnym zaienim plynu ve zna¢né
casti vybojové drahy, jehoz spektralni slozeni je charakteristické pro dany plyn.
Rozlozeni potencialu podél vybojové drahy je vzdy nerovnomérné. Jeho nejvetsi
spad, ¢inici témér celou hodnotu prilozeného napéti, je zpravidla soustiedén do
bezprostiedni blizkosti zaporné elektrody (katodovy spad). Pozoruhodné je také,
ze rozlozeni potencialu zavisi nejen na druhu plynu, ale také na materialu za-
porné elektrody. Podminky pro zapéleni doutnavého vyboje jsou - obecné fe¢eno
- urCeny mnoha faktory. Muzeme soudit, ze zapalné napéti U, je urceno jen vlast-
nostmi a tlakem daného plynu a dale geometrii elektrod. Experiment ukazal, Ze
zapalné napéti U, je pro dany plyn za dané teploty funkei soucinu tlaku plynu p
a vzdalenosti elektrod d. Tento poznatek se z historickych divodi nazyva Pas-
chentv zakon.

Obloukovy vyboj je jiny typ samostatného vyboje, ktery miize vzniknout ve velmi
sirokém oboru tlakt. Nejznaméjsi je jeho realizace v obloukovych lampéch, kde
tento vyboj vznikd ve vzduchu za atmosférického tlaku mezi dvojici uhlikovych
elektrod. K jeho vzniku je zapotiebi, aby se elektrody nejdiive dotkly a zahtaly se
jouleovym teplem na dostatec¢né vysokou teplotu. Po jejich oddaleni pak jiz vyboj
trvale "hoti"pii relativné nizkém napéti na elektrodach (20-50 V). Je charakte-
rizovan stacionarni proudovou hustotou, ktera miize dosahovat zna¢nych hodnot
(107°A - m™2 a vice). Jeho dalsi charakteristikou je, Ze se vzristajici proudo-
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vou hustotou klesa napéti na elektrodéach. (Pro udrzeni konstantniho proudu je
tedy nutné, aby byl v obvodu zafazen vhodny odpor.) Obé uhlikové elektrody se
pri hoteni obloukového vyboje silné zahtivaji. Vétsi teplotu mé elektroda kladné
(3000-4000 C) a pii hofeni vyboje se v ni vytvoii prohluben (kréater). Experi-
menty vSak ukazuji, Ze pro udrzeni trvalého vyboje neni teplota této elektrody
podstatna. Naopak, vyboj nemtze trvale hofet, nema-li zaporna elektroda do-
statecné vysokou teplotu. Dalsi forma obloukového vyboje vznikd za nizsiho nez
atmosférického tlaku, jestlize proudova hustota prekro¢i urc¢itou hodnotu. Tento
vyboj je opét charakterizovan znac¢nou proudovou hustotou pii relativné nizkém
napéti na elektrodach a prechod od doutnavého k obloukovému vyboji mé nespo-
jity charakter. Ukazuje se, ze za vhodnych podminek mize urcita forma oblouko-
vého vyboje existovat i za relativné nizké teploty obou elektrod. Volba materidlu
zaporné elektrody je v8ak pro vznik téchto podminek vzdy podstatné. Uvedené
experimentalni poznatky ukazuji, ze v plynu existuje vzdy urc¢ita koncentrace na-
bitych ¢astic (ionizovanych molekul nebo elektroni), které se po prilozeni vnéjsiho
elektrického pole mohou stat nositeli proudu. Tyto ¢astice zfejmé realizuji nesa-
mostatnou vodivost (nesamostatny vyboj). Dale je vidét, Ze pii zvySeni teploty
nebo za piitomnosti urc¢itého zareni se tato koncentrace nabitych ¢astic zvysuje.
Pro udrzeni samostatného vyboje neni vSak vznik nositeltt proudu t¢inkem téchto
vnéjsich vlivii zfejmé podstatny. Je nutné predpokladat, ze pfi samostatném vy-
boji vznikaji ve vybojové draze mechanismy schopné produkovat zna¢né mnozstvi
nosic¢i proudu. Ze zavislosti parametria vyboje na materialu zaporné elektrody je
dale vidét, Ze na této elektrodé probihaji déje, které jsou pro vznik nosi¢ti proudu
podstatné. Podrobnéjsi studium této otazky ukazalo, ze jde o uvolnovani elek-
tronu z materialu elektrody. Parametry urcité konkrétni formy samostatného vy-
boje jsou vzdy témito elektrony do znac¢né miry ovlivnény. Dalsi faktor, ktery ma
pro vznik a udrzeni samostatného vyboje v plynu zésadni vyznam, je existence
tzv. nepruznych srazek, pfi nichz atom (¢ molekula) muze pohltit ur¢ité mnozstvi
energie a mize byt i ionizovan. Piimy experimentalni dikaz existence nepruznych
srazek a moznost ionizace molekul pfi téchto srdzkach byl podan experimenty J.
Francka a G. Hertze. Uvedené experimenty prokézaly piimo i existenci stacio-
narnich stavii atomu s diskrétnimi hodnotami energie a vyznamné tak prispély k
formulaci vychozich postulati kvantové mechaniky.

14.6 Dielektrické a magnetické vlastnosti latek

Vliv elektrického a magnetického pole na latky je popsan vektory elektrické po-
larizace P, (7) a magnetické polarizace P, (7')(respektive magnetizace M (7)

14.6.1 Dielektrika

Dielektrika jsou charakterizovana velkou hodnotou relativni permitivity e,.Pro
pochopeni mechanismu polarizace latek méa velky vyznam studium teplotni zavis-
losti permitivity. V pripadé linearnich dielektrik lze tuto zavislost obvykle dobte
vyjadrit vztahem

Er = Ern + (14.26)
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ve kterém T je absolutni teplota a ¢,,, C teplotné nezévislé konstanty. Per-
mitivita tedy jevi pfimkovou zéavislost ve tvaru 1/7.Jednotlivé ¢leny na pravé
strané rovnice zfejmé souvisi s riznymi mechanismy polarizace. Latky s nizkou
celkovou hodnotou permitivity vykazuji rovnéz malou zavislost na teploté. Krys-
taly s jinou nez kubickou symetrii mohou byt dielektricky anizotropni. Elektricka
susceptibilita (respektive permitivita) je symetricky tenzor druhého fadu. Pro
uplny popis chovani takovych latek v elektrickém poli je zapotiebi obecné udat
tTi hlavni hodnoty tenzoru permitivity; v pripadé struktur s osovou symetrii jsou
dvé hlavni hodnoty stejné, takze se pocet potirebnych tidaji redukuje na dva. Pro
popis ¢asové proménného elektrického pole v linearnim dielektriku je v8ak t¥eba
zkoumat i vlastnosti dielektrika v zavislosti na rychlosti ¢asovych zmén pole. Ma-
lou co do poctu, ale diilezitou skupinu dielektrik tvoii tzv. feroelektrické latky.
Pro né je charakteristicky anomalni vztah mezi vektorem polarizace a intenzitou
pole.Feroelektrické chovani se vyskytuje pouze v urcitém teplotnim oboru, ktery
je pro danou latku charakteristicky, teplota T- omezujici uvedeny obor se nazyva
feroelektrickou Curieovou teplotou. Charakteristickd zavislost vektoru polarizace
na intenzité pole je pro feroelektrické latky dana tzv. feroelektrickou hysterezni
smyckou. Pribéh elektrické polarizace fereoelektrik pri cyklickém polarizovani je
podobny chovéni feromagnetik. Feroelektricky stav je charakterizovan tim, Ze jed-
notlivé elementarni bunky krystalu maji nenulovy elektricky dipélovy moment.
V nulovém nebo malém elektrickém poli jsou tyto dipélové momenty orientovany
v urcitych, krystalograficky vyznaénych smérech. Cely objem krystalu se rozpadé
na urcity pocet oblasti, které se nazyvaji feroelektrické domény, z nichz kazda
je charakterizovana urcitou orientaci vysledného dipélového momentu. Vysledny
elektricky moment vzorku je pak dén vektorovym souc¢tem momenti jednotli-
vych domén. Vnéjsi elektrické pole relativné malych hodnot mize znacné ovlivnit
rozdéleni domén a vyvolat tak zna¢né velkou vyslednou polarizaci. Nad feroelek-
trickou Curieovou teplotou prechazi feroelektricka latka do tzv. paraelektrického
stavu, ktery je charakterizovan silnym poklesem permitivity pfi pii zvySovani tep-
loty. Chovéani permitivity v paraelektrickém stavu je zpravidla mozné velmi dobfe
popsat vztahem

§

“=T-6

(14.27)
v némz & je tzv. feroelektricka Curieova konstanta charakteristicka pro dany ma-
teridl a © parametr blizky Curieové teploté T. Kromé feroelektrik existuje jesté
jiny typ latek, které mohou mit trvaly elektricky moment. Latky tohoto druhu
se nazyvaji elektrety. Jsou obvykle tvoreny smési organickych pryskyftic, popr.
vosktl, s dalsimi organickymi nebo anorganickymi dielektriky. "Trvaly"elektricky
moment lze napiiklad ziskat pfi tuhnuti této smési v silném elektrickém poli, ne-
bot vlastni elektrické momenty nékterych molekul (popifipadé makroskopickych
Castic) zustanou po zatuhnuti orientovany ve sméru pole. Takto ziskany nerov-
novazny stav pak miize byt v latce zachovan po velmi dlouhou dobu. Kazdy fe-
roelektricky krystal vykazuje rovnéz tzv. piezoelektricky jev spocivajici v tom, ze
elastickou deformaci se méni elektricka polarizace krystalu. Feroelektrické krys-
taly vykazuji i tzv. elektrostrikci, coz je jev inverzni k jevu piezoelektrickému:
pri zméné elektrického pole, které ma za nasledek zménu elektrické polarizace,
dochézi ke vzniku elektrostrikéni deformace. Piezoelektrické chovani vsak mohou
jevit i krystaly, které nejsou feroelektrické. Klasickym pfedstavitelem takovych
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latek je krystalicky kifemen. Fenomenologicky 1ze tento jev popsat linearnim vzta-
hem mezi deformujici silou a vzniklou elektrickou polarizaci. Prislusna konstanta
umeérnosti se nazyva piezoelektrickou konstantou. Dielektrické vlastnosti latek lze
vylozit na zakladé popisu mechanismti umoznujicich vznik elektrickych momenti
atomi, molekul ¢ elementarnich bunék krystali piisobenim vnéjsiho elektric-
kého pole, popt. jinych sil. Tyto procesy se popisuji veli¢inou nazyvanou pola-
rizovatelnost a mohou mit ruznou fyzikdlni povahu. Existujici t¥i zakladni typy
takovych mechanismi: elektronové polarizovatelnost, iontova polarizovatelnost a
orientacni dipolarni polarizovatelnost. Elektronové polarizovatelnost zahrnuje de-
formaci elektronového obalu atomu v elektrickém pol. ontovou polarizovatelnosti
se rozumi vzajemné posunuti jednotlivych iontd napiiklad v molekule, ¢imz rov-
néz vznika zména jejiho dipélového momentu. Oba uvedené mechanismy nastavaji
ve vSech typech latek, tedy i v latkdch nepolarnich. Konecné orienta¢ni polarizo-
vatelnosti rozumime zménu prostorové orientace vlastnich momentt (napiiklad
polarnich molekul) a¢inkem vnéjsiho pole. Pfesto, ze makroskopické projevy fero-
elektrik jsou do zna¢né miry podobné chovani feromagnetik, je fyzikalni podstata
obou jevi zésadné odlisné, nebot vlastni elektrické momenty nemohou (na rozdil
od momentu magnetickych) vznikat na atomové arovni !!!

14.6.2 Magnetické vlastnosti latek

Pro diamagnetika i paramagnetika jsou charakteristické linearni materidlové vztahy,
pricemz diamagnetika se vyznacuji zapornou magnetickou susceptibilitou y,, (a
tedy relativni permeabilitou p, < 1), zatimco paramagnetika maji kladnou mag-
netickou susceptibilitu (a relativni permeabilitu 7y, > 1). Hodnoty relativni per-
meability obou typt latek se pfitom jen malo lisi od jedné. Susceptibilita dia-
mgnetik je velmi malo zavisla na teploté, podobné susceptibilita nékterych para-
magnetickych kovii. Naproti tomu jiné kovy (naptiklad Pd, Pt aj.) a téz témér
vSechna nekovova paramagnetika jevi vyraznou teplotni zavislost susceptibility.
Pro nekovova paramagnetika mame

b = — (14.28)

Diamagnetismus je obecny jev, jehoz podstata spociva ve zménach elektronovych
stavii vyvolanych vnéjsim magnetickym polem, které mohou byt intuitivné cha-
pany jako disledek zédkona elektromagnetické indukce, podle néhoz zmény vnéj-
stho magnetického pole indukuji v latce proudy vytvarejici vlastni magnetické
pole piisobici proti témto zménam. Pii vlozeni do vnéjsiho magnetického pole
tedy v celém objemu latky vznikaji dodateéné magnetické momenty, které se snazi
vnéjsi magnetické pole kompenzovat. Vzhledem k tomu, Ze jev elektromagnetické
indukce plati zcela obecné, je i diamagneticky jev obecnou vlastnosti vsech latek.
V nékterych pfipadech vSsak muze byt prekryt projevy vlastnich magnetickych
momentli nékterych elektront, které jsou zdrojem paramagnetismu. Diamagne-
tické latky jsou zpravidla nejméné magneticky aktivni.

Paramagnetické vlastnosti jsou na rozdil od diamagnetismu dény nevykompen-
zovanymi magnetickymi momenty nékterych elektronti v atomu. Paramagnetické
chovéni tedy jevi latky obsahujici atomy ¢i molekuly s ¢astecné zaplnénymi elek-
tronovymi podslupkami. Problém paramagnetismu elektronového plynu vytesil
W. Pauli, ktery vzal v ivahu vlastnosti Fermiho-Diracova rozdéleni. néjsi magne-
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tické pole sice energeticky zvyhodnuje uréitou (paralelni) orientaci magnetickych
momentil elektront, vétsina elektront vsak nemiize tuto vyhodnéjsi orientaci za-
ujmout, nebot pro energie podstatné nizsi, nez je Fermiho energie, jsou jiz vSechny
tyto stavy obsazeny. Na vnéjsi magneticka pole mohou reagovat jen elektrony, je-
jichz energie je blizk4 Fermiho energii, pricemz je zfejmé, Ze se vzrustajici teplotou
pocet takovych elektroni vzrista. Potom pro odhad paramagnetické susceptibi-
lity elektronového plynu dostaneme teplotné nezavisly vyraz
nom

kpTr

Yo = f0 (14.29)
ktera se nazyva Pauliho paramagnetickou susceptibilitou elektronového plynu.
Na zékladé pravé vylozenych skutecnosti je mozné podat hruby a do znacné
miry zjednoduseny obraz o magnetickych vlastnostech kovi, ktery vSak spravné
vystihuje jejich fyzikalni podstatu. Vysledna magneticka susceptibilita je dana
souctem piispévki jednotlivych typt elektroni. U vSech kovi se vyskytuje pa-
ramagnetismus vodivostnich elektronti dany vztahem (7.16) a diamagnetismus
lokalizovanych elektronii vnitinich zaplnénych slupek.

Existuje nékolik struktur magnetického usporadéani. Nejznaméjsi jsou feromag-
netickd struktura kdy jsou magnetické momenty usporadané paralelné a antife-
romagnetické usporadani kdy jsou magneticky orientovany opac¢né. Magnetické
usporadéani existuje vzdy pii teplotach nizsich, nez je jista kriticka teplota. V
pripadé feromagnetik mluvime o Curieové teploté T, v pripadé ferimagnetik a
antiferomagnetik o teploté Néelové Tyy. Nad Curieovou, popf. Néelovou, teplo-
tou jsou tyto latky paramagnetické a jejich magneticka susceptibilita s rostouci
teplotou klesé. S vyjimkou bezprostiedniho okoli a pod kritickou teplotou casto
spliuji tzv. Curietuv-Weissiv zédkon .
T—-0

© mé rozmér teploty a nelisi se od teplot pfechodii. Spontanni magnetizace M,
je zakladni parametr feromagnetika, ktery popisuje stav jeho magnetického uspo-
radani.

Y = (14.30)
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15. Experimentalni zaklady
kvantové hypotézy

15.1 Historicky tivod

Na konci 19. stoleti se fada fyzikti domnivala, Zze pomoci tehdy zndmych zdkont
lze objasnit v8echny fyzikalni déje. Popis se délil na dvé skupiny. Na jedné strané
pomoci rovnic klasické mechaniky byl popisovin pohyb ¢astic. Na druhé strané
se fyzikalni déje popisovaly pomoci vin, napf. v mechanice kontinua, teorii kmitt
strun nebo teorii elektromagnetickych vin (Maxwellovy rovnice 1861).

Dnes povazujeme za charakteristicky rys mikrosvéta diskrétnost veli¢in - kvan-
tovani. Prvni vyznamnou zdhadou byla ¢arova (diskrétni) spektra atomu a
molekul (Balmerova série atomu vodiku byla objevena jiz v roce 1885), ktera
poukazuji na diskrétnost energie. Postupné se zacaly objevovat dalsi jevy, které
se nedaly popsat klasickou mechanikou. Tzv. "krize klasické mechaniky"se zacala
projevovat zacatkem 20. stoleti, kdy se védci snazili objasnit spektrum abso-
lutné cerného télesa. V tomto pripadé klasickd mechanika zcela selhavala, a
proto doSel Max Planck v roce 1900 k zavéru, ze pozorovatelné spektrum lze ob-
jasnit pouze za predpokladu, ze absolutné ¢erné téleso a elektromagnetické zarent,
s nimz je v rovnovaze, si vymnénuji energii v jakychsi davkach ¢i kvantech

E = hv = hw. (15.1)

Tato kvanta se nazvyvaji fotony. V roce 1905 byl Albertem Einsteinem ob-
jeven fotoefekt, pii kterém se predava energie fotonu elektronu v pevné latce.
Pozdéji byl zaveden vztah i pro hybnost fotonu

p = hk, (15.2)

kde k je vinovy vektor. (k = 27 /A, ¢ = Av, w = 27v ). Einstein se také vénoval
problematice mérnych tepel. Predpokladal, ze kmity krystala jsou nasobky hw.

Na pfelomu 19. a 20. stoleti se zacalo uvazovat o vnitini struktufe atomu. J.J.
Thomsontv pudingovy model atomu vyvratil v roce 1911 Ernest Rutherford
zkouménim rozptylu « ¢astic na atomech. Rutherfordovy objevy vedly k plane-
tarnimu modelu atomu, ktery vsak nedokazal objasnit stabilitu atomi. Podle
klasické mechaniky by mél obihajici elektron vyzafovat svou energii a casem zkola-
bovat do jadra. Podle Bohrovy teorie existuji stabilni stavy, ve kterych nedochézi
ke kolapsu. V téchto stavech je pohyb elektronu dan Wilson-Sommerfeldovou
kvantovaci podminkou (1915)

%pdq:nh, n=1,23,.., (15.3)
Pro atom vodiku odvodil Bohr energii mezi stavy
1
E, = —ﬁRy, (15.4)

vvvvvv

tému, nez je vodiku podobny atom, s vice nez jednim elektronem.
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Comptonuv jev (1922), pii kterém je zkoumén rozptyl Roentgenova zafeni
na elektronech, byl dikazem existence kvant elektromagnetické energie. V roce
1924 Luis de Broglie pfisel s myslenkou, Ze korpuskularné-vinové vlastnosti
a vztahy 15.1,15.2 dosud pouzivané pro elektromagnetické zafeni lze prenést i
na volny elektron. Tato myslenka byla potvrzena v roce 1926 studiem rozptylu
elektront na krystalech. skala

15.2 Planckova kvantova hypotéza

Absolutné ¢erné téleso je idealni téleso, jeho nazev je odvozen z jeho vlastnosti,
ze dokonale pohlcuje veskeré zareni. Zaroven je to také idealni zaric, ktery vyza-
Fuje vice enrgie, nez jakékoliv téleso. Absolutné ¢erné téleso lze modelovat dutym
télesem s cernymi sténami, ve kterém je maly otvor. Po zahtati stén v uzaviené du-
tiné, po urcitém case nastane rovnovaha mezi vyzarovanim a pohlcovanim zafeni.
Nahlizime-li do dutiny malym otvorem, pozorujeme spektrum elektromagnetic-
kého zareni. V 19. stoleti bylo zjisténo, ze spektrum zavisi na teploté. Rayleigh
s Jeansem se snazili nalézt zavislost spektralni hustoty intenzity vyzafovani na
vlnové délce. Jejich vztah spektralni hustoty intenzity vyzafovani je atmérny 1/\*
a pro malé vinové délky roste do nekone¢na. Toto bylo v rozporu s experimen-
talnim zjisténim, Ze pii mensich vlnovych délkach, nez je vinova délka maximélni
intenzity, téleso témér nevyzaiuje. Tento rozpor se oznacuje jako "ultrafialova
katastrofa"a az na zacatku 20. stoleti se M. Planckovi povedlo vysvétlit zafeni
absolutné cerného télesa. Podle teorie, kterou vyslovil v roce 1900, ¢erné téleso
nevyzafuje energii spojité, ale po uréitych kvantech (Nobelovu cenu ziskal v roce
1918 "in recognition of the services he rendered to the advancement of Physics
by his discovery of energy quanta".). Energie kvanta energie je umérna frekvenci
E = hf = hv. Pozdéji bylo pro kvantum energie zafeni zavedeno oznaceni foton.
Kvantova hypotéza tedy 1ika, ze energie elektromagnetického zareni nemize byt
libovolné mala, nebot je kvantovana a jeji kvantum zavisi na frekvenci zareni.
Planck tuto hypotézu povazoval za matematicky pozadavek pii odvozeni vzorce
pro cerné téleso. Velkého vyznamu kvantova hypotéza zacala nabyvat, kdyz se
ukézalo, ze pomoci ni 1ze vysvétlit fotoelektricky jev.

15.3 Fotoelektricky jev, foton

Fotoelektricky jev je jev, pii kterém jsou uvolhovany (emitovany) elektrony z
latky v disledku absorpce elektromagnetického zareni. Z hlediska zptisobu vzniku
elektronii vlivem dopadajiciho elektromagnetického zafeni se rozlisuje

1. vngjsi fotoefekt - elektrony jsou uvoliiovany z povrchu materidlu

2. vnitini fotoefekt - elektrony jsou uvolhovany uviti materialu (polovodice)

Vnéjsi fotoefekt lze zkoumat napt.pomoci fotonky. Zareni dopada okénkem
na fotokatodu a uvolhuje z ni fotoelektrony, které putuji k anodé a v obvodu
vznika proud. Podle klasické fyziky by s rostouci intenzitou dopadajictho zéfeni
se mély elektrony uvolhovat snadnéji a mély by mit vyssi energii. Experimenty,
ale prokazaly, Ze na intenzité zareni zavisi pouze mnozstvi uvolnénych elektront
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a nikoliv energie, ktera je uréena pouze frekvenci (vlnovou délkou) pouzitého
zatfeni. Také bylo zjisténo, ze existuje néjakd mezni vlnova délka, nad kterou uz
se elektrony neuvoliuji. Tato mezni vinova délka ovSem zavisi na ozarované latce.

Fotoefekt se podaril vyvsétlit v roce 1905 Albertu Einsteinovi a v rcoe 1921
mu byla udélena Nobelova cena "for his services to Theoretical Physics, and
especially for his discovery of the law of the photoelectric effect". Einstein vysel z
Planckovy kvantové hypotézy a predstavy, ze elektromagneticka vina o frekvenci
f se chova jako soubor ¢astic (svételnych kvant), z nichz ma kazda svou energii
a hybnost. Tyto ¢astice se pohybuji stéle rychlosti svétla. Podle teorie relativity
maji nulovou klidovou hmotnost a jejich relativisticka hmotnost je dana vyrazem

E

Jejich hybnost

E
p=— =mc. (15.6)
c

Tyto ¢astice byly G.N. Lewisem v roce 1926 nazvany fotony.

Pri fotoefektu kazdé kvantum zareni preda energii vzdy jen jednomu elektronu.
Ta se spotfebuje na uvolnéni elektronu z materialu a zbytek je predan elektronu ve
formeé kinetické energie. Tento "zakon zachovani energie'"se nazyva Einsteinovou
rovnici

hf = dodan vazebn energie + kinetick energie dodan elektronu (15.7)

7 rovnice 15.7 lze pak experimentalné urcit planckovu konstantu meérenim
zavislosti kinetické energie na frekvenci dopadajiciho zéafeni.

15.4 Casticové vlastnosti svétla a vilnové vlastnosti
castic

Einstein jako prvni zacal povazovat kvanta elektromagnetického zafeni za sku-
teCné Castice. Prvni pfimy a prevédcéivy dukaz této ¢asticové povahy fotonu podal
v roce 1922 Arthur Compton (Nobelova cena 1927 "for his discovery of the effect
named after him"), ktery experimentoval s rentgenovym zafenim. Rovnobé&zny
svazek zéreni nechal dopadat na uhlikovou desticku a méril frekvenci zareni roz-
ptyleného pod riznymi thly. Kvanta zatfeni se pfitom chovala jako malé kulicky,
které se srazely s kulickami (elektrony) v desti¢ce. Vzhledem k vysoké energii
fotonii, mnohem prevysujici vazbovou energii, 1ze elektrony povazovat za volné
¢astice. Rozptyl fotont na elektronech se nazyva Comptonuv jev.

Uz Newton zacal uvazovat o ¢asticové povaze svétla, ale nakonec v 19. stoleti
byla vSeobecné prijata teorie vlnova, protoze se tehdy hodné experimentovalo s
difrakei (interferenci), kterd nemuze byt vysvétlena korpuskularni (¢asticovou)
teorii. Ale pozdéji prisel Planck s Einsteinem a Comptonem...

Proto bylo nutné pfipustit, Ze foton se chova jako ¢astice a vlna zaroven (kor-
puskularné vlnovy dualsismus). Se zkracovanim vinové délky se vice projevuje
casticovy charakter.
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15.5 De Brogliova hypotéza

V roce 1924 piisel Louis de Broglie s velmi odvaznym napadem (ktery se neo-
piral o zadné experimenty), kdyZz se kvantum elektromagnetického zafeni muze
chovat jako €astice, pro¢ by se nam znamé ¢astice (elektrony, neutrony, protony,
atomy,...) nemohly chovat jako viny. Pficemz energii a hybost zavedl analogicky
jako pro fotony 15.1,15.2. K potvrzeni bylo tfeba ovérit vinové vlastnosti jako
je difrakce a interference. Experimenty provadéli nezavisle C.J. Davisson, G.P.
Thomson (oba Nobelova cena 1937 "for their experimental discovery of the di-
ffraction of electrons by crystals") a L.H. Germer(spolupracoval s Davissonem). V
Davissonové - Germerové experimentu, byl pouzit krystal se srovnatelnou mriz-
kovou konstantou jako je vlnova délka elektronu (Vlnova délka elektronu se pii
napétich v fadech desitek volti pohybuje v fadu 1071° m). Experimenty dopadly
pozitivné, tedy byly pozorovany interferenc¢ni maxima a tim byl vlnové korpusku-
larni dualizmus prokazan i pro c¢astice.
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16. Formalismus kvantové teorie

Zadani:

Postuldty kvantové mechaniky. Vinovd funkce. Linedrni a hermitovské operdtory.
Reprezentace méritelnych velicin. Kvantovani fyzikalnich velicin. Casovd a neca-
sovd Schrodingerova rovnice. Relace neurcitosti. Integrdly pohybu.

16.1 Postulaty kvantové mechaniky

Zéakladni predpoklady QM lze shrnout do nékolika postuléati.

16.1.1 Postulat o vlnové funkci

Veskeré informace o stavu kvantové-mechanického systému (&astice)
jsou popsany vilnovou funkci ¢ (r,t), coz je komplexni funkce realnych pro-
ménnych. Vlnova funkce musi byt:

e jednoznacna

e konecna

spojita

kvadraticky integrabilni

e pii konecnych zménéch potencialu musi mit spojité parcialni derivace podle
prostorovych proménnych?

Vlnova funkce uvedend ve znéni postulatu se tykd pouze jedné cCastice bez
vnitinich stupiii volnosti (napf. spin). Zobecnéni na cely systém ¢astic se pro-
vede tak, ze vinova funkce bude zaviset na soufadnicich vSech ¢éstic a na case,
popiipadé na dalsich vnitinich stupnich volnosti (napft. se prida z-ova kompo-
nenta spinu).

Fyzikalni interpretace vinové funkce spoc¢iva v tom, ze kvadrat jeji absolutni
hodnoty udava hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v misté r a Case t

plr,t) = [(r, 1) =y

Pravdépodobnost nalézeni ¢astice v objemovém elementu dV = dzdydz v bodé
r a case t je tudiz rovna

dp(I‘, t) = |1/J(I‘, t)|2 dv

A jelikoz pravdépodobnost vyskytu ¢astice v libovolném misté prostoru je rovna
jedné, plyne odtud normovaci podminka na vlnovou funkci

[1orav =1

az na urcité vyjimky, napf. volna Céstice
souvisi s pozadavkem spojitosti hustoty toku pravdépodobnosti v rovnici kontinuity

1
2
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kde integrace probiha pfes cely prostor. Pokud vlnova funkce tuto podminku ne-
spliiuje, je tfeba ji vynasobit vhodnou multiplikativni normovaci konstantou. Z
této podminky plyne pozadavek na kvadratickou integrabilitu vinové funkce. Ne
vzdy v8ak vlnovou funkci normujeme na jednicku. Naptiklad v piipadé volné ¢as-
tice miZzeme normovat na Diracovu J-funkei, popf. na koneény objems?.

VInovou funkci mohu tedy chéapat jako amplitudu hustoty pravdépodobnosti
(vyskytu ¢astice). Tato pravdépodobnostni interpretace, kterd je soucésti tzv.
Kodanské interpretace QM, si zada zavedeni obdoby statistického souboru, tedy
kvantového souboru. Tim rozumime soubor o nekone¢ném (velmi velkém) poétu
jednotlivych ¢astic, které jsou navzajem totozné, popsané stejnou vlnovou funkci
a na kterych provadime méteni. Veli¢ina dp potom udavéa relativni pocet pripadi,
kdy pii méfeni polohy ¢astice nalezneme nékterou z nich v objemu dV'. Méfeni na
kvantovém souboru si muzeme predstavit také jako opakované méreni na jediném
systému (¢astici), ktery po kazdém mérfeni prevedeme do stavu odpovidajicimu
uvazované vlnové funkci, tj. do stavu stejného jako pred méfenim.

Z matematického hlediska lze vinovou funkci povazovat za vektor v Hilbertoveé
prostoru? kvadraticky integrabilnich funkei se skalarnim souéinem definovanym
vztahem

(o) = / (Dol )V

kde 1) a ¢ jsou vinové funkce.

Kvantova mechanika je, na rozdil od klasické mechaniky, teorii nelokdlni. K
popsani stavu ¢astic je tfeba znat vinovou funkci v celém prostoru a lze oc¢ekavat,
Ze se zméni, pokud dojde ke zméné v usporadéani experimentu (napf. uzavieni
jedné stérbiny v dvojstérbinovém experimentu).

16.1.2 Postulat o operatorech

Kazdé fyzikalni veli¢iné A, kterou miazeme pro danou c¢astici namérit,
je prifazen lineArni® hermitovsky® operator A, ktery piisobi na vinovou
funkci a jehoz vlastni funkce tvofi uplny systém.

3napi. Skala, str. 38

4Komplexni linearni vektorovy prostor, ktery je separabilni, tplny a v némz je definovan
skalarni souéin.

50perator A je linearni, splituje-li podminku

A(eripr + eathe) = e Atpy + co Arjy
kde c1, c2_jsou libovolné komplexni konstanty a 11, 12 libovolné funkce z prostoru, v némz

operator A pusobi.
6Operator A nazveme hermitovskym, plati-li

<w|/1<p> = <Aw|¢>

pro v8echny funkce ¥ a ¢ z jeho defini¢niho oboru.
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Linearitu operatori pozadujeme kvili principu superpozice vlnovych funkei’,
ktery je v souladu s linearitou Schrodingerovy rovnice. Hermitovksé operatory
jsou z fyzikdlniho hlediska zajimavé tim, Ze maji redlna vlastni ¢isla, coz je vy-
znamné z hlediska méteni fyzikdlnich veli¢in. V. QM se zavadi i nehermitovské
operatory (napf. krea¢ni a anihilacni), které v8ak nereprezentuji méfitelné veli-
¢iny.

e operator kartézskych souradnic:

ty) =rly)
kde r = (x,y, 2)

e operator hybnosti:
D |) = —ihV [¢)
kde p = (pz, py, p:)

Operatory jinych méfitelnych veli¢in, které maji klasickou analogii (napf. mo-
ment hybnosti L = r x p), se zpravidla ziskaji tak, ze do klasického vzorce do-
sadime operatory hybnosti a polohy a vyraz prosté spocitame. Tento postup ale
nékdy selhava. To v takovém piipadé, je-li klasickd velicina A déna soucinem
dvou veli¢in B a C, jejichz operatory nekomutuji, tj. [B,C] = BC — CB # 0.
Typickym piikladem je operator kartézskych souradnic a impulzu, protoze plati

[, pa] = ik

V takovém pripadé prvné vztah udévajici klasickou veli¢inu symetrizujeme, a pak
az do néj dosadime operatory. Tedy kdyz nevime, zda pouzit AB nebo BA, po-
uzijeme zlatou st¥edni cestu: 2(AB + BA).

Existuji ale i velic¢iny, které nemaji klasickou analogii (napf. spin). Takovéto
operatory se zavadi samostatné, nezavisle na klasické fyzice.

16.1.3 Postulat o kvantovani

Jediné hodnoty, které miaze méritelna fyzikalni veli¢ina A pfi jednotli-
vych méFenich nabyvat, jsou vlastni ¢isla 4, odpovidajiciho operatoru
A

~

Je-li navic systém popsan v okamziku meéreni normovanou vlnovou
funkci ¢, pak vysledkem méreni na odpovidajicim kvantovémechanic-
kém souboru je stfedni hodnota veli¢iny A dana vztahem:

A= (A) = (u1dp) = [ o0 Av(e, v

~ Souvislost vysledku jednotlivych méfent A, veli¢iny A s jeji stredni hodnotou
A je dana vztahem

7Jsou-li 41, 19 vlnové funkce daného fyzikalniho systému, pak i funkce v = c14 + cat)s, kde
c1 a ¢y jsou libovolné konplexni ¢isla, je vlnovou funkci tohoto systému.
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kde p,, zna¢i pravdépodobnost namétreni hodnoty A,,.

Predpokladejme, ze vlastni funkce 1), operatoru A tvori bazi prislusného Hilber-
tova prostoru a ta je navic ortonormalni, tj. (¢, |1n) = mn. Pak lze libovolnou
funkei ¢ z tohoto prostoru vyjadiit rozvojem ¢ = > ¢y, kde ¢, = (¢,|1¥)
je koeficient rozvoje vektoru v do béazovych vektortu v,,. Dosadime-li toto vyja-
dfeni do definice stfedni hodnoty, uvazime vztah (16.1) a relace ortonormality,
dostaneme

(| Alg) = Zc wm!Achl% Zc CnAn (Umlthn) = leal® An

n

Porovnanim se vztahem (16.2) vidime, Ze pravdépodobnost naméfeni hodnoty
A, je pfi znamé normované vinové funkei ¢ déna vyrazem p, = |c,|* kde ¢, je
koeficient rozvoje ¢ do .

Vsimnéme si, ze z veli¢in dostupnych pfi méreni, tj. A, a p, nelze v obecném
pripadé zpétné urcit faze koeficientt ¢,, tj. ani vilnovou funkci .

16.1.4 Postulat o redukci vlnové funkce

Meéreni fyzikalni veliciny A s vysledkem méreni A,, kde A, je vlastni
¢islo odpovidajici operatoru A, prevadi méreny systém do stavu s vl-
novou funkci ¢, ktera je vlastni funkci operatoru A s vlastnim cislem
A,.

Jinak feceno, at byla pred méfenim vlnova funkce systému jakakoli, bezpro-
stfedné po méreni veli¢iny A je systém v novém stavu popsaném vlnovou funkei
Up, pro niz plati )

Pii méreni tedy nedochazi ke zméné vinové funkce pouze tehdy, je-li systém v
okamziku méreni jiz v nékterém z vlastnich stavii operatoru A.

Pokud chci zméftit soucasné nékolik veli¢in, musi byt vinova funkce 1, vlastni
funkci vSech operatoru reprezentujicich méfené veli¢iny. Tyto operatory tedy musi
komutovat, protoze pouze komutujici operatory maji spoleény systém vlastnich
funkei.

Muze se stat, ze vlastni ¢islo A, prislusejici vlastni funkci v, ktera popisuje
stav bezprostfedné po méfeni veli¢iny A je degenerované (tedy jednomu vlast-
nimu ¢&slu n prislusi nekolik, tieba k, vlastnich funkei). Potom vlastni funkce 1,
neni jednoznac¢né ur¢ena a my o ni mizeme fict jenom to, ze nalezi do linearniho
podprostoru o dimenzi k, jehoz bazové vektory jsou funkce v;, kde ¢ = 1, 2, ..., k.
Abychom uréili vlastni funkci v,,, pfidavame méfeni dalsi velic¢iny, B, které prova-
dime soucasné s prvnim (A). Vlnova funkee tak bude vlastni funkef operatori A
i B , které tedy ovSsem musi komutovat. Timto zptisobem pridavame dalsi méreni
dalsich veli¢in, jejichz operatory komutuji se vSemi ostatnimi, az dosahneme jed-
noznac¢ného urceni vinové funkce v, tedy spolecnému systému vlastnich funkci
vSech operatoru. Takovyto soubor vSech kompatibilnich operatort nazveme upl-
nym systémem.
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Narozdil od klasické mechaniky nelze z vlastni funkce po méreni urcit, v ja-
kém stavu se ¢astice nachéazela pred méfenim. Redukce vinové funkee je totiz ne-
kausalni jev, ¢isté pravdépodobnostni. Naopak kausalnim jevem je vyvoj vinové
funkce v ¢ase, coz popisuje evolu¢ni pohybova rovnice, tzv. ¢asova Schrodingerova
rovnice.

16.1.5 Postulat o casové Schrodingerové rovnici

Je-li v t =ty systém ve stavu popsaném vlnovou funkci ¢(r,t = ty), pak
je jeho nasledny c¢asovy vyvoj dan ¢asovou Schrodingerovou rovnici

op(r,t)
ih————= = Hi(r,t
LY
kde H je hamiltonién (evoluéni operator). Jedna se o parcialni diferencialni rov-
nici prvniho fadu v ¢ase, k jejimu feseni tedy potfebujeme znat (jednu) pocateéni
podminku, ¢(r,t = ty), a to v celém prostoru. SR nam pak umoziuje urcit vino-
vou funkci pro ¢t > t,.

Pro konzervativni systémy s potencialni energii V'(r) lze ¢asovou SR ziskat
forméalné tak, ze v klasickém vyrazu pro celkovou energii £ = % + V provedeme
zaménu F — ih% a p — —ihV. Vyslednd operatorova rovnost musi platit ve
smyslu ptsobeni operatorii na vlnovou funkei, tj. musi platit SR.

Vzhledem k tomu, ze hamiltonian H i operator ih% jsou linearni, je linedrnim

i operator Schrodingerovy rovnice (ih% —H ), z ¢ehoz vyplyva princip superpozice.

16.1.6 Necasova Schrodingerova rovnice

Predpokladame-li, Ze vyvoj systému v Case je dan ¢asovou SR, kde H je casovée
nezavisly hamiltonidn odpovidajici pohybu ¢astice v ¢asové nezavislych vnéjsich
polich, mizeme provést separaci proménnych a uvazovat tak feseni dané rovnice
ve tvaru

U(r,t) = h(r)ep(t)

Dosadime-li tuto vlnovou funkci do ¢asové SR, dostaneme

a A
poae AU
1h = =F
p(t)  Y(r)
Odtud ziskame dvé rovnice
() = Bu(r) (16.3)
dp(t
2?8 _ g (16.4)
ot
z nichz prvni je tzv. neCasova Schrodingerova rovnice. Po urceni vlastnich
energii F, a vlastnich funkci ¢, z rovnice (16.3) pro n = 1,2,... muiZeme inte-

grovat druhou rovnici (16.4) s vysledkem ¢, (t) = Ne/" kde N je normovaci
konstanta. Obvykle se klade rovna jedné, coz znamené, Ze za predpokladu plat-
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nosti normovani
/|¢n JEav = 1 (16.5)

necasova ¢ast vlnové funkce 1, (r) uréuje ¢asové nezéavislou hustotu pravdépodob-
nosti

pa(r,t) = pu(r) = [t (r)[" (16.6)
Stavy popsané vinovymi funkcemi

Un(r, 1) = 1y (r) et/ )

se nazyvaji stacionarnimi stavy.

16.1.6.1 Vlastnosti stacionarnich stavi

1. Hustota pravdépodobnosti (16.6) a norma vlnové funkce (16.5) nezavisi na
Case.

2. Stredni hodnota liboviného ¢asové nezavislého operatoru A ve stacionarnich
stavech 1,, na Case nezavisi

= [0 eoa = [viwivma

3. Pro stacionarni stavy je ¢asové nezavisla i hustota toku pravdépodobnosti
j

4. Obecné nestacionarni feSeni ¢asové SR s ¢asové nezavislym hamiltonidnem
lze vyjadrit pomoci rozvoje do ortonormalnich stacionarnich stavi

Y(r,t) =) cpthu(r)e

n

kde ¢,, jsou komplexni ¢asové nezavislé koeficienty dané pocatecni podmin-
kou ¢(r,t = to Strednl hodnota energie v takovych stavech na ¢ase nezéavisi

i) = [ v om0 = [vieis,mae

16.2 Relace neurcitosti

Uvazujme, ze kvantovy systém je v obecném stavu popsaném vlnovou funkei 1)) =
>, Cn |¥n), kterd splituje normovaci podminku (¢[¢) = 1. Méfime veli¢inu A. Pt
nameéfeni hodnoty a, se stav redukuje na jeden z vlastnich stavi v, operatoru
A. Stiedni hodnota, kterou z méfeni na kvantovém souboru dostaneme, je tedy

(A) = (vldl) = 3 leal®an

kde |c,|* udava pravdépodobnost, Ze systém pii méieni najdeme ve stavu .
Stfedni kvadratickda odchylka je pak rovna

(- (A)") = ()~ (A = (08 = o (A2

V obecném piipadé je stfedni kvadraticka odchylka rizné od nuly. Rikéme,
ze veli¢ina A nema ve stavu ,, ostrou hodnotu. Rovnost v poslednim vyrazu na-
stane pouze tehdy, kdyz je kvantovy systém uz pred mérenim ve vlastnim stavu
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VY. Potom |c,|? = pp = Opmn a st¥edni hodnota <A) se bude rovnat a,,.

Meétime-li dvé veli¢iny A a B, bude obecné platit nerovost
((a47) ((aB)*) >0

Jedné-li se o fyzikalni veli¢iny reprezentované komutujicimi operatory, mohou byt
principialné soucasné zméreny. Takové veliciny nazyvame soucasné meéritelnyma.
Pokud operatory nekomutuji, nemohou byt prislusné veli¢iny zméreny soucasné.
Meéfeni jedné veli¢iny méni stav systému tak, ze hodnota druhé veli¢iny se stavé
neurcitou.

Relace neurcitosti plati pro méfeni na kvantové-mechanickém souboru po-
psaném vinvou funkeci v, na jednotlivA méreni je nelze aplikovat. Vzhledem k
pravdépodobnostnimu charakteru QM jsou stfedni kvadratické odchylky vystu-
pujici v RN obecné nenulové a diky komuta¢nim relacim mezi odpovidajicimi
nekomutujicimi operatory existuje spodni mez pro soucin téchto odchylek. Pro
komutujici operatory je na pravé strané RN nula, v takovém pripadé se na stfedni
kvadratické odchlyky neklade zadné omezeni.

16.2.1 Odvozeni

Uvazujme hermitovské operéatory /Al,A BAa C, pro néz plati komutacni relace
[A, B] =iC

tedy nekomutuji, napf. [Zp] = ih. Navic plati, ze
[AA,AB] =iC

nebot posunuti pocatku odecitani hodnot veli¢cin A a B neméni hodnotu komu-
tatoru. (AX znac¢i odchylku od stfedni hodnoty AX = X — (X).)

Pouzijeme-li Schwarzovu nerovnost
(ulu) (v|v) > | {ulv) [*
pro pifpad, 7e u = AAY a v = Af%/}, dostaneme
A . . . . L2
<AA¢|AA¢> <AB¢|AB¢> > ‘<AA¢|AB¢>‘

Protoze operatory A a B jsou hermitovské, operatory AA, AB jsou také hermi-
tovské a skaldrni soucin na pravé strané nerovnosti lze napsat ve tvaru

<AA¢]AE’¢> - <¢|AAAB’¢>

Operator AAAB 1ze rozepsat na hermitovskou a antihermitovskou slozku:
PP N S R, 1, .~ - R, 1,4 A
AAAB = é(AAAB + ABAA) + é(AAAB — ABAA) = §(D +iC)
Dosadime-li tento vysledek do pravé strany Schwartzovy nerovnosti a uvédomime-
li si, ze stfedni hodnoty hermitovskych operatori jsou realné, dostaneme nerov-
nost ve tvaru

(vlado2) (ulaBo2) = § ((wicw)" + (vibv))

129



Zatimco stfedni hodnota operéatoru C' zavisi na stfedni hodnoté komutatoru
[fl, B], stfedni hodnota operéatoru D zavisi na tvaru vlnové funkce a obvykle se
musi pocitat pro kazdy pripad zvlast, proto se obvykle vynechava. Dostavame tak
relace neurcitosti ve tvaru

<(AA)2> <(AB)2> > <C_>2

- 4

16.2.2 Heisenbergovy relace neurcitosti

Heisenberg odvodil relace neurcitosti pro operatory kartézskych souradnic & = x
a impulzu p, = —iha%, pricemz [z, p.| = ih. Relace tedy nabyvaji tvaru
2
(20)%) (85.)?) >
Prakticky to znamena, Ze nemiiZzeme zaroven namérit ostrou hodnotu sou-
fadnice a ostrou hodnotu impulzu. Cim je jedna veli¢ina presnéjsi, tim je druhé
rozmazanéjsi (limitni pfipady: lokalizované ¢astice popsané J-funkci, delokalizo-
vanéa volna ¢astice popsana rovinnou vlnou). D4 se to také fici tak, ze ¢im maé
¢astice mensi prostor pro svoji existenci, tim mé vétsi kinetickou energii. Porov-
nejme tfeba nukleon v jadie a elektron v atomovém obalu. Nukleon se pohybuje
v linedarnim rozmezi zhruba 10~'*m a hruby odhad jeho energie v zakladnim
stavu je 1 MeV. Elektron atomu vodiku v zékladnim stavu se pohybuje v rozmezi
asi 107°m a jeho energii odhadujeme na 10e¢V. Oba tyto odhady odpovidaji
experimentim.

16.3 Integraly pohybu

Operator casové derivace definujeme vztahem

dA  9A . .
E = E + ZH[A, H}
pricemz plati
i\t (16.7)

Fyzikalni veli¢ina A je integrdlem pohybu, pokud se zachovava v ¢ase, tj. pokud
se stfedni hodnota ¢asové derivace operatoru (16.7) rovna nule. Tato podminka
A

je splnéna pro operatory veli¢in, které explicitné nezavisi na case (E =0) a ko-

mutuji s hamiltonianem ([A, H] = 0).

Dale predpokladejme, ze hamiltonian H je rovnéz nezavisly na case. Pak mii-
Zeme misto Gasové SR Tesit necasovou SR (Hv, (x) = Epiby(z)). JelikoZ operétor
A komutuje s hamiltonianem H a oba explicitné nezavisi na Case, existuje spo-
le¢ny systém jejich vlastnich funket.

H ¢n - Endjm
A, = apn.
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Obecné Teseni casové SR 1ze psat ve tvaru

V1) =Y eatn(@)e™

n

kde predpokladame, ze funkce v, (x) tvori Gplny ortonormélni systém a funkce
Y(z,t) je normovana. Odtud vidime, Ze pravdépodobnost, ze se uvazovany sys-
tém nachazi ve stavu popsaném vinovou funkei ¢, (), pn = |c,|* i kvantove-
mechanické stiednf hodnoty (A) = 3" pua, a (H) =3, p,E, jsou Casové neza-
vislé.

Fyzikalni vyznam integrali pohybu je kromé jiného dan také tim, ze nékteré
integraly pohybu (napf. energie stacionarnich stavii LHO E, = hw(n + 3)) za-
visi na kvantovijch cislech, které se v ¢ase rovnéz zachovavaji a lze je tedy uzit k
oznaceni odpovidajicich stacionérnich stavi.

Pro volnou ¢astici jsou vSechny tii slozky impulzu, a tudiz i celkova energie inte-
graly pohybu. Pti pohybu v centralnim poli jsou integraly pohybu vSechny slozky
momentu hybnosti i jeho kvadrat.

. . N o iy JdA\ _ /eH
Casové zména stredni hodnoty energie je dana vztahem =~ = <E> = <W>

Pokud tedy hamiltonién H nezavisi na case, je energie <f[ ) integralem pohybu.
Jinymi slovy, celkova energie systému v poli sil nezavislych na case je integralem
pohybu. Toto tvrzeni predstavuje zdkon zachovdni energie v QM.

16.4 Reprezentace méritelnych veli¢in

16.4.1 Teorie reprezentaci

Tak jako v klasické fyzice, existuje spoustu zpusobt, jak volit bazi prostoru, v
némz se pohybujeme. Métitelné veli¢iny musi byt na volbé této baze nezavislé. V
kvantové mechanice to znamené to, Ze invariantni jsou

e vlastni ¢isla matic reprezentujicich hermitovské operétory,
e stfedni hodnoty operétorii,
e vyrazy typu skalarniho soucinu, které maji pravdépodobnostni interpretaci

e a komutacni relace.

Bazi tedy volime tak, aby se nam konkrétni problém (tzn. SR) tesil co nejlépe.
Nékdy se dokonce obejdeme tuplné bez volby baze. Prikladem je feSeni linedrniho
harmonického oscilatoru pomoci anihilac¢nich a kreac¢nich operatort.

Ptirozenou volbou béze v Hilbertové prostoru je tplny systém vlastnich vek-
torit nékterého hermitovského operatoru. Necht A je takovy operator, ktery mé
pro jednoduchost zcela diskrétni spektrum A la,) = a,|a,), pricemz podminka
tplnosti ma tvar 3 |a,) (a,| = 1. Vyjadiime-li nyni viechny vektory a operatory
vzhledem k této bazi, hovotrime o tzv. A-reprezentaci. Kazdy ket-vektor |t) pak
muzeme napsat pomoci podminky tplnosti baze jako

ity =11t) = ZW (anlt)

131



pti¢em? slozky t, = (an|t) jsou praméty |t) do sméru |a,). Usporadame-li ¢, ve
sloupcovy vektor, hovotime o vektoru |t) v A-reprezentaci.

Uvazujme nyni prechod od A-reprezentace k B-reprezentaci. Jelikoz vlastni
vektory |a,) i |b,) tvori uplny ortonormalni systém, je piechod zprostiedkovan
unitarni transformaci |b,) = Ula,) = 3, Upn |an), kde Upp = (am|U)a,) je
unitarni matice operatoru U v A-reprezentaci. Pfechod mezi vektory lze tedy
psat pomoci tohoto operatoru jako

tg=UTty , ty="Utp

a prechod mezi operatory jako
Fg=UYF,U , Fy=UFgU".

16.4.2 Souradnicova reprezentace

Mezi nekone¢nym mnozstvim bazi Hilbertova prostoru stavi zaujimé vyjimecéné
postaveni baze vlastnich vektrori operatoru souradnice z, v které jsme dosud
pracovali.

16.4.3 Impulzova reprezentace

Vyjdeme z vlastnosti Fourierovy transformace, ktera spojuje vlnovou funkei ¢ (z)
a jeji Fouriertuv obraz ¢(p)

(a) = —

\V2mh

/ p(p)e PN dp

U S per/ (ih)
©(p) \/ﬁ/ww(p)e dzx

kde p oznacuje x-ovou slozku impulzu. Dosazenim posledniho vztahu do predcha-
zejici rovnice dostaneme

’QD(.I‘) 1 /oO de'/@b(.’L'/) /00 ep(x'—x)/(iﬁ)dp_

“ ok ) .

Odtud také plyne vyjadieni Diracovy é-funkce

1
o —2) = o / @' =)/() g,

—00

pouzivané pii normovani vinovych funkeci volné c¢éstice ve tvaru rovinnych vin.
Tento vztah vyjadiuje tuplnost béze rovinnych vin.

Nyni najdeme vyjadreni operatorti souradnice & a impulzu p pfi ptisobeni na
Fourieriav obraz ¢(p).
. . dy(z) [ —pe/ (i
pY(x) = —ih = / p)pe P/ dqp.
o dr ~ Vaen ) W

Z tohoto vyrazu je vidét, Ze v p-reprezentaci, tedy pii ptisobeni na ¢(p), ma
operator impulzu tvar

p=p
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Obdobné

(x) = a2y (z) = L h —q ie—m/(ih)
v(e) = 2v(e) = <= [ o) (=i ey

Provedeme-li integraci per partes a predpokladame-li, ze vlnova funkce jde pro
p — £o00 k nule, dostaneme

. 1 2 00P) pesn)
Tp(x) = \/ﬁ/_wzh o e dp.

Operéator soufadnic ma tedy pfi pusobeni na funkci p(p) tvar

T =1h—.
dp
nadno lze ovérit, ze vy mutatoru ratoru souradni impulzu j
Snadno lze ovérit, ze vysledek komutatoru operatoru souradnice a lzu je
stejny jako v soufadnicové reprezenataci.

16.4.4 Energeticki reprezenace

Zde za operator generujici bazi volime hamiltonidn H. Predpokladame, Ze zname
jeho ortonormélni vlastni funkce 1, a vlastni energie F,,, H Un = Ep,.
Obecnou vlnovou funkei ¢ (x) v soufadnicové reprezentaci vyhovujici necasové
SR rovzineme do ortonormélnich funkci ¢,, a dosadime do SR. Zleva vynasobime
funkei 1, a zintegrujeme pres cely prostor. S ohledem na predpokladanou orto-
normalitu funkei ¢, dostaneme maticovy problém Zn H,,c, = Ec,,, kde H,,,
je hamiltonian v tzv. energetické reprezentaci

Hng/ w;(x)]:hbn(x)dx

a obecné nekonec¢ny sloupcovy vektor ¢, predstavuje vlnovou funkci v této repre-
zentaci.

16.5 Zdroje

Skala L. - Uvod do kvantové mechaniky
http://wiki.matfyz.cz/index.php?title=16. Formalizmus kvantové teorie
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17. Aplikace kvantové mechaniky

17.1 Volna c¢astice

Jeden z nejjednodussich moznych problémi, které umime v kvantové mechanice
resit. Jelikoz se jednd o volny pohyb, nejsou na vinovou funkci volné ¢astice
nalozeny zadné okrajové podminky, které zptusobuji kvantovani, a mtizeme tedy
pozorovat, ze energie ani impulz nebudou kvantovany.

Pro jednoduchost budeme fesit volnou ¢éastici v 1D. Za¢neme FeSenim nec¢asové
Schrédingerovy rovnice

Hip(z) = E(z) . (17.1)
Jelikoz jde o volnou ¢astici nema hamiltonian zadny ¢len odpovidajici poten-

cialni energii a tedy necasové Schrodingerovy rovnice prejde na tvar

)
2m  dx?

d? 2mE

= E@D(SB) = (@ + 72

Pro energii volné c¢astice plati £/ > 0, proto mizeme oznacit

) P(x)=0. (17.2)

omE
7;; = k2, (17.3)

kde k£ > 0 je realné ¢islo (tzv. vinovy vektor). Jako feSeni oby¢ejné diferencialni
rovnice (17.2) zvolime f(x) = e*®, které nam da charakteristicky polynom

N4k =0= \o=tik . (17.4)

Vysledné dvé partikularni feseni rovnice (17.2) maji tvar

Y(z) = e (17.5)
Ze znalosti operatoru impulzu (hybnosti)
d
() = —ih% = Lhky () (17.6)

jsme schopni uré¢it impulz ¢astice p s vlnovou funkei tvaru (17.5) jako

p=+thk . (17.7)
Vlnové funkce ¢ (x) tedy mizeme pii pouZiti vztahu (17.7) psat ve tvaru

—px

Y(a) = e

Ze znalosti tvaru Casové zavislé ¢asti vlnové rovnice ¢(t), které je vysledkem
reSeni necasové Schrodingerovy rovnice

(17.8)

p(t) = e (17.9)

muzeme vyslednou casové zévislou vinovou funkci volné Castice zapsat ve tvaru
rovinné viny
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(Et—pz)

Y(x,t)=e & . (17.10)

Celkova energie ¢astice je rovna jeji kinetické energii

21.2 2
h F 2’; . (17.11)
m

E = Hy =Ty =

Zévérem vlnova funkce (17.10) je vlastni funkei hamiltonianu H s vlastni ener-
gii I/ = 721 a je soucasné vlastni funkei operatoru impulzu p s vlastni hodnotou
p = thk. Hamiltonidn a operator impulzu spolu komutuji, maji tedy spole¢ny
systém vlastnich funkci z ¢ehoz vyplyva, Ze jednorozmérny pohyb Volne ¢astice
lze popsat pomoci dvou kvantovych ¢isel — kinetické energie £ = 2= a impulzu
p z intervalu (—o0,00).

Normovani vlnové funkce volné ¢astice je mozné provést dvéma zpusoby :

1. Zavedeni umélého kvantovani pomoci tzv. periodické hranié¢ni podminky

W(@) =v(z+ L), (17.12)

kde 1 je vlnova funkce (17.8) a L je délka intervalu, se kterym se vlnova
funkce periodicky opakuje. To vede ke kvantovani impulzu

2mhn

7
Na zékladé periodicity muzeme zavést normovani pii integraci pres libo-
volny interval délky L, takze dostavame vlinové funkce s kvantovanymi im-
pulzy

Do = (17.13)

Un(2) = —=e"n . (17.14)

Vypocty pak provadime s témito vlnovymi funkcemi, pficemz na konci vy-
pocti pak staci provést limitu L — oo, ¢imz L z kone¢nych vysledkt vymizi.
2. Normovani na Diracovu é-funkci, kdy vyuzijeme vyjadieni 6-funkce ve tvaru
1 [~ _.
§(k) = — / e *rdg (17.15)
2m J_ o

Normujeme-li prostorovou ¢ast vinové funkce (17.10) vztahem

1 —px
r)= e ih 17.16
Upla) = <= (1716
dostaneme skalarni soucin
o (P*P/)I
/ V() Py (z)dz 27rh wdr=4d(p—17p), (17.17)

ktery odpovida vztahu (17.15).
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Obecné TeSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice pro trojrozmérny pohyb volné
Castice lze psat ve tvaru superpozice ¢i linearni kombinace feseni (17.10)

1 E(p)t—pr
P(r,t) = W/C(p)e - d’p (17.18)

kde integrace probihé pres cely tffrozmérny prostor impulzi d®p a funkce c(p) je
Fourierovym obrazem funkce 9 (r, 0).

17.2 Castice v potencialové jame

Zacneme piikladem nekoneéné hluboké jednorozmérné potencialové jamy. V in-
tervalu (0, a) je potencialni energie V' = 0 a mimo tento interval je potencialni
energie V' — 00 a Castice se zde nemuiize vyskytovat, tedy ¢(x) = 0 mimo tento
interval. Budeme tedy fesit Schrodingerovu rovnici

_ 2 d(x)
2m  dax?

na intervalu (0, a). Reeni bude stejné jako v piipadé s volnou ¢astici tedy obecné
feeni na intervalu (0, a) lze psat ve tvaru

— B(z) (17.19)

Y(z) = Ae'*® 4 Be e | (17.20)

kde A a B jsou libovolné komplexni konstanty.

Z pozadavku na spojitost vinové funkce ziskdme okrajové podminky ¢ (0) =
Y(a) = 0. Prvni podminka je splnéna pokud A = —B, miizeme tedy brat ¢ (z) =
N sin(kz). Druha podminka sin(ka) = 0 je splnéna, pokud ka = 7n, kde n =
1,2,3,... je prirozené ¢islo, tzv. kvantové ¢islo. Vinovy vektor k i odpovidajici
energie jsou kvantovany (v disledku okrajovych podminek)

kn=—n, n=1203... (17.21)
a
2h2
- %nz, n=1,23,.... (17.22)
ma

Vlnové funkce piislusejici kvantovanym energiim maji tvar

Un(z) = Nsin =2 p=1,2,3,... 17.23
a

pri¢emz normovaci konstantu N lze ziskat integraci pres uvazovany interval jako

2
N =4 /Ze (17.24)
a

kde «a je libovolné realné ¢islo, nebo-li vlnova funkce je urcena az na fazovy faktor
e', ktery vétsinou volime roven jedné.
Energie F,, maji nasledujici vlastnosti

e Energie E, jsou vétsi nez nula. Stav s E,, = 0 neni mozny.

e Energetické spektrum F,, je diskrétni a nedegenerované.
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e Energie E, jsou tmérné n?, kdezto jejich rozdily rostou linearnd s n. Podil
rozdilu a E,, je tedy umérny % a s rostoucim n se tedy blizime ke klasickému
pripadu, kdy energie nejsou kvantovany.

Vlnové funkce 1, (z) maji nasledujici vlastnosti

e Vlnové funkce 1, (x) jsou ortonormélni a tvori bazi prislusného Hilbertova
prostoru.

e Pocet uzli funkce ¥, (x) jen — 1

e Funkce 1, (z) jsou sudé, resp. liché vzhledem ke st¥edu intervalu, coz lze
vyjadiit pomoci parity (—1)""1.

Ttirozmérnou nekonecné hlubokou potencidlovou jamu, kde a,b, ¢ jsou roz-
méry jamy lze Tesit separaci proménnych

Y, y, 2) = Ya(2)y (Y)1=(2) (17.25)

Celkova energie je pak déna jako soucet jednotlivych energii

252 /12 2 2
mh (%+%+%) Clmn=1,23. ... (17.26)
Energie zakladniho stavu F11; je nedegenerovana. Ostatnim vyssim energiim od-
povida nékolik riznych linearné nezavislych funkci, nebo-li jde o degenerované
hladiny.

Po provedeni separace dostaneme tii jednorozmérné Schrodingerovy rovnice.
Pti pouziti vysledkt ziskanych pro jednorozmérny piipad dostaneme vinovou
funkei ve tvaru

8 l
wlmn(%yaz):\/Tsingsinmzmsin@, Lm,n=1,23,.... (17.27)
aoc

Elmn =

2m

a C

Druhy ptipad, kterym se budeme zabyvat, je potencidlova jama konecné hloub-
ky v 1D. Predpokladame, Zze v intervalu <—%, %> je potencidlni energie V = 0
(tuto oblast ozna¢ime II) a mimo tuto oblast je V' = V{, kde Vj > 0 (tyto oblasti
oznacime I a IIT). Budeme feSit necasovou Schrédingerovu rovnici

<_h_2d_2 + V(x)) W(z) = By(z) . (17.28)

2m dx?

Na zakladé kone¢nosti hloubky a $itky uvazované jamy a konstantnosti poten-
cialni energie pro |z| > § ma tato Schrédingerova rovnice jednak diskrétni ener-
getické spektrum s koneénym poc¢tem nenulovych hladin s energiemi 0 < £ < 1},
jednak spojité spektrum s energiemi £ > Vj. Budeme hledat vinové funkce, které
jsou konec¢né, jednoznacné, spojité a maji spojité derivace.

V pripadé diskrétniho spektra hledame teSeni, které jde k nule pro x — +o0
(kvadraticky integrabilni). Pfi feSeni vyuZijeme symetrie potencialu vzhledem ke
stfedu potencialové jamy. Hamiltonian komutuje s operatorem inverze I (prevadi
soufadnici z na —z), a proto jsou vlastni funkce hamiltonidanu bud sudé nebo
liché. Diky symetrii se budeme vénovat feSeni Schrodingerovy rovnice pouze pro
z > 0. Dostavame tak dvé diferencialni rovnice
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2 2mE
(d—+k‘2) Yir =0, kde k= m >0 pro 0<zx< (17.29)

da? h
a
d2 om(Vy — E
(ag—ﬁ)wnzo,k@ a? = m%o ) pro x>, (17.30)

vzhledem k tomu ze Vy > E, predpokladame, Ze « je realné kladné ¢islo.
Suda FeSeni vezmeme ve tvaru

77ZJII = Acoskr a ’QD[[] = Be™* R (1731)

kde A a B jsou konstanty. Z pozadavku spojitosti vinové funkce a jeji derivace
v bodé x = § dostavame dvé seSivaci podminky. Netrividlni FeSeni této soustavy
rovnic existuje pokud je determinant soustavy nulovy, nebo-li

ka 2mV,
ktan7:a:\/ 72 — k2. (17.32)

Upravou tohoto vztahu ziskime vysledny vztah uréujici mozné hodnoty vino-

vého vektoru 0 < k < —VQ;?VO, a tedy i energie F = % jenz ma tvar

ka = (2n + 1)m — 2 arcsin (17.33)

hk

V2mVy

Geometricka interpretace : Pti grafickém znézornéni levé a pravé strany v
jednom grafu ndm jejich prusecik udava mozné hodnoty k-vektoru. Vzdy, i pro
velmi tizkou a mélkou potencidlovou jamu existuje alespon jeden sudy vazany stav
(zakladni stav). S rostoucimi hodnotami a a Vj se pak objevuji dalsi pruseciky a
pocet vazanych stavi v diskrétnim spektru energii roste.

Licha reSeni vezmeme ve tvaru

Y = Asinkx  a Y = Be " . (17.34)

Analogicky pak ziskdme podobny vztah jako pro sudé resSeni ve tvaru

ka = 2nm — 2 arcsin

ik , (17.35)
v2mVj
pric¢emz tvar je stejny jako pro sudé stavy, avsak prava strana je posunuta smérem
nahoru o 7.

V pripadé spojitého spektra pohybuje-li se Céstice s energii £ > Vj ve sméru
rostouciho x muze bud oblasti jaAmy projit, nebo se vlivem pusobeni jamy odrazit.
K feSeni pouzijeme posunu x-ové osy o V nahoru ve sméru osy y. Tim ziskdme
mimo jamu potencialni energii nulovou (analogie s volnou ¢astici) a v oblasti jamy
(—2,2) mame V(z) = —Vp, kde V; > 0.

V oblasti I budeme pfedpokladat vlnovou funkci ve tvaru

V2mE

Yy = Ae™® 4 Bem*02 - kde ko = -

>0. (17.36)
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Cast s konstantou A odpovida pohybu castice zleva smérem k jamé a céast s
konstantou B predstavuje ¢éstici odrazenou zpét.
V oblasti II budeme predpokléddat vinovou funkci ve tvaru

2m(E + Vg

Uil = ae™™ + Be™™* kde k= 7

>0. (17.37)

V oblasti III bereme vlnovou funkeci ve tvaru

YrII = Ce*or (17.38)

ktery odpovida prichodu ¢astice pfes oblast jamy a kg je jako v oblasti 1.
Koeficient pruchodu (transmise) pak ziskame jako

2

C
T=|~ 17.39
3 (17.39)
a podobné i koeficient odrazu (reflexe)
B2
== . 17.4
R ‘ 1 (17.40)

Soucet téchto koeficienti je roven jedné R+ T = 1. Pro urceni téchto koefici-
entu vyjadiime konstanty A a B jako funkce konstanty C' a ty pak dosadime do
vztaht (17.39) a (17.40). K vyjadieni zéavislosti vyuZzijeme seSivacich podminek
v obou napojovacich bodech (podrobnéji viz str. 61 v [1]) a po dosazeni ziskame
vztah pro koeficient priichodu

T = ! . (17.41)

2
1—1—}1(%—%) sin? ka

Koeficient odrazu je R = 1 — T'. Pro neexistujici potencidlovou jamu Vy = 0
je ko = k aT = 1. Pro mélkou jamu se koeficient prichodu blizi jedné. Ve
spojitém spektru energii existuji tzv. rezonancni energie, pro néz je koeficient
prichodu roven jedné navzdory piitomnosti jamy, a to pokud ka = nw (sinka
v rovnici (17.41) je roven 0), kde n je celé ¢islo. Pro rezonanéni energie je sitka
jamy celistvym néasobkem poloviny de Broglieovy vinové délky.

17.3 Tunelovy jev

Jde o priichod ¢astice potencidlovym valem. Uvazujeme pravouhly val o Sifce a
a vysce Vp > 0, na néjz dopada ¢astice o energii 0 < E < V}. Castice dopadajici
na potencialovy val bud projde nebo se odrazi. Vyuzijeme analogie se spojitym
spektrem kone¢né hluboké potencidlové jamy a zavedeme koeficienty prichodu a
odrazu. Muzeme pouzit vysledku ziskanych u potencidlové jamy za pfedpokladu,
ze provedeme zaménu Vy — —Vj. Vlnovy vektor k£ z rovnice (17.37) ma pro
potencidlovy val tvar

2m(E — Vy)
h )
kde E < V4. Vysledky tedy dostaneme zaménou k — ik, kde vinovy vektor

k= (17.42)
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om(Vo — E)

K = " >0 (17.43)
je realny. Ze znalosti vztahu sinika = isinhka, dostaneme z rovnice (17.41)
koeficient prichodu
1
T = 5 : (17.44)
1+ 1 <@ — ki) sinh? ka
K 0

kde Ky ze vztahu (17.36) odpovida volnému pohybu ¢astice. Koeficient odrazu
ziskhmez R=1—-"T.

Pro libovolné siroky a vysoky val je nenulové pravdépodobnost prichodu ¢as-
tice valem. S rostouci §ifkou a a s rostoucim rozdilem energii Vy — E vSak tato
pravdépodobnost velmi rychle klesa.

17.4 Linearni harmonicky oscilator (LHO)

Je mozné fesdit v soufadnicové reprezentaci (viz. str. 74 v [1]), ale mnohem lepsi
je fesit pomoci krea¢nich a anihila¢nich operatora (viz. str. 97 v [1]) tzv. Fockova
reprezentace. Uvazujme necasovou Schrodingerovu rovnici ve tvaru

" L ntat) i) - Bo) (1745
5 dgz T3 x) = x :
a zavedeme tzv. anihila¢ni operator
o= — L (5 iwma) (17.46)
4 = ———(p — iwmz :
2mhw P

a hermitovsky sdruzeny kreac¢ni operator

1

/\+ A . A
a" = ———(p +iwmx) , 17.47
—— 5+ iwmi) (17.47)
kde p = —ih% a & = x. S vyuzitim komutaéni relace [z, p] = ih 1ze snadno ovéfit,
ze plati
3 Pl 5 O
H= o + Smw " = hw(a*a + 5) . (17.48)
Operatory a a a* nejsou hermitovskeé, jsou vSak navzijem hermitovsky sdru-
zené a plati [a,a"] = 1. K nalezeni vlastnich energii hamiltonianu H z (17.48)
staci najit vlastni ¢isla operdtoru poctu castic
N =a%a (17.49)
reSime tedy problém
Ny = Ay (17.50)

kde A jsou vlastni ¢isla a 1) jsou piislusné vlastni stavy.
Piedpokladdame normované vlastni vektory v, |1, = 1. Vynasobenim rovnice
(17.50) zleva 1) dostaneme
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Q/J)\CAL+CALQ/J,\ =)= &@D}JCAL??/))\ =A. (17.51)

Skalérni soucin v posledni rovnici nasobi dva stejné stavy, takze musi byt redlny
a vétsi nebo roven nule, tedy A > 0, a z vlastnosti skalarniho souc¢inu vyplyva, ze
A=0&ayy, =0.

Vynasobenim rovnice (17.50) anihila¢nim operatorem a zleva a za pouziti
komutacni relace [a,a"] = 1 dostaneme

(@a + D)ay = Aavy = ataayy = (A — ayy | (17.52)

kde aiy oznacuje stav vznikly aplikaci operatoru a na stav . Z posledni rovnice
vyplyva, ze stav ai, odpovidé vlastnimu ¢islu A — 1, a proto se operator a nazyva
anihila¢ni. Vektor ai, neni normovany, po normovani dostavame tvar

1

PYa1 \/Xaw : (17.53)
Opakovanou aplikaci anihila¢niho operatoru muzeme dostévat stavy se stale

nizsim kvantovym ¢&islem A, az do doby kdy se A = 0 a posloupnost uz déale

nemize pokracovat. Zékladnim stave linedrniho harmonického oscilatoru je stav

1y odpovidajici A = 0. Vlastni ¢isla operatoru N jsou tedy rovna A =0,1,2,....

Vlastni energie hamiltonidnu (17.48) jsou pak dany vztahem

1
E,=ho(n+3), kde n=012.... (17.54)

Stejny postup lze pouzit i s krea¢nim operatorem, kterym zleva vynésobime
rovnici (17.50), vyuzijeme komutacni relace a ziskdme

ataatyy = (A + 1)atiy (17.55)

tedy stav atey odpovida vlastnimu &islu A + 1, proto jde o kreacni operator.
Normovany stav ma tvar

1
w)\'i‘l - \/)\—H

Stavy linearniho harmonického oscildtoru s riznymi vlastnimi energiemi jsou
ortogonalni. Maticové elementy anihila¢niho a krea¢niho operatoru v bazi vlast-
nich stavi v, maji tvar

atiy | . (17.56)

¢m&wn = wm‘\/ﬁwnfl = \/ﬁfsm,nfl (1757)
a
wmd—i_wn = wm’\/n—"i_lwn+1 = \/n—"i_lém,n+l . (1758)

Vlnovou funkci zékladniho stavu LHO ziskdme ze vztahu ay, = 0 zminéném
jiz vyse, ktery ma v souradnicové reprezentaci tvar

ayo(§) =0, (17.59)
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kde anihila¢ni operator a je dan vztahem (17.46) a 1) je vinova funkce zakladniho
stavu. Dostavame

' d
ao(§) = —% (d—5 + 5) Po(€) =0, kde €= %x . (17.60)
Rovnice vysSe mé reSeni
Yo(§) = Noefg ; (17.61)

kde Ny je normovaci faktor. Normované funkce vyssich stavi lze ziskat vicena-
sobnym pouzitim kreacniho operdtoru s A = n v soutradnicové reprezentaci. Lze
ukéazat, ze takto ziskané vinové funkce odpovidaji Hermitovym polynomum.

17.5 Atom vodiku

Podle klasické fyziky by atom vodiku ani zadné jiné atomy nemély byt stabilni.
Elektron by mél vyzarovat a blizit se k jadru, ve velmi kratkém c¢ase by mélo dojit
ke kolapsu takového systému. Existenci stabilnich stacionérnich stavi objasnila
teprve kvantova mechanika. Atom vodiku mé hamiltonian ve tvaru

. h? 1 Ze?

H=— A — . (17.62)

2m, dmeg T

Predpokladame tedy pohyb elektronu o naboji —e a hmotnosti m, v coulombov-
ském poli nehybného jadra o naboji Ze (pro vodik Z = 1).

Coulombovsky potencial v hamiltonidnu vySe jde k nule pro r — oo, takze
stavy atomu vodiku s energii ' > 0 jsou nekvantované stavy odpovidajici spoji-
tému energetickému spektru, kdezto stavy s energii £ < 0 jsou vizanymi stavy,
pro které plati podminka v (r) — 0 pro r — oo a které mohou byt diky této
podmince kvantovany. Energetické spektrum vodiku pro £ < 0 je diskrétni a je
experimentalné pozorovano jako ¢arové spektrum.

P1i feSeni je vyhodné pouzit sférickych soutradnic r, fa¢. Coulombovsky po-
tencial zavisi pouze na radialni soutadnici r, a jde proto o pohyb v centralnim
poli. V tomto poli jsou kvadrat orbitalniho momentu hybnosti a jeho z-ova kom-
ponenta integraly pohybu. Vazané stavy atomu vodiku lze klasifikovat pomoci
kvantovych ¢isel [ a m charakterizujicich tyto velic¢iny

(r,0,0) = Yuim (1,0, 0) , (17.63)

kde n je tieti kvantové ¢islo odpovidajici kvantovani v radidlnim sméru a je dano
coulombovskym potencidlem v rovnici (17.62). Coulombovsky potencial zavisi
pouze na soufadnici r, a proto energie vazanych stavi atomu vodiku nezévisi na
kvantovych ¢islech m a [, tedy £ = E,. V centralnim poli thlova ¢ast pohybu
neprispiva ke kvantovani energie.

PfepiSeme hamiltonian (17.62) do sférickych souradnic

N R* 10 J Ay 1 Zé?
7 ey Al R L 17.64
L"Q or (7’ or T2 )} dreg T (17.64)

2me

kde operator Ay 4 je dan vztahem
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1 0 0 1 o
Bog = sinf 00 <Sm060) * sin® 6 9¢? (17.65)

Tento hamiltonian vytvari spolené s operatory kvadratu momentu hybnosti
I? a jeho z-ové komponenty L, systém tif navzdjem komutujicich operatoru a
existuje tedy spolecny systém vlastnich funkci téchto operatori. Jelikoz I?al,
nezavisi na r muzeme predpokladat vlnovou funkci ¢ v separovaném stavu

(1,0, 0) = R(r)Yim(0,¢) , (17.66)

kde R(r) je prozatim neucena radialni ¢ast vinové funkce a kulové funkce Yy, (6, ¢)
jsou vlastni funkce operatoru L? a L,. Dosazenim takto separované vlnové funkce
do hamiltonianu (17.64) dostaneme po vykraceni Yj,, rovnici pro radialni ¢ast
vlnové funkce R(r)

R21d/,d\ Il+1) 1 Ze?
— — — ) - R — R=FR 17.67
2m, L“? dr (T dr) r2 } deg T ’ ( )

kde E je vlastni energie.
Pro zjednoduseni pouzijeme nékolik substituci a zavedeme vhodné bezroz-
mérné jednotky
h? E
R(r) = M, p = L, kde ap =4me a €=—, (17.68)

r ap mee? Ry

kde ap je Bohriuv polomér a Ry je jeden Rydberg, ktery je roven

meet

32m2e3h?

Bohriuv polomér je nejpravdépodobnéjsi vzdélenost elektronu od jadra pro
zékladni stav atomu vodiku a jeden Rydberg az na znaménko udavé energii za-
kladniho stavu atomu vodiku. Po zavedeni téchto zjednoduseni dostdvame Schro-
dingerovu rovnici (17.67) ve tvaru

Ry = (17.69)

d?u 27 l(l+1)
+ e+ — — 5
dp? p p
Zdlouhavym a nechutné matematickym FeSenim (viz. str. 127 v [1]) ziskdme
vztah pro kvantované hodnoty energie vazanych stacionarnich stavi atomu vo-

diku vzhledem k hlavnimu kvantovému ¢&islu n

u=20. (17.70)

1 Z2%* 1
E, = — . n=1,23,.... 17.71
4mey 2ap n? " ( )

Energie téchto stavi jsou zaporné, coz je v souladu s tim, ze k ionizaci atomu
v takovych stavech je nutné dodat energii. Mozné hodnoty orbitalntho kvantového
¢isla l jsou l =0,...,n — 1 a magnetické kvantové ¢islo m miize nabyvat hodnot
m=—l,...,L

Energie zakladniho stavu E; neni degenerované, vSechny ostatni hladiny jsou
degenerované, nebot jim prislusi nékolik riznych stavi s riznymi hodnotami [ a
m. Degenerace hladiny E,, je rovna n?.
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Normované radialni funkce lze zapsat ve tvaru

Ro(€) = Npe® &L24L (€) | (17.72)

kde N,; je normovaci koeficient a Lj(§) jsou pridruzené¢ Laguerrovy polynomy.
Celkové vIinové funkce vazanych stavi atomu vodiku maji tvar

77ZJnlm (’I", 97 ¢) = Rnl(fr)Yim(Q, gb) (1773)

a tvori pro pripustné hodnoty n,lam tuplny ortonormalni systém funkci, do né-
hoz lze rozvinout obecné feseni necasové Schrodingerovy rovnice pro vazany stav
atomu vodiku.

Pravdépodobnost nalézt elektron v objemovém elementu (r, r+dr), (6,04 d6)
a (¢, ¢+ do) je rovna

dp(n 97 (b) = ’wnlm<ru ‘97 (b) ‘2T2deQ y (1774)
kde dQ = sin 0dfde.

P1i inverzi soutadnic r — —r maji vlnové funkce v,,;,,, sudou ¢i lichou paritu

dle

wnlm(r797¢> — (_1)lwnlm(r797¢) . (1775)

Radialni hustota pravdépodobnosti p,(r) = |R.y|*r? (vidy > 0) mé pro za-
kladni stav Pjo(r) maximum v bodé r = ap. Pro vyssi excitované stavy maji hus-
toty pravdépodobnosti na intervalu r € (0, 00) celkem n — [ — 1 nulovych bodi.
Mezi témito body hustota pravdépodobnosti osciluje a s rostouci vzdalenosti se
maxima rozsifuji. S rostouci energii elektronu se jeho bod nejpravdépodobnéjsiho
vyskytu vzdaluje od jadra a pro velmi vysoka n je elektron tak daleko, Ze staci
dodat i mala energie k ionizaci atomu a k prechodu elektronu do spojitého spek-
tra. Stacionarni stavy atomu vodiku s kvantovym ¢islem [ = 0 se nazyvaji s-stavy,
dale pak p, d, f, g a h s rostoucim ¢islem /.

Experimentélni ovéreni diskrétnich hladin umoznuji spektrometrickd meétent,
nebot pri prechodu elektronu mezi hladinami m a n je vyzafeno nebo pohlceno
elektromagnetické zareni o frekvenci v = 1Bn—Enl pyle toho, kteréd je konecna
hladina n, dostavame rtzné série car: Lymanova série (n = 1), Balmerova série
(n = 2), Ritzova-Paschenova série (n = 3) atd.

Pro energii £ > 0 dostaneme spojité energetické spektrum. Ke kazdé energii
E > 0 prislusi dvé feSseni — rozbihajici a sbihajici se vlna. Tato TeSeni nejsou
kvadraticky integrabilni a lze je normovat na é-funkci. I v tomto piipadé jsou
kvadrat momentu hybnosti a jeho z-ova komponenta integraly pohybu.
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18. Jaderné zareni

18.1 Interakce jaderného zareni s prostiedim a me-
tody jeho detekce

Protoze jsme vsichni museli absolvovat Skoleni k praktiktim 4, tak cokoliv si z
toho pamatujete muzete zde pouzit :-)

Jaderné zareni si predstavujeme jako tok ¢astic (elementarni ¢astice, ionty,
jadra prvki ..). Rozlisujeme 4 druhy zékladnich interakei s latkou:

e clektromagneticka - nabité ¢éastice interaguji s atomovymi obaly z okoli;

e silna - srazky castic s jadry atomu prostiedi;

e slabéa - interakce s leptony (elektrony ale ne na zakladé elektrického naboje);
e gravitacni - zanedbatelna.

Dale zavedeme nékteré pojmy Casto pouzivané v jaderné a ¢asticové fyzice.

Ué¢inny priifez Znat¢ime ho o, jeho jednotkou jsou barny 1b = 1072 m=2 a
jeho vyznam je pravdépodobnost interakce céstic. Pocet interakci ziskame
jako

N:U'j 'Ntarget - Nbeam 'U't'ntargeta (181)

kde j je tok ¢astic, t je tloustka terce, N jsou pocty Castic a n je hustota
poctu ¢astic. Mize se nAm hodit (napf. Rutherforduv pokus) vyjadieni a¢in-
ného prifezu v zavislosti na sméru tzv. diferencialni Géinny prurez do/dS.

Pravdépodobnost preziti p Tou rozumime jakou ma Céstice Sanci na projiti
drahy t aniz by jakkoliv interagovala s okolim. Tuto pravdépodobnost vy-
pocteme celkem snadno z (18.1), kdyz si uvédomime, Ze pocet udélosti

vlastné znamené zménu poctu ¢astic ve svazku

N cam (¢
Nbeam(t) = Nbeam<0) €xp (_Untargett) — p(t) = ]\/v:—éo)) = exp <_0'ntargett) .
(18.2)

Stredni interak¢ni délka Tu si zadefinujeme jako

T:/t~p(t)dt: ! (18.3)

Untarget
0

A chapeme ji jako vzdélenost, kterou musi ¢astice v materidlu urazit, aby
jednou zainteragovala.

Zavislost energetickych ztrat dF/dz na = dréze ¢astice v materidlu se nazyva
Braggova kiivka. Neutralni castice detekujeme podle sekundarnich produktu je-
jich interakci.
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18.1.1 Té&zké castice

Do této kategorie spadaji ¢astice s klidovou hmotnosti srovnatelnou s hmotnosti
protonu a vétsi, tedy napiiklad « ¢astice (jadro hélia). Pokud tézké ¢astice pro-
chéazeji latkovym prostifedim, dochazi k rozptylu na jadrech atomu této latky viz
Rutherfordiav pokus (ostfelovani tenké zlaté folie o ¢asticemi). Z néj se zjistilo,
Ze jadro je velmi malé a kladné nabité, a zZe na ném dochazi k rozptylu popsaného

formuli )
do Zze? 1
— = 18.4
dQ (87reom1)2 > sin*(6/2)’ (18.4)

kde Z je pocet protonii v jadie terce, z, m a v je nasobek elementarniho naboje,
hmotnost a rychlost nalétavajici ¢éstice, 6 je thel rozptylu. Pomoci impaktniho
parametru b (vzdalenost nalétavajici ¢astice od osy prochazejici teréem a rovno-
bézné se smérem vektoru v dostaneme o = wb?.

Pro malé energie zareni pfevazuje ztrata energie ¢astic excitaci (dodéani energie
elektronu v obalu okolnich atomt, ale ne dostatecnou na jeho uniknuti, pricemz
nasledné pozorujeme vyzareni elmag kvanta pro deexcitaci elektronu, maximalné
desitky eV) ¢ ionizaci (vytrzeni elektronu z obalu né&jakého atomu s maximalni
energii stovek keV). Postupnou ztratou energie ¢astic; znama je Bethe-Blochova
formule pro ioniza¢éni ztraty (vzorec si asi nikdo nezapamatuje ale je dobré védét
na ¢em zavisi) ;

2 2 2 92
dE 4w nz (e ) {m(Qmecﬁ)_Bz} (18.5)

dz mec? 52\ dmeg I(1—p?)
(kde € je permitivita vakua, n je elektronova hustota materialu, I je stfedni exci-
taéni potencial (pro vétsi Z je ~ (10eV)Z) a z je nasobek elementarniho naboje
Castice); dochazi ke zpomaleni az nakonec zastaveni ¢astice a proto definujeme

dolet ¢astice v materialu. Napriklad je znamé, ze « Castice dokazeme odstinit i
jednim listem papiru.

18.1.2 Lehké castice

Do této kategorie spadaji napiiklad miony, elektrony a piony. Na jejich ztraty
v materidlu mé vliv ionizace (velikost ztrat zavisi na naboji, hmotnosti a 1/42
hlavné pro nizsi energie) a dale hlavné tzv. radiaéni ztraty (vyzareni brzdného
zéfeni, dominuje pro vyssi energie). Brzdné zareni vznikd v disledku nutnosti
zachovani energie a tedy pokud se elektrony zbrzdi v disledku interakce s okol-
nimi atomovymi obaly dojde k vyzafeni fotonu. Toto zafeni zptisobuje hlavné
energetické ztraty pro vysokoenergetické ¢astice.

Dalsim druhem zareni je Cerenkovovo zareni, které vznika v dusledku pohybu
¢astice v prostiedi rychleji nez se v ném pohybuje svétlo. Castice timto zpiisobem
velké mnozstvi energie neztrati, ale tento efekt je velmi dilezity pro detekci ¢astic.
Céstice totiz jinak neni snadné detekovat, ale svétlo vzniklé v disledku Cerenko-
vova zafeni (obvykle je modré) jiz detekujeme pomoci napiiklad fotonasobicu ¢i
fotodiod.

Poslednim typem je pfechodové zafeni, které vznika pii prechodu ¢astice mezi
prostfedimi s riznymi indexy lomu svétla (ekvivalentné s riznou dielektrickou
konstantou). V dusledku vytvofeni ¢asové proménného dipolu dojde k vyzéareni
elmag kvanta.
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18.1.3 Fotony

Pro fotony zname t¥i zakladni interakce (resp. druhy ztrat energie) a to fotoefekt
(podstatny pro nejnizsi energie ~ 100 keV, vysokoenergetické fotony se dostanou
hluboko do materialu), Comptontv rozvoj (8iroky stfedni obor energii, fadové
MeV, nedominuje ale jen je solidnim pfispévkem) a tvorba elektron-pozitronovych
part (pro dostatecné vysoké energie > 1,022 MeV jasné dominuje).

Fotoefekt rozeznavame vnitini (elektrony jsou z valenéniho pasu excitovany
do vodivostniho, tedy neopoustéji material, vyuziti u snimac¢u digitalnich fotaku)
a vnéjsi (excitace elektronu ho zcela vyrazi z atomového obalu, vyuzivaji foto-
néasobice), u obou ale foton zcela zanikad. U Comptonova rozptylu naopak foton
preziva jen se zménila jeho draha a zménila energie ¢ast ji totiz predal elektronu.

Pro porovnani uvadim jak zavisi t¢inné prifezy na protonovém ¢islu Z ma-
teridlu a energii v kvanta:

VA z

~ ~ — ~ Z%In2E,. 18.6
o Ez/z oc 7 op n2k, ( )

v

18.1.4 VIiv na lidsky organismus

Jaderné zareni miize ptisobenim na zivou tkan poskodit, znicit ¢i vyrazné zmeénit
funkcnost jednotlivych bunék a tim ohrozit zdravi ¢i zivot ¢lovéka. Proto se mnoz-
stvi ozareni hlida a fyzikalni veli¢iny ozéafeni jsou definovany dokonce v zakoné.
Zavedme tedy tyto veli¢iny:

e Aktivita - udavana v becquerelech, vypovida o intenzité uvolhovani zareni
ze zafice. Presné je to mnozstvi jadernych pfemén za jednotku ¢asu (1 Bq =
1 premeéna/1s). Bézna aktivita zarica v praktiku, které nejsou vibec zdravi
nebezpecné, je 100 kBq.

e Davka - udava se v grayich. Rikd nam jaké mnozstvi energie zareni se predalo
jednotce hmotnosti prostiedi (1 Gy = 1J/1kg).

e Davkovy ekvivalent - udava se v sievrtech [Sv]. Je to stejné jako davka jen
navic zohlednuje nebezpecnost typu zareni na zivou tkan tim, ze se davka
vynésobi tzv. radia¢nim vahovym koeficientem Wy.

e Prikon davkového ekvivalentu - je to jen davkovy ekvivalent vztazeny na ur-
¢ité casové obdobi. Primérna hodnota prirodniho pozadi v CR je 3 mSv/rok
(v Irdnu je to az 400 mSv/rok).

Je dobré znat jak zafeni ma nejvyssi radiacni vahovy faktor, protoze ty jsou
ale jak znamo tak « zafeni je zase pomérné snadné odstinit (pronikéa jen do max.
milimetri). Protony a piony maji W = 2, neutrony piiblizné 6 > Wx > 2,5,
rentgen, [ zafeni, v zafeni a miony Wr = 1 (ovSem tato zafeni velmi snadno
pronikaji hluboko do materialu a je velmi obtiZné je odstinit).

Ptvod piirodniho pozadi je nejvice z radonu v budovach (50 %), v zafeni Zemé
(17%) a kosmické zareni (14 %).

Pro pracovniky s radiaci je ro¢ni limit 50 mSv/rok pfi¢emz je mozné ho do-
sahnout jen jedenkrat za 5 let a dale je limit 100 mSv/5 let. Pro obyvatele je roéni
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limit nad ramec ptirodniho pozadi 1 mSv/rok, coz se kontroluje napt. pii exkur-
zich v jadernych elektrarnéch ¢i vyzkumnych tstav, kde je kontrolované pasmo.
Bézné se jinak ¢lovék s ozéfenim (vyjma piirozeného pozadi) setkd jen pii lékar-
skych vySetfenich (hodnoty pro vybrana jednorazova vySetfeni: rentgen pétere
1,8mSv, CT hlavy 1,1 mSv. Kvuli kosmickému zareni muze ¢lovek vyssi davky
dostat i béhem letu 4 pSv/hod.

Nebezpeéné hodnoty jsou jiz 100 mSv/rok, kdy je prokézané zvyseni moznosti
vzniku rakoviny. Jednorazova smrtelna davka je 8 Sv.

18.1.5 Detektory castic

V prvopocatcich se k detekci pouzivala fotoemulse, z niz se pak ziskal snimek a
ten se zkoumal pod mikroskopem. V dnesni dobé se fotoemulse vyuziva obcas pro
jejl dobré prostorové rozliseni a jasnou detekci. Dalsi byly mlZzné a bublinkové
komory, kde se vyuzivalo toho, Ze ionty svym pruletem zpiisobily kondenzaci
prechlazené pary ¢i prfedanim energie vytvorili v prehiaté kapaliné bublinky, které
se nasledné vyfotily a snimky byly dale zpracovivané.

18.1.5.1 Plynové ioniza¢ni komory

Nésleduji plynové ionizacni detektory, u kterych c¢éstice svym prichodem zpii-
sobi ionizaci plynu a tyto ionty jsou zachycovany na elektrody. Z nich jsme pak
ziskali elektricky signél, ktery se dale zpracovaval. Dulezité rozdily se daji ziskat
prilozenim rtzné velkého napéti na sbérné elektrody, podle toho rozlisujeme:

e [oniza¢ni komora - jen zaznamenava mala elektrické signély prichézejici z
elektrod, protoze pro piiklad argonu je ionizacni energie na vznik jednoho
iontu 26 eV pfi¢emz, ale minimalni ioniza¢ni ztraty v ném jsou 2, 7keV /cm
tedy pokud c¢astice projde jen 1 centimetrem detektoru je tfeba zaznamenat
zménu proudu v obvodu timérné 100 elementarnim nabojim.

e Proporcionélni komora - tvofena valcovou katodou a anodou ve tvaru ten-
kého dratku uvniti. Privedeme na elektrody vysoké napéti, ¢imz dosahneme
toho, ze pii prichodu c¢éastice detektorem vznikne ne jeden iont ale celé la-
vina (zesileni napt. 10°).

e Geiger-Miilleriiv pocitac - operuje pii tak vysokych napétich na elektrodéch,
ze jediny iontovy par zptisobi vyboj v plynu.

18.1.5.2 Dalsi drahové detektory

Do této kategorie spadaji mnoho-dratové komory a tzv. driftové komory.

V dnesni dobé€ jsou predevsim na velkych experimentalnich zafizeni pouzivany
mnoho-dratové komory, které jsou umisténé v nejblizsim okoli mista srazek a maji
za tkol zaznamenavat drahu vyletujicich castic, které jsou navic silnym magne-
tickym polem ohybany. Jejich princip je v podstaté velmi jednoduchy. Budto
méame jednu vrstvu, ve které je tésné vedle sebe umisténo velké mnozstvi tenkych
dratka (které tvoii anodu) v podélném sméru, a nad ni je dalsi vrstva tenké ka-
tody. Dale pak opét vrstva s tenkymi dratky, ale tentokrate v pficném sméru, pak
jim fikdme stripové detektory. Celkové jsou detektory obtoceny kolem valcovité
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trubice. Nebo je druhy typ tzv. pixelové detektory, ktera jsou sestaveny z mnoha
velmi malych obdelnicki, které kazdy sam vyc¢ita zda v ném prosla céstice ¢i
nikoliv.

Driftové komory jsou zaloZeny na velmi presném méreni ¢asu. Mé&ri se rozdil
¢asu, kdy dorazi uvolnény elektron z atomového obalu na anodovy drat, a kdy
dorazi zbyly kladny kationt z atomu na katodu (ta je plogna). Diky tomu zjistime,
v jaké vzdalenosti mezi elektrodami vznikl elektron a iont, coz bylo zptisobeno
prichodem sledované céstice.

18.1.5.3 Polovodicové detektory

Funguji opét na principu excitace elektroni podobné jako ioniza¢ni komory fun-
guji na zakladé ionizace. Pokud se ¢astice dostane do polovodice (obvykle je
pouzit kus ¢istého kiemiku ¢i gallia), diky elektromagnetickému ptsobeni dodé
nékterému z elektront dostatek energie na to, aby z valenéniho pasma se dostal
pres zakdzané az do vodivostniho, ¢imz vznikne v materialu par elektron-dira.
Jediny problém je, ze kvili velkému poctu dér v polovodici z tepelného Sumu se
nam signal, ktery neni zas tak velky ztraci. Tento nedostatek odstranime silnym
chlazenim a omezenim tepelného pohybu. A také vytvorenim PN-ptrechodu, pro-
toze pak po vytvofeni paru elektron-dira prichodem ¢astice se kazdy rozbéhnou
na svou stranu a vznikne tim zmeéna napéti, které mérime.

18.1.5.4 Scintila¢ni detektory

Jejich princip je zalozen na vyzéareni jistého mnozstvi elmag zéfeni pii deexci-
taci atomi. Ty se opét excitovali diky predani energie z prolétavajici ¢astice. Ke
scintilatorim pak jiz stac¢i pridat néjaké zafizeni, které preméni svételny signal
na elektricky. To jsou napiiklad fotonasobice, které maji na zacatku desticku z
materidlu, ktery ma malou vystupni praci pfi fotoefektu. Takto uvolnéné elek-
trony jsou elektrickym polem usmérnény a postupnymi narazy do dynod (elektrod
specialné tvarovanych ze materialil), které sekundéarni emisi snadno uvolni dalsi
elektrony a tim vznikne jiz dobre méftitelny elektricky signél. Jinym zafizenim
jsou tzv. fotodiody, které jsou vlastné jen polovodi¢ovy PN pfechod zapojeny v
zavérném sméru a pokud projde ¢astice vzniknou elektron-dira pary, které maji
za nasledek prichod proudu obvodem, ktery se opét zaznamenava (vylepsenim
této metody jsou APD diody, kde se navic vyuziva lavinového efektu pii tvorbé
elektron-dira péart). Scintilatory rozliSujeme organické a anorganické (dle che-
mického slozeni). MoZznymi materidly jsou napiiklad plasty obohacené olovem,
aromatické uhlovodiky ¢i slou¢enina Nal(T1).

18.1.5.5 Kalorimetry

Jsou to zafizeni na urychlovacich, které maji za tikol mérit energii ¢astic. V prin-
cipu se v materialu kalorimetru rozvine v dusledku interakei primérni (naléta-
vajici) Castice vytvori sekundarni Castice a ty zase interakci vytvori mnozstvi
dalsich ¢astic. Tomuto procesu fikame sprska a rozlisujeme elektromagnetické,
které obsahuji elektrony, pozitrony a fotony a jsou rozvijeny v disledku elektro-
magnetické interakce, a druhym typem jsou hadronové, které jsou rozvijeny v
disledku silné interakce c¢astic jako napiiklad nukleony, piony a mnoho dalsich.
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Sprsky se rozviji tak dlouho, dokud energie sekundarnich ¢astic neklesne pod
urc¢itou troven energie, kterou nazyvame kritickou. Vyhodou kalorimetrii je, ze
ke svému méteni nepotiebuji magnetické pole na rozdil napiiklad od drahovych
detektori. Jejich konstrukce se odviji od pozadavku, aby vystupni signal byl co
nejlépe piimo tmérny energii primarni ¢astice (provadi se testovani na svazcich
s dobfe definovanou energii).

Dle pouzité technologie délime kalorimetry na homogenni a vrstevnaté. Ho-
mogenni jsou tvofeny jednim typem materialu, ktery zajistuje detekci i rozvijeni
elektromagnetické sprsky (na hadronové sprsky se pouziva vyhradné vrstevnatych
kalorimetrii). Mezi materialy, které se pouzivaji patii olovnaté sklo a vzacné plyny
v kapalném skupenstvi. Vrstevnaté kalorimetry naproti tomu jsou tvoreny vrst-
vami absorbatoru proklddanymi vrstvami aktivnich materiéli. Jako absorbatory
obvykle slouzi dostupné kovy (Zelezo, olovo) a jako aktivni médium jsou ¢asto
pouzivany scintilatory z nichz je svételny signal odvadén pomoci tzv. wavelenght
shifterti, coz jsou v podstaté optickd vlakna nesouci jen tuzké spektrum vlnovych
délek.

Dle ucelu rozdélujeme kalorimetry na elektromagnetické (EMC) a hadronové
(HC). EMC zaznamenévaji jen energii z elektromagneticky sprsek a HC zase jen z
hadronovych. Z davodi charakteristickych rozmeért elmag spriek a hadronovych
spriek jsou EMC u velkych a komplexnich experimentu zarazeny pied HC, pro-
toze hadronova sprska se zacne rozvijet az po priiletu vétsiho mnozstvi materiélu.
Jsou vSak i ¢astice, s jejichz zaznamenanim maji kalorimetry velky problém, jsou
to hlavné miony a neutrina. Neutrina neinteraguji skoro viibec s ¢imkoliv (jen v
opravdu velkém mnozstvi materidlu se je podaii detekovat). U mionii zase nara-
Zime na problém, Ze neinteraguji silné a tedy hadronovou sprsku nerozviji viibec,
a elektromagneticka interakce je zase celkem slaba na to, aby vysokoenergetické
miony vyrazné zbrzdila. Proto mé detektor ATLAS v CERNu obi#i systém mio-
novych komor, diky kterému zaznamenaji energii prochazejicich miont a je tedy
jasné jaké mnozstvi energie primarni ¢astice utece.

18.2 Spektrometrie jaderného zareni

Spektrometrie se zabyva méfenim energie zatfeni (resp. ¢astic). Pro rizné typy
¢astic byly vyvinuty rizné typy detekce a vypocétu energii:

e Tézké nabité céstice - jejich energii je nejsnazsi urcit z méreni jejich doletu
(délku drahy mitizeme ziskat z fotoemulse, bublinkové ¢i mlzné komory).

e Libovolné nabité ¢éstice - pomoci magnetického pole ménime jejich drahu,
kterou sledujeme drahovymi detektory a nésledné pocitame jakou méli ener-
gii.

e 7 zafeni - z interakce zafeni s prostifedim napiiklad v polovodi¢ovych de-
tektorech. Pro malé energie se da vyuzit i difrakce na krystalické mfizce.

Pro kazdy spektrometr je tfeba udat jeho energetické rozliseni, rozsah a detekéni
ucinnost.

Jinak lze pouzit i univerzalnéjsi kalorimetry, polovodice ¢i ioniza¢ni komory
(kde je vystupni elektricky signal amérny energii ¢astic).
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18.3 Umeélé zdroje jaderného zareni

18.3.1 Lékarské vySetreni

V dnesni dobé se ¢im dal tim vice vyuziva riznych metod ozareni, protoze se
tim daji ziskat velmi detailni a kompletni informace o téle pacienta aniz by musel
»pod kudlu“. Mezi tato vySetfeni patii rentgen, pocitacova tomografie (CT) a
irigoskopie. Lékaiska vySetfeni v pruméru tvoii az 10 % z celkového ozareni jedince
(zapoCteny jsou vSechny prirodni vlivy). Hodnoty pro néktera vySetfeni jsou jiz
v ¢asti Vliv na lidsky organismus.

18.3.2 Urychlovace Castic

Urychlovace ¢astic nam slouzi k ziskani intenzivnich svazkt iontt nebo ¢astic s
velkou rychlosti a energii. Takto urychlené ¢astice ndm totiz poskytuji moznost
divat se i do temnéjsich hlubin hmoty a tfeba k pochopeni principu jejiho fun-
govani. Nejvykonnéjsi urychlovace dneska jsou schopné dosdhnout nékolika TeV,
co z makroskopického hlediska nenf pilis (odpovida cca 1077 J), ale pro ¢astice
v malou klidovou hmotnost{ je to jinak. Tak napiiklad pokud bude mit proton ki-
netickou energii 200 keV bude jeho rychlost 2 %c a pro priblizné 2000—krat lehéi
elektron to bude znamenat dokonce 70 %c. Je zajimavé si uvédomit, Ze slovo
urychlova¢ vlastné ztraci pro vzsoké energie trochu vyznam, protoze ¢astice jiz
neziskavaji vétsi rychlost (maji naptiklad jiz 99 %c) ale jejich dalsim ,,urychlenim*
jim dodam pfedevsim vétsi mnozstvi energie a v disledku Einsteinova vztahu jim
zvy$ime relativistickou hmotnost.

Urychlovace ¢astic nejsou v dnesni dobé jen vymozenost a velké hracka fyziki,
ale instaluji se i v primyslu, malych vyzkumnych centrech a velkou novinkou
jsou i v oboru lékarstvi (zajimava aféra mezi Vseobecnou Zdravotni Pojistovnou
a nemocnici na Motole, kde byla snaha zavést novou lé¢ebnou metodu rakoviny
(vyvinuta v centru GSI v Némecku) pomoci ozafeni svazkem ¢astic, kterou nechce
pojistovna hradit).

18.3.2.1 Zakladni principy a déleni

Zékladni princip urychlovani ¢éstic s elektrickym nébojem @ je velice prosty a
to ho umistit do elektrického pole mezi dvé elektrody, které maji mezi sebou v
disledku rozdilnych potencialt napéti U. Castice pak ziska kinetickou energii

T = QU (18.7)

(odtud plyne pouzivani jednotek eV elektronvolt, nebot je snadné zjistit velikost
naboje ¢astice jako nésobku elementérniho naboje a také urychlovaci napéti).
Technicky je v dnesni dobé mozné udrzet na elektrodach napéti o velikosti
10 MV. Pro jadernou fyziku nam podobné hodnoty staci (obvykle je t¥eba urych-
lit tézké ionty napiiklad zlata ¢i olova na energie nékolika MeV), ale v ¢asticové
fyzice potfebujeme co mozna nejvétsi energie, aby bylo mozné prozkoumat ¢im
dal tim nizsi aroven struktury hmoty. Proto je nutné najit zpiisob jak ¢astice
urychlit nékolikanasobné, proto se nabizi dva zakladni pristupy k urychlova¢tim a
to linearni a kruhové. Urychlené svazky Céstic ¢asto obsahujici miliardy stejnych
¢astic by samoziejmé po urychleni se méli od sebe oddélit vzhledem k elektric-
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kému naboji, aby toto nenastalo je nutné ¢astice drzet pomoci magnetického pole
(dipolové ale hlavné kvadrupolové pusobenti).

7 duvodu toho, Ze nabita letici castice, jejiz draha je zakrivené vyzaruje elek-
tromagnetické zareni (tzv. synchrotronové), je vyhodné lehké ¢astice (elektrony
a pozitrony) urychlovat na linearnim urychlovaci, kdezto t&zsi ¢astice (protony,
ionty) u nichz vyzafené energetické ztraty nejsou relativné tak velké urychlovat na
kruhovych urychlovacich, kde je mozné na malém prostoru dosdhnout vysokych
energii. Neutralni ¢éstice neni mozné primo urychlovat, ale je mozné urychlit
nabité castice, které pomoci riznych reakci pfeménime na neutralni s vysokou
energii.

18.3.2.2 Linearni urychlovace

Jak nazev napovida castice se v tomto ptripadé pohybuji a jsou urychlovany na
dréze tvaru piimky (resp. usecky) a tedy urychlovacim zafizenim projdou jen
jedenkrat. Linearni urychlovace déle délime dle typu urychlujiciho potencialu na
elektrostatické a rezonanc¢ni.

Elektrostatické urychlovace

Céstice projdou mezi dvéma elektrodami elektrostatickym polem, jehoz rozdil
potencialii dosahuje maximélné nékolika MV. Takto velkého napéti mizeme do-
sdhnout pomoci dvou moznych metod:

Kaskadni generator Principialné se jedné o nasobi¢ napéti, ktery se skladé z
kaskady kondenzéatorti a usmérnovacich diod. Prvni typ sestrojili panové
Cockcroft a Wallton z Cavendishovych laboratotfi v Cambridgi v roce 1932
a diky pozorovani jadernych reakci za pouziti prvniho urychlovace dostali v
roce 1951 Nobelovu cenu (viz obréazek 18.1). Jedna se vSak o velmi nékladné
zalizeni a tak byl vymyslen lepsi zptsob a to..

Van der Graafiv generator Ten vyuziva pohybujiciho se nevodivého pasu,
na ktery srsi z jedné elektrody naboj, mechanicky se na pasu pirenese a
nasledné je na druhé elektrodé odsavan (i kdyz je tato elektroda stejné
elektricky nabita jako neseny néboj, tak je pro néj energeticky vyhodné
prejit na vodivy material elektrody). Tato horni elektrody je vyhodné geo-
metricky tvarovana (tvoii takovou ¢epicku jako kdyz si Jagr nasadi kulicha
:-) ), aby méla velkou kapacitu. Maximéalni dosazitelné napéti je limitovano
elektrickou pevnosti prostfedi, coz znamené jen to aby mezi elektrodami
nepreskocil vyboj. Proto se generdator umistuje do vysokotlaké nadoby, kte-
rou naplnime vysuSenou smési plynt (Ny, COq, SFg). Problémem tohoto
typu generatoru vysokého napéti je malé trvanlivost nevodivych pésii.

Oba typy se pouzivaji k tandemovém urychlovaci. Ten funguje tak, ze ve zdroji
se atomim do obalu pfida nékolik elektronti, nechaji se projit ke kladné elektrodé,
kde jim do cesty umistime tenkou folii, ktera ,utrha“ atomu vétsinu elektronu
a ten je zas pritazen zpét k zaporné elektrodé. tyto urychlovace se pouzivaji k
materialové analyze latek ¢i implantace ionti do materiélu.
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O DC output

Obrazek 18.1: Kaskadovy generator schéma + foto.

Linearni Rezonanéni Urychlovac (linac)

V rezonan¢nich (nékdy téz vysokofrekven¢nich) linearnich urychlovag¢ich na rozdil
od elektrostatickych projde ¢astice urychlovacim potencidlem nékolikrat a ne jen
jedenkrat. Toho je docileno tak, ze ¢astice sice stale leti jednim smérem, ale
potencidl se harmonicky méni s tim, jak castice zrychluje. Tedy céstice vzdy
dorazi ke druhé elektrodé, ale v tom okamziku se elektrody prepoluji. A tak stéle
dal jen s tim rozdilem, Ze se musi ménit vzdalenost mezi elektrodami tak, jakou
rychlost od ¢astic pozadujeme. Dochézi totiz k tomu, Ze napt. elektrony nedorazi
ke druhé elektrodé vsechny ve stejny moment a prepolovani elektrod je zastihne
v jiném misté. To zptsobi, Ze na vystupu z urychlova¢e mame shluky elektront,
které maji s dost dobrou presnosti stejnou energii. V dnesni dobé se jen misto
elektrod pouzivaji dutinové rezonétory, jejichz napéti je opravdu harmonické a ne
takové skoky jako déla f-funce. Nejvétsim exemplarem takovéhoto urychlovace je
SLAC (Stanford Linear Collider) v Kalifornii USA postaveny v 90. letech, ktery
urychloval elektrony a pozitrony na energii 50 GeV.

18.3.2.3 Kruhové urychlovace

Jejich vyhoda je zifejma, pouzitim jednoho zdroje napéti diky mnohonasobnému
pruchodu c¢éstice urychlovaci ¢asti lze dosahnout vysokoenergetickych ¢astic.
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Cyklotron

Schématické znézornéni cyklotronu vidime na obrazku 18.2. Céstice zde vyletuji
ze zdroje umisténého uprostied a jsou okamzité urychloviny elektrickym polem,
které se nachazi mezi duanty (na obrazku dees). V nich jsou trajektorie ¢astic
magnetickym polem s velikosti indukce B otoceny o 180° a opét urychleny elek-
trickym polem, které mezitim zménilo polaritu. A tak stéle dal, az energie ¢astic
dosdhne maxima pro dany cyklotron a jsou vyvedeny ven. Podobné jako u line-
arnich rezonanc¢nich urychlovacii i zde musi byt splnéna podminka synchronosti

zmény polarity

2r  2mm
T=- = B (18.8)
kde m a ¢ jsou hmotnost (relativistickd) a naboj ¢astice. Je ziejmé, Ze pro nerelati-
vistickou oblast energii ¢astic staci zdroj stiidavého napéti s konstantni frekvenci.
Pokud chceme urychlovat na vétsi energie musime kompenzovat zpomaleni urych-
lovani v disledku nartstu hmotnosti. Takova zarizeni pak nazyvame synchrocy-
klotrony (méni se frekvence urychlovaciho napéti) nebo izocyklotrony (meéni se
velikost magnetického pole). Pro protony dosahuji tato zafizeni maximalni ener-
gie stovek MeV. Je samoziejmé, Ze vnitini oblast cyklotronu musi byt vakuované.
Cyklotrony jsou velmi dobie zvladnuté technologie urychlovacu a proto jsou rela-
tivné levné a maji Sirokou aplikaci, naptiklad: ozafovani 1é¢iv, ionizace materiéli.

Cyclotron dees

ion source

elactric field region '/l\g:,/f/h” -

2009 Encyclopsedia Britannica, Inc.

target

Obrazek 18.2: Schématicky obrazek cyklotronu.

Synchrotron

Schématické znézornéni synchrotronu opét nalezneme na obrazku 18.3. Pokud
chceme dosahnout vyssich energii je tfeba sestavit urychlovaci obvod. Ten bude
mit tvar pravidelného kruhu (v jistim piibliZeni, protoZe stale plati, Ze ¢astice bu-
deme urychlovat na rovnych ¢astech a dale je pak budeme pomoci magnetii ohy-
bat). Ve vakuované trubici se budou pohybovat ¢astice, které na jistych mistech
pomoci dutinovych rezonatort (viz lineérni rezonanéni urychlovace) urychlime a
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pak pomoci dipoélovych magnett jejich drahu ohneme, jak budeme potfebovat
(pfi¢emz ¢astice budou vyzafovat synchrotronové zareni, které se vyuziva pro
dalsi experimenty jako je materidlovy vyzkum). Mnozstvi energie, které astice
pri zakfiveni své drahy vyzaii se d4 vypocitat pomoci vztahu

)
2

AE [keV] = 6107123222 18.9

ke . (18.9)
kde E je energie c¢astice, mg jeji klidovd hmotnost a R polomér krivosti drahy.
Nésledné svazek fokusujeme kvadrupélovymi magnety (nékdy i vicenadsobnymi-
polovymi magnety). V takto vytvoreném kruhu nechame ¢astice obihat tak dlouho,
jak potrebujeme ziskat velkou jejich energii. Toto TeSeni je levné oproti ekviva-
lentné silnym linearnim urychlovac¢tim, ale je potieba do synchrotronu dodat jiz
urychlené c¢astice a navic velikost magnetické indukce potiebné k ohybani a fo-
kusaci roste spolu s ristem energie ¢astic (proto se vyuzivaji supravodivé mate-
rialy).

Urychlovacl sekoe _{éﬁ Ohybaci
\ il sy

% ———— Mmagnet

[ ]
= el
YAevadeni ﬂh
L wstfikovanl Edstic urychlerych
' castic Fokusadni
elektronova magnet

katoda {kvadrupdl

zdroj napatdl

experimentu

Obrazek 18.3: Schématické znazornéni synchrotronu.

18.3.3 Jaderné elektrarny

Princip jejich fungovani je velice prosty. Uvolnénou vazebnou energii z rozstépeni
jader paliva (uran ¢ plutonium) pfeménime a teplo (prosté ochlazovani palivo-
vych ty¢i) uloZené ve vodé. Kvili tomu, Ze tato voda primarniho okruhu je ra-
dioaktivni v disledku kontaktu se zarenim tézkych rozstépenych jader, neutront
a vy zareni, je pres vyménik tepla tato voda ochlazovana vodou ze sekundarniho
okruhu, ktera se méni na paru a ta pohani turbiny a ty zase elektricky gene-
rator. Voda v sekundarnim okruhu ochlazuje v kondenzéatoru, ktery je tepelné
napojen na chladici véze, ze kterych unika jen vodni para. Cely priméarni okruh
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spolu s reaktorem je uzavien v tzv. kontejnmentu, coz je vlastné jen betonové
a ocelova schranka chranici reaktor pred moznym ttokem a zaroven okoli pred
moznou poruchou a néaslednym tnikem radiace. Schématu jaderné elektrarny je
na obrazku 18.4.

Obréazek 18.4: Schéma jaderné elektrarny. Vyznam jednotlivych ¢&isel: 1. Reak-
torova hala, uzaviena v nepropustném kontejnmentu. 2. Chladici véz. 3. Tla-
kovodni reaktor. 4. Ridici tyc¢e. 5. Kompenzator objemu. 6. Parogenerator. V
ném horkéa voda pod vysokym tlakem vyrabi paru v sekundarnim okruhu. 7. Ak-
tivni zéna. 8. Turbina - vysokotlaky a nizkotlaky stupen. 9. Elektricky generétor.
10. Transformaéni stanice. 11. Kondenzator sekundarniho okruhu. 12. Plynny stav
13. Kapalny stav 14. Ptivod vzduchu do chladici véze. 15. Odvod teplého vzdu-
chu a pary kominovym efektem. 16. Reka 17. Chladici okruh 18. Primérni okruh
(voda pouze kapalna pod vysokym tlakem). 19. Sekundarni okruh (¢ervené zna-
¢ena para, modie voda). 20. Oblaka vznikla kondenzaci vypafené chladici vody.
21. Pumpa
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19. Atomové jadro

éerpéno prevazné z knihy
I. Ulehla, M. Suk, Z. Trka: Atomy, jadra, ¢astice, Academia, Praha 1990.

Jelikoz rozvoj této ¢asti fyziky nastal v disledku nékolika vyznamnych expe-
rimentl, za¢neme pro ivod jimi. UkdZeme si tim rovnou, opréavnénost nékterych
predpokladii a poznatki.

Rutherfordav experiment mél rozhodnout, zda je Thompsonuv ,,pudinkovy*
model atomu opravnéné hypotéza. Ukazal, Ze nikoliv, spravny model je plane-
tarni.

J. J. Thompson jiz z diivéjsich poznatki usoudil, Ze jsou-li atomy celkové elek-
tricky neutralni a presto obsahuji nabité elektrony, pak musi mit néjakou vnitini
strukturu. Jim navrzeny model mél podobu kladné nabité latky, v niz ,plavou”
zaporné nabité elektrony. E. Rutherford v navaznosti na to navrhnul experiment,
kdy pomoci a-&astic (neboli jader *He) bude ost¥elovat velmi tenkou f6lii zlata
a bude pozorovat dopad ¢astic v ruznych thlech vic¢i piavodnimu svazku. Jeli-
koz zdrojem ¢astic byl radioaktivni rozpad, mély a-castice prakticky konstantni
energii.

Prvni predpoklad, Ze a-¢astice budou latkou prochazet obtizné, byl zcela vy-
vracen - naopak prochazely velmi snadno. Tedy se jednotlivé atomy jevily a-
casticim jako témér prazdné misto.

Dalsi predpoklad byl, Ze ¢astice budou vychyleny od ptivodniho sméru jen o
velmi maly thel, coz bylo rovnéz vyvraceno tim, ze bylo mozno pozorovat castice
vychylené i zpét do zdroje (tedy o témér 180°).

Z klasické mechaniky pro pohyb v centralnim poli (potencialni energie U(r))
muzeme ukazat, ze pii vySetfovani pohybu sta¢i uvazovat rovinny pohyb v roviné
x — y a tedy mozny piechod do polarnich soutadnic r — ¢. Celkovou energii

1
E=gm (& +9%) +U(r) (19.1)
tak mizeme zapsat jako
1
E=_m (7% +r°¢%) + U(r) (19.2)

kde m je hmotnost pohybujici se Castice a ¢asova derivace je znacena teckou.
Jelikoz se jedn& o centralni pole, zachovava se energie a je i moment hybnosti
Castice konstantni. Jeho z-tova slozka je tedy (pfi nasi volbé pohybu v roviné
x—yje L vosez)

L =L, = konst. = xp, — yp, = mr’¢ (19.3)

Dosazenim ziskavame
e mi? L?
T2 + 2mr?
Intergraci (19.4) a (19.3) a separaci proménych z (19.3) ziskime vztah pro ¢(r),
ktery ukazuje, ze drahami jsou rizné kuzelosecky, presnéji pro ndmi zvolenou
nezapornou potencialni energii se jedna o hyperboly.

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o rozptyl nabitych céastic na kladné nabitych

+U(r) (19.4)
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jadrech, budeme uvazovat Coulombickou interakci mezi tézkym jadrem (déle po-
vazujeme za statické) a lehkou a-¢astici. Potencialni energie je

27  é?
Ulr)=—"-
(r) r  dmweg

(19.5)

Nesledujeme vsak pohyb jediné castice, ale celkovy rozptyl. Proto si zavedeme
veli¢inu, ktera nezavisi na poctu ¢astic N, ale charakterizuje rozptyl - diferenciélni
ucinny priifez

dN

n

do (19.6)

kde n je pocet ¢astic, co projdou jednotkovou plochou za jednotku ¢asu. Dale
budeme predpokladat, ze se Céastice pred rozptylem ve vétsi vzdélenosti od roz-
ptylového pohybuji po drahéch rovnobéznych s osou svazku a jadro na né jesté

nepiisobi. Tedy
1
E= §mvg (19.7)
a nas problém je osové symetricky - rozptylové centrum je na ose svazku dopa-

dajicich castic.

%
/
%
- /
% /
%, /
Y ¢
4
7,

% i Tmm

Obrazek 19.1: Hyperbolicka draha ¢astice

Pro zjisténi poctu ¢astic dopadajicich do néjakého prostorového tihlu tak staci
uvazovat v roviné rovnobézné s osou svazku - viz obr. 19.1. Z né¢j vidime, Zze
castice dopadajici do prostorového uhlu dQ2 = (9,9 +dd) X (¢, p+dyp) (kde ¢ je
tthel charakterizujici rovinu kolmou na osu svazku) musi nejrpve projit ploskou
(0, 0+ do) X (¢, + dp). Tato ploska je ¢ast z mezikruzi o plose 27 - o () - do.
Pocet ¢astic rozptyleny do prostorového thlu df2 tak je

AN =n-po(¥)-do-dy (19.8)

Nyni vyuzijeme poznatki z pohybu v centralnim poli a zjistény diferencialni
ucinny prurez mizeme vyjadrit jako
1 7% . et dQ
do = Z_l . 2 5 . 9 (199)
(dmeo)” B2 2 2

Srovnéni tohoto vztahu a experimentélné ziskanych hodnot mélo vybornou shodu.
Rovnéz tento pristup dovoloval zjistit pribliznou velikost jadra - nejblize se do-
stane ¢astice s minimalnim momentem hybnosti, ktera bude na své dréaze k jadru
nejblize ve vzdalenosti

27 ?

" Arey - E (19.10)
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coz pro a-castice o energii F = 7,7 MeV a zlatou folii Z = 79 vychazi priblizné
Tin =~ 3 - 10714 m.

Z Rutherfordova experimentu tak mame pfiblizny model atomu - okolo téz-
kého jadra o priblizné velikosti 1071% obihaji lehké elektrony, které tak tvoif obal
o velikosti 1071 S timto modelem ale pfichdzi rovnéZ nova otazka: jestlize je
tato soustava analogii slune¢ni soustavy, pak se elektrony pohybuji po zakiive-
nych drahach okolo jadra. Nabita ¢astice by pfi nerovnomérném pohybu méla
vyzafovat ¢ast své energie. V ramci doby 10710 s by tak mél elektron veskerou
svou energii vyzarit a ,spadnout® do jadra. Tato otazka pak nastartovala vyboj
kvantové mechaniky (viz kapitola 15).

O nékolik let pozdéji Rutherford pokracoval dalsim pokusem - transmutaci
prvku.

Ve Wilsonové mlzné komote ,ostreloval pomoci a-¢astic atomy dusiku. Pi-
vodni stopa se pak rozdélila na dvé, z nichz jedna Sla identifikovat jako jadro
ionizovaného kysliku a druha jako atom vodiku, neboli probihala reakce

a+N-—0+p (19.11)

Jadra tedy obsahovala protony (jak byla nazvano jadro nejjednodussiho prvku).
Vznikl novy problém: atomové ¢isla neodpovidala celkové hmotnosti atomu M
Z-m, <M (19.12)

a celkovd hmotnost atomii ani nebyla celistvym nasobkem hmotnosti protont!.

Chadwickovym pokusem pak byly objeveny neutrony.
Reakci
a+Be—C+n (19.13)

byly objeveny ¢astice s podobnou hmotnosti jako protony, avSsak nemajici elek-
tricky naboj.

19.1 Zakladni vlastnosti a charakteristiky atomo-
vého jadra

Jak jsme si ukazali, skladé se atom z elektronii, protont a neutroni. Pro jeho
charakterizaci tak vyuzivame t¥i Cisla.

Atomové ¢islo Z udava pocet elektront, neboli také pocet protonu v jadie a
dle tohoto ¢isla jsou prvky fazeny v periodické tabulce. Neutronové cislo N udava
pocet neutronii v jadie. Hmotnostni (nukleonové) ¢islo A udava pocet protoni a
neutroni v jadie, neboli

A=Z+N

Nuklid je soubor nékolika atomii, jez maji stejna vSechna tii ¢isla - zna¢ime symbo-
lem 4X, kde X je chemickd znacka daného prvku. Izotopem prvku X pak znaéime
nuklid, ktery se od dalsich nuklida lisi v N. Dale miizeme vyuzit i pojmu izobar
(A stejna, Z riznd) a izoton (N stejna, Z rizna).

ITento vztah nemusi byt zcela piesny. Ze specialni teorie relativity vime, Ze klidova energie
jader musi byt mensi nez soucet klidové energie protonii a vazbové energie
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Izomer znaci nuklid, jehoz jadra jsou delsi dobu ve stejném vzbuzeném stavu
- znaéime %X a radionuklid nuklidy, jejichZ jadra jsou nestabilni a rozpadaji se.
Dle sudosti ¢i lichosti Z a N pak miizeme charakterizovat i stabilitu nuklidu.

v

Nejstabilngjsi jsou jadra sudo-suda, nejméné stabilni licho-liché.

Hmotnost jadra vyjadiujeme obvykle pomoci hmotnostni jednotky u, coz
je 1/12 hmotnosti C, neboli
u=1,660-10"*

jelikoz zméFeni poméru je presndjsi. Hmotnost celého atomu m(4X) s jadrem o
hmotnosti M (A, Z) pak je
WA, Z
m(4X) = M(A, Z) + Z -me — Wa(4, 2)]

y (19.14)

kde W, (A, Z) znaci vazbovou energii atomu (viz dale) a pro nevelikd Z ho mizeme
¢asto zanedbat.

K urceni hmotnosti se vyuzivaji hlavné hmotové spektrometry, které se skla-
daji ze t¥i hlavnich ¢asti. V prvni ¢asti se nachazi néjaky iontovy zdroj, v druhé
energeticky selektor, ktery vybira pouze ¢astice s vhodnou energii, a v tfet{ mag-
neticky analyzator, ktery rizné rychlé ionty se stejnou hmotnosti zfokusuje do
stejného mista.

Jak jsme si ukézali, jde urcit rozmeér jadra napiiklad Rutherfordovym experi-
mentem (rozptyl a-¢astic na jadrech Au). Dalsi moznosti je odhad z coulombické
elektrostatické energie jadra. Povazujme jadro za elektricky nabitou kulicku s
polomérem R, jeho elektrostaticka energie pak je

1 7) - o ("
Eo = / 0(r) - 0() 4y gy (19.15)
8meg |7 — 7|
kde o () = konst. Integraci pies cely objem jadra ziskdvame
3 Z%e
= . 19.16
S A (19.10)

pricemz zname celkovy naboj jadra a jeho elektrostatickou energii.

Epxerimentalné bylo zjisténo, ze dosah jadernych sil odpovida R = rq - AY3,
coz zde dava hodnotu ry = 1,2-107'% m, u Rutherfordova pokusu ry ~ 1,52 - 107> m.
Z rozptylu neutronti o pfiblizné energii 100 MeV na jadrech ziskdvame hodnotu
ro ~ 1,35-107% m.

Pro urceni rozlozeni hustoty elektrického naboje v jadie miizeme vy-
chazet ze znalosti pruzného rozptylu elektront na jadrech. Diferencialni ucinny
prifez pro pruzny rozptyl na jadie s atomovym ¢islem Z (tedy srazka bez excitace
jadra) je

g - (j—g)M F@P (19.17)

kde d2 = sin} - d¥ - dp, indexem M je oznacen teoreticky uréeny Géinny prufez
pro rozptyl elektronu na bodovém jadru, neboli Mottiv wicinny prirez. Veli¢ina
F (q) se nazyva strukturnim faktorem (formfaktorem) a je rovna

F()= /exp (%@ F) o (7)dV (19.18)
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a charakterizuje nabojovou strukturu jadra, pficemz ¢ = p’ — p je pienesené
hybnost (rozdil hybnosti elektronu pted srazkou a po sréazce).

Srovnéani experimentalné zjisténych hodnot Gc¢inného prirezu a teoreticky zjis-
téného Mottova, miizeme zjistit formfaktor. Pro pfesnéjsi zjisténi rozlozeni pak
musime vyuZit elektrony s vyssi energii? - pro elektorny s energii 190 MeV aZ
do 6 GeV byla urcena hustota naboje pro jadra s A > 10 Saxon-Woodsovym
rozdélenim jako

o(r) = o (19.19)
1+ exp ( >
z
kde 0g je dano normaliza¢ni podminkou
Z-e= / o(r)dV (19.20)
v

a z porovnani experimentu s teorii ma parametr z udavajici rychlost poklesu o(r)
u povrchu jadra hodnotu asi 0,5- 107! m a prakticky nezéavislou na A, parametr
c udavajici vzdéalenost, kde o = 0y/2, je dan piiblizné vztahem ¢ = ¢y - AY/3, kde
co = 1,05+ 1071 m. Z ¢ehoZ, zname-li hustotu rozdéleni naboje, miiZzeme urcit
stfedni polomér jadra jako

— 1
R:

Z-e

/ r-o(r) - 4nridr (19.21)
0

Spin, parita a izospin jsou kvantova ¢isla, pomoci nichz mizeme charakte-
rizovat jadro.

Spin jadra je urcen sloZenim spint vSech nukleont a jejich orbitalnich mo-
menti dle pravidel o skladani momentt hybnosti. Pro kvadrat spinu jadra o
velikosti I mame vztah

I =wI(+1) (19.22)

Castice s celodiselnou velikosti spinu nazyvame bosony (mnohacasticové stavy
totalné symetrické), s poloc¢iselnou velikosti fermiony (mnohacésticové stavy to-
talné antisymetrické). Primét spinu do vybraného sméru, napiiklad do sméru
vnéjsiho makroskopického magnetického pole, nabyva hodnot I, = M - h, kde
Me{-I,—-1+1,...,1—1,1}, kde M oznacuje ¢asto magnetické kvantové &islo.

Spin jadra chapeme jako vlastni moment hybnosti v zakladnim energetickém
stavu jadra. Je ale mozné charakterizovat vzbuzené stavy jadra jeho spinem.

Experimentélné bylo zjisténo, ze zékladni stavy jader maji pomérné malé spiny
(nejvyssi hodnota I = 6 u 33V). Spiny s lichym po¢tem nukleonii neprevysuji
hodnotu I = 9/2. Vsechna sudo-sudé jadra maji nulovy spin.

Zjisténi hodnoty spinu jadra je mozné bud pres jeho magneticky moment (viz
déle), nebo pres rozbor rotacnich spekter dvouatomovych molekul se shodnymi
jadry. Spiny vzbuzenych jader se urcuji ze zakona zachovani momentu hybnosti
pii f-rozpadech, elektromagnetickych prechodech a jadernych reakcich.

Paritu udavame vzdy u zakladniho stavu jadra a nahlizime na ni jako na
vnitini paritu (neboli paritu vinové funkece ¢astice v systému, kde je tato ¢astice

2Se zvygenim energie se zmensuje odpovidajici vinova délka dle de Brogliovy relace A-p = h,
f-h=F, kde h je Planckova konstanta.
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v klidu, piipadné systému ¢astic, kde je celkova hybnost nulové)?.

Experimentéalni vysledky ukazuji, Ze parita sudo-sudych jader je kladna,u
ostatnich miize byt kladna i zadporna (napt. u jadra 'O je +1, u jadra 2N je
-1). Obvykle paritu zna¢ime pomoci horniho indexu u spinu (tedy nap¥. I, 7).

Pokud je parita excitovaného stavu shodna s paritou zakladniho stavu, mlu-
vime o excitovanych stavech s normalni paritou, pokud ne, pak o stavech s nenor-
mdlni paritou. Obvykle je mezi zakladnim stavem a prvnim stavem s nenormalni
paritou nekolik stavi s normélni paritou.

Pro slupkovy model atomu (viz dale), bude parita uréena vztahem

P= H (—1)" (19.23)

kde I; je kvantové ¢islo momentu hybnosti nukleonu i. Z ¢ehoz vidime, Ze jedno-
¢asticové stavy s nenormalni paritou by mély v tomto modelu vznikat pii zménéach
[ o liché ¢islo., coz nam dovoluje konfrontovat model s experimentem.

Pii a0 a v prechodem se parita systému zachovava, pii S-rozpadech se neza-
chovéva, ale z rychlosti déje se da usuzovat, zda doslo ke zméné parity a spinu.

Dilezitym dusledkem existence parity je napt. nutnost nulového elektrického
dipo6lového momentu, nebot vinova funkce nesmi pfi inverzi zménit svou absolutni
hodnotu (je to funkce pro dva systémy fermiont, pro kazdy z nich plati Pauliho
princip) a proto se hustota pravdépodobnosti pro rozlozeni naboje v jadre (zavisla
na kvadratu absolutni hodnoty vlnové funkce) chova jako suda funkce, neboli
o (7) = o (—7) a tedy dipolovy moment, dany integralem

d= e/FQ (7)dV (19.24)
je roven nule.

Lzotopicky spin neboli izospin je veli¢ina, kterou pfifazujeme nukleontim na
zékladé analogie se spinem u elektronti?. Izospin z této analogie je axialnim vek-
torem v ,nabojovém (izotopickém) prostoru.

Pro izospin tak plati stejnd pravidla skladani jako pro momenty hybnosti.
[zospin nukleonu je 7" = 1/2, jeho kvadrat pak T'(T + 1), projekei izospinu do
vybraného sméru pak pro proton ur¢ujeme jako 7, = 1/2 a pro neutron jako
T,=-1/2.

V disledku zanedbéani rozdilu hmotnosti a magnetickych momenti se jevi
nukleony jako Castice s péti stupni volnosti (tfemi klasickymi a dvéma kvanto-
vymi) a jelikoz jsou ¢astice nerozlisitelné, plati pro né rozsireny Pauliho princip.
Kazdy stav tak muze byt charakterizovan péti kvantovymi ¢isly (n, [, m, s, a T})
a miuze byt obsazen nejvyse jednim nukleonem.

[zospin jadra pro A sudé tak muze nabyvat hodnot 0,1,2... a pro A liché

3Parita ukazuje, jak se funkce transformuje pfi transformaci z — —z, y = —vy, 2 — —z.
Pohybové zakony klasické mechaniky jsou viiéi této transformaci invariantni. V kvantové mecha-
nice vSak nemusi byt, procez se zavadi operator parity P pusobici na vinovou funkci zpuisobem,
ktery reprodukuje transformaci pfi inverzi souradnic - napf. pro funkei v (7) s lichou paritou
mame vztah Py (F) = — (7), pro funkci ¥ (7) se sudou paritou mame vztah P (7) = ¢ (7).

4Jelikoz maji proton a neutron podobnou hmotnost, pak odhlédneme-li na chvili od jejich
rozdilnémo magnetického momentu, miiZeme se na né koukat jako na jednu ¢astici nukleon, ve
dvou nabojovych stavech.
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hodnot 1/2,3/2,5/2.... Projekce celkového izospinu jadra 7T, je dana souctem
izospini jednotlivych nukleont, tedy
1

T, = 3 (Z —N) (19.25)
Pro lehéi jadra (A < 50) mtZeme zavést tzv. izospinovy formalismus, ktery nam
¢astice i s jejich stavy rozdéli do nabojovych multipletii. Pro tézsi jadra toto vsak
jiz nemé vyznam, kvuli velké elektrostatické repulsi protonii. Moznost klasifikovat
izospinové stavy vsak dala podnét k vysloveni hypotézy o ndbojové nezdvislost:
jaderngch sil, podle niz se T" a T, pri jadernych procesech zachovéava, coz je po-
tvrzeno experimentem napfiiklad z reakci

p+'5B — p+5B
1 1
T:= 0 =01
2 2
1 1
T.:=4+ 0 = =+ 0
2" 2"
d+YB — d+9B*
T:0 0 0 0,/
T.:0+4 0 = 0+ 0

kdy stav 7" = 1 u druhé reakce neni povolen (* znaci excitované jadro). Pii elektro-
magnetickych interakcich se sice nebudou ménit Z a N, tedy se bude zachovavat
T, ale celkovy izospin se obecné zachovavat nebude (napf. radia¢ni prechody 7).
P1i radioaktivnich dé&jich provazenych vyzarenim elektronti a pozitroni se pak
nezachovava ani T, (nebot se méni proton v neutron, ¢ naopak) a stejné tak pii
dé¢jich se zachycenim elektronu v jadre.

Magneticky moment jadra miZzeme povazovat za magneticky dipol (f7).
Potenciélni energie dip6lu ve vnéj$im magnetickém poli o indukci B je
U=-ji-B (19.26)

U atomovych jader dale plati
=L (19.27)

kde L je moment hybnosti jadra a v je gyromagneticky pomér. Pro jadra nacha-
zejici se v klidu plati

., =~yI, = yhM (19.28)
kde M € {—1,—I+1,....1 — 1,1}, tedy
w=r~yh-max{M} =~h-I (19.29)

tedy || je rovno maximalni mozné hodnoté y.. Pro B = (0,0, B) bude potencialni
energie magnetického momentu jadra v tomto poli
M

U=—u.B= uBT (19.30)

Jelikoz M mize nabyvat 2/ + 1 hodnot, spektrum energie bude obsahovat 27 + 1

ekvidistantnich hladin. Pokud chceme stimulovat pfechod jadra z jedné hladiny

na sousedni, musime splnit podminku jaderné rezonance, neboli ptisobit vysoko-

frekvenénim elektromagnetickym polem s kruhovou frekvenci
w=|y|B (19.31)
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Dale miizeme vyuzit k popisu i gyromagnetického faktoru g definovaného jako
KN

kde p je jaderny magneton. Zmétené hodnoty magnetickych momenti nukleont
neodpovidaji predstavé bodovych ¢astic. v takovém piipadé by totiz magneticky
moment protonu mél byt shodny s pxy a magneticky moment neutronu nulovy.

Metody méreni magnetického momentu jadra se daji vyuzit i ke zjisténi
spinu a daji se rozdélit do dvou hlavnich skupin.

Prvni se zaméruje na interakci jadra s vnitinim atomovym nebo molekular-
nim magnetickym polem vytvarenym elektrony. Energie vazby magnetického mo-
mentu jadra v tomto poli je imérna konstanté jemné struktury a, kterou je sice
mozné teoreticky spocitat, ale v praxi jen velmi obtizné. Proto se tyto metody
vyuzivaji hlavné jako relativni méfeni, nebot pro stejna Z a riznad N je stavba
elektronového obalu prakticky stejné, procez i a a proto je mozné vyuzit srovné-
vaci metodu.

Typickym predstavitelem je vySetfovani velmi jemné struktury optickych spek-
ter. Spin jadra se zde urcuje z poc¢tu ¢ar velmi jemné struktury anebo s pomoci
nuklearni jaderné rezonance. Dalsi metodou je napiiklad metoda elektronové pa-
ramagnetické rezonance.

Druhéa skupina vyuziva interakci jadra s vnéjsimi makroskopickymi elektro-
magnetickymi poli. Patii sem napiiklad i Stern-Gerlachiv pokus. Zde je vsak
zapotiebi vyuzivat jadra, v nichz jsou magnetické momenty elektroni navzajem
vykompenzovany (napf. Ca, Zn, Cd, Hg, Ha, ... ). Vzhledem k tomu, Ze magne-
tické momenty jader jsou podstatné mensi nez elektronii, odklon svazku je i v
silné nehomogennich polich pomérné maly a proto se tato méfeni nedaji provadét
s dostatecnou presnosti.

Rabiho metoda vyuziva nuklearni magnetickou rezonanci. Svazek nejprve pro-
chézi nehomogenim magnetickym polem, které ho rozstépi na tolik moznych hod-
not, kolik je kvantovych ¢isel M. Poté svazek vstupuje do pole slozeného z ho-
mogenniho pole Ba vysokofrekven¢niho pole kolmého na homogenni B,. Pokud
je splnéna rezonan¢ni podminka, vychylky z prvniho pole a druhého se nazvijem
nezrusi a do tteti ¢asti (opét nehomogenni pole) se dostane podstatné mensi ¢ast
jader z ptvodniho svazku, které jsou pak zfokusovany do detektoru. Z podminky
na rezonanci se pak da urcit absolutni hodnota g (pfi znalosti I i u). Dalsi jsou
metody absorpcni a indukcéni, které jsou si velmi podobné a obé jsou zalozeny
opét na nukledrni magnetické rezonannci.

Pas (linie) stability je zobrazeni (viz obr. 19.2) nuklidia stabilnich vuaéi g-
rozpadu do roviny (Z, N). Ty nam takto vytvori ,linii“. Prvky lezici nad touto
linf se rozpadaji S~ -rozpadem za vzniku elektronu a anitneutrina, prvky pod linii
se rozpadaji B1-rozpadem za vzniku pozitronu a neutrina.

Jadra s A < 40 jsou soustredéna okolo pfimky N = Z, coz je dusledek Pauliho
vylucovacich pravidel. Pokud by jadro obsahovala vice nukleonii jednoho druhu
(napt. mélo vice neutronti), pak musi tyto nukleony obsazovat vyssi energetické
hladiny, nebot protony i neutrony jsou fermiony, které muzeme rozlisovat pomoci
izospinu. f-rozpady tak méni svou projekei izospinu a tim i pomér neutront ku
protonum. U prvka s A > 40 vSak za¢inad prevazovat Coulombické odpuzovani
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Obréazek 19.2: Linie stability

mezi protony, které tak posune jejich energetické stavy do vyssich poloh, a linie
se ,stoci* tak, aby platilo N > Z.

19.2 Vazbové sily, vazbova energie jader

Vazbova energie se nam objevila jiz ve vztahu pro hmotnost atomu.

m(AX) = M(A, Z) + Z - m, — Wald: 2|

2

19.33
. (19.33)

Pro jadra s A > 1 je ucelné zavést pojem hmotnostni ubytek B(A,Z), coZ
je rozdil mezi klidovou hmotnosti vSech nukleont, z nichz je jadro vytvoreno, a

skute¢nou hmotnosti, tedy
B(A,Z)=Zm,+ Nm,, — M(A, Z) (19.34)

¢imz charakterizujeme, jak silné jsou nukleony v jadie vazany. Vazbova energie
je tedy energie, ktera se uvolni pii vytvoreni jadra a plati
W(A,Z)=c*-B(A, 2) (19.35)

Dale zavadime pojem separacni energie, coz je energie potiebné k oddéleni
urcité ¢asti z jadra. Napiiklad pro oddéleni a-Castice je zapotiebi (pro jadra v
zékladnim stavu)

Su(A,Z) = (M(A—4,7Z —2)+ M(4,2) — M(A, 2)) (19.36)

Odtud rovnou vidime, Ze nutnou podminkou nestability jadra vici a-rozpadu je
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Sa(A, Z) < 0. Pro znama jadra vime S,(A,Z) > 0 a S,(A, Z) > 0, coz vylucuje
moznost neutronovho ¢i protonového rozpadu.

Nukleonovd vazbovd energie je energie pripadajici na jeden nukleon daného
jadra
W(A, Z)

A
Vysetfeme nyni jeji zavislost na A. Pro A < 16 ¢, rychle roste (viz obr. 19.3).
V bodech A = 4,12,16, 20,24 ma vyrazné maxima, coz ukazuje na vyznam zo-
becnéného Pauliho principu pro nukleony a z toho plynouci stabilitu jader. Pro
A > 16 je energie piiblizné konstantni (mezi 7,4 MeV a 8,8 MeV), neboli zde
W(A,Z) ~ A. Odtud soudime, Ze muZe nukleon interagovat jen s omezenym
poc¢tem nukleoni. Kdyby interagoval s kazdym, pak musime uvazovat vSechny
dvojice nukleond a mélo by platit

W(A,Z) ~ %A(A —1) (19.38)

en(A, Z) = (19.37)

coz neplati. Rikdme proto, Ze u jadernych sil mezi nukleony se projevuje nasycent.

3le
Hes

0 30 60 90 120 150 180 210 240 N

Obrazek 19.3: Vazbova energie ¢,(A, Z) jako funkce A

Jak vidime, pro od A = 60 klesa energie ¢, z hodnoty 8,8 MeV prakticky
monoténné az k energii 7,4 MeV, coz je zptisobeno elektrostatickym odpuzovanim
protont.

Maxim pro A = 60 (nuklid §2Ni) je rozhranni, které ur¢uje, Ze energii je mozno
uvolnit bud syntézou dvou lehéich jader, nebo rozstépenim tézsiho jadra.

Zéavislost hmotnosti nebo vazbové energie jader na A, Z lze vystihnout napf.
Weizsickerovou a Fermiho formuli, ktera se vyvozuje z tzv. kapkového mo-
delu. V tomto modelu si jadro predstavujeme jako kapku tézko stlacitelné kapa-
liny, coz vede k iimérnosti mezi objemem a poctem nukleont. Polomér by proto
mél byt dan vztahem

R=ry-AY? (19.39)
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Formule pak je ve tvaru

2 _
W(A, Z) = a,A — a,A*? —q Z A-22  4.2)

€ AL/3 ta A + A3/4

(19.40)

kde pfislusné parametry maji hodnoty
a, = 15,75 MeV, as, = 17,8 MeV, a. = 0,71 MeV, a, = 23,7 MeV

34 MeV  pro jdra sudo — sud
A Z) = 0 MeV  pro A lich
—34 MeV pro jdra licho — lich

dle vztahu (19.39) miZzeme prvni ¢len interpretovat jako objemovou energii jadra,
druhy je imérny povrchu jadra a vystihuje, Zze nukleonyjsou na povrchu méné
vazané, tteti ¢len reprezentujeelektrostatické odpuzovani protoni, ¢tvrty ¢len zde
vystihuje stabilitu nuklidu (lezi na linii stability a tedy priblizné plati N = 7).
Poslendi ¢len souvisi se spinovymi a izospinovymi stavy nukleont.

Existenci poslednich dvou ¢lenii jde dobfe odivodnit v jiném modelu jadra
- tzv. slupkovém. Experimentalni tdaje ukazuji moznost usporadani nukleoni v
jadre ve slupkach, podobné jako usporadani elektronti v atomovém obale. Ener-
getické stavy nukleonti v dané slupce se pak lisi jen maélo, ve srovnani s rozdilem
mezi jednotlivymi slupkami. Protony a neutrony zde povazujeme za rozlisitelné
objekty. Z experimentalnich dat plyne, Ze k zaplnéni dochazi tehdy, kdyz pocty
protont nebo neutroni dosahuji tzv. magickych ¢isel 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126. Pri-
¢emz prvni dvé magicka ¢isla jsou shodna s poctem elektronti zaplnujici slupky
pro n 1, 2. Vhodnou volbou potencialni jamy pak lze dospét i k dalsim magic-
kych ¢isel. Vzhledem k parovani antiparalelnich spint nas tedy tento model vede k
predpokladu, Ze sudo-suda jadra budou mit vétsi vazbovou energii nez sudo-licha
¢i licho-sudé a ta opét vyssi nez licho-licha. Dale nas tento model rovnou vede k
predpokladu stability pro N = Z.

Zrcadlovd jadra je dvojice jader, kterd maji navzajem prohozena cisla N a
Z, tedy napiiklad jadra 'YBe a '3C. Ode¢teme-li od jejich vazbovych energii
yzrcadlové prispévky coulombické energie, obdrzime stejné hodnoty. To zna-
mené, ze jaderné sily mezi dvéma nukleony jsou stejné, tedy nabojové nezavislé.

19.3 Radioaktivita

Radionuklidy, které miizeme nalézt normalné v prirodé, nazyvame prirozené, ¢lo-
veékem pripravené radionuklidy nazyvame umeélé.

Zmame tii hlavni radioaktivni procesy. Pii a-rozpadu fakticky dojde ke steé-
peni, kdy se z ptivodniho jadra oddéli jadro 3He (neboli a-&astice), B-rozpad je
podminén pfeménou neutronu na proton a pii v-rozpad je radiacni proces (ne-
boli elektromagneticky prechod), pfi kterém piejde jadro z vyssiho energetického
stavu do nizstho. Dalsi proces, ktery sem spadé, je napiiklad vyzafeni nukleonu z
excitovaného stavu jadra. VSechny se vSak ridi empiricky zjisténym rozpadovym
zdkonem.

N(t) = N(0) - e (19.41)

kde N(0) je pocateéni mnozstvi atomi a A je rozpadova konstanta. Na veli¢inu
N(t) je t¥eba nahlizet jako na relativni pravdépodobnost toho, Zze v intervalu
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(0,t) nedojde u danych jader k rozpadu. Po vydéleni (19.41) N(0) muazeme urcit
diferencialni pravdépodobnost, ze k rozpadu dojde v case t + dt

dN
——— =X 19.42
Stredni doba zivota 7 pak bude dana vztahem
o 1
T = / e Mdt = — (19.43)
0 A

Polocas rozpadu (tedy doba, za kterou zbyde polovina z ptuvodni jader) je

= — = 7In2 (19.44)

Nové vznikla jadra vSak nemusi byt jiz stabilni a stejné tak nizsi energeticka
hladina po v-rozpadu jesté nemusi byt zakladni. Tak mohou vznikat celé roz-
padové Tady, kdy rozpadem radionuklidu vznik4 opét radionuklid. Radionuklidy
se ¢asto navic mohou rozpadat nékolika riiznymi zpiisoby (napt. %9Bi se muze
rozpadat nejrpve a-rozpadem na 23T1 a dale S-rozpadem na 235Pb, nebo naopak
nejprve S-rozpadem na 2{Po a dale a-rozpadem na 235,Pb), kdy kazda vétev mé
néjaky vétvici pomér (v nasem piipadé 36% se rozpada a-rozpadem na 235T1 a
64% [B-rozpadem na 2.{Po). K charakteristice radionuklidu tak vyuZzivame typ
rozpadu, poloc¢as rozpadu, vétvici poméry, energie vyzarenych castic a aktivitu
A(t), neboli pocet rozpadi za ¢as (jednotka Bq, diive Cu). Déle mizeme definovat

mérnou aktivitu, coz je podil aktivity a hmotnosti latky
A
a=— 19.45
. (19.45)
Aktivitu z definice muzeme pii experimentech, pro néz plati At < T', upravit

na limitni vztah

At) = - ~ — S AN() (19.46)

a-rozpad mizeme schématicky zaznamenat
X —275Y +3 He (19.47)

coz je proces, ktery muze probihat pouze pokud plati relativisticky zakon zacho-
vani energie

E(A,Z)=FE(A—4,Z —2) + E(4,2) (19.48)

proc¢ez musi byt separacni energie

So(A,Z) = [M(A—4,Z —2)+ M(4,2) — M(A, Z)] <0 (19.49)

kde M znaci klidové hmotnosti jader. Experimentalné bylo zjisténo, ze jadra
s A > 150 se vuci tomuto rozpadu jevi jako nestabilni.

Stiedni doba zivota jader, podléhajicich tomuto rozpadu, jsou sice neménné,
ale mohou byt v fadu 1077 s az 10%° s.

Objasnéni a-radioaktivity podava kvantova mechanika. Vime, ze a-Céstice ma
pomérné vysokou vazbovou energii a proto existuje az u relativné velkych jader.
Predpokladejme, Ze se a-Castice jiz vytvorila, matefské jadro je podstatné vétsi,
procez ho povazujeme za nehybné. Hamiltonian a-castice tak je

H = P>+ U(7) (19.50)

2my,
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kde U(Z) reprezentuje potencialni energii interakce s jadrem, v jednoduchém pfi-
blizeni budeme interakci povazovat za konstantni v ¢ase. Schrodingerova rovnice

tak ma tvar )

h
{ 2m
kde E je celkova energie a-Castice, v ¢ase konstatni. Povazujme U (Z) za centralné
symetrické. Pak muzeme () hledat jako souc¢in radialni funkce a sférické funkce.
U(r) je rozlozitelné do coulombické interakce Vi (r) a silné jaderné interakee
V;(r). Coulombickeé sily jsou repulsivni, zatimco jaderné pritazlivé. Vysledné tak
ziskame potencial podobny obr. 19.4. Jak vidime, ve vzdalenosti » > R prevlada
coulombicky repulsivni ¢len. Naopak pro » < R a energii mensi nez potencidlové
bariéra, je a-Castice uvéznéna. S nenulovou pravdépodobnosti vSak dochéazi k
tunelovému jevu a ¢astice se dostane mimo jadro. Pii mensi aproximaci potenciélu
jsme schopni zjistit i koeficient pruniku T, ten je velmi citlivy na zménu rozmérua
bariéry a jelikoz 7 ~ 1/Tg, vysvétluje to velky rozsah intervalu stfednich dob
zivota.

A+ U(@)W(F) = Bv(d) (19.51)

[0

A
u(r)

-

Obréazek 19.4: Schématicky prubéh potencialu pro a-¢astici v jadre

B~ -rozpad probiha dle schématu
2X—,4Y+e +7 (19.52)

K rozpadu muze dojit, jen pokud je v souladu s relativistickym zakonem
zachovani energie

E(A,Z)=E(A,Z+1)+E. +Ey, (19.53)

a separacni energie je tak
S(A,Z) = M(A,Z+1)+m,— M(A,Z)] <0 (19.54)

Pavodné se o neutrinu nevédélo a tak se reakce (19.52) psala bez néj. Po-
zorované spektrum vyzafovanych elektrontu vSak neodpovidalo zékonu zachovani
energie a hybnosti - tedy zatimco o¢ekavané spektrum meélo byt diskrétni, ziskané
spektrum bylo spojité - od nulové hodnoty az po maximéalni povolenou. Z ¢ehoz
Pauli predpovédél existenci treti ¢astice v reakci. Soucasnym vznikem dvou no-
vych ¢éstic se tak slabé interakce znac¢né 1isi od napt. interakce elektromagnetické.

[B-rozpadu podléhaji lehka jadra i nestabilni izotopy stfedné tézkych a tézkych
jader, u tézsich v8ak prevlada a-rozpad.

Druh4 varianta tohoto procesu, 8*-rozpad, probiha dle schématu

X —, 1Y +et +v (19.55)
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kde pozitron e™ je anti¢astici k elektronu e~ a elektronové neutrino v je antic¢astici
k elektrickému antineutrinu 7. Obé reakce maji stejné spektrum kinetické energie
pro elektron, resp. pozitron, a obé reakce maji pomérné velké intervaly, v nichz
lezi polocasy rozpadu. Posledni reakci, ktera je do této skupiny S-rozpadu fazena,
nazyvame zdachytem K, ktera probiha dle schématu

IX4e —, 1Y 4v (19.56)

na levé strané mame vychozi jadro a elektron ve slupce K, na pravé strané mame
jadro, které ma elektron ze slupky K absorbovén za souc¢asného vyzareni neutrina.
Vs8echny tyto tfi S-rozpady maji zaklad v nestabilité nukleonu. Jelikoz volny
neutron ma klidovou hmotnost vétsi nez proton, miuze se rozpadnout (stfedni
doba zivota 896 s) dle schématu

n+p—e +U (19.57)

coz je vlatsné zéaklad reakce (19.52). Proton sam se rozpadnout na neutron ne-
muze, pokud se ale v jadfe nachazi na dostatecné vysoké hladiné, miize piejit
na volnou neutronovou hladinu (lezi-li nize nez jeho soucasna). V tom piipadé
probéhne déj

(p) — (n) +e" +v (19.58)

kde stav vazanosti znac¢ime zévorkami. Za stejnych podminek muZe proton za-
chytit elektron ze slupky K a stat se neutronem
(p)+e — (n)+v (19.59)

z ¢ehoz vidime, Ze (19.58) je zéklad S*-rozpadu a (19.59) zaklad zachytné reakee.
Jak bylo ale experimetnalné potvrzeno, parita se ve slabych interakcih neza-
chovava.

v-rozpad nevede ke zméné poc¢tu nukleonti ani izotopického stavu, béhem re-
akce je pouze vyzaien foton o urcité energii. Energetické spektrum téchto fotont je
diskrétni, protoze se jedna o prechody mezi diskrétnimi energetickymi hladinami
jadra. Energie vyzareného fotonu tak musi spliiovat Bohrovu podminku

hw=E; —E;, B >E; (19.60)

kde index 7 zna¢i pocatecni stav a index f konecny stav. Mizeme tedy tvzreni i
obratit a z ¢arového spektra v-zafeni usuzovat o existenci diskrétnich energetic-
kych hladin.

Stiedni doby Zivota pro y-rozpad jsou mezi 1077 s a 107! s. Vybérova pravi-
dla pro urceni povolenych prechodi jsou ponékud slozitéjsi, existuji ale prechody
s malou pravdépodobnosti pfechodu, kdy jadro pak setrvava ve vzbuzeném stavu
(metastabilni jadro) a je nazyvano izomerem (napiiklad pokud je pfechod pod-
minén zménou spinu jadra, ale dochazi pii ném k malé zméné energie).

Vnitini konverze je jev povahové blizky fotoelektrickému jevu. Béhem elek-
tromagnetické interakci jadra s elektronem v obalu muze jadro predat prebytek
energie elektronu a tim ho ,vyrazit® z atomu. Spektrum takto vyzarenych elek-
tronu je tak opét diskrétni. Tento jev se tak obejvuje tam, kde neni dovolen
klasicky ~-rozpad.

Pokud je vzdalenost mezi hladinami dokonce v&tsi nez 2m.c?, muze jadro
prejit do nizsiho stavu i vytvofenim elektron-pozitronového paru, ktery odnese
prebytecnou energii. Tento jev se pak nazyva dvojnou konverzi.
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19.4 Jaderna reakce

Jaderné reakce predstavuji interakci mikrocastic, z nichz alespon jedna ma 2z > 1.
Zde budeme mluvit prevazné o reakcichs relativnimi kinetickymi energiemi do 100
MeV. Jelikoz je bereme jako jakousi analogii chemickych reakci, je i zapis podobny.
Zapisem

"H+ILi — 1 H 4L Li (19.61)

tak myslime pruzny rozptyl, zatimco zapisem
TH 45 Li —1 H +5 Li* (19.62)

nepruzny rozptyl. Kde muzeme, vyuzivame k zapisu symboly pro elementarni
castice, tedy spiSe napiSeme p nez [H, spise d nez 7H, ¢ nez 3H a « nez 3He.

Mohou se zde uplatnit tii zédkladni interakce - silné, elektromagneticka a slaba,
my se ale budeme zabivat reakcemi v dusledku silné interakce. Oblast, ktera nas
zajima, ma zhruba rozméry jadra a tomu odpovidajici doba - jelikoz projektily,
kterymi ,ostielujeme” jadro maji vétsinou rychlost blizici se svétlu, je charakte-
risticka doba reakce okolo 10724 s.

Zakony zachovani v jadernych interakcich

Plati zakon zachovdni poctu nukleonii
Ap + Ay = A + A, (19.63)

zdkon zachovdni naboje
Iy + Zy= 71+ Z (19.64)

Déale musi samoziejmeé platit relativisticky zakon zachovani energie a hybnosti.
Rozdélime-li energie v reakci na kinetické a zbytek @)
Fri=Eps—Q (19.65)

kde Ej_; znaci kinetické energie na pocéatku reakce a Ej_; po skonceni, pak pro
() > 0 nazyvame reakci exoenergetickou, pro ) < 0 endoenergetickou (pro pruzny
rozptyl je@ = 0).

Dale se zachovava moment hybnosti, pficemz se zachovava kvadrat a jedna
slozka vybraného sméru. Formalné se slozky momenti hybnosti sc¢itaji, zatimco
kvantova ¢isla momentii hybnosti pro jednotlivé mikroc¢astice se skladaji dle kvan-
tovych pravidel. Dletypu reakce mohou dale platit dalsi zdkony (napi. zédkon za-
chovani izospinu, parity ...).

Ué¢inné priifezy jadernych reakci

Jelikoz dané reakce vyuzivame i ke studiu dalsich objekti, rozeberme jejich
vlastnosti.

Ucinné prirezy zde obecné udavaji pravdépodobnosti toho, Ze reakce pro-
béhne urcitym zpisobem. Rozeberme klasicky piipad srdzky neutronu s jadrem
o poloméru R pro silnou interakei (o niz vime, ze je kratkého dosahu). Pak pro
srazkovy parametr ziskavame vztah

9
0= Rcos B (19.66)
a ze vztahu q q
g 0 0
— = — 19.
dQ sinﬁ|d19 (19.67)
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ziskavame integraci pres cely prostorovy tihel

o =nR? (19.68)

Neutronu se tak jevi jadro jako primét koule do roviny kolmé ke sméru svazku.
Pro napt. jadra zlata (A = 197) nam pak vychézi o =~ 2,4 - 1072 m?, coZ nam
tak udava pravdépodobnost, ze dojde k pruznému rozptylu na jadre dle klasické
mechaniky.?

Jak jsme vidéli jiz diive, mohou nékteré reakce probihat riznymi zptsoby s
riaznymi koncovymi stavy - , kanaly*. Pravdépodobnost toho, Ze reakce prob&hne
pravé danym kanélem, je pak dana specifickym a¢innym prufezem. Totalni u¢inny
prufez, urcuje pravdépodobnost, ze vibec dojde k reakci

Otot = Ol T ZUi (19.69)
i=1

kde o je U¢inny prurez pro elasticky rozptyl a o; jsou u¢inné prufezy vsech
zbyvajicich kanali reakce, suma v (19.69) se tak nazyva uéinnym priafezem reakce,
ktery miizeme opét zjistit. V tomto pripadé budeme jadro povazovat za misto
pohlceni neutronii v piipadé dopadu (¢erné téleso pro neutrony). Tedy pokud
bude srazkovy parametr neutronu vétsi nez polomér, pak k rozptylu nedojde, a
pokud mensi, dojde k pohlceni. V tomto p¥ipadé je o4 = 0 a 04y = TR? opét
fadove okolo 1072 m?.

Elektromagnetickou interakci nam pfedstavuje napt. Rutherfordav rozptyl a-
¢astice. Abychom zde zahrnuli nenulovou velikost jadra (tedy ¢astice nebodové
¢astice) a nezvnikla nam divergence, musime integrovat diferencialni u¢inny pri-
fez v mezich (0,1 - 7; ), pfi¢emz vime

1 72 et ds2

do = - - : (19.70)

4 (4me) B2 0¥
2

Tim ziskame pravdépodobnost, Ze ¢astice bude rozptylena do vSech smért krom
malého kuZele odstinéného jadrem samotnym. Z ¢ehoz o ~ 1,6 - 10725 m?.

Toto vsak byly klasické pristupy k velikosti Gcinny prifezi. Pri prechodu
ke kvantovému popisu, pro ovéfeni spravnosti uvah. Zde ziskavame vztah pro
diferencialni u¢inny prufez jako

sin? kR
kde om. B
mn
k* = —5 (19.72)

z ¢ehoz vidime, zZe diferencialni G¢inny priifez, je zde zavisly na energii. Pro ex-
trémné malé energie (k — 0) dostdavame oq = 47 R% A pro rozptyl ve vyssich
stavech (I # 0) obecné dostavame

o= Zal >47R?, prok — 0 (19.73)

=0

Jak vidime, je zde rozdil mezi kvantovou a klasickou mechanikou, experiment pak
potvrzuje kvantovy piistup. Obdobné kvantovy pristup u silnych interakci ndm

5 Jelikoz je veli¢ina pomérné malé, byla zavedena pomocné jednotka 1barn = 1b = 10~2®m?.

176



dava nékolik zavéri. Je-li pro néjakou jadernou reakci Gc¢inny prifez o, rizné
od nuly, pak i o, pro elasticky u¢inny prifez je rizné od nuly. Jakykoli nee-
lasticky proces je tedy vizdy doprovazen i elastickym rozptylem. Uéinné prifezy
jsou obecné zavislé na energii a kvantitativné i kvalitativné odlisné od klasicky
urcenych.
Na zavér srovnejme Ucinné pritezy u slabé interakce. Pro proces
Vetp—n+e’ (19.74)

je prislusny tcéinny prirez o ~ 107*7 m?2. Z ¢éehoz vidime, Ze v béznych jadernych
procesech, je vliv slabé interakce mizivy.

Vzhledem k diskrétnim energiim nemitizeme ocekavat jednoduchy monoténni
charakter. Naopak se ndm objevuji riizné rezonancni jevy. Jelikoz jiz jsme schopni
nastavit pomérné piesné hodnoty spinu u vchézejicich ¢astic a urcovat spin u vy-
chazejicich ¢astic (pomoci ,,polarizace® ter¢iku), miuzeme studovat i stfedni hod-
notu spinu svazku.

Zakladni typy reakci

P1i reakcich pies sloZené jddro rozdéli nalétévajici ¢astice svou kinetickou
energii mezi vétsinu nukleont, absorbuje se a jadro ,prestavi‘.Nova soustava tak
ma slozené jadro a jiné energetické hladiny. Obecné je v nestabilnim stavu a proto
po pomérné krtké dobé vysle nukleon(y) a prejde opét do stabilniho stavu. Neboli
probéhne reakce

a+X—C—b+Y (19.75)

Zde muzeme dale rozlisSovat mezi reakci rezonancni, kdy jsou jednotlivé energe-
tické hladiny jadra, v nichZz se muZe novy nukleon udrzet, daleko od sebe a tedy
musi mit nukleon energii kolem téchto hodnot, aby mohl byt zachycen, a nerezo-
nancni, kdy jsou energetické hladiny jadra blizko sebe a sitkami se ,,pfekryvaji“
a je tedy vétsi Ssance na zachyceni nukleonu.

P1i primyjch reakcich ovlivni nalétavajici ¢astice pouze jeden az dva nukleony
z jadra a ostatni neovlivni. Pti vyssich energiich mize byt z jadra vyrazen i vétsi
fragment. Cela reakce se odehrava mnohem rychleji nez pres slozené jadro. Za-
timco u reakei pres slozené jadro je fakticky zapomenut predesly stav a vyloucené
nukleony jsou vyzafovany izotropné do prostoru, u p¥imych reakei leti vyrazené
Castice predevsim ve sméru pokracujicicm ve sméru puvodni ¢astice.

Stépeni

Tento odstavec je zde kvili praktickému vyuziti.

Pomoci projektilu lze jdaro se Z > 2 rozstépit jadro na nékolik novych jader.
Nejprvadépodobnjsi je rozstépeni na dvé jadra. Samoziejmé plati zékony zacho-
vani. Obecné se zde dé Tici, ze ¢im vyssi A, tim je pravdépodobnost reakce vyssi.
Vyznamné je zde reakce uranu

n+% U —) Xi+2 X+ k-nt+m-y (19.76)
kde ze zakona zachovani naboje vime Z;+ 75 = 92 a ze zakona zachovani nukleont
Ay 4+ Ay + k = 236. Pro k = 2 dle Weizséckerovy formule mizeme ziskat energii

Q = (By +m,c®) — (E1 + Bz + 2m,¢?) (19.77)
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z Geho? ziskavame hodnotu @@ ~ 180 MeV, coZ je vysoka hodnota®. Vznikla jadra
maji pfebytek neutront, proto je jednak vyzafuji a druhak se p-rozpadaji, pfi-
¢emz oba typy rozpadii jsou doprovazeny radiaci 7.

Termojaderné reakce

Spojovanim (syntézou, neboli termojadernou reakei) jader lze rovnéz uvolnit
energii. Tyto reakce probihaji napiiklad ve Slunci. Jejich fizeny chod v makro-
skopickém meéritku se zatim lidem bohuzel nepodaril. Pro konstrukei zbrani jsme
je uz ale vyuzili ...

Mezi nejvyznamnéjsi cykly zde patii whliko-dusikovy a proton-protonovy. V
obou se vlastné z protonu vytvareji a-Castice a oba se samy dokazi udrzovat v
prostied{ s pfevazné ionizvanymi atomy vodiku o teploté 107 az 2 - 107 (¢emuz
odpovida kineticka energie protonii asi 2 keV)".

6Experimentalné je zjisténa hodnota asi 200 MeV, kde jsou zapoéteny i energie uvolnéné pii
rozpadu radioaktivnich jader.
"Pravé kviili vysoké teploté se reakcim ¥iki termojaderné.
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20. Subjaderna fyzika

20.1 Zakladni skupiny castic

Pod pojmem "elementarni castice" se, dle svého doslovného vyrazu, rozumi Gés-
tice, které jiz nejsou dale délitelné, tedy nemaji konstituenty. V sirs§im slova smyslu
se vSak timto oznacuji také Castice s vnitini strukturou.

20.1.1 Bosony a fermiony

V nejobecnéjsi klasifikaci mizeme castice délit podle jejich spinu, a to na bosony
s celo¢iselnym spinem a fermiony s polociselnym.

Fermiony lze je popsat jako ¢astice, jejichz systémy jsou popsény uplné an-
tisymetrickou vlnovou funkci. Plati pro né Pauliho vylucovaci princip a fidi se
Fermi-Diracovou statistikou.

Bosony naopak maji symetrickou vlnovou funkci a chovaji se podle Boseho-
Einsteinova rozdéleni. V jednom kvantovém stavu se tak muze nachazet vice
bosont, tzn. bosony nedodrzuji Pauliho vylucovaci princip. To je dtvod, proc
bosony na rozdil od fermiont obvykle netvori stabilni struktury.

20.1.2 Intermedialni ¢astice

Intermedialni ¢astice jsou ¢astice zprostiedkujici interakce. Jejich spolec¢nou vlast-
nosti je, ze jsou bosony.

20.1.2.1 Foton

Foton je elementarni ¢astice, kterou popisujeme kvantum elektromagnetické ener-
gie. Byva znacen feckym pismenem <. Jeho studiem se zabyva kvantova elektro-
dynamika.

Elektricky naboj fotonu je nulovy, spin je roven 1.

20.1.2.2 Bosony W*, 2°

Bosony W a Z jsou elementarni ¢astice, které zprostiedkovavaji slabou interakci
v atomovém jadre a v reakcich elementarnich ¢astic. Byly objeveny v CERNu
roku 1983 a jsou povazovany za hlavni uspéch teorie Standardniho modelu fyziky
Céstic.

Jméno ¢astice W vychazi z anglického slova "weak", coz znamena "slaby"a
oznacuje slabou interakci. Nazev 7 c¢astice pochazi z domnénky, Ze to bude po-
sledni cCéstice, kterou je nutné objevit. Alternativni vysvétleni 1ika, Zze nazev je
odvozeny z toho, Zze méa nulovy elektricky naboj (Z jako "zero").

Hmotnost W je 80,387 £ 0,017 GeV/c? a Z 91,1876 40,0021 GeV /c?.

20.1.2.3 Gluon

Gluony jsou elementarni ¢astice zprostiredkujici silnou interakci mezi kvarky. Du-
sledkem ptisobeni gluonti je moznost vzniku atomového jadra, nebot umoziuje
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vytvoreni vazby mezi protonem a neutronem v atomovém jadre.

Néazev vychéazi z anglického glue — lepidlo, protoze gluony jsou tim, co drzi
jadro atomu pevné pohromadé.

Zajimavosti je, ze se kazdy gluon muze vyskytovat v jedné z az 8 variant tzv.
barevného naboje. Uvnitf hadronu se navic déje silné interakce vzdy tak, ze si
kvarky (jez maji také kazdy svij barevny naboj) mezi sebou navzajem posilaji
gluony o takovych barevnych nébojich, aby se pomoci "subtraktivniho michani
barev'"docililo zase neutralni kombinace barev naboju kvarki po naruseni rovno-
vahy samotnou interakci.

Gluony maji nulovou klidovou hmotnost, nulovy elektricky naboj a spin 1.

Kvtli aspektu kvantové chromodynamiky se gluony nemohou vyskytovat jako
volné castice, jelikoz interakce mezi nimi sili se zvySujici se vzdalenosti. Naopak,
¢im jsou k sobé blize, sila interakce klesé. Této vlastnosti se fikd asymptoticka
volnost.

Gluony tvofii spolu s kvarky za specialnich podminek kvark-gluonové plazma.

20.1.2.4 Higgstv boson

Higgstuv boson je hmotnéa skalarni elementéarni ¢astice predpovézené ve standard-
nim modelu ¢éastic. Hraje klicovou roli ve vysvétleni ptivodu hmotnosti ostatnich
elementarnich ¢astic, zejména rozdilu mezi nehmotnym fotonem a velmi tézkymi
bosony W a Z.

Higgstv boson poprvé predpovédél roku 1964 britsky fyzik Peter Higgs, ktery
rozpracoval myslenky s Philipem Andersonem a nezavisle nékolika dalsimi fyziky.

Na konferenci ICHEP 2012 v australském Melbourne 4. ¢ervence 2012 byl
na zakladé dat z experimentit ATLAS a CMS v CERNu oznamen objev nového
bosonu, jehoz vlastnosti jsou konsistentni s Higgsovym bosonem. Uroveil spoleh-
livosti objevu nové ¢éstice je 5 o.

20.1.2.5 Graviton

Graviton, oznacovany jako g, je hypoteticka castice, ktera by méla zprostiedkova-
vat gravitacni silu mezi télesy. Z teorie vyplyva, ze by mélo jit o ¢astici s nulovou
klidovou hmotnosti, nulovym elektrickym néabojem a spinem 2.

20.1.3 Leptony

Leptony jsou fermiony se spinem 1/2, na které neptisobi silna interakce. V sou-
¢asné dobé jsou povazovany za opravdu elementarni, dale nedélitelné castice.

Leptony se vyskytuji ve tfech generacich s nartstajici hmotnosti, kde k po-
mérné hmotnému, elektricky nabitému leptonu, existuje piislusné neutrino, slabé
interagujici neutralni ¢astice. Prvni generaci tvoii elektron s elektronovym neu-
trinem, druhou generaci mion a tfeti tauon.

e o T
AN/ VARNZYA
Zakladni vlastnosti leptont shrnuje néasledujici tabulka.
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lepton | Q[e] | mo [MeV /c?|
e | -1 0511
00 0 | <22-10°°
= | o1 | 105658
1/2 0 < 0.17
T -1 1776,84
20 < 15,5

Tabulka 20.1: Leptony

kvark viné mo [MeV/c? | Qle] | podivnost | ptvab | krasa | pravda
d down 35-6 | -1/3 0 0 0 0
u up 15-33 | 12/3 0 0 0 0
S strange 92,4 1,5 -1/3 -1 0 0 0
c charm 1270 90 +2/3 0 +1 0 0
b | beauty/bottom | 4200 120 -1/3 0 0 -1 0
t truth/top 171300 2300 | +2/3 0 0 0 +1

Tabulka 20.2: Kvarky

20.1.4 Hadrony

Jako hadrony oznacujeme castice, které jsou tvoreny dvéma nebo tfemi kvarky.
Reaguji na silnou interakci a jako celek maji barevny néboj roven nule, pro-
toze jednotlivé barevné naboje kvarki se vzajemné vyrusi. V kazdém hadronu se
kromé uvedenych kvarkt v kazdém okamziku také nachazi gluony a pary kvark-
antikvark. Kazdy kvark uvnitf hadronu si neustale vyménuje barevné naboje s
dalsimi kvarky v tomtéz hadronu.

Kvarky jsou fermiony se spinem 1/2. Dle standardniho modelu nemaji kvarky
vnitini strukturu. Tvori baryony a mezony. Teoreticky byly predpovézené roku
1964 Murray Gell-Mannem (a nezéavisle na ném i Georgem Zweigem) ve snaze
vysvétlit vliastnosti tehdy znamych ¢astic, za coz roku 1969 dostal Nobelovu cenu
za fyziku. Pozdéjsi objevy dalSich c¢astic si vyzadaly zavedeni dodatecnych tii
kvarki. V soucasné dobé tedy zname Sest druhii kvarka - tzv. u, d, ¢, s, b, t.
Ve schématu nize maji kvarky uvadéné v horni fadce elektricky naboj +2/3e€,
zatimco kvarky v dolni fadce —1/3e.

() () 0)

Kvarky jsou nositelé riznych kvantovych vlastnosti zvanych napt. charm apod.
Tyto vlastnosti shrnuje tabulka nize.
Dle kvarkové struktury rozlisujeme hadrony na mezony a baryony.

20.1.4.1 Mezony

Mezon je Céastice tvorena kvarkem a antikvarkem, ktera reaguje na silnou interakci
a ma nulovy (skalarni mezony) nebo jednotkovy spin (vektorové mezony). Existuji
i mezony s vyssim celo¢iselnym vyslednym spinem, spiny kvarki se v nich skladaji
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HADRONY
MEZONY BARYONY
(qq) (qqq)
skalarni vektorové /
(S=0) (8=1) 5=1/2 5=3/2
(n mezony) (P mezony) (nukleony) (A baryony)
\ y

Obr. 1: Hadrony

i s orbitdlnim momentem hybnosti (napf. mezony as(2040) a £4(2050) maji spin
roven 4).
20.1.4.2 Baryony

Baryony jsou ¢astice skladajici se ze tfech kvarkt, celkové s polociselnym spinem.
Obecné se déle déli na nukleony (proton, neutron), hyperony (¢astice obsahujici
tzv. podivny s kvark) a A baryony (excitované stavy nukleonii a hyperonu).
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Obr. 2: Mezony
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Obr. 3: Baryony
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20.2 Casticové interakce

20.2.1 Gravitacéni interakce

Gravitaéni interakce je univerzalni silové ptisobeni mezi vSemi formami hmoty
a pravé tim se odliSuje od vSech ostatnich interakci. Je nejslabsi ze zakladnich
interakci, ma nekone¢ny dosah a je vzdy pritazliva. Nejvyznamnéji tedy ptisobi
na objekty o velké hmotnosti.

Pro malé rychlosti a slabé pole se k popisu gravita¢ni interakce pouziva New-
tonuv gravitaéni zakon. Pro silna pole a velké rychlosti (relativistické, blizici se
rychlosti svétla) se pouziva obecna teorie relativity, ktera plati i pro slabé pole a
malé rychlosti.

20.2.2 Elektromagneticka interakce

Elektromagnetické interakce je interakce popisujici elektromagnetické pole, které
odpovida mite ptisobeni elektrické a magnetické sily v prostoru. Skladé se ze dvou
fyzikalné propojenych poli, elektrického a magnetického. Ackoli elektromagnetické
pole je svym dosahem nekonec¢né, obvykle se uvazuje jen ta ¢ast, ktera mé vyznam
pro pohyby téles v okoli nabitého télesa, které pole vytvari.

20.2.3 Slaba interakce

Slaba jaderné interakce je jedna ze ¢tyr zakladnich interakci, ptsobicich mezi
¢asticemi hmoty:. Rikd se ji slaba proto, Ze je 1013krat slabsi nez siln interakce.
Pisobi na vSechny leptony a kvarky. Neuvazujeme-li velmi slabou gravitaci, pak
je to jedina sila ptisobici na neutrino.

Slabé interakce je zprostredkovana bosony W a Z. Protoze jsou velmi tézké,
asi 90 GeV/c?, a maji i energetickou &fitku I' v fadu GeV, je jejich st¥edni doba
Zivota

== (20.1)

je asi 3 -107%° sekund. I p¥i pohybu rychlosti srovnatelnou s rychlosti svétla
je dosah slabé interakce omezen na 107'® metrt, coZ je asi tisicina poloméru
atomového jadra.

Jednim z nejznaméjsich projevu slabé interakce je radioaktivni rozpad .

20.2.4 Silna interakce

Silné jaderna interakce je nejsilnéjsi ze vSech zakladnich interakei, ptisobicich mezi
¢asticemi hmoty, avsak jeji dosah je omezen pouze v fadech velikosti atomového
jadra, tedy asi 107 m. kviili tomu je moZn4 existence kvarki tvoricich hadrony
nebo také udrzeni protont a neutront v atomovém jadre.

Teorie popisujici silnou interakci se nazyva kvantova chromodynamika, neboli
QCD (z fectiny "chromos"- barva).
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20.3 Anticastice

Anticastica ma rovnaka hmotnost a spin ako ¢astica, ale ma opa¢ny naboj. Medzi
dal8ie charakteristiky majtce rovnaku velkost ako u ¢astic ale opacné znamienko
patria napr. spin, baryénové ¢&islo, podivnost a magneticky moment. Niektoré
Castice, napriklad fotény a neutralne mezoény, st zhodné so svojimi anticasti-
cami, tieto sa nazyvaju skutocne neutralne castice, na rozdiel od ¢astic ako elek-
tron, proton alebo neutréon, ktoré nie st identické so svojimi anticasticami. Ak sa
stretna Castica a anticastica, anihiluju a vyziaria energiu. Anihilaciou pozitréonu
a elektronu vznikaja napr. dva fotény.

Anticastice boli prvy krat predpovedané Paulom Diracom, ktorému z rieSenia
tzv. Diracovej rovnice vypadlo aj rieSenie so zapornou energiou. Prvou pozorova-
nou anticasticou bol v roku 1932 pozitron (antielektron), ktory v dymovej komore
pozoroval Carl D. Anderson. Pozitrony vznikaja napriklad pri 8 rozpade. Rov-
nako moze dojst k vzniku elektron-pozitronového paru pri vniknuti energetického
fotonu (energia vacsia ako 1022 keV) do elektronového obalu atomu.

V pozorovanom svete je drviva vac¢Sina hmoty tvorena c¢asticami. Objasnenie
tohoto nepomeru je jednou z hlavnych nezodpovedanych otazok sicastnej fyziky.

20.4 Zakony zachovania v mikrosvete

V mikrosvete platia vSetky zédkony zachovania, ktoré platia aj v makrosvete. Na-
priklad zakon zachovania hybnosti, energie, momentu hybnosti... KedZe ale mi-
krosvet prindSa mnoho novych veli¢in, akymi st napriklad farba, vona (flavor),
baryonové ¢islo a pod., prichddzaji s nimi aj prislosné zdkony zachovania, ktoré
avSak nemusia platit vSeobecne ale napriklad len pre ur¢ity druh interakcie (slaba,
silné, elektromagnetické,...). V nasledujicich bodoch uvediem niekolko takychto
zékonov zachovania, spolu s interakciami ku ktorymi prislusia.

e Zakon zachovania baryénového cisla: Baryonové ¢islo B je kvantové
¢islo systému. Je definované tak, Ze baryony (proton, neutron,..) maju B =
1, mezoény maju B = 0 a antibaryony (antiprotén, antineutrén,..) B = —1.
Toto ¢islo sa zachovava (i.e. jeho hodnota je rovnaka pred aj po reakcii) v
tamkmer vSetkych interakcidch standardného modelu. Doteraz avSsak nebol
pozorovany ani jediny pripad reakcie, pri ktorej by sa toto ¢islo nezachova-
valo avSak niektoré teorie to povoluji (chirdlna anomalia). Takou by mohol
byt napriklad rozpad protonu, ktory avsak doteraz nebol pozorovany.

e Zakon zachovania leptonového ¢éisla: Leptonové ¢islo L je definované
nasledovne. Pre leptony (elektron, mion, tau + neutrina) je rovné 1, pre ich
anticastice -1 a pre zvysné neleptonické castice 0. Toto ¢islo sa, podobne
ako baryonové ¢islo, zachovava takmer pri vSetkych reakciach standardného
modelu, napriklad pri /=~ rozpade:

n—p+e+ fi

kde je leptonové ¢islo rovné 0 pred reakciou a 0 po reakcii (eleptronové
a antineutrinové sa navzajom od¢itaji). Vynimkou je chirdlna anomalia
(neviem ¢o to je, ale je to len nieco teoretické) pri ktorej sa toto ¢islo nemusi
zachovavat. Definuju sa aj tzv. "rodinné"leptonové ¢isla, kde kazdej rodine
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leptonov prisudzujem vlastné ¢islo (elektron a elektronové neutrino by mali
elektronové ¢islo rovné 1 atd.). Toto ¢islo sa avSak zacovava len priblizne
(pre nenulovi hmotnost neutrin a ich oscilacie).

Zakon zachovania vone: Medzi "vonavé"kvantové ¢isla patria napriklad
(budem pouzivat anglické nazvy) strangeness, charm, botomness a topness.
Tieto su rovné 1 pre prislusné kvarky a -1 pre antikvarky. Tieto ¢isla sa
zachovavaju pri silnych a elektromagnetickych interakciach ale nie pre slabé
interakcie.
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