Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy I
10. 6. 2024

Cas: 90 minut.

e Nezapomerite podepsat vSechny papiry, které chcete odevzdat. Nemusite odevzddvat papiry s pomocnymi vipocty.

o MuizZete psdat i ma papir se zaddnim. Papir se zaddnim je nutno podepsat a odevzdat, i kdyZ jste ma néj nic
nenapsali.

e Neni povoleno pouzivat kalkulacky a jinou elektroniku ani prinesené pisemné materidly.
e Své odpovédi musite zduvodnit.

o Turzeni z prednasky muzete pouzZivat bez dukazi, pokud meni uvedeno jinak, je vsak nutno uvést, které tvrzeni
pouZivdte.

1. Piipomenme definici funkce sgn(z): sgn(z) = —1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a sgn(z) = 1 pro z > 0. Uvazujme nyni
funkci f(z) = sin®(x) - sgn(x).

(a) [3 b.] M4 funkce f derivaci v nule? M4 v nule jednostranné derivace? Pokud ano, jaké jsou jejich hodnoty?

(b) [3 b.] Existuje néjaky otevieny interval I obsahujici nulu, na némz je funkce f ryze monoténnf (tj. rostouct
nebo klesajici)? Pokud ano, najdéte co nejvéts{ takovy interval a urcete, jestli je na ném funkce rostouci
nebo klesajici.

(¢) [4 b.] Najdéte viechny lokdln{ a globéln{ extrémy funkce f a urcete, o jaky druh extrému se jednd (tj. zda
globéln{ ¢i jen lokdln{, zda minimum ¢ maximum).

2. (a) [3 b.] Napiste, co to znamend, ze funkce f: R — R je stejnomérné spojitd na R.

(b) [3b.] Necht f: R — R je funkce a necht o > 0 je redlnd konstanta. O funkci f fekneme, Ze je a-lipschitzovskd,
pokud pro kazdé x1,z9 € R plati | f(z1) — f(z2)| < a - |x1 — x2|. Dokazte, ze pokud existuje o > 0 takové,
ze funkce f je a-lipschitzovska, pak je f stejnomérné spojitda na R. Zd&-li se vam to tézké, dokazte aspon,
ze a-lipschitzovska funkce je spojitd v kazdém bodé x € R.

(c) [4 b.] Predpoklddejme, ze funkce f mé v kazdém bodé x € R derivaci f'(z). Dokazte, ze pokud f je
a-lipschitzovska pro né&jaké o > 0, tak pro kazdé = € R plati |f/(z)] < a.
3. (a) [3 b.] Napiste definici pojmu limita posloupnosti.
(b) [3 b.] Dokazte, ze kazd4 nerostouci posloupnost m4 limitu.
(¢) [4 b.] Definujme posloupnost (a,)52; nésledovné: a; =1 a pro kazdé n > 1 plati a,, = sin(a,—_1). Dokaite,
ze posloupnost (a,) mé limitu a uréete jeji hodnotu.

4. (a) [3 b.] Pripomenime, 7e kiivku K v prostoru R? jsme definovali jako spojity obraz intervalu I = [A, B], tedy
K = {(p1(z),02(x),...,0a(x)) € RY x € I}, kde 1, ..., pq jsou spojité funkce. Napiste vzorec pro délku
takovéto kiivky. Pokud ho neznate, napiste aspon vzorec pro specidlni pripad, kdy uvazovand kiivka je graf
funkce f na intervalu I = [A, B].

(b) [3 b.] Necht f:[0,1] — R je spojita diferencovatelnd funkce, jejiz derivace f’ je také spojitd. Definujme
funkci g: [0,2] — R piedpisem g(z) = 2f(z/2). Jaky je vztah mezi délkou grafu funkce f na intervalu [0, 1]
a délkou grafu g na intervalu [0, 2]7

(c) [4 b.] Nechf R a H jsou kladné konstanty. Sroubovice o poloméru R a vyice H je kiivka K C R? popsand

nasledujici parametrizaci:
K = {(Rcosz, Rsinz,z) € R3; = € [0, H]}.

Spocitejte jeji délku. (Muzete pii vypoétu vyuzit vztah sin? z + cos? z = 1, platny pro kazdé x.)



