Priklady regularnich jazyki

Example 1.3 (regularni jazyk)

o L ={w | w = ubaba,
w € {a,b}*, u e {a, b}*}.

Example 1.4 (reguldrni jazyk)

o L={w|w € {0,1}*&w je binarn{
zépis &isla délitelného 5}.

Example 1.5 ( NEregularni jazyk)

o L ={0"1"|w € {0,1}*,n € N}
NENI regulani jazyk.
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Iteracni (pumping) lemma pro regularni jazyky

Theorem 1.1 ('Iteraéni (pumping) lemma pro regularni jazyky)

Méjme regularni jazyk L. Pak existuje konstanta n € N (z3visld na L) tak Ze
kazdé w € L; |w| > n miZeme rozdélit na tfi ¢asti, w = xyz, Ze:

o y#£A
o |xy|<n

e Vk € Ny, slovo xy*z je také v L.

Example 1.6 Automat A

@ Lemma teklo: n = 3. b
@ abbbba = a(b)bbba;

Vi > 0; a(b)'bbba € L(A).
© aaaaba = (aaa)aba;

Vi > 0; (aaa)’aba € L(A).

@ aa nelze pumpovat, ale |aa| < n.
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Diikaz iteracniho lematu pro regularni jazyky

Proof: iteraéniho lematu pro regularni jazyky

Mé&jme regularni jazyk L, pak existuje DFA A s n stavy, ze L = L(A).
Vezméme libovolné slovo ajas...ap =w € Ldélky m>n, a; € ¥.

Definujme: Vi p; = 0*(qo, a1a2 ... a;). Plati pp = qo.

Mame n+ 1 p; a n stavii, néktery se opakuje, vezméme prvni takovy,
o Definujme: x = a1a...aj, ¥ = aj+1di42...3j, Z = 3j41dj4+2 .- am, tj.
w=xyz, y # A, |xy| < n.

Y = ai+1di42...48;

Ly
X =ajaz...a; Z = 8j414dj42...4dm
— > > .

@ Smycka nad p; se mize opakovat libovolné krat a vstup je také
akceptovany. B
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definition 2.1 (kongruence)

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na **
(reflexivni, symetrickd, tranzitivni). Potom:
@ ~ je prava kongruence, jestlize / =
(Vu,v,w € Z*)u ~ v = uw ~ vw.

le
L/

@ je konecného indexu, jestlize rozklad ¥*/ ~ m4 konecny o
pocet trid.

@ Tridu kongruence ~ obsahujici slovo u znacime [u]~, resp.

[u]-

Theorem 2.1 (' Myhill-Nerodova véta)

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou Y. Potom nasledujici ‘
tvrzeni jsou ekvivalentni: —]

/\_~~

a) L je rozpoznatelny koneénym automatem, g=

7

i
L/

b) existuje prava kongruence ~ kone¢ného indexu nad L* tak,
Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu ¥*/ ~.

Automaty a gramatiky
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Proof: Dikaz Myhill-Nerodovy véty

a)=b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = 6*(qo, u) = 6*(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)
@ je to prava kongruence (z definice 6*)

@ ma kone¢ny index (kone¢né mnoho stavil)
o L={wl[6"(qo,w) € F} = Uqer{wld*(q0, w) = g} -, _ w15 @0 ) =

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

@ abeceda automatu vezmeme X
@ za stavy Q volime tfidy rozkladu ¥*/ ~ /ZE /i‘ ~
@ pocatedni stav qo = [A] s
o koncové stavy F = {c1,...,cp}, kde L=U,_; G I
@ prechodova funkce §([u], x) = [Lx] (e korekent 2 def. praveé kongruence).
o L(A) =L
wEL@wEUiZl _____ GeweaV..wemeM-aV.. . M-aeWefoweld
5 (A, w) = W] m
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Algorthm: Algoritmus hledanf rozliSitelnych stavi v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
o Zaklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, g}
rozlisitelna.
o Indukce: Necht p,g € Q, a € X a o dvojici r,s;r = 0(p,a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozliSitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.
o opakuj dokud existuje nova trojice p,q € Q, a € .

1

/O\% B | x
SO (e D Clx|x
vo D | x| x| x
1 E x | x | x
F | x| x| x X
1 1 H G| x| x| x| x| x| x
H | x x| x| x| x| x
A B C D E F G

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G},{E, G} také. Vidime t¥i ekvivalentni dvojice stavi.
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Algoritmus hledani rozliSitelnych stavii

Prijimajici  vs. nepfijimajici  stavy
B 1
C x x 0
D x
E P (A 0 @\ 1 /E\ b
F x 1 N O
X
H X ] 1
A B C D E F G
lkrokl: 8(q,1) € F pro g € {B,C,H}
B [ x H
¢ [ x [ x
D x | x
E x | x
F x | x
G X X I B a G jsou rozliditelné, 5(A, 0) = B, 6(G,0) = H, tj. A,G jsou rozlisitelné.
H [ x x | x | x | x | x Qbdobné pro E,G vedouci 5(x, 0) do rozlifitelnych stavii H,G.
A B C D E F G B[ x
1krok0: 8(q,0) € F pro q € {D,F} C x x
B s D x X X
C s X E x X X
D [ x [ x | x F [ x| x X x
E x X x G x X x X x x|
F X x X X H X X x X x [ x]
G x X x x| A B C D E F G
) ST EN NN B RE [ < Yistavaji tfi ekvivalentni dvojice stavi.
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Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

Algorthm: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavi na tridy ekvivalence.

@ Konstruujeme DFA B na ttidach ekvivalence jakozto stavech.
Ptechodovou funkci B oznadime -y, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, oznadime T t¥idu ekvivalence (g, a) a definujeme
~v(S,a) = T. Tato tfida musi byt stejnad pro vSechna a € S.

@ Poclatecni stav B je tfida obsahujici pocate¢ni stav A.

@ Mnozina prijimajicich stavli B jsou bloky odpovidajici prijimajicim
staviim A.
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Ekvivalence nedeterministickych a deterministickych
konecnych automatd

Algorthm: Podmnozinova konstrukce

Podmnozinova konstrukce za¢ind s NFA N = (Qu, X, 0n, So, Fn). Cilem
je popis deterministického DFA D = (Qp, X, dp, So, Fp), pro ktery L(N) =
L(D).
@ Qp je mnoZina podmnoZin Qn, Qp = P(Qn) (potenéni mnozina).
Nedosazitelné stavy mizeme vynechat.
@ Pocatecni stav DFA je stav oznadeny Sg, tj. prvek Qp.
o Fp={S:SeP(Qn) & SN Fy # (0}, tedy S obsahuje alespori jeden
prijimajici stav N.
@ Pro kazdé S C Qu a kazdy vstupni symbol a € ¥,

50(S,2) = | on(p, a).

peS
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Ptiklad podmnozinové konstrukce pro {w.01|w € {0,1}}

0,1 | o |1
00 0

{qo} || {90, a1} | {q0}

ﬁ _lﬁﬁ gq ! 522}

{q0, a1} || {90, a1} | {90, 92}
#{qo, a2} || {q0,q1} | {q0}
w{qr,q} || 0 {92}

*{qo,q1,q2} {Qanl} {qo,CI2}
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Priklady regulanich vyrazii, priorita

Example 4.2 (Regularni vyrazy)

Jazyk stridajicich se nul a jednicek lze zapsat:
e (01)* +(10)* +1(01)* +0(10)*
o (A+1)(01)*(A+0).
Jazyk L((071071071)*0") = {w|w € {0,1}*, |w|y, = 3k, k > 0}.

Definition 4.3 (priorita)

NejvySsi prioritu ma iterace *, nizsi konkatenace (zfetézenf), nejnizsi sjednoceni +.

Theorem (4.1a varianta Kleeneho véty)

Kazdy jazyk reprezentovany konecnym automatem lze zapsat jako regularni
vyraz.

Kazdy jazyk popsany regularnim vyrazem mizZeme zapsat jako A-NFA (a tedy
i DFA).
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Od DFA k regularnim vyrazim

Regularni vyraz z DFA

Méjme DFA A, Qa = {1,...,n} o n stavech.

Necht R,-(jk) je regularni vyraz, L(R,.(jk)) = {w|0%, (i, w) = j} mnozina slov
prevadéjicich stav i do stavu j v A cestou, kterd neobsahuje stav s vyssim
indexem nez k.

Budeme rekruzivné konstruovat R,-(jk) pro k=0,...,n.

k=0,i#j: R,.(jo) =aj;+ax+...+ay, kde aj, ap, ..., an jsou symboly
oznadujici hrany i do j (nebo R,-(jo) = () nebo R,S.O) =aprom=0,1).

k=0, i = j: smycky, R,.(,.O) =\A+aj;+ay+...+ay kde aj,a,...,an jsou
symboly na smyckach v i.
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INDUKCE. M&jme Vi,j € Q R{". Konstruujeme R{").

(k)
R(k+1),

k+1)

(k+1) _ p(k) (k) (k) * p(k)
Rij - Rij + Ri(k+1)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)j
o Cesty z i do j neprochazejici uzlem (k + 1) jsou jiz v Ré.k).
o Cesty z i do j pres (k + 1) s pripadnymi smy¢kami mizeme zapsat
(k) (k) * pk
Ri(k+1)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)j'

@ regularni vyrazy jsou uzavrené na séitani (sjednoceni), zfetézeni i iteraci,
tj. Ri™ € RegE(X)

Nakonec, RegE = DjcF, R{J'-’) sjednceni pres prijimajici stavy j.

O
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Chomského hierarchie

Definition 6.2 (Klasifikace gramatik podle tvaru pfepisovacich pravidel)

e gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky L)
pravidla v obecné formé a — w, a,w € (V U T)*, @ obsahuje neterminal
o gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky £;)
e pouze pravidla ve tvaru vAB — ywf
AeV,y,Be(VUT)*we (VUT)!
e jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S nevyskytuje na pravé
strané zadného pravidla
e gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky £;)
pouze pravidla ve tvaru A > w, A€ V,w e (VU T)*
o gramatiky typu 3 (reguldrni/pravé linearni gramatiky, regularni jazyky £3)

pouze pravidla ve tvaru A - wB,A — w,A,Be V,we T"
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Usporadanost Chomského hierarchie

@ Chomského hierarchie definuje usporadani tfid jazyka
LoD L12D LD L3

@ dokonce vlastni podmnoziny (pozdéji)
LoD L1 D LD L3

Lo D L4 rekurzivné spocetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky
pravidla yAB — ywp obsahuji vlevo neterminal A

L> O L3 bezkontextové jazyky zahrnuji regularni jazyky
pravidla A — wB, A — w obsahuji vpravo fetézec (V U T)

*

L1 D L5 kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky

problém je s pravidly typu A — A, ale ta umime eliminovat.

Automaty a gramatiky Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 6
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Ekvivalence jazykii rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty a bezkontextovych jazyki

Theorem 7.1 ('L(CFG), L(PDA), N(PDA))

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

o Jazyk L je bezkontextovy, tj. generovany CFG

o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym stavem.

o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym
zasobnikem.

Dikaz bude veden sméry dle nasledujiciho obrazku.
Lemma 7.5 Lemma 7.4

PDA
prazdnym
zasobnikem

PDA
koncovym
stavem

bezkontextova
gramatika

Lemma 7.6 Lemma 7.3

Automaty a gramatiky Zasobnikové automaty 7 March 25, 2019
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Theorem 8.1 (' ChNF)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {A\} # 0. Pak existuje CFG G;
v Chomského normalnim tvaru takova, Ze L(G1) = L(G) — {\}.

Example 8.6

I — a|b|lA|IB|IZ|IU

F — LER|a|b|lA|IB|IZ|IU

T — TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

E — EPT|TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

F — LCs|a|blla|IB|IZ|IU
T — TG|LCs|a|b|IA|IB|IZ|IU

g% N E — EG|TG|LGs|a|bllIA|IB|IZ|IU
— b
C1 — PT

Z—0

C2—> MF
U—1
P+ G — ER

I,AB,Z,U, P, M, L,R jako vlevo
M — %
L—(
R —)

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL a Greibachové NF 8 March 25, 2019 181 / 172 - 194



7 Ve

Lemma o vkladani (pumping) pro bezkontextov

Theorem 8.2 (' Lemma o vkladani (pumping) pro <
bezkontextové jazyky)
Meéjme bezkontextovy jazyk L. Pak existuji dvé

pfirozena &isla p, q takovd Ze kazdé z € L,|z| > p G v
Ize rozloZit na z = uvwxy kde:

o |vwx| <gq
@ vx £ A
o Vi>0, uwwxy € L.

Idea dikazu:

@ vezmeme derivacni strom pro z e podstromy definuji rozklad slova

@ najdeme nejdelsi cestu @ nyni mizeme vétsi podstrom

@ na ni dva stejné neterminaly posunout (i > 1)

@ tyto neterminély uréi dva @ nebo nahradit mensim
podstromy podstromem (i = 0)
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Proof: |z| > p:z = uvwxy, [vwx| < g, vx # \, Vi > Ouviwx'y € L

vezmeme gramatiku v Chomského NF (pro L = {\} a 0 dk jinak).
Necht |V| = n. Polozime p =2""1 g =2".
Proz e L,

o
o
°
@ vezmeme nejdelSi cestu; terminal kam vede oznacime t
o
o
°

z| > p, ma v derivaénim stromu z cestu délky > n

Aspori dva z poslednich (n + 1) neterminald na cesté do t jsou stejné
vezmeme dvojici Al, A% nejblize k t (uréuje podstromy T, T2)
cesta z A do t je nejdel3i v podstromu T' a ma délku maximalné
(n+1)
tedy slovo dané stromem T nenf delsi nez 2" (tedy |vwx| < q)
@ z A! vedou dvé& cesty (ChNF), jedna do T2 druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx # A
o derivace slova (Al =* vA2x, A =* w)
S =" uAly =" wA%xy =" uvwxy

o posuneme-li A% do A? @ posuneme-li Al do A% (i =2,3,...)
(i=0) S =" uAly =" wA'xy =*
S =" uA’y =" uwy uwAZxxy =* uvvwxxy. O]
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Cocke-Younger-Kasami algorithm nélezeni slova do CFL

Exponencialné k |w|: vyzkouSet vSechny derivaéni stromy dostate¢né délky pro L.

Algorthm: CYK algoritmus, v &ase O(n?)

o Méjme gramatiku v ChNF
G=(V,T,P,S) pro jazyk L a slovo
w=aia...a, € T*.

@ Vytvorme trohdhelnikovou tabulku Xis
(vpravo), Xia Xos
e horizontalni osa je w X1z Xoa  Xss
e Xj jsou mnoziny netermindli A X2 Xozs  Xsa  Xas
takovych, ze A =" ajai41 ... a). X X X X X
Zaklad: X; = {A;A— a; € P} 72 783 7 78S
Indukce: Xj = {A— BC;B € Xy, C € a1 a2 s e 95
Xiy1,}

@ Vyplinujeme tabulku zdola nahoru.
e Pokud S € X ,, potom w € L(G).

PR LIl CYK — nlezeni do CFL, uzévérové viastnosti, Dykovy jazyky 9 March 25,2019 195 / 195 - 213



Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk reguldrni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni ANO ANO NE
prinik ANO NE NE
NsRL ANO ANO ANO
doplnék ANO NE ANO
homomorfismus ANO ANO NE
inverzni hom. ANO ANO ANO
CYK - néleseni do CFL, uzévérové vlastnosti, Dykovy jazyky 9 March 25, 2019
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L3
regularni jazyky
{0,00}

0"1";n >0
kontextové (=CL)

L(Det.PDA)
{0"1m;0 < n < m}

bezkontextové (=CFL)
{ww|w € {0,1}}
L

)

rekurzivné
spocetné

Lo

Automaty a gramatiky
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