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Datové struktury - haldy a tridici algoritmy
I. Uvod

V praxi se casto setkdvame s nasledujicim problémem, ktery vznika na usporadaném uni-
verzu, jehoz usporadani se vSak v prubéhu ¢asu méni. Uloha se 1i&f od slovnikového problému
v tom, ze se nevyzaduje efektivni operace MEMBER. Dokonce se piredpokladé, ze ope-
race dostane spolu s argumentem informaci o ulozeni zpracovavaného prvku. Hlavnim
pozadavkem je rychlost provededni ostatnich operaci a malé pamétové ndroky. Pfitom v
praxi obvykle nestaci znat jen asymptotickou slozitost, dilezitou roli hraje skute¢na rychlost,
kterou vSsak neumime obecné spocitat, protoze je zavisla na pouzitém systému a hardwaru.
Presto je pii pouziti nasledujicich struktur dobré mit realistickou ptredstavu o skuteé¢nych
rychlostech operaci a podle toho si vybrat vhodnou strukturu.

Zadéani problému: Necht U je univerzum. Je ddna mnozina S C U a funkce f : S — R,

kde R jsou redlna ¢isla (tato funkce realizuje usporadani na univerzu U — pro u,v € U plati
u < wv, pravé kdyz f(u) < f(v); zména usporddani se pak realizuje zménou funkce f). Mame
navrhnout reprezentaci S a f, kterd umozinuje operace:

INSERT(s, a) — pridd k mnoziné S prvek s tak, ze f(s) = a,

MIN - nalezne prvek s € S s nejmensi hodnotou f(s),

DELETEMIN - odstrani prvek s € S s nejmensi hodnotou f(s),

DELETE(s) — odstrani prvek s € S z mnoziny S,

DECREASE(s, a) — zmensi hodnotu f(s) o a (tj. f(s):= f(s) —a),

INCREASE(s, a) — zvétsi hodnotu f(s) o a (tj. f(s) := f(s)+ a).

Pii operaci INSERT (s, a) se predpoklddd, ze s ¢ S, a tento piredpoklad operace INSERT
neovéiuje. Pii operacich DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a) se pied-
poklada, ze s € S, a operace navic dostava informaci, jak najit prvek s v reprezentaci S a
f. Haldy jsou typ struktury, ktera se pouzivéa pro feSeni tohoto problému.

Halda je stromova struktura, kde vrcholy reprezentuji prvky z S a spliuji lokdlni podminku
na f. Obvykle se pouziva nasledujici podminka nebo jeji dudlni verze:

(@8P) Pro kazdy vrchol v plati: kdyz v reprezentuje prvek s € S a otec(v) reprezentuje
t e S, pak f(t) < f(s).

Probereme nékolik verzi hald a budeme predpokladat, ze vzdy splnuji tuto podminku a
ze pozadavek na provedeni operaci DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a)
také zadava ukazatel na vrchol reprezentujici s € S. Navic budeme uvazovat operace :

MAKEHEAP(S, f) — operace vytvoii haldu reprezentujici mnozinu S a funkci f,
MERGE(H,, Hy) — predpoklddd, ze halda H; reprezentuje mnozinu S; a funkci f; pro
1 =1,2 a5 NSy = (. Operace vytvoif haldu H reprezentujici S; U Ss a f; U fo, pricemz
neovéiuje disjunktnost S7 a Ss.
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II. Regularni haldy S

Prvni pouzité haldy byly binarni neboli 2-regularni haldy. Tyto haldy jsou velmi oblibené
pro svou jednoduchost a nazornost a pro velmi efektivni implementaci.

Piedpokladejme, ze d > 1 je pfirozené ¢islo. d-reguldrni strom je kofenovy strom (7, 7),
pro ktery existuje poradi synu jednotlivych vnitinich vrcholu takové, ze ocislovani vrcholu
prohleddvanim do sitky (kofen r je ¢islovén 1) spliuje nésledujici vlastnosti

(1) kazdy vrchol mé nejvyse d synu,
(2) kdyz vrchol nenfi list, tak vSechny vrcholy s mensim ¢islem maji pravé d synu,
(3) kdyz vrchol ma méné nez d synu, pak vSechny vrcholy s vétsimi &isly jsou listy.

Tvrzeni. KaZdy d-requldrni strom md nejvyse jeden vrchol, ktery neni list a mda méné neZ
d syni. Kdyz d-reguldrni strom md n vrcholi, pak jeho vyska je [log,(n(d — 1) +1)]. Nechi
o0 je prirozené ocislovdni vrcholi d-reguldrniho stromu. @@@8 pro vrchol v je o(v) = k, pak
vrchol w je syn vrcholu v, prdvé kdyz o(w) € {(k—1)d+2,(k—1)d+3,...,kd+1}, a vrchol
u je otcem vrcholu v, prdvé kdyz o(u) =1+ [E2].

Dikaz. Prvni ¢ést tvrzeni plyne piimo z pozadavku 2) na d-reguldrni strom. Ma-li d-
regularni strom vysku k, pak mé alespon Ef:_oldi + 1 a nejvyse Ef:()di vrcholu. Proto

dé —1 dkFtlo @

<n<o—, d"—1<n(d-1)<d -1

d—1 -
a zlogaritmovanim d%gm me
k <logy(n(d—1)+1) <k+1.

Odtud plyne druhd cast tvrzeni. (BEetii€ast) pro cisla syntu dokazeme indukci podle ocislova-
ni. Synové kotene maji ¢isla 2,3, ...,d+ 1, protoze kofen ma ¢islo 1. Kdyz tvrzeni plati pro
vrchol s ¢islem k, pak synové vrcholu s ¢islem k£ + 1 maji ¢isla kd+ 2, kd+ 3, ..., kd+d+1,
coz odpovid4 ¢islum (k+1—1)d+2,(k+1—-1)d+3,...,(k+1)d+ 1, a tedy tvrzeni plati.
Posledni ¢ast pak plyne z toho, ze kdyz i € {(k — 1)d + 2,(k — 1)d + 3,...,kd + 1}, pak

Er+1F =k O

Cislovani
uzlda ve
2-regqg.
halde:

Def:

Pfechod od

d-reg. str.

k d-reg.
halde:

Vsimnéme si, ze specialné pro d = 2 maji synové vrcholu s ¢islem k£ ¢isla 2k a 2k 4 1 a otec
vrcholu s ¢islem £ mé ¢islo LgJ Tedy pro 2-regularni stromy je predpis pro nalezeni synu
a otce zvlasté jednoduchy.

Rekneme, ze mnozina S s funkei f je reprezentovina d-reguldrni haldou H, kde H je
d-reguldrni strom (7,r), kdyz pfifazeni prvka mnoziny S vrcholum stromu 7' je bijekce
spliiujici podminku((usp): Toto pritazeni je realizovéano funkei key, kterd vrcholu ptitazuje
jim reprezentovany prvek.

Defince d-regularniho stromu umozinuje velmi efektivni implementace d-regularnich hald.
Meéjme mnozinu S reprezentovanou d-reguldrni haldou H s prirozenym ocislovanim o d-
reguldrniho stromu (7',7). Pak haldu H muzeme reprezentovat polem H|[1..|S|], kde pro
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vrchol stromu v, pro ktery o(v) = i, je H(i) = (key(v), f(key(v)). Algoritmy budeme popiso-
vat pro stromy, protoze je to ndzorngjsi. Preformulovat je pro pole je snadné (viz o¢islovani
Zjednodugené | syni a otce vrcholu v). Pro jednoduchost budeme pro vrchol v psat f(v) misto f(key(v)),
znacent: neboli f(v) bude oznacovat f(s), kde s je reprezentovan vrcholem v. U d-regularniho stromu
predpokladame, ze zname prirozené ocislovani, a fraze ‘posledni vrchol’, ‘pfedchézejici vr-
chol” atd. se vztahuji k tomuto ocislovani.

ALGORITMY

Pro d-regularni haldy neni zndma efektivni implementace operace MERGE. Efektivni im-

plementace ostatnich operaci jsou zalozeny na pomocnych operacich UP(v) a DOWN(v).
Operace Operace UP(v) posunuje prvek s reprezentovany vrcholem v smérem ke koteni, dokud vrchol
UF & DOMN: | reprezentujici prvek s nespliuje podminku (sp). Operace DOWN/(v) je symetricka.

UP(v):

while v neni kofen a f(v) < f(otec(v)) do
Vymeén key(v) a key(otec(v)) [vymé&i uzly v a otec(v), tj. i hodnoty funkce f]
v := otec(v)

enddo

DOWN (v):
if v neni list then
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f(w)
while f(w) < f(v) a v nenf list do
vymeén key(v) a key(w), v:=w
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f(w)
enddo
endif

INSERT(s):
v :=novy posledni list, key(v) := s, UP(v)

MIN:
Vystup:key(koten (7))

DELETEMIN:
v :=posledni list, r :=kofen, key(r) := key(v)
odstran v
DOWN(r)

DELETE(s):

v =vrchol reprezentujl'ci S [Toto je ve shode s predpokladem, ze dostaneme pro prvek na vstupu

s 1. jeste informaci, jak prvek najit]
w :=posledni list

t = key('w), key(v) = t, OdStI'afl W [Prohodime nas prvek s poslednim listem a pak UP nebo DOWN]

if f(t) < f(s) then UP(v) else DOWN(v) endif [veporovnavam s otcem prviu s!]

S
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Korektnost
algoritma:

Dualni

podminka k

(usp) :

Slozitost
MAKEHEAP:

DECREASE(s, a):
v :=vrchol reprezentujici s

f(s) := f(s) = a, UP(v)
INCREASE(s, a):

v :=vrchol reprezentujici s

f(s) = f(s) + a, DOWN(v)

MAKEHEAP(S, f):
T := d-regularni strom s |S| vrcholy
zvol libovolnou reprezentaci S vrcholy stromu T’ [libovolne umisti prvky S do stromu T
v :=posledni vrchol, ktery neni list (Ziz ;Ziwoii ;izzi : tii)s)‘]’ Tarjan - DS
while v je vrchol T' do

DOWN(v)

v :=vrchol predchazejici vrcholu v @
enddo

Ovérime korektnost algoritmu. Je ziejmé, ze pomocné operace jsou korektni — skonéi, kdyz
podminku (usp) spliuje prvek s, ktery byl puvodné reprezentovan vrcholem v. (Korektnost
operace MIN plyne piimo z podminky (usp), protoze kofen reprezentuje nejmensi prvek
mnoziny S. Uloperace INSERT je podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou
nové vytvoreného listu a operace UP zajisti jeji splnéni. Prtiloperaci DELETEMIN je
podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou kofene a v tomto piipadé operace
DOWN zajisti jeji splnéni. Po provedeni @peraci DELETE(s), DECREASE(s;a) a
INCREASE(S,a) je podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou vrcholu v a
jejl splnéni opét zajisti operace UP resp. DOWN. Prooperaci MAKEHEAP budeme
uvazovat dudlni formulaci podminky (usp):

(d-usp) kdyz s je prvek reprezentovany vrcholem v, pak f(s) < f(t) pro vSechny prvky
reprezentované syny vrcholu v.

Pokud kazdy vrchol spliuje podminku (d-usp), pak spliuje i podminku (usp). Ziejmé

kazdy list spliuje podminku (d-usp) a kdyz operace MAKEHEAP provede proceduru

DOWN(v), pak je podminka (d-usp) splnéna pro vSechny vrcholy s ¢&isly alespon tak

velkymi jako je ¢islo v. Operace MAKEHEAP konci provedenim operace DOWN na

koten a odtud plyne jeji korektnost.

SLOZITOST OPERACT

Vypocteme ¢asovou slozitost operaci: Jeden béh cyklu v operaci UP vyzaduje ¢as O(1) a v
operaci DOWN ¢as O(d). Proto operace UP v nejhorsim piipadé vyzaduje cas O(log, |S])
a operace DOWN c¢as O(dlog, |S|). Operace MIN vyzaduje ¢as O(1), INSERT a DE-
CREASE vyzaduji ¢as O(log, |S|) a DELETEMIN, DELETE a INCREASE cas
O(dlog, |S])-

Haldu muzeme vytvofit iteraci operace INSERT, coz vyzaduje ¢as O(|S|log,(]S])). Ukaze-
me, ze slozitost operace MAKEHEAP je mensi, ale pro malé haldy je vyhodnéjsi provadét
opakované operaci INSERT. Operace DOWN(v) na vrchol ve vysce h vyzaduje v nej-
horsfm piipadé ¢as O(hd). Vrcholi v hloubce i je nejvyse d'. Predpokladejme, Ze strom
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Priklad #1:

Vhodné
hodnoty d:

Priklad #2:

ma vysku k, pak vrchol v hloubce ¢ ma vysku nejvyse k —¢. Tedy operace MAKEHEAP
vyzaduje cas O(Y ¥ di(k — i)d) = O(X5 ) d"t'(k —i)). Oznacme A = S5 ditl (k — i),
pak

k—1 k—1 k+1 k
dA-A@) dP(k—i) =) dM(k-i)@) d'(k—i+2) - ) d(k-i+1)@
1=0 1=0 1=2 1=1
S .

k
Y di k- i+ 2—k+i— 1) — dk@d" + > d' - dk@
=2

i=2
k—1
dkt1 o dQ% — dk. [Vydélim (d-1), protoze dA - A = (d-1)A]
dFtY o dhtt =g dk . (o2 . k+$
Tedy A = 4= + ‘g5z — 7—1- Protoze k = [log,(|S|(d— 1)+ 1)], dostavame, ze d" T+ <

d*((d—1)|S| +1), a proto A < 248|S|. Tedy MAKEHEAP vyzaduje v nejhor§im piipadé
jen cas O(d®|S]).

APLIKACE

Tridéni: prostou posloupnost ¢isel x1, xo, .. ., x, lze setfidit nasledujicim algoritmem pouzi-
vajicim haldu (f bude v tomto piipadé identicka funkce).

d-HEAPSORT (21,9, ..., x,):
MAKEHEAP({z; |i=1,2,...,n}, f)
1=1
while 7 < n do

y; :=MIN, DELETEMIN, i :=7+ 1
enddo
Vystup: y1,92,---,Yn

Teoreticky lze ukazat, ze pouziti d-regularnich hald v algoritmu HEAPSORT pro d =
3 ad = 4 je vyhodnéjsi nez d = 2. Experimenty ukazaly, ze optimalni algoritmus pro
posloupnosti délek do 1 000 000 by mél pouzivat d = 6 nebo d = 7 (v experimentech
byl méren skutecné spotiebovany ¢as, nikoli poCet porovnani a vymeén prvku). Pro delsi
posloupnosti se optimalni hodnota d muze zmensit.

Dalsim pitkladem je nalezeni nejkratsich cest v grafu z daného bodu. Resme nésledujict
ulohu:

Vstup: orientovany ohodnoceny graf (X, R, c), kde ¢ je funkce z R do mnoziny kladnych
realnych ¢isel, a vrchol z € X. [funkce c: R -> R+; cena cesty]
Ukol nalézt pro kazdy bod x € X délku nejkratsi cestu ze z do z, kde délka cesty je soucet

c-ohodnoceni hran na cesté.

Dijkstrav algoritmus:
d(Z) = 0, U .= {Z} [d = distance; U je néjaka HALDA]

f()[‘ every r - X \ {Z} dO d(;{;) = 400 enddo [Zatim je pro nas kazdy vrchol kromé kofene
nedosazitelny]
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Korektnost
Dijkstrova
algoritmu:

Definice
hodnoty
npl:

Definice
Leftist
haldy:

6

while U # () do
najdi vrchol u € U s nejmensi hodnotou d(u)

odstran v z U
for every (u’ ’U) € R do [ZkouSime vylep$it odhad nejkrat$i vzdalenosti do vrcholu v]

if d(u) + ¢(u,v) < d(v) then
if d(v) = +o0 then vloz v do U endif
d(v) := d(u) + c(u,v)
endif
enddo
enddo

Korektnost algoritmu je zalozena na kombinatorickém lemmatu, které iikd, ze kdyz odstra-
nujeme z U prvek z s nejmensi hodnotou d(z), pak vzdélenost ze z do x je pravé d(x). Proto
kdyz U = 0, pak d(z) jsou délky nejkratsich cest ze z do x pro vSechna x € X. Tedy préce s
mnozinou U vyzaduje nejvyse | X| operaci INSERT, MIN a DELETEMIN a |R| operaci
DECREASE a vzdy plati |U| < | X|. Wypocteme casovou slozitost Dijkstrova algoritmu
za predpokladu, Ze U reprezentujeme jako d-regularni haldu. Kdyz d = 2, pak dostavame,
ze algoritmus vyzaduje cas O(|X|log(|X|) + |R|log(|X])). Kdyz d = max{2, L%j}, pak
algoritmus vyzaduje ¢as O(|R|log, | X|). V piipade, Ze (X, R) je husty graf, tj. |R| > |X|1T¢
pro € > 0, pak log, | X| = O(1) a algoritmus je linedrni (tj. vyzaduje ¢as O(|R])).

I1I. Leftist haldy =

Dalsim typem hald, se kterymi se sezndmime, jsou lefist haldy (nezndme vhodny cesky
preklad, proto zustavame u anglického nézvu). Je to velmi elegantni a jednoduchy typ
hald. VsSechny operace jsou stejné jako u reguldrnich hald zalozeny na dvou zakladnich
operacich, z nichz v tomto piipadé hlavni je MERGE a druhou je DECREASE. Pouziti
MERGE pii navrhu jinych operaci je bézné i v dalsich haldach. Operace MERGE
vyuziva specialnich vlastnosti leftist hald a idea operace DECREASE je stejnd jako ve
Fibonacciho haldach. Nejprve formalné popiseme strukturu leftist hald.

Méjme bindrni kofenovy strom (7', 7) (to znamend, ze r je koten, kazdy vrchol ma nejvyse
dva syny a u kazdého syna vime, zda je to pravy nebo levy syn). Pro vrchol v ozna¢me
npl(v) délku nejkratsi cesty z v do vrcholu, ktery ma nejvyse jednoho syna, takze napf. pro
list [ plati npl(l) = 0.

Méjme S C U a funkci f: § — R. Pak bindrni strom (7', r) takovy, ze

(1) kdyz vrchol v méa jen jednoho syna, pak je to levy syn,
(2) kdyz vrchol v mé dva syny, pak

npl(pravy syn v) < npl(levy syn v),

existuje jednoznacéné pritazeni prvka S vrcholim 7', které splnuje podminku (us

3 istuje jed ¢né prif { prvka S vrcholim T, které splinuje podmink p
(toto pfifazeni je reprezentovano funkci key, ktera vrcholu v ptifadi prvek z mnoziny
S reprezentovany vrcholem v)

je leftist halda reprezentujici mnozinu S a funkci f.



Marty
Rectangle

Marty
Line

Marty
Typewriter
[Zkoušíme vylepšit odhad nejkratší vzdálenosti do vrcholu v]

Marty
Line

Marty
Typewriter
Korektnost
Dijkstrova
algoritmu:

Marty
Highlight

Marty
Highlight

Marty
Rectangle

Marty
Typewriter
Definice
hodnoty
npl:

Marty
Rectangle

Marty
Typewriter
Definice
Leftist
haldy:

Marty
Underline

Marty
Sticky Note
Applet:

http://www.cse.yorku.ca/~aaw/Pourhashemi/AAWLeftistHeap/AAWLeftistHeap.htm

Marty
Highlight

Marty
Underline


Struktura

vrcholu:

Def:

Struktura vrcholu v v leftist haldé:

S vrcholem v jsou spojeny ukazatelé otec(v), levy(v) a pravy(v) na otce a na levého a pravého
syna vrcholu v. Kdyz ukazatel neni definovan, pak piseme, Ze jeho hodnota je NIL. Ddéle
jsou s vrcholem spojeny funkce

npl(v) — proménna s hodnotou npl(v),

key(v) — prvek reprezentovany vrcholem v,

f(v) — proménna obsahujici hodnotu f(key(v)).

Uvedeme zékladni vlastnost leftist haldy, kterd umoznuje efektivni implementace operaci.

Posloupnost vrchola vg, v1, ..., v, se nazyva prava cesta z vrcholu v, kdyz v = vg, v;41 je
pravy syn v; pro kazdé ¢+ = 0,1,...,k — 1 a v nemé pravého syna. Pak podstrom vrcholu

v do hloubky k je tiplny bindrni strom a mé tedy alespon 2¥T1 — 1 vrcholt. Proto plati

Tvrzeni. V leftist haldé je délka pravé cesty z kaZdého vrcholu v nejvyse rovna

log(velikost podstromu ur¢eného vrcholem v).

ALGORITMY A SLOZITOST OPERACT

Zakladni operaci pro leftist haldy je MERGE. Tato operace je definovana rekurzivné a
hloubka rekurze je omezena pravé délkami pravych cest.

PVIIDI{(;ID(]}JTIQ)Z
if 71 = ) then Vystup= T, konec endif
if 75 = () then Vystup= T konec endif
if key(kofen 77) > key(kofen T5) then
zameén 17 a 15
endif
T’ :=MERGE(podstrom pravého syna kotene T7,T5)
pravy(koten 17) := koten 7" P¥ipojim strom T'
otec(kofen T") := koten T}
if npl(pravy(koten 77)) > npl(levy(kofen 7)) then
vymeén levého a pravého syna kotene T}
endif
npl(koten T1) := npl(pravy(kofen T7))+ 1 Opravim si hodnotu npl

[Vyslednd halda musi spliiovat podminku (usp), bez
této zamény by podminka nemusela byt splnéna!'!]

UdrzZujeme platnou definici Leftist haldy

INSERT (x):
Vytvor haldu 77 reprezentujici {x}
MERGE(T, T})

MIN:
Vystup: key(koten T')

DELETEMIN:
T} :=podstrom levého syna koiene T

T5 :=podstrom pravého syna koiene T
MERGE(T;,Ty)
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slozitosti:

Slozitost
MAKEHEAP:

Pozn:

Implementace
DECREASE a
INCREASE:

Operace
OPRAV :

MAKEHEAP(S, f):
Q) :=prazdna fronta
for every s € S do

vloz leftist haldu Ty reprezentujici {s} do @ Vytvorim jednoprvkové haldy

enddo

while |Q‘ >1do Postupné spojuji tyto haldy aZ mi zlstane
vezmi haldy 77 a T z vrcholu @ (odstran je) jedina
MERGE(Ty,T5) vloz do Q

enddo

Vypocteme ¢asovou slozitost predchozich algoritmu. Kazdy béh algoritmu MERGE (bez
rekurzivniho voléni) vyzaduje ¢as O(1). Pocet rekurzivnich volani je soucet délek pravych
cest, proto algoritmus MERGE vyzaduje ¢as O(log(|Su|+[S2|)); kde S; je mnozina reprezen-
tovana haldou 7; pro ¢ = 1,2. Odtud dale plyne, ze ¢as algoritmiu INSERT a DELETE-
MIN je v nejhorsim piipadé O(log(]S|)). Operace MIN vyzaduje ¢as O(1). Pro odhad
slozitosti MAKEHEAP budeme uvazovat, Zze na zacatku algoritmu je na vrcholu fronty
specialni znak, ktery se jen pienese na konec fronty. Odhadneme cas, ktery spotiebuji
while-cykly mezi dvéma prenesenimi specidlniho znaku. Predpoklddejme, Ze se specidlni
znak prenesl po k-té. V tomto okamziku maji vSechny haldy ve fronté az na jednu velikost
2k=1_ Proto ve fronté Q je Uk H hald a jelikoz jedna operace MERGE vyzaduje O(k) ¢asu,

tak while-cykly vyzaduji cas O(kzlkijl) Muzeme tedy shrnout, ze operace MAKEHEAP

potiebuje cas
S
O k3ith) = 08I 5#5) = 011

Viz pozn. nize

Rada ey 2%1 konverguje napi. podle podilového d’Alambertova kritéria a lze jednoduse
spocitat (napf. stejnou metodou jako pro reguldrni haldy), ze soucet je 4.

Implementace operaci DECREASE a INCREASE pomoci operaci UP a DOWN jako
v d-regularnich haldéch neni efektivni, protoze délka cesty z kofene do listu v leftist haldé
muze byt az |S|. Proto navrhneme pro tyto operace efektivngjsi algoritmus zalozeny na
jiném principu. Tento princip je pak pouzit i pro Fibonacciho haldy.

Nejprve popiseme pomocnou operaci Oprav(T,v), kterd vytvorii leftist haldu z bindrniho
stromu 7" vzniklého z leftist haldy 7" odtrzenim podstromu s kofenem ve vrcholu v.

Oprav(T,v):
t:= Ot@C(U), nIﬂ(t)::: 0 [Zde opravuji strom T (konkrétné& otce t uzlu v), ze kterého Skubu v.]
if pravy(t) # v then levy(t) := pravy(t) endif
pravy(t) := NIL
while se zmensilo npl(¢) a ¢ neni koten do

t = otec(t) Smérem ke kofeni opravuji hodnoty npl

if npl(pravy(t)) > npl(levy ) then @

vymeén levy(t) a pravy(t

endif

npl(t) := npl(pravy(t)) + 1
enddo

Vystup: t

Uzel t nesmi mit pouze pravého syna

8
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Korektnost | PO provedeni operace Oprav maji vSechny vrcholy spravné ¢islo npl a podminky kladené
g;;;s‘f“ry na leftist haldu jsou splnény. Tedy po provedeni Oprav je T opét leftist halda. Kdyz

t je posledni vrchol, u kterého se zmensilo npl, pak vSechny vrcholy, kde se zmensilo npl,
tvoii pravou cestu z vrcholu t. To znamend, ze while-cyklus se provddél nejvyse log(]S])-
krat a kazdy béh while-cyklu vyzadoval ¢as O(1). Proto algoritmus Oprav vyzaduje ¢as

O(log(|S1))-

Popiseme ostatni algoritmy.

DECREASE(s,a):
v :=prvek reprezentujici s
Ty :=podstrom T ur¢eny vrcholem v, f(v) := f(v) —a @
T, :=Oprav(T,v), T :=MERGE(T},T3)

INCREASE(s, a):
v :=prvek reprezentujici s
T} :=podstrom T ur¢eny vrcholem levy(v)
T, :=podstrom T' ur¢eny vrcholem pravy(v)
T3 :=leftist halda reprezentujici prvek s
f(v) := f(v) +a, Ty :=O0Oprav(T,v), T :=MERGE(T},T5)
Ty, :=MERGE(T»,T,), T :=MERGE(T},T5)

DELETE(s,a):
v :=prvek reprezentujici s
Ty :=podstrom T urceny vrcholem levy(v)
T, :=podstrom T' ur¢eny vrcholem pravy(v)
T3 :MERGE(Tl, TQ), T4 ::Oprav(T,v)
T :=MERGE(T3, Ty)

Protoze algoritmy MERGE a Oprav vyzaduji ¢as O(log(|S|) a protoze zbylé ¢ésti algo-
ritmu pro operace DECREASE, INCREASE a DELETE vyzaduji O(1) ¢asu, muzeme
shrnout vysledky:

Veéta. V leftist halddch existuje implementace operace MIN, kterd v nejhorsim pripadeé
vyzaduge ¢as O(1), implementace operaci INSERT, DELETEMIN, DELETE, MER-
GE, DECREASE o« INCREASE, které vyzaduji v nejhorsim pripadé ¢as O(log(|S])), a
implementace operace MAKEHEARP, kterd vyzaduje éas O(|S|), kde S je reprezentovand
mnozina.

IV. Amortizovana slozitost

Popiseme bankovni paradigma pro poc¢itani s amortizovanou slozitosti. Predpokladejme, ze
mame funkci h, kterd ohodnucuje konfigurace a kvantitativné vystihuje jejich vhodnost pro
provedeni operace o. Kdyz na konfiguraci D aplikujeme operaci o a dostaneme konfiguraci
D’, pak amortizovand slozitost am(o) operace o ma vystihovat nejen ¢asovou naroc¢nost
operace, ale i to, jak se zménila vhodnost konfigurace pro tuto operaci. Proto ji definujme
jako am(o) = t(o) + h(D’) — h(D), kde t(o) je ¢as potiebny pro provedeni operace o.
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Ptedpokladejme, ze chceme provést posloupnost operaci o1, 09,...,0, na konfiguraci Dy.
Znazornime si to takto:

Dy 2 Dy 2 Dy 25 ... 2% D,
Predpokladejme, ze pro kazdé i = 1,2,...,n mame odhad c(o;) amortizované slozitosti
operace 0;, tj. am(o;) < c(0;) pro vSechna ¢ = 1,2, ..., n. Pak

n

Zam(oi) = (t(0:) + h(D;) = h(Di—1)) = h(Dy) — h(Dg) + Zt(oi) < Z c(0;).

=1

Z toho plyne, ze

n

t(0;) < Z c(0;) — h(Dy) + h(Dy).

=1

Obvykle je h(D) > 0 pro vSechny konfigurace D nebo naopak h(D) < 0 pro vSechny
konfigurace D. Kdyz h(D) > 0, pak

n

> (o) <Y eloi) + h(Dy),

i=1 =1

kdyz h(D) < 0, pak
> (o) <Y o) — (D).
=1 =1

To znamend, ze odhad amortizované slozitosti dava také odhad na casovou slozitost posloup-
nosti operaci, ktery byva lepsi nez odhad slozitosti v nejhorsim ptipadé. Tato skutecnost
vysvétluje fadu piipadu, kdy vysledky byly lepsi nez teoreticky vypocet. Ukazuje se, ze
slozitost posloupnosti operaci v nejhorsim piipadé je casto podstatné mensi nez soucet
slozitosti v nejhorsim piipadé pro jednotlivé operace.

V. Binomialni haldy

Dalsi typ hald je motivovan sc¢itanim pftirozenych ¢isel. Binomidlni halda reprezentujici
n—prvkovou mnozinu se totiz chova podobné jako ¢islo n. Tento typ hald je také po
zobecnéni v jistém smyslu vzorem pro Fibonacciho haldy.

Pro i = 0,1,... definujeme rekurentné binomialni stromy H;. Jsou to kofenové stromy
takové, ze Hy je jednoprvkovy strom a strom H,;,; vznikne ze dvou disjunktnich stromu H;,
kde kofen jednoho stromu se stane dalsim synem (nejlevéjsim nebo nejpravéjsim) kotene
druhého stromu. Viz Obr. 1.

Nejprve uvedeme zakladni vlastnosti téchto stromu.
Tvrzeni. Pro kazdé prirozené c¢isloi =0,1,... plati:
(1) strom H; md 2° vrcholii,
(2) koten stromu H; md i syni,
(3) délka nejdelsi cesty z korene do listu ve stromu H; je i (tj. vyska H; je i),
(4)

3
4) podstromy urcené syny kotene stromu H; jsou izomorfni se stromy Hy, Hy, ..., H;_1.
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OBR. 1

Diikaz. (BNEZent plati pro strom Hp a jednoduchou indukci se dokaze i pro dalsi stromy.
Skutecné, kdyz H; ma 2° vrcholl, pak H;11 mé 2(2°) = 2+ vrcholi. (K8EeH) stromu H, 4,
m4 o jednoho syna vice nez kofen stromu H; a nejdelsi cesta do listu je o 1 delsi. (PT660Z€)
podstrom syna, ktery pribyl koteni stromu H; 1, je izomorfni s H; a jinak se nic neménilo,
je dukaz kompletni. [J

Binomidlni halda H reprezentujici mnozinu S je soubor (seznam) stromu {77,75%,...,Tx}
takovy, ze

ocelkovy pocet vrcholi v téchto stromech je roven velikosti S a existuje a je ddno
jednoznaéné prifazeni prvku z S vrcholum stromu takové, ze plati podminka (usp)
— toto pfifazeni je realizovano funkci key, ktera vrcholu stromu pfitazuje prvek jim
reprezentovany;

Okazdy strom T; je izomorfni s néjakym stromem H;

oT; neni izomorfni s zdAdnym Tj pro i # j.

7 binarniho zapisu piirozenych cisel plyne, ze pro kazdé piirozené cislo n > 0 existuje
prosta posloupnost 1,29, ..., 1 prirozenych ¢isel takova, ze n = Z;.C:l 2% . 7 toho plyne, 7Ze
pro kazdou neprazdnou mnozinu S existuje binomialni halda reprezentujici S. Tato halda
obsahuje strom izomorfni s H;, pravé kdyz v bindrnim zépise ¢isla |S| je na i-tém misté
zprava 1.

ALGORITMY A SLOZITOST OPERACI

Operace pro binomialni haldy jsou stejné jako pro leftist haldy zalozeny na operaci MER-
GE. Operace MERGE pro binomidlni haldy je analogii s¢itani pfirozenych ¢isel v bindrnim
zapise.

MERGE(H,, Ha):
(komentdi: H; reprezentuje mnozinu S; pro i = 1,2 a S; N Sy = 0)
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1:=0, T :=prdzdny strom, H := ()
while i < log(|S1] + |S2]) do

if eXiStuje Ue Hl izomorfni s Hz then Existuje v prvni haldé strom izomorfni s H i?
Uy =U (Tzn. sta&i projit stromy T_i haldy a hledat
index i)
else
U, :=prézdny strom
endif
if existuje U € Hy izomorfni s H; then
[]2 =U
else
U, :=prazdny strom
endif
case

(existuje praveé jeden neprazdny strom V' € {T,U;,Us}) do: [Z‘aiiidjz‘“iei‘étﬁzzié; ii:“j
vloz V do ‘H, T :=prazdny strom pfedchoziho spojovani]
(existuji pravé dva neprazdné stromy Vi, Vo € {T,Uy,Us}) do:
T :=spoj(Vi, 2)
(vSechny stromy T', Uy a Us jsou neprézdné) do:
vloz T do H, T :=spoj(Ui, Us)
endcase
t:=1+1
enddo
if T' #prazdny strom then vloz T' do ‘H endif

Vystup:H

spoj(Ty,1s):
if f(koten T7) > f(kofen T5) then @

vymeén stromy 77 a Ts
endif
vytvor nového syna v kotene T}
v :=kofen 15
Vystup: Kofen T 1
Je vidét, ze kdyz oba stromy 77 a T5 jsou izomorfni s H;, pak vysledny strom operace spoj
je izomorfni s H;,1. Korektnost operace MERGE plyne z tohoto pozorovani a z faktu,
ze H; obsahuje strom izomorfni s H;, pravé kdyz v bindrnim zapise ¢isla |S;| je na i-tém
misté zprava 1, a ze T' je neprazdny strom, kdyz se provadi posun fadu pti s¢itani. Protoze
kazdy beh cyklu vyzaduje ¢as O(1), algoritmus MERGE vyzaduje ¢as O(log(|S1| + |S2])).
Implementace dalsich algoritmu je podobnd jako pro leftist haldy.

INSERT (x):
Vytvor haldu H; reprezentujici {x}
MERGE(H, H,)

MIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H
Vystup: nejmensi z téchto prvku

=
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DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H
T := strom, jehoz kofen reprezentuje nejmensi prvek
7{1 =H \ {jﬂ}
‘Hs := halda tvorena podstromy 7" urcenymi syny kotrene T'
MERGE(H;, Hs)

Z podminky (usp) je ziejmé, ze nejmensi prvek v S je reprezentovan v kofeni néjakého
stromu haldy. Tim je dana korektnost operace MIN. Z tuvodniho tvrzeni plyne, ze Ho
v operaci DELETEMIN je binomialni halda, a odtud plyne korektnost operace DE-

LETEMIN. Operace DECREASE s implementuje pomoci operace UP a operace IN-

(CREASE pomoci operace DOWN stejné jako v reguldrnich haldéch. Struktura binomidlni
haldy nepodporuje pfimo operaci DELETE — ta se da realizovat jediné jako posloup-

nost operaci DECREASE(s,c0) a DELETEMIN. Operace MAKEHEAP se provadi
opakovanim operace INSERT.

Vypocet casové slozitosti operaci pro binomialni haldy vyuziva nékolik zndmych fakti. Ope-
race MERGE simuluje sc¢itani prirozenych ¢isel v bindarnim zapise a ma tedy stejnou
slozitost. Odhad slozitosti vytvareni haldy vyuziva zndmého faktu, ze amortizovana slozitost
pri¢itani 1 k bindrnimu éislu je O(1). Odhad slozitosti operaci MIN a DELETEMIN je
zalozen na pozorovani, ze binomialni halda reprezentujici mnozinu S ma tolik stromu, kolik
je jednicek v bindrnim zépise |S|, a to je nejvyse log(|S|).

7 tvrzeni také plyne, ze vyska vSech stromu v binomidlni haldé je < log%) a pocet synu
kotene kazdého stromu je také < log(|S|), pficemz tento odhad se neda zlepsit. Odtud

dostavame slozitost operaci DECREASE a INCREASE v nejhorsim ptipadé. Muzeme
tedy shrnout:

Véta. Pro binomialni haldy algoritmy operaci INSERT, MIN, DELETEMIN, DE-
CREASE o« MERGE vyzaduji éas O(log(|S])), algoritmus operace INCREASE vy-
saduje ¢as O(log®(|S])) a algoritmus operace MAKEHEAP ¢as O(|S)).

Z téchto vysledkt je vidét, ze predchozi typy hald maji efektivnéjsi chovani nez binomialni
haldy. Vyznam binomidlnich hald tak spoc¢iva pfedevSim v tom, ze se daji dale zobecnit
(timto zobecnénim jsou Fibonacciho haldy) a ze na nich lze krésné ilustrovat princip, ze s
fadou uprav je vyhodné pockat a neprovadét je okamzité.

LiINA IMPLENTACE OPERACT

Nasledujici algoritmy jsou zalozeny na ideji, ze ‘vyvazovani’ stac¢i provadét jen pii operacich
MIN a DELETEMIN, kdy je stejné zapotiebi prohledat vSechny stromy. Z tohoto duvodu
zeslabime podminky na binomialni haldy.

Lind binomidlni halda H reprezentujici mnozinu S je seznam stromu {71, T5, . . ., Tx } takovy,

ze

0 celkovy pocet vrcholu v téchto stromech je roven velikosti S a existuje jednoznacné
prifazeni prvku mnoziny S vrcholum stromu, které splituje podminku (usp) — toto
prifazeni je jako obvykle realizovano funkci key;

0 kazdy strom T; je izomorfni s néjakym stromem H ;.

Stejné podminky jako u binom.
hald, pouze jedna podminka
byla odebrana.

Zmizela podminka ohledne
vylouceni dvou izomorfnich
stromu v H.
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z:;’i‘r'li:i: V liné binomialni haldé je vynechan ptfedpoklad neizomorfnosti stromu tvoficich haldu.
Tento fakt se projevi ve velmi jednoduchém algoritmu pro operaci MERGE.
MERGE(H;, H>):
Proved konkatenaci seznamtt Hy a Ho
INSERT: | Samotny algoritmus pro operaci INSERT se nezméni, jen provede tuto implementaci ope-
race MERGE. Operace MIN a DELETEMIN pouziji nasledujici pomocnou proceduru
vyvaz. Jejim vstupem je soubor seznamu {O; | i = 0,1, ..., k}, kde seznam O; obsahuje jen
stromy izomorfni se stromem H;. Procedura vyvaz pak z téchto stromu vytvoii klasickou @
binomidlni haldu.
vyvaz({O; | i =0,1,...,k}):
1:=0,H:=0
while existuje O; # ) do  [ror cykius)
while |Oz| > 1 do Spoj?:j?me stromy v O i a tim z :?ich efektivné
. o vytvarime stromy pro seznam O {i+l}.
vezmi dva ruzné stromy 77 a T z O; -
#1 odstran je z O;
spoj(T1,T5) vloz do O;11
enddo
if O; # 0 then
#2 strom T € O; odstran z O; a vloz do 'H
endif,
t:=1+1
enddo
Vystup: H
MIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H MIN operace, jak jsme ji
Vystup: nejmensi z téchto prvku definovali poprvé.
stromy rozdél do mnozin O; = {vSechny stromy v H izomorfni s H;}
vyvaz({O; | i =0,1,...,|log(|S])|})
DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H
T := strom, jehoz kofen reprezentuje nejmensi prvek
stromy rozdél do mnozin O; = {vSechny stromy v H izomorfni s H; ruzné od T'} U{podstrom
T uréeny néjakym synem kofene 7" izomorfni s H;}
vyvaz({0; i = 0.1,..., [log(|S])|})
Casove Casové slozitost operaci INSERT a MERGE pii liné implementaci je O(1), ale ¢asové

STOELEOSEL glozitost operaci MIN a DELETEMIN je v nejhorsim pifpadé O(]S]). Tento odhad je E]
velmi Spatny, ale ukazeme, ze amortizovana slozitost ma rozumné hodnoty. (PHpPOMINGHIe)

Ze amortizovand slozitost je ¢as operace plus ohodnoceni vysledné struktury minus ohod-
moceni pocateéni struktury. Konfiguraci ohodnotime poctem stromu v haldé. Protoze ope-

race MERGE neméni pocet stromu a protoze operace INSERT piida jen jeden strom, je
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amortizovand slozitost operaci MERGE a INSERT stale O(1). Ukézeme, ze amortizo-
vana slozitost operaci MIN a DELETEMIN pii liné implementaci binomialnich hald je
O(log(|S|). Protoze kazdy béh vnitintho while-cyklu v operaci vyvaz vyzaduje ¢as O

zmensi pocet stromu v seznamech O; o 1, operace vyvaz vyzaduje ¢as O(k + ZZ 0 |O | = O(k+|H

Operace MIN bez podprocedury vyvaz vyzaduje ¢as O(|H|) a operace DELETEMIN
ez podprocedury vyvaz ¢as O(H + i) pro takové i, ze T je izomorfni s H;. Podle tvrzeni
je i < log(]S]), a tedy operace MIN vyzaduje ¢as O(|H|) a operace DELETEMIN c¢as

O(|H| + log(]S])). Protoze ohodnoceni klasické binomidlni haldy je nejvyse log(|.S|) (B9

B dostavdame, ze amortizovand
slozitost operace MIN je O(|H| — |H| + log(]S])) = O(log(]S|)) a amortizovana slozitost
operace DELETEMIN je O(|H| + log(|S|) — |H| + log(|S])) = O(log(]S])).

Protoze si funkci ohodnoceni volime, muzeme pouzit takové multiplikativni koeficienty, aby
jednotka casu odpovidala jednotce v amortizované slozitosti. Proto lze |H| od sebe odecist.

Oznacdovani
vrchold:

Def:

VI. Fibonacciho haldy

Vyznam Fibonacciho hald urcuje fakt, ze amortizovana slozitost operaci INSERT a DE-
CREASE v téchto haldach je O(1) a amortizovand slozitost operace DELETEMIN je
O(log(|S|). Proto se hodné pouzivaji v grafovych algoritmech, kde umoznuji v mnoha
ptripadech dosdhnout asymptoticky témét linearni slozitosti. Nezndme vSak zadné expe-
rimentalni vysledky, které by porovnéavaly pouziti Fibonacciho hald a napi. d-regularnich
hald v téchto grafovych algoritmech v praxi. Takze nezndme podminky, za kterych jsou
Fibonacciho haldy lepsi nez tieba d-regularni haldy, ani nevime, do jaké miry je to jen
teoreticky vysledek a do jaké miry jsou opravdu prakticky pouzitelné.

Neformalné teceno, je Fibonacciho halda mnozina stromu, jejichz nékteré vrcholy ruzné od
kofenu jsou oznaceny, a kde existuje jednoznacnéd korepondence mezi prvky S a vrcholy
stromu (realizovdna funkei key), kterd spliiuje podminku (usp). Toto je vsak jen ptiblizné
vyjadieni. Existuji totiz struktury, na které se tento popis hodi, ale nevznikly z prazd-
né Fibonacciho haldy aplikaci posloupnosti haldovych operaci. Pritom dukaz efektivity
Fibonacciho hald se dosti vyrazné opira o fakt, ze halda vznikla z prazdné haldy aplikaci
algoritmu pro Fibonacciho haldy. Proto nejprve popiSeme algoritmy pro tyto operace, a

pak budeme definovat Fibonacciho haldy jako struktury vzniklé z prazdné haldy aplikaci

ALGORITMY

V algoritmech pi"edpoklédéme ze Fibonacciho halda je seznam stromﬁ kde nékteré vrcholy

nékdy diive odtrzen néktery Jeho syn. Toto se nezaznamenava pro kofeny stromu. Proto
kdyz se vrchol stane kotenem (odtrzenim podstromu uréeného timto vrcholem), zapomene se

tento idaj a zacne se znovu zaznamenavat, az kdyz vrchol prestane byt kofenem.

GRStk eoNO NS Tento fakt nahrazuje test pouzfvany v

binomidlnich haldéch, Ze strom je izomorfni se stromem H;.

Algoritmy pro operace MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou zalozeny na

stejnych idejich jako algoritmy pro linou implementaci v binomialnich haldach, pouze (oZa®

davek, aby strom byl izomorfni s H;, je nahrazen pozadavkem, ze mé rank i. Algoritmy pro

=

S
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operace DECREASE, INCREASE a DELETE vychézeji z algoritmt pro tyto operace
v leftist haldach. V algoritmech predpokladame, ze ¢ = log_l(%). @

MERGE(Hl, Ho):
Proved konkatenaci seznamu H; a Ho

INSERT (z):
Vytvor haldu H; reprezentujici {x}
MERGE(H, H,)

MIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H
Vystup: nejmensi z téchto prvku
stromy rozdél do mnozin O; = {vSechny stromy v H s rankem i}
vyvazl({0; |i=0,1,..., [clog(v/5|S| +1)]})

DELETEMIN:
Prohledej prvky reprezentované koreny vsech stromu v ‘H
T := strom, jehoz kofen reprezentuje nejmensi prvek
stromy rozdél do mnozin O; = {v8echny stromy v H s rankem i ruzné od T} U {podstrom
T urceny nékterym synem kotene 7' s rankem i}

vyvazl({0; | i=0,1,..., |clog(+/5|S| +1)]})

vyvazl({O; |i=0,1,...,k}):
1:=0,H:=0
while existuje O; # () do
while |O;| > 1 do
vezmi dva ruzné stromy 77 a T z O;
odstran je z O;
spoj(11,T5) vloz do O, 44
enddo
if O; # () then
strom T' € O; odstran z O; a vloz ho do 'H

endif

1:=1+1
enddo
Vystup: 'H

spoj (11, T»):
if f(koten T7) > f(kofen T5) then
vymeén stromy 77 a Ts
endif
vytvor nového syna v kotene T} [Novi synové se ukladdaji na konec seznamu syni]
v :=kofen 15

DECREASE(s, a):
T :=strom v 'H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
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v :=vrchol stromu 7' reprezentujici s
if v neni koten then
odtrhni podstrom 7" urc¢eny vrcholem v
vyvaz2(T,v)
if v byl oznacen then zrus oznacéeni v endif [ZruSime oznadeni, protoZe v je nyni kofen T']
vloz T" do 'H
endif

f(w):=f(v)—a

INCREASE(s, a):
T :=strom v 'H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu T reprezentujici s
if v neni list then
odtrhni podstrom 7”7 uréeny vrcholem v
if v nenf kofen then vyvaz2(T,v) endif
if v byl oznacen then zrus oznaceni v endif
zru$ oznaceni vSech synu vrcholu v
odtrhni podstromy 7" uréené vemi syny v a vloz je do ‘H
do 'H vloz strom mayjici jen vrchol v

endif
fw)=f(v)+a
DELETE(s):

T :=strom v 'H, ktery obsahuje vrchol reprezentujici s
v :=vrchol stromu T reprezentujici s
if v neni list then
zru$ oznaceni synu vrcholu v
odtrhni podstromy urcené vSemi syny vrcholu v a vloz je do 'H
endif
if v neni koten then vyvaz2(T,v) endif
zrus vrchol v

vyvaz2(T,v):

u 1= otecv
while u je oznacen do [Stoupélee_po oznaéeny?hlvrcholech a
, . . ; odoznac¢ujeme a odtrhavame podstromy a
u = otec(u), Zrus oznacenl uw vkladame je do haldy.]
odtrhni podstrom 7" uréeny vrcholem u
~ L Vysvétleni operace vyvaz2 viz posledni
vloz T" do H’ U:=1u fadka na této strance.
enddo

if u neni kotfen T then oznac¢ u endif

Vsimnéme si, ze kdyz stromy 77 a Tb maji rank i, pak procedura spoj(1,T>) vytvoii
strom s rankem i + 1. Aby algoritmy pro operace MIN a DELETEMIN byly korektni,
musime ukdazat, ze vSechny stromy ve Fibonacciho haldé H reprezentujici mnozinu S maji
rank nejvyse clog(v/5|S| + 1). Jen tak zajistime, aby vyslednd halda reprezentovala S,

respektive 5\ {prvek s nejmensf hodnotou /}. (OpeiaceyvasEIZajistuje)zel0d KaZdeHo

vyvaz2
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SLOZITOST OPERACT

Nasim cilem bude odhadnout amortizovanou slozitost téchto operaci, protoze slozitost v
nejhorsim piipadé neni pouzitelny vysledek. Abychom to mohli udélat, spoc¢itame parametry
slozitosti jednotlivych operaci:

MERGE) - casovi slozitost O(1), nevznikd zaddny novy strom, oznacené vrcholy se neméni;
ENSERD - casova slozitost O(1), ptibyl jeden strom, oznacené vrcholy se neméni;
VIIN) - casova slozitost O(|H|), po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji ruzné
ranky, oznacené vrcholy se neméni;

ODERETEMIN) - casové slozitost O(|H| + pocet synu v), kde v reprezentoval prvek s nej-
mensi hodnotou f. Po provedeni operace rizné stromy v haldé maji rizné ranky, zadny
novy vrchol nebyl oznacen, nékteré oznacené vrcholy prestaly byt oznacené;
DECGREASE)- casov slozitost O(1+c¢), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené.
Bylo pfidano 1 + ¢ novych stromt a byl oznac¢en nejvyse jeden vrchol; %}
EINECREASE) - casové slozitost O(1 4 ¢ + d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt
oznacené, d je pocet synu vrcholu v reprezentujiciho prvek, jehoz hodnota se zvysuje. Bylo
pridano nejvyse 1 + ¢ + d novych stromt a byl oznacen nejvyse jeden vrchol;

OMEBRE®RER- casovi slozitost O(14c+d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly byt oznacené,
d je pocet synu vrcholu v reprezentujictho prvek, ktery se ma odstranit. Bylo ptidano nejvyse
¢ + d novych stromu a byl oznacen nejvyse jeden vrchol.

Pro vypocet amortizované slozitosti musime nejprve navrhnout funkci ohodnocujici kon-
figurace. Pfi vySetfovani liné implementace binomidlnich hald se ukézalo, Zze vhodnym
ohodnocenim je pocet stromu v haldé. Kdyz si ale prohlédneme algoritmus pro operaci
DECREASE, vidime, ze zde je vhodné brat do ohodnoceni i poc¢et oznacenych vrcholu, a
to dokonce tak, aby se pokryl nejen cas, ale i prirustek stromu. To vede k nasledujicimu
ohodnoceni konfigurace:

(matematicky: #stromu + 2*#pocet oznacenych_vrcholu :-) )

Necht p(n) je maximdln{ pocet synii vrcholu ve Fibonacciho haldé reprezentujici n-prvkovou
mnozinu. Pak amortizovana slozitost operaci MERGE, INSERT a DECREASE je O(1)
a operaci MIN, DELETEMIN, INCREASE a DELETE je O(p(n)).

Abychom spocitali odhad p(n), vyuzijeme toho, ze Fibonacciho halda vznikla z prazdné
haldy pomoci popsanych algoritmi. Nejprve uvedeme jedno technické lemma.

S

Lemma. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé a necht u je i-ty nejstarsi syn
vrcholu v. Pak uw md aspor i — 2 syna. —

L4

Dukaz. V momenté, kdy se u staval synem v, se aplikovala operace spoj, u a v byly koteny
stromu a mély stejny pocet synu. Podle predpokladi mél vrchol v alespon ¢ — 1 synt (jinak
by u nebyl i-ty nejstarsi syn), a protoze se od u mohl odtrhnout jen jeden syn, dostavéame,
ze u musi mit alespon ¢ — 2 synu. [
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Amortizovana slozitost se pocita jako: 

cas-operace - ohodnoceni-stare-konfigurace + ohodnoceni-nove-konfigurace, 

tedy:

DECREASE:

O( 
  (1+ c)[cas operace] 
+ ((1+c) [novych stromu]
+ 2*1 [1 -- pocet vrcholu, ktere mohly byt oznaceny] 
- 2*c [c -- pocet vrcholu, ktere prestaly byt oznacene])
) = O(1) 





MIN dela jeste vyvaz1!

Marty
Sticky Note
Info k amortizovane analyze Fib. Hald. http://win.ua.ac.be/~vanhoudt/graph/fibonacci.pdf

Marty
Sticky Note
Vrcholy (resp. vzdy pouze jeden) se oznacuji v procedure vyvaz2.

"Nejvyse jeden" => koren neoznacujeme!


19

Tvrzeni. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé, ktery md prdvé i syni. Pak
podstrom urceny vrcholem v md aspon F;,o vrcholi.

Dikaz. Tvrzent dokizeme (UKGHpOMEHIESAIIGORICeS Az o IBONEKIOTH0
(i@ Tato délka je 0, pravé kdyz v je list. V tom piipadé v nemd syna a podstrom urceny
vrcholem v ma jediny vrchol. Protoze 1 = Fy = Fy o, tvrzeni plati. Méjme nyni vrchol v,
ktery m4 k synil, a necht maximalni délka cesty z vrcholu v do listti je j. Piedpoklddejme,
ze tvrzeni plati pro vSechny vrcholy, pro néz tato délka je mensi nez j, tedy plati i pro
vSechny syny vrcholu v. Pak pro ¢ > 1 ma -ty nejstarsi syn vrcholu v podle ptedchoziho
lemmatu alespon ¢ — 2 syntu a podle indukéniho predpokladu podstrom uréeny timto synem
mé alesponi F; vrcholt. Odtud dostavame, ze podstrom urceny vrcholem v mé alespon

k@ k
1+?+ZFZ-:1+ZFZ-
1=2 =1

vrchol, protoze F; = F5 (na levé strané prvni 1 je za vrchol v a prvni { (EIZaNNGStaTsH
@@@6) . Indukci pak dostaneme, ze

listy

délka cesty
je j

1+ ZF’L = Fui2
i—1

pro vSechna n > 0. Skutecné, pro n = 0 plati

0

1+ZF1=1=F2=F0+2,
i—1

pro n =1 mame
1

14> Fi=14+F =2=F;=F

=1

a z indukéniho predpokladu a z vlastnosti Fibonacciho ¢isel plyne, ze

n n—1
1+ZFi=1+ZFi+Fn=Fn+1 +F, = Fhya.
i—1 i—1

Kdyz shrneme tato fakta, dostdvame, ze podstrom urceny vrcholem v ma alespon Fj o
vrcholi, a tvrzeni je dokdzano. [J

Vezméme nyni nejmensi ¢ takové, ze n < F;. Protoze posloupnost {F;}$°, je rostouci, plyne
z predchoziho tvrzeni, ze kazdy vrchol ve Fibonacciho haldé reprezentujici n—prvkovou

mnozinu ma méné nez i — 2 synu
podstrom vrcholu v reprezentuje mnozinu alespori s F; prvky). Proto pin) < i — 2. K

odhadu velikosti ¢ pouzijeme explicitni vzorec pro i-té Fibonacciho ¢islo:

s IR EIV NIy
L V5 V5 2 V5 2 :
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Protoze 0 > % > —% a protoze v/5 > 2, dostavame, ze \%( 5 ) | < = pro vSechna
1=1,2,..., a tedy

Odtud plyne, ze kdyz 7 splnuje

i3
"<7( ;) "

pak n < F;. Pfevedenim g na druhou stranu vyrazu, jeho vyndsobenim /5 a zlogarit-

movanim dostaneme nasledujici ekvivalenci:

3v5 1++/5
2

) 1+
@y logy(Von + 7) < ilog, ( Vo)

)<:>n<7(2)%

Z?’T‘(g<1az%<1+‘/_plyne ze

oty (Vi + 55) g + 1

log, 1+T\/5 log, %

Tedy plati nasledujici implikace

logy(v/Bn + 1) ;@Z . log, (v/5n + 2£2)

- 8
o)
@@ﬁnﬂ)

<.
log, 5 log, (
logy 3—1

Proto kdyz < i, pak n < F;, a tedy p(n) <i— 2.

Vysledky shrneme do nésledujici véty:

Véta. Ve Fibonacciho haldé, kterd reprezentuje n-prvkovou mnozinu, md kazdy vrchol stu-
per. mensi nez
logs(V5n +1)
(logy 3) — 1
Amortizovand sloZitost operaci INSERT, MERGE ¢« DECREASE je O(1) a amorti-

zovand slozitost operaci MIN, DELETEMIN, INCREASE o DELETE je O(logn).
Operace MIN o DELETEMIN jsou korektni.

Pro tuplnost dokazeme, ze F; =

Pro + =1 plati

(1+2\/g)1_(1_2\/5)1 1+vV5—-1+v5  2V6
V5 2v/5 NG
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Pro ¢ = 2 plati

(%5%)" — (5%)° _1+2545-142V6-5 45
NG N 45 a5 T

Indukéni krok:

(1+2\/5)i — (1_2\/5)2' (1+2\/5)i_2(1+2\/5)2 — (1_2\/5)i_2(1_2\/5)2

(1+2\/g)2_2 (3+2\/g) — (1_2\/5)1_2(3_\/5)

= 2

2 2 +—2 2 =F o+ Fi1=F,.

Tedy indukei dostdvame pozadovany vztah.

APLIKACE

Vratime se k Dijkstrové algoritmu. Mnozinu U budeme reprezentovat pomoci Fibonacciho
haldy. Protoze ohodnoceni je nezaporné a ohodnoceni pocatecni haldy je 0, dava odhad
amortizované slozitosti také odhad ¢asové slozitosti (viz odstavec IV.). Proto Dijkstruv al-
goritmus s pouzitim Fibonacciho haldy vyzaduje v nejhorsim ptipadé cas O(| X |(1+log | X |)+
|R|) = O(|R| + | X |log | X]|). Stejny vysledek dostaneme i pro konstrukei nejmensi napnuté
kostry grafu.

Otazka je, kdy v Dijkstrové algoritmu nebo v algoritmu konstruujicim nejmensi napnutou
kostru pouzit Fibonacciho haldu a kdy napi. d-regularni haldy. Lze Tici, ze Fibonacciho
halda by méla byt vyrazné lepsi pro vétsi, ale fidké grafy (tj. grafy s malym poctem hran).
D4 se predpokladat, ze d-regularni haldy budou lepsi (diky svym jednodussim algoritmum)
pro husté grafy (tj. grafy, kde pocet hran je |X|*™¢ pro vhodné & > 0). Problém je, pro
které hodnoty nastava zlom. Nevim o zadnych experimentalnich ani teoretickych vysledcich
tohoto typu.

HISTORICKY PREHLED

Binarni neboli 2-regularni haldy zavedl Williams 1964. Jejich zobecnéni na d-regulédrni haldy
pochézi od Johnsona 1975. Leftist haldy definoval Crane 1972 a detailné popsal Knuth 1975.
Binomialni haldy navrhnl Vuillemin 1978, Brown 1978 je implementoval a prokazal jejich
praktickou pouzitelnost. Fibonacciho haldy byly zavedeny Fredmanem a Tarjanem 1987.
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VII. Tridici algoritmy

Jednou z nejcastéji feSenych 1loh pfi praci s daty je settidéni posloupnosti prvku néjakého
typu. Proto velkd pozornost byla a je vénovana tiidicim algoritmum fesicim tuto tlohu,
ktera svym charakterem a svymi pozadavky na algoritmy je fazena do datovych struktur.
Byla navrzena tada algoritmu, které se stale jesté analyzuji a optimalizuji. Analyzy jsou
velmi detailni a algoritmy se studuji za riznych vstupnich predpokladia. Kromé tohdtEident)
Je jedna z mala tloh, pro kterou alespoti za jistych predpokladii umime spocitat dolni odhad
slozitosti.

Formulace tlohy:
Def: Necht U je totdlné uspofddané univerzum.
Vstup: Prosta posloupnost {a1,as,...,a,} prvku z univerza U.

Vystup: Rostouci posloupnost {b,bs, ..., b,} takova, ze {a; | i =1,2,...,n} ={b; | i =
1,2,...,n}.

Tento problém se nazyva tfidéni. V praxi se setkavame s fadou jeho modifikaci, a nichz asi
nejbéznéjsi je vynechani predpokladu, ze vstupem je prostd posloupnost. Pak jsou dvé vari-
anty Feseni — bud se ve vystupni posloupnosti odstrani duplicity nebo vystupni posloupnost
zachova cetnost prvki ze vstupni posloupnosti.

Zakladni algoritmy, které tesi tiidici problém, jsou QUICKSORT, MERGESORT a
HEAPSORT.

HEAPSORT

S algoritmem HEAPSORT jsme se seznamili pti aplikacich hald. Byl to prvni algorit-
mus pouzivajici haldy (bindrni reguldrni haldy byly definovany pravé pii ndvrhu HEAP-
SORTU). Podivame se detailnéji na jednu z jeho implementaci, kterd tiidi takzvané @@
‘miste.
Pozadavky na | TFidici algoritmy se casto pouzivaji jako podprocedura pfii feSeni jinych iloh. V takovém
trideni: ptipadé je obvykle vstupni posloupnost ulozena v poli v pracovni paméti programu a poza-
davkem je settidit ji bez pouziti dalsi paméti pouze s vyjimkou omezeného (malého) poctu
pomocnych proménnych. Pro feseni tohoto problému se hodi HEAPSORT. Zvolime im-
plementaci HEAPSORTU pomoci d-regularnich hald, které jsou reprezentovany polem,
v némz je ulozena vstupni posloupnost (viz odstavec Aplikace v kapitole o d-reguldrnich
Dualni haldéch). Pouzijeme algoritmus s jedinou zménou — budeme pozadovat dualni podminku na
podminka usporadani (to znamend, Ze prvek reprezentovany vrcholem bude mensi nez prvek reprezen-

usporadani

(chceme tovany jeho otcem) a nahradime operace MIN a DELETEMIN operacemi MAX a

#E0 DELETEMAX. V algoritmu vzdy umistime odebrang maximum na misto prvku v posled-
nim listu haldy (tj. prvku, ktery ho pii operaci DELETEMAX nahradil) misto toho,
(RN N AR ETRERIRED 115 ol o il ol b

reprezentovana halda. Kazda aplikace operace DELETEMAX zkrati pocatecni usek pole
reprezentujiciho haldu o jedno misto a zaroven o toto misto zvétsi druhou ¢ast, ve které je
ulozena jiz settidénd ¢ast posloupnosti.

Fozn.: HEAPSORTU je stale vénovana velkd pozornost a bylo navrzeno nékolik jeho modifikaci,
snazicich se napt. minimalizovat pocet porovnani prvku apod.
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| —
MERGESORT

Nejstarsi z uvedenych algoritmu je MERGESORT, ktery je starsi nez je pocitacova éra,
nebot nékteré jeho verze se pouzivaly uz pii mechanickém tiidéni. PopiSeme jednu jeho

iteracnf verzi, tzv. (ifoZNIMERGESORD

MERGESORT(CLl, ag, ..., an):
Q je prazdnd fronta, ¢ = 1
while i < n do

ji=1
while i < n a Qi+l > Q; doi:=17+ 1 enddo | Hledam vidy setiidény usek posloupnosti a i
posloupnost P = (a;,a;11,...,a;) vloz do Q | ... o,
=1+ 1
enddo
while |Q| >1do Slivam po dvou posloupnostech z Q dokud

nejsem slity na jedinou set¥idénou PSP

vezmi P; a P dvé posloupnosti z vrcholu @
odstran P; a P, z Q)
MERGE(P;, P,) vloz na konec @

enddo

Vystup: posloupnost z ()

MERGE(Pl = (al, ag, ..., an), PQ = (bl, bg, c ey bm))
P := je prazdna posloupnost, i :=1, j:=1, k:=1

81iji dvé while s <n a j <mdo
neklesajici if a; < bj then . . .
zsi.do PSP L = aj, ii=q4 1’ jRp— +1 Stacilo dat jednou za endif.
- else
c,:=0bj,7 =7+, k=k+1
endif
enddo
while ¢ <n do Posloupnost a_ i miZe byt del$i nez PSP b i
ck:=a;, =1+ 1, k:=k+1
enddo
While] S m do Posloupnost b_i miZe byt del$i nez PSP a_ i
ci=bj,ji=7+1, k:=k+1
enddo
Vystup: P = (c1,¢2,...,Cnim)
Korektnost:

Vsimnéme si, ze vSechny posloupnosti v () jsou rostouci a ze sjednocenim vsech jejich prvki
je vzdy na zac¢atku béhu cyklu while |Q| > 1 do mnozina {a; | i = 1,2,...,n}. Protoze
pocet posloupnosti ve fronté @) je nejvyse roven délce vstupni posloupnosti a kazdy prubéh
tohoto cyklu zmensi jejich pocet o 1, je algoritmus MERGESORT korektni.

Slozitost Spocitame casovou slozitost MERGESORTU. Nejprve vysSetiime slozitost podprocedury

S;:g;‘:‘“ry MERGE. Protoze urceni prvku ¢; vyzaduje ¢as O(1) (provede se nejvyse jedno porovnani)
a protoze maximalni hodnota k je n 4+ m, dostavame, ze podprocedura MERGE vyzaduje

cas O(n + m) (nejvyse n + m porovnéni), kde n a m jsou délky vstupnich posloupnosti.
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Nyni vypocéteme slozitost hlavni procedury. (ZicjmeNpiviilcyklisIvyzadiijenlincarnincash
Vysetiime druhy cyklus probihajici ptes frontu @. Predpoklidejme, ze pred prvnim béhem
tohoto cyklu je na vrcholu @ specidlni znak f, ktery se vzdy pouze pienese z vrcholu @
na jeji konec. Protoze mezi dvéma ptenosy fj projde kazdy prvek vstupni posloupnosti
podprocedurou MERGE pravé jednou, vyzaduji jednotlivé béhy cyklu ¢as O(n), kde n
je délka vstupni posloupnosti (a zéroven soucet vech délek posloupnosti v Q). Vsechny
posloupnosti v () maji na poc¢atku délku > 1. Odtud jednoduchou indukei dostaneme, ze po
i-tém pienosu znaku f maji délku > 2°~!. Proto pocet pfenosi je nejvyse [logyn], a tedy
algoritmus MERGESORT vyzaduje ¢as O(nlogn) (provede se nejvyse nlogn porovnani).

Vzhledem k poctu porovnani je MERGESORT optimélni tiidici algoritmus. Navic v
této verzi je adaptivni na predtiidéné posloupnosti, které maji jen maly pocet dlouhych
setfidénych tseku (béht). Pfi konstantnim poc¢tu béht ma slozitost O(n). Jina jeho verze,
kterd zac¢ind slévani vzdy od jednoprvkovych posloupnosti (tzv. piimy MERGESORT)
tuto vlastnost nema.

=

X

QUICKSORT

Nyni popiSeme patrné vibec nejpouzivanéjsi t¥idici algoritmus, kterym je QUICKSORT.
Duvodem je, ze pro obecnou posloupnost je nejrychlejsi, pfi rovhomérném rozlozeni vs-
tupnich polsoupnosti méa nejmensi ocekdavany cas.

Quick(aj, Aig1y e, CLj)Z
if'L :j then [Indexy i a j mame ze vstupu algoritmu]
Vystup: (a;)
else
zvol k takové, ze 1 < k < j, a:=ap, vymén a;"a ax, l := i+ 1, q:=j

(#3)while true do pivot

#1ywhile a; < adol:=1+ 1 enddo [#ledam prvky mensi nei pivot od zadatku PSP a i]
(#2)while g > a do q:=q-— 1 enddo [Hledam prvky vét3i nez pivot od konce PSP a_i]

. Pfiklad:

if [ > g then

eXit [break while cyclus]

126457389

i k i
else
Vyméfl a; a 7 =1 + 1, q:=q-— 1 PSP je upravena pred #1 takto:
endif 526417389
enddo i1 =]
if'L + 1=1[then Po #2 PSP vypadaji indexy takto:
Vystup(a,Quick(a a R
y p( 7Q ( q+1, 8g+2, ) ])) 5264173809
else i 1 q 3
if j =g then k hile cyklu #3
, . Po skonceni while cyklu :
Vystup(Quick(a;t1,ai12,...,a;-1),a)
else ?2341]7-68?
. . . i q 3
Vystup(Quick(ait1,aite, ..., a1-1),a,Quick(agt1, ..., a;))
endif
endif

endif
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QUICKSORT (aq, as,...,a,):
Vystup(Quick(ay,as, ..., a,))

xorektnost | Algoritmus Quick setfidi posloupnost (a;,ait1,...,a;) tak, ze pro prvek a = aj vytvoii
algoritmu: -« o v .

posloupnost (a;, @;11,...,a;—1) vSech prvki mensich nez a a posloupnost (agt1,...,a;)
vSech prvku vétsich nez a. Na tyto posloupnosti pak zavola sam sebe a do vysledné posloup-
nosti ulozi nejprve setiidénou prvni posloupnost, pak prvek a a nakonec setfidénou druhou
posloupnost. Korektnost procedury Quick i algoritmu QUICKSORT je tedy ziejma,
protoze | < j ai <q.

Procedura Quick bez rekurzivniho volani vyzaduje ¢as O(j %] Tedy kdyby ax byl median
(tj. prostfedni prvek) posloupnosti (a;, @it+1,--.,a;), pak by algoritmus QUICKSORT v
nejhorsim piipadé vyzadoval ¢as O(nlogn). Jak uvidime pozdéji, medidn lze sice nalézt v
linearnim case, ale pouziti jakékoli procedury pro jeho nalezeni ma za nésledek, ze algoritmy
MERGESORT a HEAPSORT budou rychlejsi (nikoliv asymptoticky, ale multiplikativni
konstanta bude v tomto piipadé vysokd). Proto (je tFeba vybrat prvek aj (tzv. pivot) co
Pavodni nejrychleji. Puvodné se bral prvni nebo posledni prvek posloupnosti. Pti této volbé a pti
f,*;;:?;ij‘;‘t”a rovnomérném rozdéleni vstupu je ocekdvany cas QUICKSORTU O(nlogn) a algoritmus
je obvykle rychlejsi nez MERGESORT a HEAPSORT. Avsak ¢as v nejhorsim ptipadé
je kvadraticky a dokonce pro urcita rozdéleni vstupnich dat je i ocekavany cas kvadraticky.
Proto tuto volbu pivota neni vhodné pouzivat pro tlohy, kdy nezname rozdéleni vstupnich
dat (mohlo by se stét, ze je nevhodné). JednodusSe to lze napravit tak, ze budeme volit k
Nahodny pivot: nahodné. Bohuzel pouziti pseudondhodného generatoru také vyzaduje jisty cas, a pak uz
by algoritmus zase nemusel byt rychlejsi nez algoritmy MERGESORT a HEAPSORT
(navic takto ndhodné zvoleny prvek neni skutetné ndhodny, ale to v tomto pfipadé nevadi).

Nejlepsi vybér|Dusledkem je navrh vybirat pivota jako medidn ze tii nebo péti pevné zvolenych prvku
pivota: | 4 e Ty 1 s 1 s 3w e e a3 ey vy

zajistuje dostateénou ndhodnost.

Protoze pti kazdém volani ma Quick jako argument kratsi vstupni posloupnost, lze ukazat,
ze:
(1) pii kazdé volbé pivota je nejhorsf ¢as algoritmu QUICKSORT O(n?),
(2) pokud je pivot vybréan jednoduchym a rychlym zpusobem (to plati, i kdyz se voli
nahodné), pak existuji vstupni posloupnosti, které vyzaduji ¢as O(n?),
(3) ocekdvany cas je O(nlogn).

predpoklady |Ndslednd analyza o¢ekdvaného pripadu je pro nahodné zvoleného pivota (bez dalsiho pred-
nasledujici , Y . . - . S
pokladu na vstupni data) nebo pro piipad, kdy pivot je pevné zvolen a data jsou rovnomérné

analyzy:
rozdélena.
. vypoctu

Ukézeme dva zpusoby peéty ocekdvaného casu. Jeden je zalozen na nékolika jednoduchych
pozorovanich a neni v ném mnoho pocitani, druhy na rekurzivnim vypoctu. Ten je pocetné
naroc¢néjsi, ale postup je standardni. Hlavni idea v obou pripadech spoc¢iva v tom, ze
ocekavany cas algoritmu QUICKSORT je iimérny ocekavanému poc¢tu porovnani v algo-
ritmu QUICKSORT. Tento fakt plyne piimo z popisu algoritmu. Budeme tedy pocitat
ocekavany pocet porovnani pro algoritmus QUICKSORT.

Prvni zpusob vypoctu:
Kazdé dva prvky a; a a; algoritmus QUICKSORT porovna pii tiidéni posloupnosti
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(a1,as,...,a,) nejvyse jednou, pricemz kdyz porovnava a; a a;, pak pro néjaky béh podpro-
cedury Quick je a; nebo a; pivot, ale v pfedchozich bézich Quick a; ani a; nebyl pivotem
(protoze pivot je vzdy vyfazen z nasledujicich voldni této podprocedury).

Necht (by,ba, ..., by,) je vyslednd posloupnost. Oznatme X; ; boolskou proménou, ktera ma
hodnotu 1, kdyz QUICKSORT provedl porovnani mezi prvky b; a b;, a jinak mé hodnotu
0. Pfedpokladdejme, Ze je to ndhodna velicina. Kdyz p; ; je pravdépodobnost, ze X; ; = 1,
pak ocekdvand hodnota X ; je

E(Xi;) =001 = pi;j) +1pij = pij-
Protoze pocet porovnani pii béhu algoritmu QUICKSORT je
2 2 X
i=1 j=i+1

a protoze ocekavana hodnota sou¢tu nahodnych proménnych je souctem ocekavanych hod-
not, dostavame, ze ocekavany pocet porovnani v algoritmu QUICKSORT je

SN EXi ) =) > pij

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Abychom spocitali p; j, popisSeme chovani algoritmu QUICKSORT pomoci modifikace
stromu vypoc¢tu. Bude to binarni strom, v némz kazdy vrchol odpovida jednomu béhu pod-
procedury Quick. Vrchol v bude vnitinim vrcholem, kdyz odpovidajici podprocedura volila
pivota, a tento pivot bude ohodnocenim v. V podstromu levého syna vrcholu v budou prave
vSechna nasledujici rekurzivni volani podprocedury Quick nad ¢asti posloupnosti, kterd
predchazi pivotu. Analogicky v podstromu pravého syna vrcholu v budou pravé vsechna
nasledujici rekurzivni volani procedury Quick nad ¢ésti posloupnosti, kterd nésleduje po
pivotu. Listy stromu odpovidaji volani procedury Quick nad jednoprvkovymi posloupnost-
mi a kazdy takovy jednotlivy prvek ohodnocuje piislusny list. Kdyz vrchol v odpovida
volani Quick nad posloupnosti (a;, a;+1,...,a;), pak vrcholy v podstromu levého syna v
jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti (a;, @;+1,...,a;—1) a vrcholy v podstromu pravého
syna vrcholu v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti (ag+1,...,a;) (po pierovnani). Dale
plati {a; |1 <1< j}={b|i<1<j}.

Ocislujeme vrcholy tohoto stromu prohledavanim do sitky za predpokladu, ze levy syn
vrcholu pfedchézi pravému synu. Necht (cy, co, . . ., ¢,) je posloupnost prvki {a; | 1 <i < n}
v pofadi daném timto ocislovanim. Pak plati, ze X;; = 1, pravé kdyz prvni prvek v

@posloupnosti (c1,¢a,. .., ) z mnoziny {b; | i <1< j} je bud b; nebo b;. Pravdépodobnost

tohoto jevu je j—?+1’ tedy pi; = ]_% pro 1 <17 < j < n. Odtud ocekavany pocet

porovnani v algoritmu QUICKSORT je

S
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Druhy zpusob vypoctu:
Oznacme QS(n) otekdvany pocet porovnani provedenych algoritmem QUICKSORT pii
ttidéni n-clenné posloupnosti. Pak plati

Q5(0) =QS5(1)=0a

:%(ZZ_:n—l—{—Q%—f—QSn—kgjl —n@—f- ZQS

VsSechny mozné volby pivota. S pivotem vZdy porovnam vsechny zbyvajici prvky kromé
sebe (tedy n-1 prvkd) a musim zapoditat podet testd, které se provedou na "levé" a
na "pravé" PSP (puvodni PSP je rozdéllena ptes pivota na "levou" a "pravou").

n—

TLQS(TL) = n(n — 1) + 2 Z QS(kZ) [Vynasobili jsme obé strany rovnice

k=0 proménnou n]

7 toho dostavame, ze

PtepiSeme jesté jednou tuto rovnici s n + 1 misto n:
n
(n+1)QS(n+1)=(n+1)n+2) _ QS(k)
k=0

@ Od této rovnice odecteme rovnici predchozi a po jednoduché upravé ziskdme rekurentni

vztah
2n |n + 2

Qs(n+1):n+1+n+1

S(n).

Qf Postupnym dosazovanim dostaneme feSeni

1

- < n n+1
Q5(n) At n+1)( ! )@(n—}-l)(Z%):

z+1 - 2i+1 —
n+1 n+1
@(n+1)(i_22;—2)<2(n+1)((/i:1 ldx) ;)@

1n(n+l)

2nln(n+1)+2In(n+1) —n — 1.
Pro dostatecné velka n tedy plati

2nln(n+1) + 2In(n + 1 !2?111171

POROVNANTI TRIDICICH ALGORITMU

Nyni porovname slozitost algoritmu HEAPSORT, MERGESORT, QUICKSORT, A-
sort (byl popsan v kapitole o (a,b)—stromech), SELECTIONSORT a INSERTION-
selection ~ SORT. Pfipomenme si, ze SELECTIONSORT tiidi posloupnost tak, ze jednim prucho-
sort: dem nalezne jeji nejmensi prvek, ktery vyfadi a vlozi do vysledné posloupnosti (ve verzi,
kterd tfidi na misté, ho vyméni s levym krajnim prvkem pole). Tento proces pak opakuje
se zbytkem puvodni posloupnosti. Tato idea byla zdkladem algoritmu HEAPSORT. IN-
SERTIONSORT tridi tak, ze do jiz settidéného zacatku posloupnosti vklada dalsi prvek,
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ktery pomoci vymeén zafadi na spravné misto, a tento proces (za¢ind druhym prvkem zleva)
opakuje.

Vysledky QUICKSORT v nejhorsim pifpadé vyzaduje ¢as ©(n?), otekavany ¢as je 9nlogn, v nej-

r del
EALC:_[;mo - horsim piipadé provadi %2 porovnani, ocekavany pocet porovnani je 1.44nlogn. Potiebuje
n + logn + konst paméti, pouziva pirimy pristup k paméti a neni adaptivni na predtiidéné
posloupnosti.

HEAPSORT v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as 20n logn, ocekdvany cas je < 20nlogn, v
nejhorsim i v ocekdvaném pripadé provadi 2n logn porovnani. Potiebuje n + konst paméti,
pouziva pfimy pristup k pameéti a neni adaptivni na predtiidéné posloupnosti.
MERGESORT v nejhorsim piipadé vyzaduje cas 12n logn, ocekavany cas je < 12nlogn,
v nejhor$im i v otekdvaném piipadé provadi nlogn porovnani (nejmensi mozny pocet).
Pottebuje 2n + konst paméti, pouziva sekvencni pristup k paméti a ma verzi, kterad je
adaptivni na predtiidéné posloupnosti s malym poc¢tem béhu.

A-sort v nejhorsim pripadé i v otekdném piipadé vyzaduje ¢as O(nlog %), kde F' je pocet
inverzi ve vstupni posloupnosti, v nejhorsim i v o¢ekdvaném piipadé provadi O(nlog %)
porovnani. Potiebuje 5n + konst paméti, pouziva piimy pristup k paméti a je adaptivni na
predtiidéné posloupnosti s malym poctem inverzi.

SELECTIONSORT v nejhorsim i v o¢ekdvaném piipadé vyzaduje ¢as 2n?, pocet porov-
nani v nejhorsim i v o¢ekavaném pripadé je %2 Pottebuje n + konst paméti, pouziva primy
pristup k pameéti a neni adaptivni na predtiidéné posloupnosti.

INSERTIONSORT v nejhorsim i v oéekdvaném pifpadé vyzaduje éas O(n?), pocet porov-
nani v nejhorsim piipadeé je %2, v ocekavaném pripadé %2. Pottebuje n+konst paméti, pouzi-
va sekvencni pristup k pameéti a mé verzi, ktera je adaptivni na predtiidéné posloupnosti s
malym poctem inverzi.

Prezentované vysledky byly spocitany pro model RAM (viz Mehlhorn 1984).

Ocekavany cas pro HEAPSORT je prakticky stejny jako jeho nejhorsi ¢as. Byly navrzeny
verze, které optimalizuji pocet porovnani, ale vétSinou maji vétsi naroky na cas, a proto
az na vyjimky nejsou pro praktické pouziti vhodné. Situace pro MERGESORT je kom-
plikovanéjsi, hodné zavisi na konkrétni verzi algoritmu. Algoritmus MERGESORT je
nejvhodnéjsi pro externi paméti se sekvenénim piistupem k dattim, pro interni pamét kvili
velké prostorové narocnosti neni doporucovéan (je napt. dvojnasobna proti HEAPSORTU
a témér dvojnasobnd proti QUICKSORTU). Také se hodi pro navrh paralelnich algo-
ritmi. Pro tiidéni kratkych posloupnosti je doporucovano misto QUICKSORTU pro
posloupnosti délky < 22 pouzit SELECTIONSORT a pro posloupnosti délky < 15 IN-
SERTIONSORT. To vede k navrhu optimalizovanéh QUICKSORTU, ktery, kdyz vola
rekurzivné sam sebe na kratkou posloupnost, pak pouzije SELECTIONSORT nebo IN-
SERTIONSORT. V algoritmu A-sort se doporucuje pouzit (2,3)-strom. Pomér ¢asu
spotiebovanych algoritmy QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT na klasickych
pocitacich uvadi Mehlhorn (1984) jako 1 : 1.33 : 2.22. To vsak nemusi byt pravda pro

soucasné procesory, pameéti a operac¢ni systémy.
________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]

SLEVANT NESTEJNE DLOUHYCH POSLOUPNOSTI

V algoritmu MERGESORT jsme pouzili frontu, ktera tidila proces slucovani rostoucich
posloupnosti. Tato metoda je uspokojujici a ddva optimalni vysledek (ve smyslu ¢asové


Marty
Line

Marty
Highlight

Marty
Line

Marty
Typewriter
Výsledky
pro model
RAM:

Marty
Highlight

Marty
Highlight


MERGE rost.
disj. PSPsti:

Strom
slucovani
posloupnosti:

29

narocnosti), pokud posloupnosti ve fronté jsou stejné dlouhé. Pokud se ale jejich délky
hodné 1isi, nedosadhneme timto zpusobem optimalniho vysledku. Pfitom ruzné verze tohoto
problému se vyskytuji v mnoha tlohach. Jednou z prvnich tloh, kde jsme se s nim setkali,
je konstrukce Huffmanova kédu — to je minimalni redundantni kéd, ktery byl nalezen v
roce 1952. K optimdalnimu teSeni vede napi. postup, ktery je kombinaci ‘mergeovani’ a
optimalizace a pouziva metody dynamického programovani. Nejprve formalné popiSeme
abstraktni verzi tohoto problému.

Vstup: Mnozina rostoucich navzajem disjunktnich posloupnosti.
Ukol: Pomoci operace MERGE co nejrychleji spojit vSechny tyto posloupnosti do jediné
rostouci posloupnosti.

Predpokladejme, Zze mame postup, ktery z danych rostoucich posloupnosti vytvoii jedinou
rostouci posloupnost. Tento postup urcuje tuplny binarni strom 7', jehoz listy jsou ohod-
noceny vstupnimi posloupnostmi a kazdy vnitini vrchol je ohodnocen posloupnosti, ktera
je slou¢enim vstupnich posloupnosti ohodnocujicich listy v podstromu urcéeném timto vr-
cholem. Tedy kofen je ohodnocen vystupni posloupnosti. Formalné pro kazdy vnitini vrchol
v plati:

kdyz v1 a vy jsou synové v a P(v) je posloupnost ohodnocujici vrchol v, pak

P(v) =MERGE(P(v1), P(v3)).
Ozna¢me [(P) délku posloupnosti P. Pak soucet casu, které v tomto procesu vyzaduje
podprocedura MERGE, je O(> _{l(P(v)) | v je vnitini vrchol stromu T'}). Indukci lehce
dostaneme, ze

Z{Z(P(v)) | v vnitini vrchol stromu T} = Z C%JZ(P(D), @

{t je list T'}

kde d(t) je hloubka listu t.

Kdyz tedy T je uplny binarni strom, jehoz listy jsou ohodnoceny navzajem disjunktnimi
rostoucimi posloupnostmi, pak néasledujici algoritmus Slevani spoji tyto posloupnosti do
jediné rostouci posloupnosti a procedury MERGE budou vyzadovat celkovy cas

O( Y, diUP®)).

{t je list T'}

Slevani(T, {P(l) | I je list T'})
while P(kofen 7T') neni definovano do
v := vrchol T takovy, ze P(v) neni definovano a
pro oba syny v; a vy vrcholu v jsou P(v1) a P(vy) definovany
P(v) :=MERGE(P(v1), P(v2))
enddo

Nyni muzeme preformulovat puvodni problém:
Vstup: n ¢isel x1, 29, ..., 2, =

Vystup: uplny binarni strom s n listy a bijekce ¢ z mnoziny {1,2,...,n} do listu T
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’;fiimélniho takovd, ze S d((b(i))%je minimdlni (kde d(¢(i)) je hloubka listu ¢(7)).
stromu: Rekneme, ze dvojice (T, ¢) je optimalni strom vzhledem k z1,zo, ..., z,.

V preformulované tloze uz nepracujeme s posloupnostmi, ale jen s jejich délkami.@o_
znamend, ze kdyz pro puvodni ulohu byly vstupem posloupnosti Py, Ps,..., P,, pak pro
preformulovanou 1lohu jsou vstupem jen délky I(Py),l(Ps), ..., l(P,). Strom vytvoreny pro
preformulovanou tlohu je pouzit v algoritmu Slevani tak, ze posloupnost P; ohodnocuje
list, ktery byl v preformulované tloze ohodnocen délkou I(P;), a hledand posloupnost v
puvodni tloze ohodnocuje kofen stromu.

Def hodnoty

ot Méjme mnozinu {x; | i = 1,2,...,n}. Pro uplny bindrni strom T s n listy a bijekci ¢ z

mnoziny {1,2,...,n} do listu stromu 7" definujme

Cont(T, ¢) = Zd )i, S5

kde d(¢(i)) je hloubka listu ¢(7), tj. délka cesty z kofene do listu ¢(i) pro i =1,2,....,n
Chceme zkonstruovat iplny bindrni strom s n listy, ktery minimalizuje hodnotu Cont. K
feSeni pouzijeme nasledujici algoritmus, ktery je upravenou verzi hladového algoritmu pro
nas problém.

Optim(zy, zo,...x,):

|%4 je mnozina n jednoprvkovych stromu [Jednotlivé listy se pak ohodnoti hodnotami x i]
¢ je bijekce mezi {1,2,...,n} a mnozinou V g
for every v € V do ¢(v) := 74-1(,) enddo
while |V| > 1 do Spojuju stromy s nejmensSimi

vezmi z V' dva stromy v; a va s nejmensim ohodnocenfm | hednotami.

odstran je z V
vytvor novy strom v spojenim stromu vy a v
c(v) := ¢(vy) + ¢(va), strom v vloz do V
enddo
Vystup: (T, ¢), kde T je strom v mnoziné V'

Vytvoreni nového stromu v spojenim stromu vy a vy znamend vytvoreni nového vrcholu,
ktery bude kofenem stromu v a jehoz synové budou kofeny stromu vy a vo. To je analogické
proceduie spoj.

Véta. Pro danou posloupnost cisel (x1,xa,...,x,) algoritmus Optim nalezne optimdini
strom pro mmnozinu xi,xa,..., T, a pokud je posloupnost (xi,xa,...,xT,) neklesajici, pak
vyzZaduje case O(n).

Dukaz. Dukaz ma dvé ¢asti. V prvni dokdzeme korektnost algoritmu a ve druhé popiSeme
reprezentaci mnoziny V' a vypocteme ¢asovou slozitost.

Nerrve prlpomenme ze ¢( ) je list T' pro kazde i €{1,2,...,n}. ProtozenazaéitkuV

) st ak—t Kazdy beh cyklu while do zmensi
pocet stromu V o Jeden ale nezméni mnozinu lista. Proto T je strom s n listy, ¢ je
bijekce z {1,2,...,n} do mnoziny listu T a algoritmus vzdy konéi. Dokézeme(indukei
podle i, ze zkonstruovana dvojice (T, ¢) je optimdalni strom vzhledem k (z1,xo,...,zy,).
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(Kdyz n = 2, tvrzeni ziejmé plati. Predpokladejme, ze plati pro kazdou posloupnost ¢isel
(Y1,%2,--+Yn_1), @ necht z; < 9 < --- < x,, je neklesajici posloupnost ¢isel. Bez djmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze v prvnim kroku algoritmus Optim zvolil stromy ¢(1) a
¢(2). Uvazujme mnozinu (y1,¥y2, ..., Yn—1), kde y; = z;4oproi =1,2,....n—2, yp_1 = 1+
x2. Necht T” je strom ziskany ze stromu T' odstranénim listi ¢(1) a ¢(2) a nechf v je bijekce
z mnoziny {1,2,...,n—1} takové, ze (i) = ¢(i+2) proi =1,2,...,n—2 ap(n—1) je otec
listu ¢(1). Pak muzeme predpoklddat, ze algoritmus Optim(yi,ys, ..., Yn—1) zkonstruoval
strom (7”,1), a podle indukéniho pfedpokladu je to optimélni strom pro (y1,v2, .- -, Yn—1)-
Necht (U, 6) je optimélni strom vzhledem k (x1, x2, ..., ;). Zvolme vnitin{ vrchol u stromu
U takovy, ze délka cesty z kofene do vrcholu u je nejvétsi mezi vSemi vnitinimi vrcholy
stromu U. Necht u; a uy jsou synové u, pak nutné u; a uo jsou listy stromu U. Necht
i,7 € {1,2,...,n} takové, ze 0(i) = u1, 6(j) = uz. Po-eventudlnim piejmenovini muzeme
piedpoklidat;ze kdyi—i4 € {1 2}spak+ =1 a4 =2. Definujme n z {1,2,...,n} do
listu U tak, ze n(1) = uy, n(2) = ue, n(i) = 6(1), n(j) = 0(2) a n(k) = 6(k) pro vsechna
ke {3,4,...,n}\{i,5}. Pak n je bijekce a

Cont (U, ) — Cont(U,0) = (d(ur) — d(O() (o1 — 1) + (dluz) — d(O()) 22 — 2,). )
Z volby u plyne, ze d(u1) > d(6(1)), d(uz) > d(6(2)), z1 < x; a z2 < x;. Odtud
(d(u1) — d(0(1))(z1 — z) 4 (d(uz) — d(0(2))(z2 — ;) <0
a protoze (U, 0) je optimalni strom pro (zi,xs,...,x,), dostavame, ze (U,n) je také op-
timalni{ strom pro (z1, xa,...,2,). Odstranénim listu u; a ug ze stromu U dostaneme strom
U'. Definujme 7 z {1,2,...,n — 1} predpisem 7(i) = n(¢ +2) proi = 1,2,...,n — 2 a
7(n — 1) = u. Pak 7 je bijekce z {1,2,...,n — 1} do mnoziny listu U’ a protoze (T",1) je

optimdlni strom pro (y1,¥2, ..., Yn—1), plati, ze

Cont(T", ) < Cont(U’, 7).

Protoze
Cont(T', ¢) = Cont( Z;, ;2) +x1+ 22,
ont(U,n) = Cont(U’, 7) + z1 + 2
pak zaver je, ze (T, ¢) je optimdlni strom pro (z1,x2,...,Ty).
Predpokladejme opét, ze 1 < zo < -+ < 2, a ze v daném okamziku jsou v, v, ..., v
postupné vytvorené viceprvkové stromy (tj. strom v; byl vytvofen pfed stromem v;, kdyz
i < 7). V tomto okamziku je mnozina V sjednocenim mnoziny {vi,vs,..., v} a mnoziny

jednoprvkovych stromu, které nebyly jesté zpracovany. Nyni vytvoiime strom w spojenim
stromu t; a to s nejmensim ohodnocenim. Z popisu algoritmu plyne, ze kdyz strom v; pro
i =1,2,...,k vznikl spojenim stromu wu; a ug, pak max{c(uy), c(uz)} < min{c(t1), c(t2)},
a proto c(w) > c(v;) pro kazdé i = 1,2,...,k. Pak indukci okamzité dostdvame, ze
c(v1) < c(vg) < -+ < ¢(vg). Tedy staci, abychom méli rostouci posloupnost lista a v
ni ukazatel na nejmensi list, ktery je jesté nezpracovanym jednoprvkovym stromem (tj.

S
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pred ukazatelem jsou listy, které uz nejsou stromy v mnoziné V', za ukazatelem jsou listy,
které jsou jesté jednoprvkové stromy v mnoziné V') a frontu viceprvkovych stromu (z niz
stromy ke zpracovani odebirdme zpfedu a nové vytvorené ukladdme na konec). Udrzovat
tyto struktury vyzaduje ¢as O(1) stejné jako nalezeni dvou stromu s nejmensim ohodno-
cenim. Muzeme tedy shrnout, ze algoritmus Optim konstruuje optimélni stromy v case
O(n), kde n je pocet zadanych ¢isel z;. O

Pro aplikaci na nasi puvodni tlohu je tieba jesté settidit vstupni posloupnost délek pro
preformulovanou tlohu. Tato posloupnost je tvorena prirozenymi ¢isly a k jejimu setiidéni
muzeme pouzit algoritmus BUCKETSORT (bude popsan dale v textu), ktery vyzaduje
cas O(n + m), kde n je pocet posloupnosti a m je maximéalni délka posloupnosti.

Véta. Uvedeny algoritmus mnozinu disjunktnich rostoucich posloupnosti Py, Ps,..., P, o
délkdch 1(Py),[(Py), ..., l(Py,) spoji do jediné rostouct posloupnosti v ¢ase O(> 1| I(F;)).

VIII. Rozhodovaci stromy

Vétsina obecnych tiidicich algoritmu pouziva jedinou primitivni operaci mezi prvky vstupni
posloupnosti, a to jejich vzajemné porovnani. To znamend, ze praci takového algoritmu lze
popsat binarnim stromem, jehoz vnitini vrcholy jsou ohodnoceny porovnanimi dvojic prvku
vstupni posloupnosti (napf. a; < a;). Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze vstupni
posloupnost je permutace ™ mnoziny {1, 2,...,n}. Tato permutace prochdzi stromem takto:

Zacind v koteni stromu. Kdyz je ve vnitinim vrcholu v ohodnoceném porovnanim
a; < aj, pak kdyz 7(i) < 7(j), pokracuje v levém synu vrcholu v, a kdyz 7(j) < 7 (i),
pokracuje v pravém synu vrcholu v. Proces tiidéni kon¢i, kdyz se dostane do listu.

Aby byl algoritmus korektni, musi platit, ze dvé rizné permutace skon¢i v ruznych listech.
Tedy strom popisujici korektni algoritmus pro setfidéni n-prvkovyvh posloupnosti musi mit
alesponi n! listi. Délka cesty z kofene do listu, kde skonéila permutace 7, reprezentuje
pocet porovnani, které potiebuje dany algoritmus k settidéni dané posloupnosti 7. (Protoze
porovnani vyzaduje alespon jednotku ¢asu, dostavame tim i dolni odhad na ¢as potiebny k
settidéni této posloupnosti algoritmem odpovidajicim danému stromu. Dolni odhad poctu
porovnani i ¢asu pro dany algoritmus a vSechny n-prvkové posloupnosti je pak délka nejdelsi
cesty z kotene do listu v odpovidajicim stromu. To ndm umozinuje ziskat obecné platny
dolni odhad ¢asu potiebného k setiidéni n—prvkové posloupnosti, kterym je minimum ptes
vSechny binarni stromy s alespon n! listy z jejich maximalnich délek cest z kofene do listu.
Korektnost téchto ivah plyne z pozorovani, ze kdyz porovnani je jedind primitivni operace,
pak algoritmus neni zavisly na konkrétnich prvcich vstupni posloupnosti, ale jen na jejich
vzajemném vztahu. Proto sta¢i uvazovat pouze permutace n-prvkové mnoziny, protoze za-
chycuji vSechny mozné vztahy v n-prvkové posloupnosti. Déle je tieba si uvédomit, ze vztah
mezi stromem pro n-prvkové posloupnosti a stromem pro (n + 1)-prvkové posloupnosti je
déan konkrétnim algoritmem a nedé se popsat obecné.

V nevhodném algoritmu se muze stat, ze v nékterém listu neskoné¢i zadna permutace. To
nastane, kdyz strom pro n-prvkové posloupnosti ma vice nez n! listu, nebo, jinak feceno,
kdyz porovnéani dvou stejnych prvkia se na néjaké cesté vyskytne alespon dvakrat.
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a1 < as

a; < as as < as

N N

as < as a1 < az a1 < as a1 < az

/\

ay,az,as “ ai, as, az “ as,ai, az ‘ O ‘ a2,0a1,a3 “ az,as, ay ‘ O ‘ as, az, ay

OBR. 1

Nésledujici obrazek ilustruje nase ivahy na SELECTIONSORTU pro 3-prvkové posloup-
nosti. Listy jsou ohodnoceny permutacemi vstupni mnoziny {a, as, as}, které v nich skonéi,
nebo jsou prazdné.

Definice. Méjme tiidici algoritmus A, ktery jako jedinou primitivn{ operaci s prvky vstupni
posloupnosti pouziva jejich porovnani. Rekneme, ze binarni strom 7', jehoz vnitini vrcholy

jsou ohodnoceny porovnanimi a; < a; pro¢,j =1,2,...,n, % # j, je rozhodovacim stromem
algoritmu A pro n-prvkové posloupnosti, kdyz pro kazdou permutaci m n-prvkové mnoziny
plati

posloupnost porovnani pii tfidéni permutace 7 algoritmem A je stejna jako po-
sloupnost porovnani pfi pruchodu permutace 7 stromem 7.

korektnost | Pak korektnost algoritmu zajistuje, Ze dvé rtizné permutace mnoziny {1,2,...,n} skonéf v

algo. a dolni| , . , . . . “s s .

odhad zasu: | ruznych listech stromu 7" a dolnim odhadem pro ¢as algoritmu A v nejhorSim pripadé je
délka nejdelsi cesty z kotene do listu. P#i rovnomérném rozdéleni vstupnich posloupnosti je

ocekavany cas algoritmu A roven prumeérné délce cesty z kotene do listu.

S(n) jako minimum pftes vsechny stromy 7" s alespon n! listy z délek nejdelsich cest z kotene
do listu v T,

A(n) jako minimum pies v8echny stromy 7T s alespon n! listy z prumérnych délek cest z
kotene do listu v 7.

Nasim cilem je spocitat dolni odhady téchto velicin.

odhad s(n) | KdyZ nejdelsi cesta z kofene do listu v bindrnim stromé 7' ma délku k, pak T' ma nejvyse 2k
list. Proto n! < 25", Odtud plyne, ze S(n) > log, n!. Pfipomenme si Stirlingtiv vzorec
pro faktorial:

N\n 1 1

Protoze pro n > 1 je 43—, > 0, muzeme predpoklddat, ze (1 4+ o3~ + O(35)) > 1 pro
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vSechna n > 1. Po zlogaritmovani vzorce dostavame

)log, n — nlog,e.

N =

1
log, n! > 5 log, n + n(logyn —log, e) + log, V21 > (n +

Protoze

1

el = ¢ =2lo82¢

— (ean)logZe — 61n210g2e,

S

plati, ze ﬁ = log, e, a tedy

1
S(n) >logyn! > (n+ i)loan— n

Déle pro bindrni strom 7" oznaé¢me B(T') soucet vSech délek cest z kofene do listu a polozme
B(k) = min{B(T') | T je binarni strom s k listy}.
Kdyz ukazeme, ze B(k)/> klog, k, pak bude

B(n!)
n! n!

n!log, n! 1 n
=1 > =1 - —.
08 M _(”+2) 0821 = 15

A(n) >

Dokazme tedy, ze B(T) > klog, k pro kazdy binarni strom T s k listy. Kdyz ve stromé
T vynechdme kazdy vrchol, ktery ma jen jednoho syna, a tohoto syna spojime s jeho
predchudcem, dostaneme tuplny bindrni strom 7" s k listy takovy, ze B(T") < B(T). Proto
se staci omezit na tplné bindrni stromy. Kdyz T je tplny bindrni strom s jednim listem, pak
B(T) =0=1log, 1, kdyz T je tiplny binarni strom se dvéma listy, pak B(T") = 2 = 2log, 2.
Tedy plati B(1) > 1log, 1 a B(2) > 2log, 2. Predpokladejme, ze B(i) > ilog,i proi < k, a
necht 7 je tplny bindrni strom s k listy. Necht 7} a Th jsou podstromy uréené syny koiene
a necht T; ma k; listd, kde i = 1,2. Pak 1 < ki, ko a ki + ko = k, tedy ki, ks < k a podle
indukéntho predpokladu B(k;) > k;log, k;. Odtud

B(T) = k‘l + B(Tl) + kg + B(TQ)@: + B(k‘l) + B(k‘g) 2 k + k‘l 1Og2 kl + k‘Q 1Og2 kg.

Tedy staci ukazat, ze
k + ki1logs k1 + ko log, ko > klogy k

pro vSechna ki, ke > 0 takova, ze k = k1 + ko. To je ekvivalentni s tvrzenim, ze pro k£ > 0

plati
=

kde z € (0, k). Abychom to dokazali, viimnéme si, ze f(%) = 0 a pocitejme derivaci f.

f(x) =zlogyx + (k—z)logy(k —x) + k — klogy k > 0,

f'(x) = logy x + log, e — logy (k — x) — log, e = log, k:%

Nyni kdyz z € (0, g), pak f'(z) < 0 a f je na tomto intervalu klesajici, kdyz x € (g, k), pak
f'(z) >0 a f je na tomto intervalu rostouci. Odtud plyne, ze f(z) > 0 pro x € (0, k). Tim

jsme dokézali, ze A(n) > (n+ 5)logyn — . Shrneme nage vysledky.
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Véta. Kazdy tridici algoritmus, jehoZ jedinou primitivni operaci s prvky vstupni posloup-
nosti je porovnadni, vyZaduje v nejhorsim i v ocekdvaném pripadé alespon cnlogn casu
pro néjakou konstantu ¢ > 0. V nejhorsim pripadé pouZije alespon [(n + %) logyn — 5]
porovndni a ocekdvany pocet porovndni pri rovnomeérném rozdéleni vstupnich posloupnosti
je alespori (n+ ) logy n — 1.

Tato véta plati i pro Sirsi t¥idu primitivnich operaci, proto v ni Ize oslabit pfedpklady. Dolni
odhad (v nejhorsim i prumérném piipadé) bude platit i za predpokladu, ze t¥idici algoritmus
nepouziva nepiimé adresovani a celociselné déleni. (Na druhé strané nasledujici klasicky
algoritmus BUCKETSORT ukazuje, ze predpoklady ve vété nelze zcela vynechat.) Tato
metoda pro nalezeni dolniho odhadu se pouziva i pro vycislovani algebraickych funkei a pti
algoritmickém feseni geometrickych uloh.
—

IX. Prihradkové tridéni

Ztii;:ﬁi;l V nasledujicich algoritmech predpoklddame, ze @); jsou spojové seznamy, novy prvek se
vklada na konec seznamu a konkatenace seznamu zavisi na jejich pofadi. V seznamech
mame okamzity pfistup k prvnimu a poslednimu prvku (pomoci ukazateli na tyto prvky).
Algoritmus BUCKETSORT tiidi posloupnost ptirozenych cisel a1, as,...,a, z intervalu
<0,m >.

BUCKETSORT (a1, as,...,a,,m):
for every i =0,1,...,m do Q; = 0 enddo
for every i =1,2,...,n do

a; vloz na konec seznamu Q,, @
enddo
1:=0, P:=10
while ¢ < m do

P :=konkatenace P a QQ;, 1 :=1+ 1
enddo
Vystup: P je neklesajici posloupnost prvka aq,as,...,a,
Algoritmus nevyzaduje, aby prvky ve vstupni posloupnosti byly rizné. Ve vystupni posloup-
nosti se dany prvek opakuje tolikrat, kolikrat se opakoval ve vstupni posloupnosti, se za-
chovanim pofadi (tj. tfidéni je stabilni). Konkatenace dvou seznamu a vlozeni prvku do
seznamu vyzaduji ¢as O(1). Proto prvni a tfeti cyklus vyzaduji ¢as O(m) a druhy cyklus
¢as O(n). Celkem algoritmus vyzaduje O(n + m) ¢asu a paméti. Ziejmé kdyz m = O(n),
tak pro tento algoritmus neplati tvrzeni véty z predchoziho odstavce. Duvodem je, Ze nejsou
splnény predpoklady, protoze druhy cyklus pouziva nepiimé adresovani. @

;’zzi:z:zrtu: Nyni uvedeme dvé sofistikovanéjsi verze tohoto algoritmu. V prvni predpokladame, ze

ai,as,...,a, je posloupnost navzajem ruznych realnych ¢isel z intervalu < 0,1 > a « je
pevné zvolené kladné realné cislo.

HYBRIDSORT (ay, a9, ..., ay):

k:=an
for every i%(j), 1,...,k do Q; = ) enddo
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for every i =1,2,...,n do

a; vloz na konec seznamu Qq,)
enddo
1:=0, P:=0

while 7 < k do

HEAPSORT(Q;) P :=konkatenace P a Q;, i := 1+ 1 [Skuteéné HEAPSORT!]
enddo
Vystup: P je rostouci posloupnost prvku aq,as,...,a,

Veéta. Algoritmus HYBRIDSORT setridi posloupnost redlnych ¢isel z intervalu < 0,1 >
v neghorsim pripadé v ¢ase O(nlogn). Kdyz prvky a; maji rovnomérné rozlozeni a jsou na
sobé nezdavislé, pak ocekdvany cas je O(n).

Dukaz. Prvni dva cykly v algoritmu vyzaduji cas O(%] i-ty béh tietiho cyklu vyzaduje
nejvyse cas O(1 + |Q;]log|Q;|). Proto ¢as celého tietiho cyklu je funite evidul

K % K K
O (1 +1Qil1og Qi) AD(D (1 +Qsllogn) = Ok + (Y |Qs]) logn) = O(nlogn)
i=0

i=0 =0

a celkovy ¢as HY BRIDSORTU v nejhorsim piipadé je nejvyse O(nlogn).

Nyni odhadneme o¢ekdvany cas. Polozme X; = |Q;|. Pak X; je ndhodnd proménnd a
protoze pravdépodobnost, ze x € Q);, je %, dostavame, ze

Prob(X, <77 (H)gra-pre

Ocekavany cas vyzadovany tifetim cyklem se pak rovna

E(Y 1+, logX»%2 e G- Konre Sy

1=0

protoze k = an a

o(3) =)= (D) )

(Jednd se vlastné o zndmy vypocet 2. momentu binomického rozdéleni). [

Poznamka: V dikazu jsme pouzili odhada dusledkem toho je, ze jsme dokazali,
ze ocekavand slozitost HYBRIDSORTU zustane linearni, i kdybychom v ném misto
HEAPSORTU pouzili néjaky tiidici algoritmus s kvadratickou slozitosti, napi. INSER-
TIONSORT.

Nyni pouzijeme modifikaci BUCKETSORTU pro tiidéni slov. Mame totalné usporadanou
abecedu a chceme lexikograficky settidit slova aq, as, . . ., a, nad touto abecedou. (Pfipomeri-
me, ze kdyz a = x1x3... 2, a b= 1y1y2 ... Yn jsou dvé slova nad totdlné usporadanou abece-
dou ¥, pak a < b v lexikografickém uspofadani, pravé kdyz existuje ¢ = 0,1, ..., min{n, m}
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takové, ze x; = y; pro kazdé j = 1,2,...,i a bud n = i < m nebo i < min{n,m} a
Dy < Yie» Predpokladejme, ze a; = ala? .. .ai(z), kde a{ € ¥ al(i) je délka i-tého slova

(2

S

WORDSORT (a1, a0, . ..,a,):

for every i =1,2,...,n do [(i) :=délka slova a; enddo [Specitam si délky slov]
l = max{l(z) | ’L = 1, 2, ceey n} [Spo&itam si nejdelsi délku slova]
for every = 1,2,... ,l do L; = # enddo [Inicializuji si seznamy pro slova dané délky]
for every i =1,2,...,n do
a; vloz do Ll(z) [Podle délky vkladam slova do spravnych seznami]
enddo
Komentdi:Pro kazdé i obsahuje L, vSechna-slovaz mnoziny {a1-ao—va,, | délly 4. @

PI: {(], aZ) | 1 S 7 S n, 1 S] S l(’L)} [Seznam dvojic (i-ty znak slova, znak)]
P1 :BUCKETSORT(P) podle druhé komponenty [MAm setfizeno podle pismenek tedy]
P2 :BUCKETSORT(Pl) podle pI‘Vl’lf kornponenty [Settidéno podle 1. a 2. komponenty!!]

for every i =1,2,...,1 do S; = ) enddo @
Do S i si (27 .I) ::pI'VIli pI‘VGk PZ
ulozim while (i,z) # NIL do
jaka razna . .
pismenka se (Z,.CC) vloz do SZ
vyskytuji While(i,:(?) =naslednik (’i, :L') v P, do [Porovnavaji se ob& slozky dvojice,
jako i-ty . , . ) . ) _
zia]o( ie 24 (’L, {L‘) Z:IlaSIGdIllk (Z,.I) v PQ nechceme vkladat vicekrat prvek (i,x)
vSech enddo
slovech (Z,gj) :=naslednik (Z,.CC) v PQ [Tento radek je tu navic??? Ano!!]
enddo
Komentai: V S; jsou vsechny dvojice (i,z) takové, ze x je i-tym pismenem nékterého
vstupniho slova a kdyz = < y, pak (i, z) je pied (i,y). riklad
for every s € ¥ do T := ) enddo @
T . (Z), Z — l Z; : :221 (zacatek slova anglie :))
while ¢ > 0 do [For cyklus od i:= 1 (el) downto 1 (jedna)]
Projdu := konkatenace L; a T, a :=prvni slovo v T L4 = {angl}, L3 = {ano}
Sech o
:iisani T Whllea#NIL do P = {Ei'a;'g'n;'g'g;;(‘l'l)'
5 «— A ! > ra), )y, 10
- romhosn s i= i-té pfsmeno a, vloz a do Ty E] e (1 e (1m) a )
helikn a :=naslednik a v T (2,n), (2,0},
' (3,9),(3,0)}
poie el enddo e (0 e
' (i,x) :=prvni prvek v S;, T := () [Tady se maze 7!] (2,n), (2,n},
T := konkatenace T a T, T, :== () s1 = {(1,a)}
L — . s2 = {(2,n)}
(i, z) :=naslednik (i,z) v 5; 3= (30 (3,00)
enddo
s s 1. béh while cyklu
=1 —1 T = langl)
enddo T 1 = {angl}
Vystup: T je setiidéna posloupnost slov aq,as, ..., a,

Uvazujme jeden béh posledniho cyklu algortimu pro urcité ¢. Po jeho skonceni jsou v T'
vSechna slova z mnoziny ai, as, ..., a,, kterda maji délku alespon ¢, a kdyz slovo a, je pred
aq v seznamu T, pak existuje 5=+ —-4-——+takovée, ze ak = a’; prokazdé k =1,i+1,...,7

r =
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abud i(r) = j <1(q) nebo j < min{l(r),l(q)} aai™ < aJ*'. To plyne z vlastnost{ algoritmu
BUCKETSORT indukci podle i. Jediny a hlavni rozdil proti BUCKETSORTU je, ze
neprochédzime vSechny piihradky T, ale pouze neprazdné. To nam zajistuje mnozina S;
(viz Komentar).

:iz::iost Ozna¢me L = > | I(¢) a pfipomefime, ze | = max{l(i) | i = 1,2,...,n}. Pak prvai cyklus
" |((vypocet délek slov) vyzaduje ¢as O(L). Druhy cyklus (inicializace seznamu L;) vyzaduje
eas O(1) = O(L)  (GHeY RS IZaTZenSIowao, PoaledseRIESIOmEROW Vytvoreni
seznamu P vyzaduje ¢as O(L) a jeho setfidéni podle obou komponent ¢as O(L +1) = O(L),
protoze Pi P; maji nejvyse L prvku. Dalsi cyklus (zalozeni seznamu S;) vyzaduje ¢as O(l) a
nasledujici cyklus vytvarejici seznamy S; ¢as O(L). Cyklus zakladajici seznamy T, vyzaduje
cas O(|X]). Behy dalsiho cyklu jsou indexovany ¢ = 1,2,...,l. Pro kazdé i ozna¢me m;
pocet slov z mnoziny {a1, as,...,a,}, kterd maji délku alespon i. Pak L = ij:l m; a prvoi
vnitini cyklus v i-tém béhu vnéjsiho cyklu vyzaduje ¢as O(m;) a druhy vnitini cyklus ¢as
O(]S;]) = O(my). Tedy celkovy cas algoritmu je O(L 4+ m), kde m = |X| a L je soucet délek
vsech slov z mnoziny a1, as, . .., a,.
X. Poradkové statistiky
Na zavér popiSeme dva algoritmy pro hledéni k-tého nejmenstho prvku v dané podmnoziné
totdlné uspofddaného univerza. Prvni z nich vyuziva stejny princip jako QUICKSORT.
Nejprve zaddme presné znéni nasi ulohy (dloha i algoritmy se daji snadno preformulovat
pro piipad, kdy hleddme k—ty nejvétsi prvek).
Pracujeme s totalné usporadanym univerzem U.
Vstup: mnozina prvku M = {ay,as,...,a,} C U a ¢islo i takové, ze 1 <i < n.
Vystup: prvek ar, takovy, ze [{j |1 <j <n,a; X%H =1. @
Kdyz ¢ = %, pak aj se nazyva median.
FIND(M = (a1, aq2,...,ay),1):
zvol a € M
My:={beM|b<a}, My:={be M |b>a}
if |My| > i — 1 then
FIND(M,1)
else
if |M;| <i—1 then
FIND(Ms,i — |M;| — 1)
else
Vystup: a je hledany prvek
endif
endif
Korektnost: | Dukaz korektnosti algoritmu je zalozen na nasledujicim jednoduchém pozorovani: méjme

mnozinu M a prvek z a polozme My = {m € M | m < x}. Kdyz k < | M|, pak k-ty neJmen81
prvek v M je stejny jako k-ty nejmensi prvek v M. Kdyz k > |My|, pak (k — |My|)-ty
nejmensi prvek v M \ M; je k-ty nejmensi prvek v M. Zbyva vysetfit slozitost.
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V nejhorsim piipadé voldme FIND n-krit a jedno volani vyzaduje ¢as O(|M|). Tedy
¢asova slozitost algoritmu FIND v nejhorsim pifpadé je O(n?). Dobré volby prvku a
mohou algoritmus zna¢né zrychlit. V tomto piipadé plati stejnd diskuse jako pro QUICK-
SORT. Spocitame ocekavany cas za predpokladu, ze prvek a byl vybran ndhodné. Pak
pravdépodobnost, ze je k-tym nejmensim prvkem, je %, kde n = |M|. Oznacme T'(n,1)
ocekavany cas algoritmu FIND pro nalezeni i-tého nejmensiho prvku v n-prvkové mnoziné
M. Plati

n

T(n,q) %1 iTﬂ—k,i—kﬂ' Z T(k,1)),
k=1

n -
k=i+1

protoze procedura FIND bez rekurzivniho volani sebe sama vyzaduje ¢as O(n). Predpoklé-
dejme, ze T'(m,i) < 4m pro kazdé m < n a kazdé i takové, ze 1 <i < m. Pak

1 — n n E}
T(n,1) = T(n — K,7 — ,1)) < -

/ (i) =n+ (3 Tlp—Ki-k+ 3 Tl <n+ Z4n B+ > 4k)
Induké&ni k=1 k=i+1 k=i4+1
predpokiad 4 (2n—i)(i—1 n+i+1)(n—i 4 n%+2ni—n — 2i2

p A @nmii=1) | (it 1) >):n+_( ,
n 2 n 2
Vyraz v Citateli zlomku nabyva svého maxima pro i = 5 a jeho maximalni hodnota je
%nz —n= 73”22_2”. Tedy
4 3n%—2n
T(n,1) Sn—l——(T) =n+3n—2=4n—2 < A4n.
n
Protoze tento odhad plati také pro n = 1 a n = 2, dokdzali jsme indukci, ze T'(n,i) < 4n
pro vSechna n a vSechna i takova, ze 1 <1 < n. Plati tedy
Veéta. Algoritmus FIND nalezne i-ty nejmensi prvek v n prokové totdlné usporddané mmno-
Ziné a v nejhorsim pripadé vyZaduje cas O(n2). Kdyz se pivot voli ndhodné nebo kdyz vsechny
vstupni mnoziny maji stejnou pravdépodobnost, pak ocekdvany cas je O(n).
:jif_j::;;m Pro velmi mald ¢ nebo pro ¢ velmi blizkd n pracuje rychleji pfimy pfirozeny algoritmus
algoritmus: | (udrzuje si posloupnost i nejmensich nebo n — i nejvétsich prvku a k ni pridavé dalsi tak,
ze ten prvek, ktery ptekrocil danou hranici, je zapomenut). Tento algoritmus vsak neni
efektivni pro obecna 1.
pruhy algo.:| Néasledujici algoritmus nalezne -ty nejmensi prvek v linearnim case i v nejhorsSim piipadé.

Vstupem je opét podmnozina M totalné usporddaného univerza U a prirozené ¢islo ¢ takové,
zel<i<|M|

SELECT (M, 1i):
— M|
if n <100 then
setfid mnozinu M, m := i-ty nejmens{ prvek M
else
rozdél M do navzajem disjunktnich pétiprvkovych podmnozin Ay, As, ..., A(ﬁ
(posledni z podmnozin muze mit méné nez 5 prvku).
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for every j =1,2,...,[2] do
najdi medidn m; mnoziny A;
enddo
m =SELECT({m, | j = 1,2..... [£1}.[551)
My :={me M|m<m}, M2 —{m M |m < m}
if [My| >i—1 then
m :=SELECT(M,1)
else
if |[M,] <i—1 then
m :=SELECT (Ms,i — |M;| — 1)
else
m:=m
endif
endif
Vystup: m
endif

OSSN EORHMEINI) 7D vysetiit slozitost.

Nejprve dokazeme nasledujici lemma.

Lemma. Kdyin > 100, pak | M|, |Mo| < 32

Diikaz. Pro j < | 2] plati, ze kdyz m; < m, pak [A; N M| > 3, kdyz m; > m, pak
|Aj ﬂMgl > 3, kdyz m; = m, pak |AJ N M1| = |AJ ﬂMgl = 2. Protoze |{j = 0,1, ceny L%J |
my; < mp,[{j =0,1,...,[%] | my > m}| > [{5], dostévéme ze |My|, [ M| > |32] — 1.
Déle plati M1 N M, = Q) M1 UMy = M\ {m} aprotoze 5% 4 [32] —1 > LB —2 > n kdyz

= 110
n > 100, dostavame pozadovany odhad. [J

Maximalni ¢as vyzadovany algoritmem SELECT(M, i) pro |M| = n ozna¢me T'(n). Kdyz
n < 100, pak ziejmé existuje konstanta a takovd, ze T'(n) < an. Kdyz n > 100, pak [£] <

2 a protoze SELECT (M, i) pro | M| > 100 bez rekurentnich volén{ vyzaduje cas O(|M|)

plati, ze T'(n) < T( %g) + T(S”) + bn pro néjakou konstantu b. Zvolme ¢ > max{a, 16%0” .

Ukézeme, ze T'(n) < c¢n pro vSechna n. Kdyz n < 100, tak tvrzeni zrejme plati, protoze

a < c. Kdyz n > 100, pak [232], [32] < n, a protoze z volby ¢ plyne b < ¢, dostavame

1100

21n 8n 1031c
T(n) < e 422 4y =
(n) < eqg0 ter o= G

+b)n < cn.

Tedy

Veéta. Algoritmus SELECT nalezne i-tyj nejmensi prvek v linedrnim case.

Algoritmus FIND je ve velké vétsiné piipadu rychlejsi nez algoritmus SELECT, proto je
v praxi doporu¢ovan, i kdyz existuji piipady (velmi #idké), kdy potiebuje kvadraticky cas.
Je zndmo, ze medidn n-prvkové mnoziny lze nalézt s méné nez 3n porovnanimi a ze kazdy
algoritmus hledajici median a pouzivajici porovnani jako jedinou primitivni operaci mezi
prvky mnoziny vyzaduje vice nez 2n porovnani.
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HISTORICKY PREHLED

Algoritmus HEAPSORT navrhl v roce 1964 Williams a vylepsil Floyd (rovnéz 1964).
N&avrh na pouziti d-regularnich hald je folklor stejné tak jako algoritmus MERGESORT.
Algoritmy QUICKSORT a FIND zavedl Hoare (1962). Analyza operace MERGE a
hledani optiméalniho stromu pochazi od Huffmana (1952) a linedrni implementaci algoritmu
navrhl van Leeuwen (1976). Analyza rozhodovacich stromu je folklor. Algoritmus HY-
BRIDSORT navrhli Meijer a Akl (1980), vylepsend verze BUCKETSORTU (nazvand
WORDSORT) pochézi od Aho, Hopcrofta a Ullmana (1974). Algoritmus SELECT byl
navrzen Blumem, Floydem, Prattem, Rivestem a Tarjanem (1972).
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