Konstrukce haldy v linearnim Case

- vychozi rozlozeni dat predstavuje uplny binarni strom hloubky d
(bez usporadani hodnot do haldy)

- nejprve postavime ,haldy” z podstromu, jejichz kofeny maiji
hloubku d-1, potom pro d-2, ... atd., az do korene celé haldy

- stavéni hald se provadi zaménami hodnot od korene k listim
(vyména s mensim z obou synu)

Casova slozitost

hloubka pocet uzlu max. pocCet vymeén
pro kazdy z nich
0 20 d
1 21 d-1
J 2] d-j
d-1 2 d-1 1
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Pozorovani: Pfi tomto postupu konstrukce haldy ma hodné uzlu
maly maximalni po€et vymén a jen malo z nich muze absolvovat
vymeén hodné — celkova Casova slozitost O(N).

Celkem se provede vymen (viz tabulka):

d-1 -1 d-l ‘
22(d-j)=dy 2 -3 j2 =
j=0 j=0 J=0

= d(29-1) - ((d-2).2¢+2) = 0(2¢) = O(N)

... Viz dva dukazy matematickou indukci dale
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Dukaz matematickou indukci &.1: Z 2/ =291

1. pro d =1 zjevné plati
2. necht plati pro vSechna d < D, dokazujeme platnost pro D > 1 :

D-1 D-2
32/ =327 422 = (207 1)+ 22 =22 —1=27 ]
j=0

J=0

T ged
podle indukcCniho predpokladu
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. : : c v d-l |
Dukaz matematickou indukci €. 2: Zj°2 j _ ( d—2).2d +9

j=0
1. pro d=1 zjevne plati

2. necht plati pro vSechna d < D, dokazujeme platnost pro D > 1 :

D-1 D-2
> .20 =Y j.2) +(D-1).2"" =((D=3).2"" +2)+ (D-1) .2"" =
j=0 j=0
T
podle indukcniho predpokladu

=D.2°" 32"+ D 2P 2P 4 2=2.D 2" 42"+ 2=

=D.2"-2.2"+2=(D-2).2" +2 qed
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Prioritni fronta

- podobné jako fronta, prvky se ,predbihaji” podle svych priorit
- zachovani vzajemného poradi mezi prvky téze priority pozadovat
muzZeme, ale nemusime (zalezi na konkrétni aplikaci)

Moznosti implementace:

- seznam (pole, LSS), do nehoz zarfazujeme podle priority
- seznam (pole, LSS), z nehoz vybirame podle priority
- samostatné seznamy pro kazdou hodnotu priority
(pokud tyto hodnoty zname a neni jich mnoho)
- halda fazena podle priorit — pokud nepozadujeme zachovat poradi
- halda fazena podle dvojic (priorita, Cas prichodu) — pokud
pozadujeme zachovat vzajemné poradi mezi prvky téze priority
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Slovnik

- uchovava dvojice kli¢ — hodnota (kliC je jednoznacny)
- abstraktni datovy typ s operacemi
vyhledej(kli€), vlioz(kli¢, hodnota) a vymaz(kli€)
- ,asociativni pole”
- ulozené udaje se vyhledavaji podle kliCe (indexuje se kliCem)
- kli¢ muze mit jakoukoliv neménitelnou hodnotu,
dokonce treba kazdy zaznam ma klic jiného typu
- nékteré programovaci jazyky primo podporuji
Python: dictionary
- Casova slozitost pfistupu k prvku je v pruméru konstantni,
ale v nejhorSim pfipadé linearni vzhledem k poctu prvku
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Rekurze

- objekt je definovan pomoci sebe sama

V programovani ve dvou hladinach:

- rekurzivni algoritmus — feSeni ulohy je definovano pomoci feSeni
mensich instanci téhoz problému (tzn. poduloh stejného charakteru)

- rekurzivni volani funkce — funkce vola sama sebe
(pfimo nebo pripadné neprimo prostirednictvim jinych funkci)
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VétSinou se rekurzivni algoritmy realizuji pomoci rekurzivnich volani,
ale neni to nezbytné:

- rekurzivni algoritmus lze realizovat bez rekurzivnich volani
(pomoci vlastniho zasobniku na ulozeni rozpracovanych
nedokoncenych poduloh)

— Vvice prace pro programatora, program obvykle delsi a menée
prehledny, vypocCet ale miuze byt o néco efektivnéjsi

- rekurzivni volani lze teoreticky pouzit i pri realizaci nerekurzivnich
iteraCnich algoritmu (dokonce kazdy cyklus Ize nahradit rekurzivni
procedurou)

— vétSinou nevhodné, necitelny a méne efektivni program
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Ukonceni rekurze

- rekurzivni volani funkce musi byt vazano na néjakou podminku,
ktera Casem jisté prestane platit — jinak ,zacykleni vypocCtu®

- na rozdil od nekone¢ného while-cyklu dojde v Pythonu k zastaveni
vypocCtu po dosazeni maximalni povolené hloubky rekurze (1012)

def rekurze(p):
print (p)
rekurze (p+1)

rekurze (1)

Poznamka: programovaci jazyky bez limitu na hloubku rekurze
— behova chyba preteCeni zasobniku (stack overflow)
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Prabéh vypoctu pri rekurzivnim volani funkce

- najednou je rozpocitano vice exemplaru téze funkce

- vSechny pocitaji podle téhoz kodu

- kazdy exemplaf ma na volacim zasobniku svuj vlastni aktivacni
zaznam s lokalnimi proménnymi, parametry a technickymi udaiji

(kde je rozpocitan, navratova adresa)

- funkce nema pfristup k lokalnim proménnym jiného rekurzivniho
exemplare
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Priklad 3: vypis znakl ze vstupu pozpatku

def otoc() :
u = 1nput ("Znak: ")
if u l=" ":
otoc ()
print (u)
Vstup: A Vystup: <mezera>
B C
C B
<mezera> A
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Priklady jednoduchych rekurzivnich funkci

Palindrom — retézec se Cte stejné zleva i zprava (je symetricky)

def palindroml (s) :

n = len(s)
for i in range(n//2):
if s[i] != s[n-1-1]:

return False
return True

def palindrom?2(s) :
if len(s) <=1
return True
else:
return s[0] == s[-1] and palindrom2(s[1l:-117)
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Eukleidlv algoritmus (odcCitaci) realizovany cyklem (bylo dfive):

def nsd(x, vy):
| —

while x &
if x > y:
X —=Y
else:
y —= X
return x
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Eukleiduv algoritmus realizovany rekurzivni funkci
- presné kopiruje rekurzivni vztah pro NSD,
na némz je Eukleiduv algoritmus zalozen:
kdyz X>Y NSD(X ,Y) = NSD(X-Y, Y)
kdyz X <Y NSD(X ,Y) = NSD(X, Y-X)
kdyz X =Y NSD(X,Y) =X

def nsd(x, vy):

if x > y:

return nsd(x-y, V)
elif x < y:

return nsd(x, y—X)
else:

return x
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Faktorial n! (soucCin Cisel od 1 do n, pron >=0)

rekurzivni definice: n=1 pron=0
n'=n.(n-1)! pron>0

def faktorial (n):
f =1
for i in range (2, n+1l):
f *= 1

return f

def faktorial (n):
if n ==
return 1
else:
return n * faktorial (n-1)

v obou pripadech Casova slozitost O(n)
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[
o

Fibonacciho cCisla

[

F
F
F

F..+tF,, pron>1

rekurzivni definice posloupnosti Cisel
— realizace rekurzivni funkci pfesné podle definice:

def fib (n):
if n == 0 or n ==
return n
else:

return fib(n-1) + fib(n-2)

funkce teoreticky spravna, ale Casova slozitost exponencialni
— pro n > cca 40 prakticky nepouzitelna
duvod: mnohokrat se opakované pocitaji stejné véci

Pavel Topfer, 2022 Algoritmizace - 6 18



Moznosti reSeni:

1. rekurzivni algoritmus + pomocné pole velikosti n
pro ulozeni jiz spoCitanych funkcnich hodnot

— kazdé F; se pocita jen jednou — Casova slozitost O(n)
,chytra rekurze”
keSovani hodnot (cache = mezipameét)

memoizace (memory = pamét)
dynamické programovani
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2. pocitat hodnoty iteracné odspodu — v poradi F,, F,, ...
— Casova slozitost O(n), navic staci konstantni pamét

dynamické programovani

def fib(n) :
i1f n ==
return O
a = 0; b=1
while n > 1:
a, b = b, atb
n =1

return D
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3. z rekurzivni definice odvodit explicitni vzorec a pocitat podle néj

55

"5 2 2
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4. vyuziti rychlého umocnovani matice

Platirovnost (9 1).(3) = (_2,)

o (1) (- ()
696- (3

(? i)n(ig) - (Frf i 1)

01

n
1 1) spocCitame rychlym umocnovanim

Matici (
— Casova slozitost O(log N)
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Rekurzivni generovani
ulohy typu ,zkouseni vSech moznosti“ nebo ,generovani vSech moznosti*

Vypsat vSechna K-ciferna Cisla v pozicni soustave o zakladu n
Pokud k je predem pevné dano, napr pro k = 4:

for il in range(n):
for i2 in range(n):
for i3 in range(n):
for i4 in range(n):
print (£"{i1} {i2} {i3} {i4d}")

Je-li k vstupnim udajem, nemuzeme toto zapsat pomoci vnofenych cyklu
— nevime predem, kolik jich mame v programu napsat.
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Reseni: rekurzivni funkce obsahuijici jeden takovy cyklus,
rekurzivni zanoreni jde vzdy do hloubky k

k = 4 # pocCet cifer
n =3 # Ciselnd soustava

def cislo(c):
""" yyplsSe vsechna k-ciferna c¢isla
v pozic¢ni soustave o zakladu "n",
"c" Je vytvarené cislo
for 1 in range(n):
c.append (1)
if len(c) < k:
cislo (c)
else:
print (c)
c.pop ()

cislo([])
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Stejné reseni pomoci globalniho pole
(v Pythonu implementovano seznamem)

k = 4 # pocCet cifer
n =3 # Ciselnd soustava
c = [0] * k # vytvarené ¢islo

def cislo(p) :
"""yypise vsSechna k-ciferna c¢isla
v pozic¢ni soustave o zakladu "n",
"p" Je poradové Cislo vybirané cifry
for 1 in range(n):
clpl] = 1
if p < k-1:
cislo(p+l)
else:
print (c)

cislo (0)

Pavel Topfer, 2022 Programovani - 7



Podobné reseni: rekurzivni zanoreni do hloubky k+1

k = 4 # pocet cifer
n =3 # Ciselnd soustava
c = [0] * k # vytvarené cislo

def cislo(p) :
"""yypise vsSechna k-ciferna c¢isla
v pozic¢ni soustave o zakladu "n",
"p" Je poradové Cislo vybirané cifry

wrwiw

if p == k
print (c)
else
for i in range(n):
clpl] = 1

cislo (p+1)

cislo (0)
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Variace s opakovanim
K-prvkové z n-prvkové mnoziny {1, 2, ..., n}

= v8echny usporadané k-tice tvorené prvky z {1, 2, ..., n}
s moznosti opakovani hodnot

Napr.prok=2,n=4: (1,1) (1,2) (1,3) (1.4) (2,1), (2,2) (2,3) (2,4)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (4,1), (4,2) (4,3) (4,4)

Reseni: na kazdou z k pozic vytvafené variace
postupné umistime kazdeé z n Cisel

— zcela totéz jako predchozi uloha
(jenom misto Cisel O, ..., n-1 umistujeme Cisla 1, ..., n)
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Kombinace bez opakovani
K-prvkoveé z n-prvkové mnoziny {1, 2, ..., n}

= vSechny k-prvkoveé podmnoziny vybrané z mnoziny {1, 2, ..., n}
(bez moznosti opakovani hodnot)

Napr.prok=2,n=4. (1,2) (1,3) (1,4) (2,3) (2,4) (3,4)

Reseni: generujeme pouze ostie rostouci k-tice
hodnot z mnoziny {1, 2, ..., n}
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k = 3 # pocCet prvkd v kombinaci
n =2>5 # z kolika prvka vybirame
c = [0] * (k+1) # vytvarena kombinace

#

technicky trik: c[0]=0, kombinace zacina az v c[1]

def kombinace (p) :
"""yypise vsechny k-prvkové kombinace
z "n" prvku bez opakovani,
"p" je poradové ¢islo vybiraného prvku

wrwiw

if p > k:
print(c[1:1])
else:
for i in range(clp-1]+1, n-(k-p)+1):
clpl] = 1

kombinace (p+1)

kombinace (1)
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