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1 Uvod

Karnaughova mapa je jedna z moznosti zapisu vysledku ohodnoeceni logického vyroku. Jinym
takovym zpusobem je napiiklad Pravdivostni tabulka.

V tomto dokumentu si definujeme, co je Karnaughova mapa, jak ji sestrojit, a jak s jeji po-
moci dojit k co moznd nejkratsi konjunktivni (CNF), respektive disjunktni normélni formé (DNF)
puvodniho vyroku. K-Mapy k tomu vyuzivaji lidskou schopnost rychle a efektivné rozpoznavat
Sablony.

2 Terminologie

Na tvod jen nékolik formalit, abychom si rozumeéli:
1. Vyrok, nebo funkce se skladd z vyrokovych proménnych (prvovyroku)

2. Jazyk, nad kterym muze byt funkce definovand, je mnozina vsech vyrokovych proménnych:
]ID = {p7 q7 T7 8}

3. Kazda vyrokovd proménnd muze nabyvat hodnoty 0, nebo 1. Pfi ohodnoceni vyroku (nebo
dosazeni hodnot do funkce) proménnym hodnoty piifazujeme. Muzeme fict, ze v(p) € {0,1},
ale pokud to bude z kontextu jasné, budeme zkracovat misto v(p) =1 na p = 1.

3 Definice

Karnaughova mapa, zkracené K-Map, pro f, funkci & € N vyrokovych proménnych, je matice
Ky e {0,1}™*™, kde plati:

1. n-m=2F
2. Kazdy prvek matice odpovida vysledku f pro jedno z moznych ohodnoceni

3. Kazdé dva sousedni prvky se lis{ pravé v ohodnocen{ jedné vyrokové proménné

4 Konstrukce

Konstrukce K je jednoduchd. Piimo plyne z pravdivostni tabulky a jde z ni dostat prakticky
mechanicky, pokud je pravdivostni tabulka sestrojena nasledujicim zpusobem:

1. Radky PT jsou é&slovany od 0 do 2F — 1
2. Proménné jsou v opa¢ném poradi, nez v P
3. Ohodnoceni kazdého fadku déava binarni zapis ¢isla radku.

Obecné muze mit pravdivostni tabulka libovolnou posloupnost proménnych a jejich ohodnoceni
napftic¢ radky, ale tomuto formatu budeme fikat Vychozi tvar pravdivostni tabulky.



Pro tcely demonstrace uvazme dvé funkee na P = {p, ¢, r, s}
e f(p,q,r,s): Neostrd majorita, tj.:
P
f=1s ’{pE]P’:v(p):l}’Z%‘:?

e g(p,q,r,s) : Neostrd minorita, tj.:

g:1<:>|{p€P:U(p):1}|§Ll;| 2

Zde je jejich pravdivostni tabulka ve Vychozim tvaru:

Rls r q p|flg
0 [0 00001
1 /0 00 1/0/1
2 (0 01 0]0]1
31001 1/1]1
4101 0 0/0]1
510 1 0 111
6 |0 1 1 011
710 1 1 1]1]0
8 [1 0 0 0]0]1
9 |1 0 0 1/1]1
100/1 01 0]1]1
111 0 1 1]1]0
12111 0 0]1]1
13/1 1 0 1]1]0
141 1 1 0|10
1501 1 1 1]1]0

Konstrukce K je obdobna. Radky a sloupce jsou indexované moznymi hodnotami proménnych a
kazdy prvek je na pozici, ktera pti slozeni bitu ze sloupcu a fadek v odpovidajicim poradi da bindarni
¢islo fadku pravdivostni tabulky. Zavadét pravidla pro konstrukci K formalné a numericky lze, ale
neni to potifeba. Mnemotechnika lze jednoduse vykoukat z obrazku:

@ |00 01 11 10
00 1 3 2
014 6 7 6
1112 13 15 14

108 9 11 10

Zde je kazdy prvek K ¢islo fadku v pravdivostni tabulce, kterému odpovida ohodnoceni proménnych,
kterym je indexovany.

K je ale s PV redundantni, neni tedy tfeba ani tvotit PV a na pofadi, v jakém zvolime proménné
vyplnit do K pak nezalezi. Dulezita jsou pravidla, kterd K musi spliovat, aby Slo o K-Mapu.

Nyni sestrojme K-Mapu pro funkci f, napfi. takto:

@ |00 01 11 10

6ojo 0 1 O
orfo 1 1 1
11 1 1 1
10(0 1 1 1



Pro méné psani pfi navrhu tabulky do sesitu a pro nékteré lepsi prehled pii vyéitani hodnot
proménnych se vétSinou pouziva grafické znazornéni ohodnoceni:

f‘pq

O~ OO
— == O
— =
— = = O

Zde jednotlivé proménné plati (v(p) = 1), pravé kdyz jsou ve sloupci, nebo rédku, ktery je
nadtrzeny odpovidajici ¢arou. Samotny prvek matice pak odpovida funkéni hodnoté f pro toto
ohodnoceni.

Nyni jak K pouzit k sestaveni foyr a fpnp.

4.1 Sestrojeni DNF
V K nyni budeme hledat podmatice @, které spliuji:
1. Qe {01} >
2.0 -m' =28 K eN
3. Qi =1 Vi<n,j<m
Takova podmatice ) definuje jednu zredukovanou konjunkci takto:
e Pokud je pro vSechny prvky @ hodnota v(p) =1:p € Q, pak je ve vysledné konjunkci p
e Pokud je pro vSechny prvky @ hodnota v(p) =0:p € Q, pak je ve vysledné konjunkeci —p
e Pokud se hodnota proménné pro libovolné dva prvky @ lisi, pak se ve vysledné konjunkci p
ani —p nenachazi

Z toho vyplyva, ze abychom dosdhli co nejvétsi redukce oproti elemntarnim konjunkcim, které
lze vyéist z Pravdivostni tabulky, chceme hledat co nejvétsi podmatice Q.

Podmatic vétsinou musime najit nékolik, aby byla vyslednd forma kompletni. Kompletnost
vysledného vyroku pozndme tak, ze jsme kazdy prvek p € K, jehoz hodnota je 1 pouzili alespon v
jedné podmatici Q;.

Nyni

12|

foNF = \/ Qi
i=1
kde Q je mnozina vSech nalezenych Q; C K

4.2 Sestrojeni CNF
Podobné jako u hleddani DNF budeme nyni hledat podmatice Q, které ale tentokrét splauji:
1. Qe {01} >
2.0 -m' =2 kK eN
3.Qi; =0, Vi<n',j<m
A analogicky takova podmatice Q definuje jednu zredukovanou disjunkci:
e Pokud je pro vSechny prvky Q hodnota v(p) =0:p € Q, pak je ve vysledné disjunkci p
e Pokud je pro vSechny prvky Q hodnota v(p) =1:p € Q, pak je ve vysledné disjunkci —p

e Pokud se hodnota proménné pro libovolné dva prvky Q lisi, pak se ve vysledné konjunkci p
ani —p nenachdzi

A analogicky pak dostavame, ze
19 A
fone =\ @i
i=1

kde O je mnozina vSech nalezenych @; C K



5 Priklady

Pojdme pomoci konstrukee, kterou jsme si ukézali, najit norméln{ formy f a g.

5.1 fonr
Pro zopakovani, tady je K:

~
'S
Q

o= OO
[ S
— = = =
= = )

Instinkt pro hledani nejvétsi jednickové podmatice by velel oznacit devét jednicek v pravém
dolnim rohu, ale pozor, 9 # 2* - musime se spokojit se ¢tyimi maticemi 2 x 2.

Pojmenujme je Q1 - Q4

Chybi ndm jesté jednicky vlevo a nahofe. Mohli bychom je oznacit samostatné, protoze 1 = 29,
ale my chceme co nejvétsi podmatici. Tady muzeme najit cely fadek 1 x 4, respektive sloupec 4 x 1,
a pojmenovat je Q5 a Qg.

0 20 TQ”‘O(;»
M0 |1 1] 1
||1 11 1]

0ol LI 1,

Vsechny jednicky médme nyni oznacené, tudiz muzeme z Q vyjadfit jejich konjunkce:

e Pro Q7 je p =1 v obou sloupcich a r = 1 v obou tadcich, proto obé tyto proménné budou v
konjunkci bez negace. Naopak ¢ a s mezi sloupci, respektive fadky (1 hodnotu méni, proto v
konjunkci nebudou vubec.

= Q1 =pAr

e Pro Q2 az Q4 je postup analogicky:

— Qa=qATr
— Q3 =pAs
= Qs =qANs

e Pro Q5 po celém tadku plati r, s = 1, ale p, ¢ svou hodnotu méni, proto:
= Qs =TAs
e A analogicky pro sloupec Qg:
- Qe =pANgq
Nyni uz staci jen jednotlivé konjunkce spojit do kompletni fpyp:

(pAT)V(gAT)V(PAS)V(gAS)V(rAs)V(pAg)



5.2 fenr

Analogicky, ale nyni hledame nuly. To bude u funkce f trochu zaludnéjsi.

Trivialni dvé dvojice v levém hornim rohu budiz Ql a Qg

Zbylé nuly bychom mohli oznacit samostatné, ale tomu se chceme vyhnout. Bude se nam hodit
trik, ktery jsem i peclivému ¢tendfi az do ted tajil, a sice, ze Karnaughovy mapy jsou horizontilné
i vertikalné cyklické - tedy tvoii néco, ¢emu by matematik fekl torus a barbarsti fyzici zase donut.

V kazdém piipadé muzeme cyklicky levou horni nulu spojit do dvojic s pravou horni a levou
dolni, abychom vytvorili Qs a Qu.

0}

0

[ —

— == (O
—

1
1
1

Nyni ke stavéni disjunkei - tady pozor na rozdil od konjunkci, neznegované proménné jsou tam,
kde je jejich hodnota v Ky nulova:

e Pro @1 je hodnota p, q,s = 0 a r preskakuje, tudiz:
— Q1 =pVqVs
e Podobné Qs:
— Qa=qVrVvs
e K cyklicky zvolenym @Q; se budeme chovat stejné
— Q3 =pVrvVs
— Qu=pVaqVr
Dohromady dostavame:

fenr=@VagVs)AN(gVrVs)A(pVrVs)A(pVaVr)

5.3 ¢gpnNF

Doted to byla trochu nuda, nepodafilo se ndm dostat ani jeden piipad negované proménné. Zkusme
si tedy prevést jesté druhou funkci, g, do jejich normélnich forem.
Nejdifv sestavme K :
@ 100 01 11 10

opoj1 1 1 1
011 1 0 1
1(1 0 0 O
(1 1 0 1

Nyni najdéme nejvétsi jednickové podmatice. Jednoduché tlovky jsou étverice vlevo nahote,
prvni sloupec a prvni fadek: Q1 - Q3

Dalsi by intuitivnhé mohla byt dvojice dole, vpravo nahote, a cyklickd dvojice s libovolnou
jednickou nahofe, nebo dole, ale to nenf nejleps{ fesen{ (ale fungovalo by, jen by vysledek byl méné
redukovany)

Trochu tézsi na vypétrani jsou 2 x 2 matice cyklicky v prvnich dvou sloupcich, @4, a v prvnich
dvou tadcich, @s.

Stale ndm ale schézi jednicka vpravo dole. Cyklicky horizontédlné i vertikdlné ji muzeme spojit
do 2 x 2 matice se v8emi ostatnimi jednickami v rozich, aby vznikla posledni Qs.

g

=] o ==l




To byl o trochu tajuplngjsi piiklad. Ted vyéist konjunkee:

e Hned pro @ plati, ze ¢, s = 0, coz u konjunkci znamena, Ze jsou piritomny jejich negace. p,r
osciluji, takze je vynechame:

— Q1 =g -s

e Analogicky:
— Q2="pA—q
— Q3 =-1rA-s

e U cyklickych podmatic je to trochu huf vidét, ale dostaneme:
= Qa=—gA-w
= Qs ="pA-s
~ Qe =-wA-T

Vyslednou funkci je pak disjunkce vsech nasich redukovanych konjunkei.

5.4  gonF

Proti poslednimu piikladu je vypocet CNF pro g uz jen formalitou:
Vsechny matice budou dvojice a vSechny se budou délit o prostfedni nulu, zatnéme pojmenovavat
zprava a po sméru hodinovych ruc¢icek @ - Q4.

9| p_4g
1 1 1 1
M1 1 f 1
1 o 00,
1 71 o 17

Vyctéme z nich disjunkce:
— Ql =gV rV-as
— Qo= -pV gV s
— Q3:—|p\/—\r\/—|s
— Q4 =-pV-qV-r

a gonr bude jejich konjunkce.

6 ”Don’t care” pripady

Obcas se pri feSeni tloh v praxi naskytne piipad, ve kterém nejsou dobie definované ptipady pro
vSechna ohodnoceni. Typicky pokud k nékteré konstelaci ohodnoceni proménnych jednoduse nemiuize
dojit, nemé& smysl pro takovy piipad definovat vystup.

Takovému piipadu fikdme ”Don’t care case” a pii vyc¢itani redukovanych disjunkci, nebo kon-
junkci, jej muzeme pouzit jako oboji, jednicku, i nulu. To je pfirozené velmi vyhodné, protoze v
obou piipadech ndm pribudou prvky, ze kterych potencialné sestavit vétsi podmatice.

Jako piiklad rychle uvedme alternaci pro funkci g, ¢/, ktera bude stale fungovat jako Minorita,
ale v pripadé remizy poc¢tu nulovych a nenulovych proménnych nas vystup funkce nezajima:

w00 01 11 10

opoj1 1 — 1
orj1 - 0 —
11 0 0 O
01 - 0 -

Samotny vypocet ¢’ pyr a ¢’ oy nechdme ctendii jako cviceni.



7 Libovolny pocet proménnych

K-Mapy jsme si piredstavili na funkcich étyfech logickych proménnych, coz je asi druhy, nebo tieti
nejvyssi pocet, s jakym je praktické pracovat.

Pro rozsiteni na libovolny pocet sta¢i rozvrzeni mapy s kazdou dalsi proménnou zrcadlit libo-
volnym smérem. V piipadé, ze by proménné byly tfi, mapa bude polovi¢ni, nez v nasich pripadech:

00 01 11 10
0o 1 3 2
114 6 7 6

Pro dvé proménné:

Pro pét proménnych:

w1000 001 011 010 110 111 101 100
00 |0 1 3 2 6 7 5 4
01 |8 9 1 10 14 15 13 12
10 124 25 27 26 30 31 29 28
11 )16 17 19 18 22 23 21 20

K-Mapy je mozné délat libovolné velké, ale pro praktické vyuziti pravdépodobné nebudete
pouzivat nic vétsiho, nez 8 x 8 (tedy K-Mapu pro 6 proménnych).

Vzhledem k tomu, ze princip K-Map tézi z lidské schopnosti rychle rozeznévat vzorce, pro vétsi
jazyky se ani nevyplaci jejich implementaci v SW, jelikoz existuji mnohem piistupnéjsi metody jak
podobné problémy fesit algoritmicky.

Pro rychlé zjednodu$eni malych problémi na papiie jsou ale pomérné silnym néstrojem, at uz
jde o slaboproudé logické obvody typu mikrovlnné trouby, senzory rozbitého skla a podobné, nebo
tfeba wiring v Terrarii, nebo redstone v Minecraftu.

8 Zaver
V tomto dokumentu jsme si pfedstavili Karnaughovy mapy, ukézali, jak je mozné je zkonstruovat
pro libovolné (ale preferované malé) velikosti jazyka, a jak pomoci nich efektivné najit redukované

normalni formy vyroku a funkci, pro které zndme vSechna ohodnoceni. Zminili jsme, co jsou a jak
je mozné tesit "Don’t care cases” a vysvétlili si uzite¢nost pro specifické obory malych problému.



