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1 Ciselné obory a jejich vlast-
nosti

Casti studijniho textu v takovémto ramecku jsou volitelné. Nebudu vas z
nich zkousSet, ale mozna vam pomohou 1épe pochopit ostatni latku.

Predpokladejme, Ze vSichni zname nésledujici ¢iselné obory:

N=1{1,2,3,4,...} (pfirozena ¢isla)
Z=A4...,-2,-1,0,1,2,...} (cela ¢isla)
k
Q= {—; keZ,ne N} (racionalni ¢isla)
n

Zjevné plati N C Z C Q. MuzZeme fici, ze mnozina Q je ,,vétsi“ nez mno-
zina N7 Obé maji nekone¢né mnoho prvki. V teorii mnozin se pro potieby
porovnavani (zejména nekone¢nych) mnozin podle velikosti zavadi pojem mo-
hutnost (cizim slovem kardinalita). Mohutnost kone¢né mnoziny je prosté po-
¢et jejich prvki. Mohutnost nekoneéné mnoziny formalné definovat nebudeme,
fekneme si ale, jak mohutnosti mnozin porovnavat mezi sebou.

Definice 1.1. Rekneme, ze dvé mnoziny A a B maji stejnou mohutnost (za-
pisujeme |A| = | B|), pokud existuje bijekce z A na B. Rekneme, 7e mohutnost
A je nejvys tak velkd jako mohutnost B, coZ zapisujeme |A| < |B|, pokud
existuje prosta funkce z A do B.

Dé se dokazat, ze kdyz pro dvé mnoziny plati |A| < |B| a zaroven |B| <
|Al, tak plati i |A| = |B]|. Tento vysledek je znamy jako Cantorova
Bernsteinova véta a spada do teorie mnozin.

Definice 1.2. Rekneme, Ze mnozina A je spocetnd, pokud plati |A] < |N|,
neboli pokud existuje prosté zobrazeni z A do N.

Dle nasi definice je kazda kone¢na mnozina spocetna. Terminologie vsak
neni Gplné konzistentni: nékteri autotri kone¢né mnoziny jako spocetné ne-
berou a pojem ‘spocetnd mnozina’ vyhrazuji pouze pro mnoziny se stejnou
mohutnosti jako N.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova%E2%80%93Bernsteinova_v%C4%9Bta
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova%E2%80%93Bernsteinova_v%C4%9Bta

Pokud mnozina neni spocetné, fikime, Ze je nespocetnd. Snadno nahléd-
neme, ze mnozina celych ¢isel je spocetné, staci vSechna cela ¢isla usporadat
do posloupnosti 0, —1,1, —2, 2, ... a nasledné mtuzeme n-té ¢islo v této posloup-
nosti zobrazit na n € N, ¢imz ziskame prosté zobrazeni (dokonce bijekci) ze Z
do N. Pro racionalni ¢isla lze opét celkem snadno ukazat, Ze jejich mnozina je
spocetna, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.3. MnozZina Q je spocetnd.

Diikaz. Zkonstruujeme prosté zobrazeni f: Q — N. Volme libovolné ¢ € Q a
zapiSme ho jako zlomek v zékladnim tvaru ¢ = 3, kde a € Z, b € N a ¢isla a,b
jsou nesoudélna, tedy nemaji zadného spoleéného délitele vétsiho nez 1. Nyni
pokud a > 0, definujme f(q) = 2?3, a pokud a < 0, definujme f(q) = 5/%I7°.
Vzhledem k tomu, ze kazdé ptirozené ¢islo lze jednoznac¢né napsat jako soucin
prvocisel, je takto definované zobrazeni f prosta funkce z Q do N. O]

Jak jisté vite, kazdé racionélni ¢islo lze reprezentovat desetinngm rozvo-
jem, ktery je vzdy konecny nebo periodicky. Abychom nemuseli fesSit konecné
desetinné rozvoje jako specialni pripad, budeme si predstavovat, ze kazdy ko-
necny desetinny rozvoj ‘nastavime’ nekone¢nou posloupnosti nul, a budeme
tedy odted predpokladat, Ze kazdy desetinny rozvoj je nekoneény.

Pomoci desetinnych rozvoju si zavedeme (ne zcela formalné) realna cisla.

Definice 1.4. MnoZina redlniyjch cisel, znacena R, je tvorena vSemi desetin-
nymi rozvoji

+do,dydyds . ..

kde dy € Ny a d; € {0,1,2,3,...,9} pro ¢ € N. Symbolem + zde oznacujeme
znaménko + nebo — (pfi¢emz znaménko + s v praxi vétsinou vypousti).

Pozor: Jednomu realnému ¢islu mize odpovidat vice nez jeden desetinny
rozvoj. Napiiklad +0,000... = —0,000... a 144,5000... = 144,4999 .. ..
Cisla v R \ Q nazyvame iraciondlni.

Véta 1.5 (Nespocetnost realnych ¢isel). MnozZina redlngch c¢isel neni spocetnd.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje existuje prosta funkce f: R — N.
Pomoci této funkce zkonstruujeme posloupnost realnych ¢isel g(1),¢g(2), ...,
v niz se kazdé redlné cislo vyskytne aspon jednou. To udélame takto: po-
kud pro dané pfirozené ¢islo n € N existuje néjaké realné ¢islo = takové, ze
f(z) = n, definujeme g(n) = x (toto x je zjevné uréeno jednoznacné, jelikoz
f je prosta funkce). Pokud zadné takové z neexistuje, tj. pokud n nepatii do
obrazu funkce f, definujeme napiiklad g(n) = 0. Diky vlastnostem funkce f
méame zaruceno, ze kazdé realné ¢islo se aspon jednou vyskytuje v posloupnosti
9(1),9(2), 9(3), ...

Nyni vSak zkonstruujeme realné ¢islo «, které v té posloupnosti neni. Pro
n € N si jako a,, oznac¢ime n-tou cifru za desetinnou ¢arkou v desetinném roz-
voji ¢isla g(n); pokud ma g(n) dva razné desetinné rozvoje, zvolime libovolné
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jeden z nich. Nyni necht b, je nejmensi nenulova cislice, ktera se lisi od a,,.
Vsimnéme si, Ze b, neni nula ani devitka; ve skutecnosti b, muze byt bud
jednicka nebo dvojka.

Cislo o pak definujeme desetinnym rozvojem

a = O,b1b2b3 ey

V tomto rozvoji se za desetinnou ¢arkou nevyskytuje ani jedna devitka nebo
nula, a je tedy jednoznacny. Tvrdime, Ze « se 1isi od vSech ¢isel v posloupnosti
g(1),4(2),.... Prospor predpokladejme, zZe existuje n € N takové, ze v = g(n).
Protoze o na jednoznaény desetinny rozvoj, méa i g(n) ten samy jednozna¢ny
desetinny rozvoj. OvSem n-ta ¢islice desetinného rozvoje g(n) je a,, zatimco
n-t& Cislice rozvoje a je b, tedy g(n) # «, coZ je spor. To ukazuje, Ze R je
vskutku nespocetna. O

Zminme téz obor komplexnich ¢isel C = {a + bi | a,b € R}, kde ‘1’ je
imaginarni jednotka, popsana rovnici i2 = —1. Komplexnimi &sly se budeme v
této prednésce zabyvat pouze okrajové. Mnoziny Q,R a C jsou (algebraicka)
télesa.

Relace < definuje uspordddni na realnych (a tedy i racionélnich) ¢islech,
které se navic ,hezky chova“ vué¢i aritmetickym operacim, v nasledujicim
smyslu:

e pokud a < b, tak pro kazdé c plati a + ¢ < b+ ¢

e pokud plati a < b a 0 < ¢, tak plati i ac < be.

Télestim, kterda maji usporadani s takovymito vlastnostmi, se ik uspord-
dand télesa. Téleso R i kazdé jeho podtéleso (napt. Q) je tedy usporadané
téleso. Naopak C usporadané neni — prvky C sice lze néjak usporadat,
ale neexistuje usporadani, které by mélo vyse popsané vlastnosti viici arit-
metickym operacim.

Uvedme si nekteré dulezité pojmy souvisejici s usporadanim na R. (Ob-
dobné pojmy se uzivaji i u jinych usporadanych mnozin nez R, ty pro nas ale
nebudou dulezité.)

Definice 1.6. Necht A je podmnozZina R.

e Horni mez (nebo téz horni zdvora) mnoziny A je libovolné x € R takové,
ze pro kazdé y € A plati y < x. VSimnéte si, Ze horni mez mnoziny A
nemusi nutné byt prvkem A. VSimnéte si také, ze pokud je x horni mez A,
tak i kazdé ¢islo vétsi nez x je horni mez A. Obdobné dolni mez mnoziny
A je realné cislo = takové, ze pro kazdé y € A plati y > .

e Mnozina A je shora omezend, pokud ma néjakou horni mez, a zdola
omezend, pokud mé néjakou dolni mez. Mnozina A je omezend, pokud
je omezené shora i zdola.



e Cislo u je mazimum mnoZiny A (nebo nejuétsi prvek A), pokud u je horni
mez A a zaroven u € A. Zapisujeme u = max A. Obdobné ¢islo v € A je
minimum mnoZiny A (nebo nejmensi prvek A), pokud je v dolni mez A
a zaroven v € A. Zapisujeme v = min A.

e CisloseR je supremum mnozZiny A, pokud s je nejmensi horni mez A.
Zapisujeme s = sup A. V&imnéte si, Ze pokud mé mnozina maximum, je
toto maximum i jeji supremum. Obdobné, t € R je infimum mnoZiny A,
pokud ¢ je nejvétsi dolni mez A. Zapisujeme ¢t = inf A.

Pokud mnozina neni shora omezena, nema podle vySe uvedené definice
supremum ani maximum. Podobné mnozina, ktera neni zdola omezena, na-
opak neméa minimum ani infimum. Prazdna mnozina je omezend, ale nemé
supremum ani infimum, a tedy ani maximum ¢i minimum.

Priklad 1.7. Necht A je otevieny interval (0,1). Pak A je shora omezena mno-
zina — napfiklad 1 je jeji horni mez, a tedy i kazdé ¢islo vétsi nez 1 je jeji
horni mez. Snadno vidime, ze 1 = sup A. OvSem A nema maximum.

Piiklad 1.8. Uvazme nyni mnozinu A = {1 | n € N}. Rozmysleme si, Ze
supA = maxA =1 a inf A = 0, pficemz A nema minimum. Protoze 1 € A
a v8echny prvky A jsou zjevné mensi nebo rovny 1, je 1 maximem a zaroven
supremem A. VSechny prvky A jsou kladné, 0 je tedy dolni mez A. Sporem
ukézeme, ze nemiize existovat zddna vétsi dolni mez a 0 je tedy infimem mno-
ziny A. Predpokladejme, Ze ¢ > 0 je dolni mez A. Uvazme piirozené ¢islo n
spliujici n > % (takové ¢islo vzdy existuje, napiiklad n = (é] +1). Pak % <e
a zaroven % € A, coz je spor s tim, Ze je € dolni mez A. Dokézali jsme tedy, ze
inf A = 0. Protoze 0 ¢ A, A nema minimum.

Ukazme si nyni jednoduchy algebraicky fakt, znamy uz ve starovékém
Recku v 5. stoleti pt. n. 1., ktery nam poslouzi k ilustraci rozdilu mezi
racionalnimi a realnymi ¢isly.

Tvrzeni 1.9. Neezistuje Zdadné raciondlni ¢islo g € Q spliujici ¢*> = 2.

Diikaz. Predpokladejme, Ze takové ¢islo g existuje, a zapiSme ho zlomkem
v zdkladnim tvaru, tedy jako ¢ = #, kde a a b jsou nesoudélna. Pak tedy
plati a? = 2b%, tedy a? je sudé ¢islo, coz znamena, Ze a je také sudé. Potom
ale a? je nasobek ¢tyt, a % je sudé ¢islo. Protoze b = “2—2, znamena to, ze
b? je sudé, tedy i b je sudé, a to je spor s tim, Ze a a b jsou nesoudélna. [

Priklad 1.10. Necht A je mnoZina racionalnich &isel ¢ spliiujicich ¢? < 2. Tato
mnozina je shora omezena: kazdé kladné &islo ¢ spliwjici ¢*> > 2 (napifklad
g = 2) je jeji horni mez. Pokud bychom v8ak hledali supremum této mno-
ziny v oboru racionélnich ¢isel, tak nepochodime: ze vSech racionalnich ¢isel,
ktera tvori horni mez A, neni zadné nejmensi, tedy A nema supremum v Q —
neexistuje nejmensi racionalni horni mez.



Nasledujici fakt, v kombinaci s pfedchozim ptikladem, ukazuji podstatny
rozdil mezi chovianim Q a R.

Fakt 1.11 (Vlastnost suprema pro R). KaZdd neprdzdnd shora omezend pod-
mnozina R md supremum.

Tento fakt nebudeme dokazovat. Rozmyslete si, ze z vlastnosti suprema
plyne, Ze kazda neprazdna zdola omezend podmnozina R ma infimum.

Nésledujici tvrzeni ilustruje jeden z dusledki vlastnosti suprema pro realna
¢isla.

Tvrzeni 1.12. Eristuje kladné redlné cislo r spliugici r> = 2. (Toto cislo
oznacujeme v/2.)

Diikaz. Definujme mnozinu A = {z € R; z? < 2}. Tato mnoZina je jists
neprazdné (napi. 1 € A) a shora omezena (napft. 2 je horni mez A). Tedy ma
dle Faktu 1.11 néjaké supremum, které oznac¢me r. V§imnéme si, ze 1 < r < 2.
Tvrdime, Ze r? = 2. To dokéZeme sporem — pokud r? # 2, mohou nastat dva
pipady: r2 < 2 ar? > 2.

Predpokladejme nejprve, ze r? < 2. UkaZeme, %e r neni supremum A,
protoze se da najit ¢islo vétsi nez r, které patif do A. Oznaéme ¢ = 2 — 12,
méame tedy 0 < ¢ < 1 (ta druh& nerovnost plyne z toho, Ze r > 1). Nyni
definujme r* = r + 5. Tvrdime, Ze ¥ patii do mnoziny A. Vskutku:

()2 = (v + 1’5—0)2

82

—T2+E-‘r‘—
N 5 100

2e €
§r2+g+m (protoze r <2 ae” <¢)
<r’4e

=2,

tedy r* € A, coz je spor s tim, Ze r je supremum A. NemiZe tedy nastat
moznost 1% < 2.

Nyni predpokladejme, ze 72 > 2. Ted ukdZeme, Ze r neni supremum A,
protoze existuje mensi horni mez A. Ozna¢me € = 72 — 2. Dle piedpokladu je
e > 0. Nyni definujme r~ = r — 5. Pak plati

tedy r~ je horni mez A mensi nez r, coz je opét spor.
Zbyva tedy jedind moznost, Ze r? = 2, ¢im% je ditkaz hotov. O]

Nyni se vénujme dalsi diilezité vlastnosti realnych ¢isel, totiz tomu, ze mu-
zeme pomoci absolutni hodnoty definovat ,,vzdéalenost* dvou ¢isel na realné
ose.



Definice 1.13. Absolutni hodnota realného ¢isla a € R je definovéna

1l a proa>0
al =
—a proa < 0.

Absolutni hodnota vyjadiuje vzdéalenost daného redlného ¢isla od nuly.
Obecné, pro dvé realna ¢isla z a y odpovida hodnota |z — y| vzdéalenosti mezi
x a y na realné ose. Realna c¢isla, spolu s pojmem vzdélenosti definovanym
pomoci absolutni hodnoty rozdilu, jsou piikladem obecnéjsi struktury zvané
‘metricky prostor’.

Definice 1.14. Metrickyj prostor je dvojice (M, d), kde M je libovolna mnozina
ad: M x M — R je funkce spliujici nasledujici podminky:

(i) Vx,y € M: d(x,y) > 0, a navic d(z,y) = 0 pravé kdyz = = v,
(i) Yo,y € M: d(x,y) = d(y,x) (této vlastnosti fikame, ze d je symetrickd),

(iii) Yx,y,z € M: d(z,z) <d(x,y)+ d(y, z) (tento vztah se nazyva trojihel-
nikovd nerovnost).

Funkeci d splnujici vyse uvedené vlastnosti pak nazyvame metrika na M.

Funkce d(z,y) = |x —y| (pro z,y € R) zfejmé spliiuje prvni dvé podminky.
Z nasledujiciho tvrzeni plyne, ze funkce |z — y| spliiuje i tfeti podminku (do-
sazenima =x —za b=z —y).

Tvrzeni 1.15 (Trojthelnikova nerovnost pro |z —y|). Pro kazdé a,b € R plati,
Ze |a+ b < |a| + [b].

Diikaz. Cviceni. OJ

Funkce |z — y| rozhodné neni jedina metrika, kterou lze definovat na re-
alnych cislech, a realna ¢isla rozhodné nejsou jedind mnozina, na niz lze
definovat metriku. Zminme napiiklad takzvanou diskrétni metriku, kterou
lze definovat na libovolné mnoziné M.

Definice 1.16. Necht M je libovolna mnozZina a necht d: M x M — {0,1}
je funkce definovana pro libovolné z,y € M nasledovné:

d(z.y) 0 pokud z =y
Ty) =
Y 1 pokud x # y.

Funkci d nazyvame diskrétni metrika na M.

Snadno se ovéri, ze diskrétni metrika opravdu spliuje axiomy metriky.



2 Posloupnosti a jejich limity

Definice 2.1. Necht M je mnozina. Posloupnost s hodnotami v M je zobrazeni
z N do M.

Kazdé prirozené cislo n je tedy zobrazeno na néjaky prvek a,, mnoziny M.
Tomuto prvku fikdme n-ty prvek posloupnosti. Posloupnost (a1, as, as, .. .) ob-
vykle zna¢ime (a,)?;, nebo jen (a,). Zapis (a,) C M znamend, ze jde o
posloupnost s hodnotami v M.

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme se zabyvat posloupnostmi realnych
¢isel. Nékteré poznatky také zobecnime pro posloupnosti s hodnotami v jinych
metrickych prostorech, napiiklad v R%.

Definice 2.2. Posloupnost realnych ¢isel (a,,) je

e shora omezend, pokud existuje M € R takové, ze a, < M pro kazdé

n €N,

e zdola omezend, pokud existuje M € R takové, ze a, > M pro kazdé
n €N,
omezend, pokud je shora i zdola omezen4,
rostouct, pokud a,, < a,, pro kazdé n € N,
neklesajict (nebo téz slabé rostouct), pokud a, < an4+1 pro kazdé n € N,
klesagici, pokud a,, > a,.1 pro kazdé n € N|
nerostouct (nebo slabé klesajici), pokud a,, > a,,1 pro kazdé n € N,
monotonni, pokud je neklesajici nebo nerostouci.

Definice 2.3 (Vlastni limita). Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel. Rek-
neme, ze A € R je vlastni limita posloupnosti (a,), pokud pro kazdé realné
¢islo € > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n > ng je
la, — A|] < e. Pokud posloupnost mé vlastni limitu, fikime, Ze konverguje,
piipadné, Ze je konvergentni a piSeme

lim a, = A.
n—oo

Definice (vlastni) limity se d4 zobecnit na posloupnosti v libovolném met-
rickém prostoru (M, d): pro posloupnost (a,) C M Fekneme, ze ma limitu
A € M, pokud plati

Ve € (0, +00) Ing e NVn € Nyn > ng: d(a,, A) < e.
Ve skutecnosti existuji jeSté obecnéjsi struktury nez metricky prostor, na

nichz lze zavést pojem limity, a s nim pak i dalsi souvisejici pojmy, jako
tfeba pojem spojité funkce: jsou to takzvané topologické prostory. O nich


https://cs.wikipedia.org/wiki/Topologick%C3%BD_prostor

se ale nebudeme na této prednasce dale zminovat.

Definice 2.4 (Nevlastni limita). Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel.
Rekneme, (a,) ma (nevlastni) limitu +oo, piseme lim,,_,, a, = 400, pokud pro
kazdé realné ¢islo K existuje ng € N takové, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n > ng
je an, > K. Rekneme, (a,) ma (nevlastni) limitu —oo, piSeme lim,, ., a, =
—o00, pokud pro kazdé realné cislo K existuje ng € N takové, ze pro kazdé
prirozené ¢islo n > ng je a, < K.

Vsimnéte si, ze kazda posloupnost, kterd méa limitu +oo, je shora neome-
zena. Opacné implikace ale neplati: napriklad posloupnost

1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,...

je shora neomezena, ale nema limitu.

Pro praci s nevlastnimi limitami se hodi formalné zavést obor takzvanych
rozsirenyjch redlnyjch ¢éisel R* = RU{—o00,+00}. Na tento obor nyni rozsiiime
(aspon ¢astecné) relaci usporadéani na R jakoz i zakladni aritmetické operace:

VeeR: —oco<x <400

Vo e R, o # —00: &+ (+00) = (+00) + & = +00

Vo e R, x # +00: 2 + (—00) = (—00) + = —00

VeeR 2 >0: 2 (+0)=(+0) -z =40 ax-(—00)=(—00) x=—00
VeeR" 2 <0:z-(+00) = (+00) -2 =—-0azx:(—00)=(—00) =400
1 1

Yoo - Zoo !

Ve,ye Rz —y=x+(-1)-y

1
Vm,yER*:zzx-(—).
Y Yy

Vsimnéte si, ze predchozi definice ponechava nedefinované nékteré vyrazy, kon-
krétné

(+00) + (=00), (=00) + (+00), (+00) = (+00), (=00) — (—00),

+oo =z
a — pro r € R*.

0- (£o00), (£o0) - 0, T ® 0

Jsou to tzv. neurcité vyrazy a jejich hodnoty ponechame nedefinované.
Vsimnéte si dale, ze diky rozsifeni relace < na R* nyni kazda podmno-
zina R* (a tedy specialné i kazda podmnozina R) méa horni mez +oco a dolni
mez —o0. S vyuzitim toho, Ze supremum mnoziny je jeji nejmensi horni mez
a infimum jeji nejvétsi dolni mez, nyni mizeme uréit suprema a infima i pro
mnoziny, pro néz v R nebylo supremum ¢i infimum definovano.
e Pokud M je shora neomezend podmnozina R, pak sup M = 4o0.



e Pokud M je zdola neomezena podmnozina R, pak inf M = —occ.
e Pro prazdnou mnozinu plati, Zze kazdé x € R* je jeji dolni i horni mez,
coz vede na sup ) = —oo a inf () = +o0.

Definice 2.5 (Okoli bodu). Pro x € R a ¢ € (0, + 00) definujme mnoZzinu
U(z,e) = (x—e,x+¢), kterou nazyvame okoli bodu x o poloméru €. Definujme
také okoli nekonecen, opét jen pro € € (0, +00), takto: U(+o0,e) = (1/g, +00)
al(—o0,e) = (—o0,—1/e).

Vsimnéte si, Ze s timto znacenim muzeme zformulovat definici limity zpt-
sobem, ktery sjednocuje vlastni a nevlastni limity. Pro A € R* a posloupnost
(a,) C R plati, Ze lim,, o a, = A, pravé kdyz

Ve € (0,400) 3ng e NVn € Nyn > ng: a,, € U(A,¢).

Slovy feceno, pro kazdé ¢ > 0 existuje nejvyse koneéné mnoho indextii n € N
takovych, Ze a,, nepatii do U(A, ).

Tvrzeni 2.6 (Jednoznacnost limity). KaZdd posloupnost redlngch éisel (ay,)
md nejvyse jednu limitu (vlastni ¢i nevlastni).

Diikaz. Pro spor budeme predpokladat, Ze (a,) méa dvé rizné limity K, L € R*.
Vezmeme ¢ > 0 tak malé, ze U(K,e) NU(L,e) = 0 (snadno rozmyslime, Ze
takové € existuje pro libovolné K # L). Potom z toho, ze lim,,_,, a,, = K plyne,
Ze existuje ng takové, ze pro kazdé n > ng plati a,, € U(K,e). Zaroven z toho,
ze lim,,_, . a, = L plyne, Ze existuje n; € N takové, ze pro kazdé n > n; plati
a, € U(L,e). Zvolme tedy n = max{ng,n,} a mame a, € U(K,e) NU(L,¢),
oz je spor s tim, ze U(K,e) NU(L, ) = (). O

Tvrzeni 2.7 (O limité monoténni posloupnosti). KaZdd monotdnni posloup-
nost (a,) C R md v R* limitu.

Diikaz. Predpokladejme, Ze (a,,) je slabé rostouci (pro slabé klesajici posloup-
nosti je argument obdobny). Ozna¢me s = sup{a,; n € N}. Tvrdime, 7Ze
lim,, ., a, = s. Pokud by toto nebyla pravda, znamenalo by to, Ze existuje
e > 0 takové, ze pro nekoneéné mnoho indexi n € N mame a,, & U(s,¢). Pro-
toze s je horni mez mnoziny {a,; n € N}, znamena to, ze pokud a, ¢ U(s, ¢),
tak a, je mensi nez v8echny prvky U(s, ). Protoze je vSak (a,) slabé rostouci,
znamena to, ze vSechny ¢leny této posloupnosti jsou mensi nez vSechny prvky
U(s,e). To ale znamena, 7ze kazdy prvek U(s,e) je horni mez {a,; n € N},
coZ je spor s tim, Ze s ma byt nejmensi horni mez této mnoziny. Tim je dikaz
hotov.

Vsimnéte si, ze vySe uvedeny argument funguje jak pro situaci, kdy s je
realné cislo, tak i pro s = +o0. O

Nasledujici vysledek je zakladem pro vypocty konkrétnich limit.
Véta 2.8 (Aritmetika limit). Necht (a,),(b,) jsou posloupnosti redlnych ¢isel
slim, oo ap, = K € R* alim,_,o b, = L € R*. Pak
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(i) je-li K 4+ L definovdno, tak lim, o (a, +b,) = K + L,
(ii) je-li KL definovino, tak lim, . (a,b,) = KL,

(iil) je-li % definovano a navic b, # 0 pro kazZdé n, pak lim,, Z—: = %
Ditikaz této véty vynechame.
Diilezité je, ze aritmetika limit funguje jen jednosmérné. Formulace véty
svadi k upravam typu

lim (a, + by,) Z lim a, + lim b,,
n—oo n—oo n—oo

ovsem je diilezité mit na paméti, ze pokud prava strana této rovnosti neni

definovana (at uz proto, Ze pocitané limity neexistuji, nebo proto, Ze jejich

soucet neni definovan), nelze z toho nic usuzovat o existenci a hodnoté limity

na levé strané.

Spocitejme napiiklad limitu posloupnosti zadané predpisem a, = (—1)" +
(—1)"*!. Kdybychom postupovali mechanicky podle aritmetiky limit, dosli
bychom k

: n n+1\ _ 1 n : n+1
Tim ((=1)" + (=1)"™") = lim (=1)" + lim (=1)"*,
coz nam ovSem nepoméhd, protoZze ani jedna ze dvou limit na pravé strané
neexistuje. Lep$f je viimnout si, Ze pro kazdé n mame a, = (—1)"+(=1)"*"1 =
0, tedy zjevné lim,,_, a,, = 0.

Obdobny priklad je vypocet limity posloupnosti zadané vztahem a,, =

Zbrklé pouziti aritmetiky limit nevede k cili:

3n+2
Tm—5"

, 3n+2  lim,,3n+2 4o
im = =
n—oo Tn—5 lim, e ™ —5 400’

coz dava neurcity vyraz, z néjz nelze nic usoudit o existenci a hodnoté limity
; < T e e S Tephmans 3042 _ 3+2/n ) ‘e

na leYe strané. Lepe Je.neJd.rn{ pouzit kraceni = = - 7 @ nyni lze priklad

dofesit pomoci aritmetiky limit:

. 3n+2 3+
lim =1

n%oo?n—5_n~>oo7—

lim,, o0 3 +

3 o3 o
3|03 N
| w

C limy, e T —
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3 Limity posloupnosti,
hromadné body, rady

Minule jsme vidéli vétu o aritmetice limit, kterd ukazuje, jak se limity po-
sloupnosti chovaji ve vztahu k aritmetickym operacim. Tuto vétu nebudeme
dokazovat. Urcitym zesilenim této véty je néasledujici tvrzeni.

Véta 3.1 (O nasobeni limitni nulou). Necht (a,)2 | je omezend posloupnost, a
necht (b,)2, je posloupnost spliujici lim,,_, b, = 0. Potom lim,,_,, a,b, = 0.

Vsimnéte si, ze kdybychom mohli v predchozi vété predpokladat, ze (a,)
mé vlastni limitu, plynul by zavér véty piimo z véty o aritmetice limit. Véta 3.1
je silnéjsi v tom smyslu, Ze misto existence limity pro (a,) pouze piedpoklada
omezenost.

Diikaz. Méjme dano € > 0 a chtéjme dokézat, Ze existuje ny takové, ze pro
kazdé n > ng plati a,b, € U(0,¢), neboli explicitnéji —e < a,b, < . Protoze
(a,) je omezena, tak existuje K € R takové, Ze pro vSechna n plati — K < a,, <
K. Protoze lim,,_,, b, = 0, tak existuje ng takové, Ze pro n > ng plati —¢/K <
b, < ¢/K. Z téchto nerovnosti plyne, Ze pro n > ng plati —¢ < a,b, <e. O

Nyni zminnme nékolik tvrzeni ukazujicich, jaka je souvislost mezi limitami
a standardnim usporadanim redlnych ¢isel podle velikosti.

Véta 3.2 (O limité a usporadéani). Necht (a,,) je posloupnost s limitou A € R*
a necht (by,) je posloupnost s limitou B € R*. Potom

1. pokud A > B, tak existuje ng takové, Ze pro kazdé m,n > ng plati a,, >
bn,

2. pokud pro nekonecné mnoho indexi n plati a, > b,, tak A > B.

Poznamenejme, Ze z toho, ze a,, > b, pro vSechna m,n neplyne, ze A > B,
ale pouze A > B. Viz tieba posloupnosti (1), a (—%)C’O které maji obé

n/n=1 n=1»
limitu 0.

Dikaz Vety 3.2. Prvni bod. Jelikoz A > B, tak pro dost malé £ > 0 plati, ze
U(A,e) NU(B,e) = 0 a tudiz kazdy prvek U(A, e) je v&tsi nez vechny prvky
U(B,e).

7 definice limity plyne, Ze existuje n; takové, ze pro n > ny plati a, €
U(A,e) a také existuje ny takové, ze pro n > ny plati b, € U(B, ). Tudiz pro
kazdé m,n > max{n;,ny} plati a,, > b,.

Druhy bod. Toto je v podstaté obménéna implikace z prvniho bodu: pro
spor predpokladejme, ze A < B. Potom dle tvrzeni z prvniho bodu pro vSechna
dost velkd m,n plati a,, < b,, coz je ve sporu s predpoklady na a, a b,. O
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Véta 3.3 (Véta o dvou policajtech pro posloupnosti). Méjme tii posloupnosti
spliiugict a, < b, < ¢, pro kaZdé n. Predpokldidejme, Ze (a,) i (c,) maji obé
stejnou limitu L € R*. Potom i (b,) mad limitu, a ta je také rovna L.

Diikaz. Necht mame déno € > 0 a chceme dokazat, ze pro kazdé dost velké
n plati b, € U(L,e). Vime ale, Ze pro kazdé dost velké n plati a, € U(L,¢) i
cn € U(L,€) a z nerovnosti a,, < b, < ¢, pak plyne b, € U(L,¢). O

Poznamenejme, ze ve Vété o dvou policajtech by stacilo predpokladat, ze
nerovnosti a, < b, < ¢, plati pouze pro kazdé n vétsi nez néjaké dané ny.

Vsimnéte si takeé, ze v pripadé L = +oo ndm staci jen ‘dolni policajt’:
pokud lim, ,, a, = 400 a a, < b, pro viechna (dost velkd) n, tak nutné
lim,, .o b, = +00. Podobné pro L = —oo stac¢i jen ‘horni’ policajt.

Priklad 3.4. Hledejme limitu posloupnosti (b,,) definované takto:

_ 2n+ Vnsin(1/n)
" 3n+5sin(|n/27])

S vyuzitim nerovnosti —1 <sin(z) < 1 vidime, Ze plati

2— _ 2+ ==
Jn _ 2n \/ﬁ<b<2n+\/ﬁ NG

3+2  3n+5 ~ "7 3n-5 3-27

Horn{ i dolni odhad mé limitu 2, coZ je tedy i limita (b,).

Zabyvejme se nyni otazkou, co lze Tici o posloupnostech, které nemaji li-
mitu. Klicovou roli v dalsim vykladu bude hrat pojem hromadny bod, ktery si
nyni zavedeme.

Definice 3.5. Rekneme, ze posloupnost (b,)>°; je podposloupnost posloup-
nosti (a,)5°, pokud existuje rostouci funkce f: N — N takov4, ze pro kazdé

n € N plati b, = ay(,).

Napriklad posloupnost (%)30:1 = %, %, %, ... je podposloupnost posloup-

nosti (£)°2, = 1,1, %, 1,..., coz dosvédeuje funkee f(n) = 2.

Pozorovani 3.6. Pokud md posloupnost (a,) limitu L, tak i kaZdd jeji podpo-
sloupnost ma tuto limitu.

Definice 3.7 (Hromadny bod). Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel. Roz-
Sitené realné ¢islo H € R* je jejim hromadnym bodem, pokud H je limitou
néjaké podposloupnosti (a,). Mnozinu vSech hromadnych bodii posloupnosti
(a,) budeme oznacovat H(a,).

Z Pozorovani 3.6 plyne, Ze pokud mé posloupnost (a,) limitu L, tak je L
jeji jediny hromadny bod. D4 se dokézat i opacna implikace, tedy Ze pokud
mé posloupnost jediny hromadny bod, tedy pokud H(a,) = {H} pro néjaké
H € R*, tak potom mé (a,) limitu a ta je rovna H.
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7 definice hromadného bodu neni zjevné, zda mé kazda posloupnost viibec
néjaky hromadny bod. Ve skutecnosti tomu tak je, jak si brzy ukazeme.

Nejprve si ovSem pro budouci potiebu zavedeme ekvivalentni definici hro-
madného bodu posloupnosti.

Véta 3.8 (Alternativni definice hromadného bodu). Hodnota K € R* je hro-
madny bod posloupnosti (a,), pravé kdyz pro kaZdé ¢ > 0 existuje nekonecné
mnoho hodnot n € N takouvych, Ze a, € U(K,¢).

Diikaz. =: Necht K € H(a,) a necht (b,) je podposloupnost (a,) s limitou K.
Necht f: N — N je rostouci funkece splitujici b, = as(,). Necht mame uréeno
e > 0. Jelikoz lim b,, = K, tak pro kazdé dost velké n plati b, € U(K, €). Z toho
plyne, ze pro kazdé dost velké n plati asq) € U(K,¢), a tedy pro nekonecné
mnoho n mame a, € U(K,¢).

«: Predpokladejme, Ze pro K € R* plati, Ze pro kazdé € > 0 existuje neko-
necné mnoho n takovych, ze a, patii do U(K,e). Nyni induktivné definujeme
hodnoty f(1) < f(2) < f(3) < --- tak, ze posloupnost (b,) definovana jako
by, = ay(n) bude mit limitu K.

Oznacme ¢, = % Necht f(1) je nejmensi m € N takové, ze a,, € U(K, 1)
(néjaké takové m urcité existuje, protoze dle predpokladia U(K, ;) obsahuje
a,, pro nekoneéné mnoho hodnot m). Nyni predpokladejme, Ze uz jsme uréili
hodnoty f(1) < f(2) < --- < f(n — 1) a definujme f(n) jako nejmensi m
takové, ze m > f(n — 1) a a,, patii do U(K, &,).

Snadno nahlédneme, Ze posloupnost (b,) definovana jako b, = ayu je
podposloupnost (a,), kterd ma limitu K, a tedy K € H(a,) (napiiklad pro
K € R mizeme pouzit nerovnosti K—% <b, < K+% a vétu o policajtech). [

Véta 3.9 (O monotoénni podposloupnosti). Kazdd posloupnost (a,) € R md
monotonni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel. f{ekneme, ze prvek a, této
posloupnosti je nizky, pokud pro kazdé m > n plati a,, > a,. Jinymi slovy,
prvek posloupnosti je nizky, pokud je mensi nez vSechny prvky, které po ném
nésleduji.

Nyni rozlisime dva p¥ipady: budto (a,) obsahuje nekoneéné mnoho nizkych
prvki, nebo ne. Pokud (a,) mé nekone¢né mnoho nizkych prvka, jsme hotovi,
protoze nizké prvky z definice tvori rostouci podposloupnost.

Ted predpokladejme, Ze nizkych prvki je jen koneéné mnoho, a induktivné
definujeme slabé klesajici podposloupnost afny > ageo) > ags) > ---. Necht
f(1) je index prvku, ktery nasleduje za poslednim nizkym prvkem posloupnosti
(an). Tedy prvek asq) ani Zadny prvek, ktery po ném nasleduje, neni nizky.
Predpokladejme, Ze uz jsme urcili ayqy > ageo) > -+ > apr) pro néjaké k.
Necht f(k + 1) je definovano jako nejmensi m takové, ze m > f(k) a zaroven
ayk) = am. Takové m existuje, protoze ayy) neni nizky. Takto induktivné
definujeme slabé klesajici podposloupnost (a,,). O
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Véta 3.10 (Bolzanova—Weierstrassova). KaZdd omezend posloupnost (a,,) C R
ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) C R je omezena. Podle predchozi véty ma (a,) monotonni
podposloupnost (b,), jez je zjevné omezena. Podle Véty 2.7 je (b,) konver-
gentni. O

Véta 3.10 je ve skutecnosti jen slabsi verze skuteéné Bolzanovy—Weier-
strassovy véty, ktera 1iké, ze dokonce kazda omezena posloupnost bodu v
konec¢né-dimenzionalnim euklidovském prostoru R mé konvergentni pod-
posloupnost.

Podle Véty 3.10 ma kazda omezena posloupnost hromadny bod. Pro neo-
mezenou posloupnost je hromadnym bodem oo nebo —oc.

Priklad 3.11. Ukazme si nékolik prikladii posloupnosti a jejich mnozin hro-
madnych bodi.
e Posloupnost —1,1,—1,1,—1,...,(=1)",... ma dva hromadné body: 1 a
-1.
e Posloupnost 1,2,3,4,5,... ma jediny hromadny bod +oc0.
e Posloupnost 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... vznikla konkatenaci bloktu By, B>,
Bs,..., kde B, = 1,2,3,...,k. Jeji mnozina hromadnych bodu je NU

{00}
e Posloupnost [1)7 %, g, %, %, g, %, %, %, ... vznikla konkatenaci bloku Cy, (5,
Cs, ..., kde C}, = %, %, e % Jeji mnozina hromadnych bodi je uza-

vieny interval [0, 1]. VSimnéte si, Ze mnoZina hromadnych bodi je zde
nespocetna, prestoze samotné posloupnost obsahuje jen spoc¢etné mnoho
hodnot.

Ve vSech pfedchozich pripadech méla mnozina hromadnych boda nejvétsi
i nejmensi prvek v R*. Ukazeme si, Ze to nebyla ndhoda.

Definice 3.12 (Limes superior a limes inferior). Necht (a,) je posloupnost a
H(a,) jeji mnozina hromadnych bodu. Nejvétsi prvek H(a,) se nazyva limes
superior posloupnosti a, a znaci se limsup,,_, . a,, zatimco nejmensi prvek
H(a,) se nazyva limes inferior a znaci se liminf, . a,.

Véta 3.13 (O existenci lim sup a liminf). Pro kaZdou posloupnost (a,,) € R md
mnozina H(a,) nejvetsi i nejmensi prvek v R*. Jingmi slovy, kaZdd posloupnost
md limes superior i limes inferior.

Diikaz. Dokazme existenci lim sup, pro liminf je argument obdobny.

Pokud je posloupnost (a,) shora neomezena, tak zjevné 400 je jeji nejvétsi
hromadny bod, a tedy limsup,,_, . a, = +oo. Pokud plati lim, ., a, = —o0,
tak H(a,) = {—oo} a tedy limsup,_,. a, = —oo. Predpokladejme odted,
ze pro (a,) nenastava ani jeden z téchto pripadi, a dokdzeme, Ze existuje
lim sup,,_, ., @n, které je navic redlné.
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Pro kazdé k € N definujme mnozinu

M, = {akaak+1>ak+2> .- } = {am; m > ]f}

a oznaCme s, = sup M € R. Zjevné M, O My O M3 O ---, a tedy s; >
Sg > 83 > ---. Z toho plyne, Ze posloupnost (s,) mé limitu S := lim,_, s, €
R U {—o0}. Tvrdime, ze S je nejvétsi prvek H(a,).

Kdyby platilo S = —oo, znamenalo by to, Ze i (a,) ma limitu —oo (roz-

myslete proc!), coz je pfipad, ktery jsme uz rozebrali na za¢atku. Mame tedy
S € R. Potiebujeme dokazat dvé véci: ze S patii do H(a,) a ze zadny veétsi
prvek R* do #(a,) nepatii.

Kdyby S nepatiilo do H(a,,), tak by dle alternativni definice hromadného
bodu existovalo okoli U(S, €), které obsahuje nejvyse kone¢né mnoho prvki z
posloupnosti (a,). Pfedpokladejme, Ze m je nejvétsi index takovy, Ze a,, patii
do U(S,e). Potom ale pro kazdé n > m méame M, NU(S,e) = ), a tedy
bud s, > S+ e (pokud mé M, n&jaky prvek vétsi nebo rovny S + €), nebo
sn, < 8 — €. Toto je ale ve sporu s tim, ze lims, = S.

Zbyva dokazat, ze S je nejvétsi hromadny bod (a,). Pro spor predpokla-
dejme, Ze H(a,) obsahuje néjaké T' > S. Zvolme ¢ > 0 tak malé, aby platilo
U(T,e) NU(S,e) = 0. Jelikoz S je limita posloupnosti (s,), tak existuje ng
takové, ze pro v8echna n > ng plati s, € U(S,¢e). Protoze s, = sup M,, =
sup{an, 41, - .. }, znamena to, ze pro kazdé n > ng plati S +¢ > s, > a,, a
tedy a, € U(T,¢e). To je ale spor s tim, ze T je hromadny bod (a,).

Tim je dokazano, ze S' = lim sup a,,. Obdobné se dokaze existence lim inf a,,.

[]

Vsimnéte si, ze z predchoziho dikazu vyplyva alternativni definice lim sup
a liminf:

limsupa, = lim (sup{an,ans1,...})
n—o0 n—00

liminf a, = lim (inf{an, ani1,...}).
n—oo n—oo

Rady realnych &isel

Definice 3.14 (Rada a jeji soucet). Nekonecnd fada (redlngjch cisel) je vyraz

o
Zan:a1+a2+a3+-~~ X
n=1
kde (ay)n>1 je posloupnost realnych ¢isel. Budeme se snazit pridrzovat to-
hoto znaceni, ale pochopitelné se pouziva mnoho variant zapist nekonec¢nych
fad, pro s¢itaci index se naptiklad mize pouzit jiné pismeno, s¢ité se od jiné
hodnoty nez od 1, apod.; zapisy pro nekonec¢né rady jsou tedy tireba také
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an:bo+bl+, Zai:am—i—amﬂ—l—---,ch268—|—09+---.

n=0 i=m k>8

édsteény’ soucet Tady, presnéji jeji n-ty ¢astecny soucet s,, je soucet jejich
prvnich n ¢lend. Pro fadu Y 7 | a, je tedy s, = a1 +az + -+ + a,, a pro fadu
Z,@gck je 8, =cg+cg+ -+ Cuyr.

Pokud existuje vlastni limita posloupnosti (s,) ¢asteénych souc¢ti dané
fady, mluvime o konvergentni fadé a limita lim,, ., s, je jejim souctem. Pokud
je limita s, nevlastni, tak i v tomto pfipadé definujeme soucet fady jako limitu
(sn), ale fadu neoznacujeme jako konvergentni.

Priklad 3.15. Rada Yomso(=)"=1-=1+1-1+"-- je divergentni, protoze
(sn) = (1,0,1,0,1,...).

Priklad 3.16. Dilezitym prikladem tady je geometrickd Tada

Y " =1+q+¢+q+-,

n=0

kde g € R je parametr zvany kvocient. Pro soucet geometrické rady plati, ze

1
Zq": 400 ooqg>1
n=0 neexistuje ... ¢ < —1.

To vyplyva to ze vzorce pro ¢asteény soucet (¢ # 1):
q" —1

sn=ld+q+@+ - +q"" = :
qg—1

Pro |g| < 1 je lim, . ¢" = 0 a podle aritmetiky limit lim,, ,,, s, = (0 —
1)/(g—1)=1/(1 —q). Pro ¢ > 1 jako limita vyjde (+o0 —1)/(¢ — 1) = +o0
a pro ¢ = 1 také (tehdy s, = n). Pro ¢ < —1 limita lim,,_,, ¢" neexistuje a
neexistuje tedy ani limita lim, . s, = lim, ,(¢" —1)/(¢ — 1).

Priklad 3.17. Pti praci s fadami je potfeba urcité obezretnosti. Napiiklad exis-
tence i hodnota sou¢tu se mize zménit, kdyz sc¢itance v fadé uzavorkujeme.
Uvazme naptiklad fadu

D=1 =14 (=) + 14 (1) + -+,

n=0
o niz jsme v predchozim ptikladu ukéazali, Ze nekonverguje. Pokud ovSem radu
uzavorkujeme tak, ze slou¢ime kazdy zdporny sc¢itanec s nasledujicim kladnym,
dostaneme konvergentni fadu:
I+(-D)+D)+ (=) +1)+ (1) +1)+---
=14+0+0+---
=1.
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Pokud naopak slou¢ime kladné ¢leny s nasledujicimi zapornymi, vznikne rada
konvergujici k jinému souctu:

(14 (=1) + (14 (=1) + (1 (1) -
=0+0+0+--
=0.

Priklad 3.18. Soucet fady neni zavisly jen na tom, jaké hodnoty s¢itame, ale
i na tom, v jakém je s¢itdme poradi. Na rozdil od kone¢nych souctiu tedy neni
u nekonec¢nych fad mozné libovolné ménit poradi s¢itancti. Uvazme napiiklad
fadu 1+ (—1)+5+(—3)+5+(—3)+- - -. Jeji Castetné soucty tvoif posloupnost
1,0,%, 0, %,0, ..., kterd ma limitu 0, coz je tedy soucet této rady.

Nyni uvazme fadu, ktera ma stejnou mnozinu sc¢itanct jako ta predchozi,
ale s¢ita je v jiném potadi: vzdy vezmeme nejprve dva kladné sc¢itance, a pak
jeden zaporny:

1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+
2 3 4 2 5 6 3 7 8 4 '
O této tadé lze dokazat, ze mé soucet In2 = 0,693..., prestoze obsahuje

stejnou mnozinu sc¢itanci jako predchozi fada.
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4 Funkce

Funkce f: A — B je, formalné feCeno, binarni relace, ktera kazdému prvku
mnoziny x € A prifadi pravé jeden prvek mnoziny y € B, coZ zapisujeme
f(z) = y. Mnozina A je pak definicni obor funkce f. Mnozinu {f(x); x € A}
nazyvame obor hodnot funkce f a oznacujeme Im(f). Pro funkci f: A — B je
tedy Im(f) C B, ale obecné nemusi platit Im(f) = B. Pro mnozinu M C A
pouzivame znaceni f(M) jako zkratku pro {f(z); © € M}.

Funkce f: A — B je prostd, pokud pro kazda dvé ruzna x,,rs € A plati
f(z1) # f(22).

V této prednasce se budeme zabyvat hlavné funkcemi, jejichz defini¢ni obor
i obor hodnot jsou podmnoziny R. Zavedme nékolik pojmii specifickych pro
takovéto funkce.

Definice 4.1. Necht M je podmnozina R. Rekneme, ze funce f: M —Rje

e shora omezend, pokud existuje K € R takové, ze pro kazdé x € M plati
flz) <K,

e 2dola omezend, pokud existuje K € R takové, ze pro kazdé x € M plati
f(@) > K.

e omezend pokud je shora i zdola omezena,

e rostouci pokud pro kazdé x,y € M plati x < y = f(z) < f(y),

e neklesajici (nebo téz slabé rostouci) pokud pro kazdé x,y € M plati
z<y= f(z) < f(y),

e flesagici pokud pro kazdé x,y € M plati x <y = f(z) > f(y),

e nerostouci (nebo téz slabé klesajici) pokud pro kazdé x,y € M plati
r<y= f(x) = fy),

e monotonni pokud je neklesajici nebo nerostouci,

e periodickd s periodou p € (0,4 oc0), kdyz pro kazdé x € M jeixz+p e M
a f(z) = f(z+p).

Na rozdil od posloupnosti mohou byt monoténni funkce neomezené shora
i zdola, ptikladem je tieba f(x) = x.

Definice 4.2. Necht M je podmnozina R a necht f: M — R je prosta funkce.
Potom inwverzni funkce k funkci f je funkce f<~1>: Im(f) — M spliwjic
<> (y) = o prave tehdy, kdyz f(x) = y.

Priklad 4.3. Funkce f(z) = 22 je prosta na intervalu [0,00). Funkce inverznf k
f na tomto intervalu je /x: [0,400) — [0,400). Na intervalu (—o0,0] je funkce
f(x) = x* takeé prosta, jeji inverzni funkci je ale —y/x: [0, + 00) — (—00,0].
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4.1 Nékteré dulezité funkce

Pri seznamovéni s funkcemi zminénymi v téchto poznamkach se vam muze
hodit aplikace k vykreslovani grafi funkci, tfeba GeoGebra.

Definice 4.4 (Exponencialni funkce). Pro libovolné x € R definujeme ezpo-
nencidlni funkci exp(x) jako soucet fady

= z" z?2 2 2t
e = — =1 —+—+—4....
xp(x) nZ:O”! +x+2—|—6+24+
Poznamenejme bez dikazu, Ze tato fada konverguje pro kazdé x € R, takze
exponencialni funkce je viude definovana. Pfimo z definice je vidét, ze exp(0) =
1, ze exp(z) > 1 pro = > 0 a Ze funkce exp je rostouci na intervalu [0, + c0).
Dalsi vlastnosti exponencialni funkce lze odvodit z nasledujici véty.

Véta 4.5 (Funkce exp prevadi soucet na soucin). Pro kaZdé x,y € R plati
exp(z +y) = exp(z) exp(y).

Nebudeme uvadét ditkaz predchozi véty, ale nazna¢me aspon, jakymi tpra-
vami lze pfislusnou rovnost odvodit:

|
—~ nl
— 1 (n k, n—k : fokd v
= Z - 'y dle binomické véty
n! k
n=0 k=0
- ! Y
n=0 k=0 k <n k)
TR ek L Ve ) 1
= Z Z . A prohozenim pofadi sum
' (n—k)!
k=0 n=k

k !
> m
y S
E -~ preznacenim m =n — k

Co chybi k uplnému dikazu je zdivodnéni, pro¢ zména potadi s¢itanci v
rovnosti oznacené vykiicniky nezméni hodnotu nekoneénych sum — vime,
ze obecné zména poradi s¢itanci v nekone¢né sumé miize ovlivnit hodnotu
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souctu. Potfebna teorie se opird o pojem absolutni konvergence rad, ktery
se probira v pokrocilejsich kurzech matematické analyzy.

S vyuzitim Véty 4.5 miZzeme odvodit dalsi vlastnosti exp.

e exp(—x) = 1/exp(z) (protoze exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1),

e exp(z) € (0,1) pro kazdé x < 0 (plyne z pfedchoziho bodu),

e exp(x) je rostouci funkce na R, protoZze pokud x < y, tak plati exp(y) =

exp(e) exply — o) a exp(y — ) > 1,

e tudiZ je exp(x) prosta na R.

Z vyse uvedenych vlastnosti plyne, ze obor hodnot funkce exp(z) je pod-
mnozinou (0, +00). Poznamenejme bez dukazu, Ze ve skutecnosti je tento obor
hodnot pfimo roven (0, 400).

Speciélni vyznam méa hodnota exp(l) = 2,7182818..., coz je iracionalni
¢islo znamé jako FEulerovo ¢islo, oznac¢ované symbolem e.

Existuji i jiné, ekvivalentni zptsoby, jak definovat funkci exp(z): napitiklad
ji 1ze definovat jako limitu

exp(z) = lim <1 + £>n

n—o00 n
Speciélné tedy plati e = lim,, (1 + %)”
Jak jsme podotkli vySe, exp je prosta funkce z R na (0, +00). Existuje k ni
tedy funkce inverzni, kterou si nyni zavedeme.

Véta 4.6 (Logaritmus). Funkce exp<~1>: (0,4+00) — R, kterd je inverzni k
funkci exp, se nazyvd prirozeny logaritmus a znaci se In.

Pomoci exp a In muZzeme definovat umocnovani obecnych redlnych cisel.
Definice 4.7. Pro b € (0,4+00) a 2 € R definujeme b* = exp(xInb).

Vsimnéte si, ze pro b € (0,+00) a n € N je tato definice konzistentni s
“obvyklym” umocnovanim, naptiklad

b* = exp(41nb)

=exp(Inb+1Inb+Inb+ Inb)
= exp(lnb) - exp(Inbd) - exp(Ind) - exp(ln b)
=b-b-b-b.

Vsimnéte si také, Ze €” je synonymum pro exp(z). Oba tyto zpisoby zépisu
exponencialni funkce budeme nadale vyuzivat.

Pro kazdé pevné kladné b a proménnou x € R nyni miizeme uvazovat funkci
b”, kterd je dle definice rovna exp(zInb). S vyuzitim znamych vlastnosti funkce
exp vidime, ze pro b = 1, je funkce 0" identicky rovna jedné, pro b > 1 se jedna
o rostouci funkci z R na (0, +00), zatimco pro b € (0, 1) je tato funkce klesajici
a op&t zobrazuje R na (0, +00).
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Pro pevné b € (0,1) U (1,400) a proménnou z € R je funkce b* =
exp(z Inb) prosta funkce z R do (0, +00). M4 tedy inverzni funkci, ktera je
znamé jako logaritmus o zdkladu b a zna&i se obvykle log,(z). Lze snadno
odvodit, ze logaritmus o zakladu b lze vyjadrit vzoreckem

Inz

logy(z) = oo

Definice 4.8 (Funkce sinus a kosinus). Funkce sinus a kosinus definujeme
jako soucty rad

. B & (_1)n$2n+1 B .I‘3 £L‘5
Sln.T—Zom—x—y‘Fg— a
B 0 (_1)n$2n B 2 I

Obé tyto fady konverguji pro libovolné x € R.

Funkce exp(x), sin(x) a cos(x) jsme definovali pomoci specialniho typu ¢i-
selné fady, takzvané mocninné fady. Obecné, mocninné fada (s promén-
nou z) ma tvar y_ - a,z", kde (a,)2, je posloupnost realnych (nebo
obecné&ji komplexnich) ¢isel, takzvanych koeficientid mocninné fady. Moc-
ninné fady jsou tedy zobecnéni polynomu. Funkcim, které lze definovat
pomoci souctu néjaké mocninné fady, se fika analyticke funkce. Hraji vy-
znamnou ulohu v redlné analyze, a jesté vyznamnéjsi tlohu v analyze
komplexni.

Jednou z vyhod nasich definic exp(z), sin(z) a cos(x) je, ze je lze
pouZit i pro komplexni hodnoty proménné = (fady komplexnich ¢isel se
s¢itaji analogicky jako fady redlnych ¢isel), ¢imz defini¢ni obor téchto
funkci rozsitime na celou mnozinu C. Dosazovanim komplexnich hodnot
lze navic vypozorovat blizkou souvislost téchto t¥i funkei. Oznacime-li ¢

imaginarni jednotku (tj. i> = —1), pak pro x € C z definice mame
PR A S L e
exp(iz) = —I—zﬁ—E—Zg—i—I—Ha—a—zﬁjL--- a
. S e T R A
exp(—iz)=1—i—— —+i—+——i— — —+i—+---,

1 2! 31 4l 5! 6! 7!
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z ¢ehoz (pokud uvérime, ze mocninné rady lze “séitat ¢len po ¢lenu”) plyne

exp(ix) + exp(—ix)
2 Y

cos(x) =

, _exp(ir) — exp(—iz)
sin(x) = 5 a

exp(iz) = cos(x) + isin(x).

Limity funkci

Pfipomenme, Ze okoli bodu A € R* o poloméru ¢ > 0 znac¢ime U(A,s). Nyni
zavedme nové typy okoli, takzvana prstencova okoli.

Definice 4.9 (Okoli). Necht ¢ > 0. Pro A € R definujeme
e prstencové okoli bodu A o poloméru e > 0, znacené P(A,¢), jako (A —
e, A)U (A, A+e),
e [evé prstencové okoli bodu A o poloméru e > 0, znafené P~ (A, ¢), jako
(A - & A>7
e pravé prstencové okoli bodu A o polomeéru e > 0, znacené P (A, ¢), jako
(A, A+e¢).
Pro A € R tedy plati P(A,e) = U(A,¢e) \ {A}. Prstencova okoli nekone-
¢en definujeme jako totoznd s tplnymi okolimi: P(—o0,e) = U(—00,¢) a
P(+00,¢) = U(+00,¢). Jednostranna okoli nekonecen definovat nebudeme.

Definice 4.10 (Limita funkce). Rekneme, Ze funkce f md v bodé A € R*
limitu L € R*, kdyz

Ve>030 >0Ve € P(A,0): f(x) e U(L,¢),
neboli ekvivalentné,
Ve > 036 >0: f(P(A, ) CU(L,¢).

Zapisujeme
lim f(x) = L.

rz—A

Pozndmka. Limita funkce f v bodé A nijak nezavisi na hodnoté f(A), f ani
nemusi byt v A definovana. Aby vsak méla funkce f v bodé A limitu, musi jeji
defini¢ni obor obsahovat néjaké prstencové okoli A jako podmnozinu.

Pojem limity lze zavést pro funkci mezi libovolnymi metrickymi pro-
story, nikoliv jen pro realné funkce. Uz vime, Ze v libovolném metric-
kém prostoru (M, dys) muzeme definovat okoli bodu A jako Uy (A, e) =
{r € M; dy(xz,A) < €} (pouzivam zde Uy misto U, aby bylo zfejmé,
ktery metricky prostor se uvazuje). Prstencové okoli pak definujeme jako
Pu(Ae) =Uu (A e) \ {A}.
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Mame-li metrické prostory (M,dy) a (N,dy) a funkei f: M — N,
pak fekneme, Ze tato funkce mé v bodé A € M limitu L € N, pokud
plati, ze

Ve > 036 >0: f(Pu(A,9)) CUN(L,e).

Priklad 4.11. Pokud f(x) =z a A € R, pak lim,_, 4 f(x) = A. Pokud zménime
hodnotu funkce v nule a definujeme f jako

_Jx prox#0
f(x)—{ 1 proxz =0,

pak stale lim,_, 4 f(z) = A pro kazdé A € R, i pro A =0.
Priklad 4.12. Funkce signum (znaménko), které je definovana predpisem
1 pro x > 0,
sgn(z) =< 0 pro x = 0,
—1 prozxz <0,
mé limitu lim, ., 4 sgn(x) = sgn(A) pro A € R\{0}, a lim,_,o sgn(z) neexistuje.
Predchozi priklad ukazuje, Zze nékdy je vhodné uvazovat levé a pravé prs-

tencové okoli bodu zvlast.

Definice 4.13 (Jednostranné limity). Rekneme, Ze funkce f(z) ma v bodg
A € R limitu zprava rovnou L € R*, coz zapisujeme

lim f(x) =L,

r—A+

pokud
Ve > 03§ >0V e PH(A,d): f(z) eU(L,e).

Analogicky definujeme limitu zleva, pouze P*(A, ) se nahradi levym prsten-
covym okolim P~ (A, §). Ma-li funkce f v bodé A limitu zleva rovnou L, piSeme

lim f(x)= L.

r—A—

Jednostranné limity v nevlastnich bodech (tj. A = +00 nebo A = —o0) defi-
novat nebudeme.

Pro funkci sgn z Prikladu 4.12 snadno nahlédneme, ze lim,_,o; sgn(z) = 1 a
lim, _,o_ sgn(z) = —1. Obé jednostranné limity v nule jsou tedy ruzné, a navic
se ani jedna z nich nerovna hodnoté sgn(0).

Pozorovani 4.14. Funkce f md v bodé A € R limitu L € R*, prdvé kdyz ma
f v bode A limitu zleva i zprava a obé se rovnaji L.

Podobné jako u posloupnosti, limita funkce, pokud existuje, je jednozna¢né
urcena.
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Véta 4.15 (Jednoznacnost limity funkce). Funkce md v daném bodé nejuyse
jednu limitu.

Diikaz. Predpokladejme, Zze pro néjakou funkci f a bod A € R* plati zaroven
lim, ,4 f(x) = Lilim, 4 f(x) = L' pro dvé rizné hodnoty L, L' € R*. Zvolme
e > 0 dost malé tak, aby platilo U(L,e) NU(L',e) = (), a pro toto & pouZijme
definici limity. Jelikoz lim, 4 f(x) = L, tak musi existovat § > 0 takové, ze
f(P(A,d)) CU(L,e), a podobné musi existovat ¢’ > 0 takové, ze f(P(A,d)) C
UL e).

Zvolime-li ¢” = min{d, §'}, mame f(P(A,0")) CU(L,e) NU(L ,€), coz je
spor s U(L,e) NU(L',e) = 0. O

Zcela obdobné nahlédneme, ze kazda funkce mé v daném bodé nejvys jednu
limitu zleva i nejvys jednu limitu zprava.
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5 Limity funkci a spojitost

Nasledujici véta nam ukazuje blizkou souvislost mezi limitami funkei a limitami
posloupnosti.

Véta 5.1 (Heineho definice limity funkce). Necht f: M — R je funkce, je-
JiZ definiéni obor M obsahuje néjaké prstencové okoli P(A,dy) bodu A € R*.
Ndsledugjici dvé tvrzent jsou pak ekvivalentni:

(I) limy, 4 f(z) = L;

(II) pro kaZdou posloupnost (x,)>>, € M takovou, Ze lim, o0 T, = A a zd-
roven pro kaZdé n je x, # A, plati lim, . f(z,) = L.

Diikaz. Necht plati bod I. Méjme posloupnost (x,,) dle predpoklada bodu IT a
dokazme, ze posloupnost (f(z,))52,; mé limitu L. Necht je tedy dano ¢ > 0.
Diky bodu I vime, Ze existuje § > 0 splaujici f(P(A4,d)) € U(L,e). Protoze
(x,) ma limitu A a zaroven z,, # A pro kazdé n, tak existuje no € N takové, ze
pro kazdé n > ng plati z, € P(A, ). Pro n > ng tudiz plati f(x,) € U(L,¢e).
Proto lim,, , f(z,) = L, a tedy plati bod II.

Nyni pfedpokladejme, ze bod I neplati, tj. lim,_, 4 f(z) neexistuje nebo se
nerovna L. To znamena, Ze existuje takové ¢ > 0, Ze pro kazdé o > 0 existuje
x € P(A, ) s vlastnosti f(x) € U(L,e). Pro kazdé 6, = min{1/n,d}, kde n =
1,2,3,..., vezmeme takové x € P(A,d,) a oznacime ho x,,. Zjevné (x,,)>° | ma
limitu A pro n — oo a zaroven (x,) neobsahuje A, ale f(z,) € U(L,¢), takze
lim,, o f(x,) neni L. Bod II tedy také neplati; neni splnén pro posloupnost
(). O

Priklad 5.2. Pomoci predchozi véty ukazeme, ze funkce f(z) = sin(1/x), ktera
je definovana na mnoziné M = R\{0}, nema limitu v nule. Uvazme dvé po-
sloupnosti (z,,) a (yn), kde

1 1

Ty = —

=T N €N
m oY (2n+1/2)m ne

Ziejmé lim,, o x, = lim, ¥, = 0 a vSechny ¢leny posloupnosti (z,,) a (y,)
jsou nenulové. Kdyby meéla funkce f v nule limitu L € R*, muselo by dle
Heineho véty platit

lim f(z,) = lim f(y,) = L,

n—oo n—oo
ale f(z,) = sin(1/z,) = 0 a f(y,) = sin(1/y,) = 1 pro kazdé n € N. Plati
tedy

lim f(z,) =0a nll_>Holo flyn) = 1.

n—oo

Z toho plyne, Ze lim, o sin(1/x) neexistuje.
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Diky Heineho definici limity mtuzeme snadno ukézat, Ze pro limity funkci
plati analogie mnoha vét pro limity posloupnosti. Konkrétné uvedeme vétu o
aritmetice limit funkci, vétu o vztahu limit funkci a usporadéani a vétu o dvou
policajtech.

Véta 5.3 (Aritmetika limit funkei). Necht pro funkce f, g platilim, 4 f(x) =
L alim, ,4g9(x) = K, pro néjakd A, K, L € R*. Potom

(a) pokud je L + K definovdno, tak lim, 4 f(z) + g(z) = L+ K,
(b) pokud je L - K definovino, tak lim, , 4 f(x)g(x) = L- K,

(c) pokud je L definovino (a tudiz specidlne K # 0), tak je g(z) nenulovd

K
na néjakém prstencovém okoli bodu A a plati lim,_. 4 % = %

Diikaz. Pomoci Heineho definice limity (Véta 5.1) tyto vysledky snadno preve-
deme na vysledky o aritmetice limit posloupnosti, které zname z druhé pied-
nasky.

Dokazme tieba bod (a). Ovéfme, ze funkce f + g spliuje bod II Véty 5.1.
Necht (z,) je posloupnost s limitou A. Protoze lim, 4 f(x) = L, tak podle
Véty 5.1 (implikace I = II) plati lim, o f(2,) = L. Obdobné se ukaze, ze
plati lim, o g(x,) = K. Z véty o aritmetice limit posloupnosti pak plyne
lim,, o0 f(2n) +g(x,) = L+ K. Tedy f + g spliwje bod II Véty 5.1 a to podle
Véty 5.1 (implikace II = I) znamena, ze lim, , 4 f(x) + g(z) = L + K.

Body (b) a (c) se dokazuji analogicky. O

Obdobné se da Heineho véta vyuzit k dikazu nasledujicich dvou vét. Di-
kazy uvadét nebudeme.

Véta 5.4 (Limity funkei a usporadéani). Necht f a g jsou funkce, pro které
plati im,_, 4 f(x) = L alim, 4 g(z) = K, pro néjekd A, K, L € R*. Potom
1. pokud L > K, tak existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé x € P(A,d) plati
f(z) > g(z), a
2. pokud pro kazdé 6 > 0 ezistuje x € P(A,0) takové, Ze f(x) > g(x), tak
L>K.
Véta 5.5 (O dvou policajtech pro funkce). Méjme tii funkce f,g,h a body
A, L € R*. Necht plati lim, 4 f(x) = lim, 4 h(z) = L a necht existuje néjaké
0 > 0 takové, Ze pro kazdé v € P(A,0) plati f(x) < g(x) < h(x). Potom i g(x)
mda v bodé A limitu a ta je rovna L.
Nyni zformulujme definici jednoho z kli¢ovych pojmt matematické analyzy.
Definice 5.6 (Spojitost funkce). Rekneme, 7e funkce f je v bodé A € R

spojita, pokud
lim f(x) = f(A).

r—A

Funkce f(z) je v bodé A spojitd zprava, pokud lim, 4 f(z) = f(A). Podobné
se definuje spojitost zleva.
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Tak jako lze pojem limity funkce rozsifit na libovolnou funkci mezi met-
rickymi prostory, tak i pojem spojitosti lze takto rozsitit.

Vsimnéte si, ze aby mohla byt funkce v bodé A spojita, musi jeji defi-
ni¢ni obor obsahovat nejen samotny bod A, ale i néjaké jeho okoli, jinak by
lim,_, 4 f(x) nebylo definovano. Zjevné plati, ze funkce je v daném bodé A € R
spojita praveé tehdy, kdyz je v tomto bodé spojita zleva i zprava.

Napiiklad pro funkei sgn(z) se snadno presvédéime, Ze je spojita v libovol-
ném bodé A € R\ {0}, nebot je na dostate¢né malém okoli takového bodu
konstantni. Naopak v bodé A = 0 neni spojita, protoze v tomto bodé nema
limitu. Navic v bodé A = 0 neni ani jednostranné spojité, protoze sgn(0) = 0,
zatimco obé jednostranné limity jsou nenulové.

Pro funkce f definované jednoduchym vzoreckem lze obvykle spojitost v
bodé A € R ‘vykoukat’ z grafu f: pokud graf v okoli A vypada jako nepferusena
se na takovouto neformalni intuici nelze spoléhat. Podivejme se na jeden takovy
priklad.

Priklad 5.7 (Riemannova funkece). Definujme funkei f: (0,1) — R néasledovné:

0 pro x iracionalni
-}

% pro x = & racionalni a p, ¢ € N nesoudélné

Vysetieme, kde je tato funkce spojita. Dokazme nejprve, ze pro kazdé A € (0,1)
plati lim, 4 f(z) = 0. Zvolme tedy ¢ > 0. VSimnéme si, Ze je jen konecné
mnoho boda z € (0, 1), pro néz plati f(x) > e, konkrétné jsou to racionalni
body tvaru x = § pro 0 < p < q < 1/e, kde p,q € N. Zvolme tedy § > 0 dost
malé na to, aby zadny z téchto kone¢né mnoha problematickych bodu nepatril
do P(A,d) a aby navic platilo P(A,0) C (0,1). Potom plati f(P(A,d)) C
U(0,¢), coz dokazuje, ze lim,_, 4 f(z) = 0, jak jsme tvrdili. Z toho pak vyplyva,
ze funkce f je spojitda v bodé A € (0,1) pravé tehdy, kdyz f(A) = 0, neboli
pravé tehdy, kdyz A je iracionalni ¢islo.

Vlastnostem spojitych funkei se budeme podrobnéji vénovat na pristi pred-
nasce. Nyni dokdzeme dtlezitou vétu pro vypocet limit funkci, v niz spojitost
figuruje jako jeden z predpokladi.

Véta 5.8 (O limiteé slozené funkce). Necht funkce f a g spliujilim,_, 4 f(z) =
B alim, ,pg(x) = L, pro néjakd A, B, L € R*. Navic necht je splnéna asporn
jedna z ndsledujicich dvou podminek P1 a P2:

(P1) Funkce g(x) je spojita v B (jingmi slovy, g(B) = lim,_,p g(x) = L).

(P2) Na néjakém prstencovém okoli P(A,dy) funkce f(x) nenabyvd hodnotu
B, tj. B & f(P(A,d)).
Potom
lim g(f(x)) = L.

r—A
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Obrazek 5.1: Tlustrace k ditkazu véty o limité slozené funkce

Diikaz. (Viz Obréazek 5.1.) Bud dano € > 0. Nasim cilem je ukazat, ze existuje
d > 0 takové, ze g(f(P(A,J))) je podmnozina U (L, e).
Protoze lim,_, 5 g(z) = L, existuje v > 0 takové, ze

9(P(B,7)) CU(L,e). (5.1)
Protoze lim,_, 4 f(z) = B, tak pro toto v existuje d > 0 takové, Ze
f(P(A,0)) CU(B,7). (5.2)

Jediné obtiz nyni je ta, ze okoli U(B, ) neni obsazeno v okoli P(B,~y) — ma
navic bod B. Nyni musime vyuzit toho, Ze plati jedna z podminek P1 a P2.

Pokud je splnéna podminka P1, tj. pokud plati g(B) = L, tak inkluze (5.1)
se da zesilit na

gU(B, 7)) CU(L,e). (5-3)

Pak obtiz mizi a pomoci (5.2) a (5.3) dostaneme
9(f(P(A,9))) € gU(B,~)) CU(L,e),

tedy lim, 4 g(f(z)) = L.
Pokud je splnéna podminka P2, mizeme 6 > 0 zvolit tak, aby navic platilo
d < dp, a potom lze inkluzi (5.2) zesilit na

f(P(A,9)) € P(B,7). (5:4)
Obtiz opét mizi a pomoci (5.4) a (5.1) dostaneme
9(f(P(A,9))) € g(P(B,7)) CU(L,¢)

alim, 4 9(f(z)) = L. O
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6 Spojitost

Pripomenme z predchozi prednasky, ze funkce f je spojitd v bodé A € R,
pokud plati lim,_, 4 f(z) = f(A). Explicitnéji to znamené, Ze f je spojita v A,
pravé kdyz pro kazdé € > 0 lze najit 6 > 0 splaujici f(P(A4,0)) CU(f(A),e).
Hlavnim obsahem dnesni prednésky bude sezndmeni s nékterymi netrivialnimi
vlastnostmi spojitych funkei.

Jako wnterval oznac¢ime jakoukoliv mnozinu I C R takovou, Ze pro kazda
tfi redlna cisla x < y < z plati, ze pokud = a z nalezi I, tak i y nalezi I.
Rekneme, Ze interval je netrividlni, pokud obsahuje aspon dva body (a tim
padem nekone¢éné mnoho bodi).

Vnitrni bod néjakého intervalu I je bod, ktery v I lezi i s néjakym svym
okolim. Krajni bod intervalu je bod, ktery neni vnitini. Napiiklad (—oo,5)
nemé krajni body, jen vnitini, ale (—oo, 5] ma pravé jeden krajni bod a to 5.
Vsimnéte si, ze krajni bod intervalu je zaroven jeho nejvétsi nebo nejmensi
prvek, a naopak, pokud interval mé néjaky nejvétsi nebo nejmensi prvek, je
tento jeho krajnim bodem. Nejmensi prvek intervalu je zvykem oznacovat jako
levy krajni bod, zatimco nejvétsi prvek je pravy krajni bod.

Definice 6.1 (Spojitost na intervalu). Necht M C R je mnoZina, necht
f: M — R je funkce a necht I C M je netrivialni interval. Rekneme, ze f
je spojitd na intervalu I, je-li spojita v kazdém vnitinim bodu I a v kazdém
pripadném krajnim bodu I je odpovidajicim zplisobem jednostranné spojita,
tj. pokud I ma nejvétsi prvek, tak je v ném f spojita zleva, a pokud f méa
nejmensi prvek, tak je v ném f spojita zprava.

Priklad 6.2. Funkce f(z) = % je spojitd na intervalu (0,+00), a tedy i na
jakémkoliv jeho podintervalu. Neni v8ak spojita na intervalu [0, 1) (bez ohledu
na to zda a jak je definovana v nule), protoze lim, o f(z) = +o00.

Véta 6.3 (Bolzano). Necht I = [A, B] je uzavieny interval a necht f: I — R
je funkce spojitd na I. Pokud plati f(A) < 0 < f(B) nebo f(A) > 0> f(B),
tak existuje bod C € [A, B] takovy, Ze f(C) = 0.

Diikaz. Predpokladejme, ze f(A) < 0 < f(B), piipad s opa¢nymi nerovnostmi
je analogicky. Definujme mnozinu Z = {x € [A, B]; f(x) < 0}. Zjevné je tato
mnozina neprazdna (obsahuje napt. bod A) a shora omezena (B je jeji horni
mez), ma tedy supremum S € [A, B]. Ukdzeme, ze f(S) = 0, ¢imz bude véta
dokézana. Predpokladejme pro spor, ze f(S) # 0 a uvazme piipady f(S) < 0
a f(S)>0.

Pokud f(S) > 0, tak plati S € (A, B], tedy f je v S spojita zleva, coz dle
definice spojitosti zleva znamena, ze pro kazdé £ > 0 existuje o > 0 takové, ze
f(P~(S,6)) je podmnozina U(f(S),e). Zvolme e = f(S) a jemu odpovidajici o.
Pak vidime, Ze funkce f je kladné na celém intervalu (S — 6, S), z ¢ehoz plyne,
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ze zadny bod z tohoto intervalu nepatii do mnoziny Z. Tedy S — d je horni
mez Z mensi nez S, coz je spor s tim, ze S je supremum Z.

Uvazme nyni moznost f(S) < 0. Potom jisté S patii do [A, B), a tedy f
je spojita v bodé S zprava. Obdobné jako v predchozim piipadé to znamena,
ze existuje § > 0 takové, ze f je zaporna na celém intervalu (S, S + ¢), coz je
spor s tim, ze S je horni mez mnoziny Z.

Vyloucenim vSech ostatnich moznosti jste odvodili, ze f(S) = 0. O

7 Bolzanovy véty plyne nékolik snadnych dusledki.

Véta 6.4 (Véta o nabyvani mezihodnot!). Necht f je funkce spojitd na in-
tervalu I a necht A a B jsou dva body v I, kde A < B. Oznacéme m =
min{ f(A), f(B)} a M=max{f(A), f(B)}. Potom pro kazdéY € [m, M] exis-
tuje C € [A, B] takové, zZe f(C) =Y.

Diikaz. Zvolme néjaké Y € [m, M]. Pro Y = m a Y = M zavér véty zjevné
plati, tedy predpokladejme, ze m <Y < M. Pak staci uvazovat funkci g(z) =
f(z) =Y, ktera je spojita na I, tedy i spojita na [A, B], a spliuje predpoklady
Véty 6.3. Z té véty pak plyne, ze existuje C' € [A, B] takové, ze g(C) = 0, tedy
f(c)=Y. O
Aplikaci Bolzanovy véty je metoda pileni intervalt pro pfiblizny vypocet
korent spojité funkce.
Priklad 6.5. Polynom f(x) = x? — 2 je spojita funkce. Protoze f(1) = —1 a
f(2) = 2, z predchozi véty plyne, Ze f ma kofen ¢ (tj. f(zo) = 0) spliwjici 1 <
o < 2. Postupnym pilenim intervalu mizeme tento kofen priblizné numericky
spotitat, tedy aproximovat hodnotu v/2:

f(1,5)=0,25>0tedy 1 <29 < 1,5
F(1,25) = —0,4375 < 0 tedy 1,25 < 2 < 1,5
f£(1,375) = —0,109375 < 0 tedy 1,375 < zp < 1,5.

A tak dale.

Vétu o nabyvani mezihodnot 1ze ekvivalentné zformulovat i takto:

Diisledek 6.6 (Obor hodnot spojité funkce). Spojitd funkce zobrazuje interval
na interval. Jinymi slovy, je-li I C R interval a f: I — R je funkce spojitd na
I, je mnozina f(I) = {f(x); x € I} opét interval.

Poznamenejme, Ze implikaci z pfedchoziho dusledku nelze obratit: to, ze
funkce zobrazi kazdy interval opét na interval, jesté neznamena, ze tato funkce
je spojita.

ITato véta je nékdy téZ oznacovana jako “Darbouxova véta”, coZ je ovSem historicky
nespravné, a navic to mize zpisobit zaménu s Darbouxovou vétou o mezihodnotéch derivace,
kterou uvidime na nékteré z dalsich prednasek.
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Obrazek 6.1: Fragment grafu funkce f(z) = sin(1/x).

Prikladem nespojité funkce, kterd kazdy interval zobrazi na interval, mutze
byt tfeba Conwayova funkce, ktera dokonce kazdy netrivialni interval zob-
razi na R a neni spojitd v zadném bodé. Trochu méné extrémni piiklad
je funkce

_ Jsin(1/z) prox #0
J(@) = {O pro x = 0.

Tato funkce neni spojita v nule a kazdy netrivialni interval obsahujici nulu
zobrazi na interval [—1, 1] (viz Obrazek 6.1).

Lze ovSsem ukézat, ze pokud je funkce monoténni a kazdy interval zobrazi
na interval, tak je i spojita. Nez toto ukazeme, tak si jako pripravu ukazeme,
ze monotonni (ne nutné spojité) funkece maji jednostranné limity.

Véta 6.7. Necht I je interval a necht f: I — R je monotonni funkce. Funkce
f ma limitu zleva v kaZdém bodé I kromé pripadného levého krajniho bodu. Ob-

dobné ma f limitu zprava v kaZdém bodé I kromé pripadného pravého krajniho
bodu.

Diikaz. Predpokladejme, Zze f je neklesajici (nerostouci pripad je obdobny).
Volme bod A € I, ktery neni levy krajni bod I, a ukazme, ze v ném f mé limitu
zleva (pripad limity zprava je opét obdobny). Ozna¢me I~ = I N (—o0, 4) a
S = sup f(I7). Vsimnéte si, ze hodnota f(A) je horni mez mnoziny f(I-),
protoze f je neklesajici funkce. Specialné plati S < +oo. Ukazme, Ze

lim f(z)=S.

r—>A—

Necht mame dano € > 0 a hledejme § > 0 takové, aby platilo f(P~(A,9)) C

U(S,e). Z vlastnosti suprema plyne, Ze S — ¢ neni horni mez mnoziny f(I-),
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tedy existuje B € I~ takové, ze f(B) > S — €. Z monotonie f a z definice S
plyne, ze pro kazdé x € (B, A) plati S —e < f(B) < f(x) < S. Zvolime-li
d = A— B, tak f(P~(A,J)) bude podmnozina (S — ¢, 5), coz je podmnozina
U(S,e). O

Véta 6.8. Necht je I interval a necht f: I — R je monotonni funkce. Potom
f je spojitd na I pravé tehdy, kdyz pro kaZdy interval J C I plati, Ze f(J) je
také interval.

Driikaz. Implikace = plyne uz z Dusledku 6.6, dokazme tedy implikaci <.
Predpokladejme, Ze f je monoténni funkce, ktera kazdy interval J C I zobrazi
opét na interval. Nasim cilem je dokazat, ze f je spojita na I, tedy Ze je spo-
jitd v kazdém vnitfnim bodé [ a v pripadnych krajnich bodech je pfislusnym
zpusobem jednostranné spojité.

Volme tedy bod A € I. UkdzZeme, Ze pokud A neni levy krajni bod I, tak
plati lim, .4 f(z) = f(A). Analogicky lze ukazat, Ze pokud A neni pravy
krajni bod I, tak plati lim, 4 f(z) = f(A), z ¢ehoz dohromady plyne spoji-
tost f na I.

Predpokladejme, ze f je neklesajici (nerostouci piipad je obdobny), a volme
bod A, ktery neni levym krajnim bodem /. Oznac¢me I~ = IN(—o00, A) a S =
sup f(I7). V dukazu Véty 6.7 jsme videéli, Ze jednostranna limita lim, 4 f(x)
je rovna S. Pro spor predpokladejme, Ze se tato limita lisi od f(A).

Pokud plati S > f(A), znamena to dle definice suprema, Ze f(A) neni horni
mez muoziny f(I7), tedy Ze existuje x € I~ takové, ze f(z) > f(A). To je
ovSem ve sporu s tim, Ze f je neklesajici funkce.

Pokud plati S < f(A), tak oznacme J = I~ U {A} a v8imnéme si, ze J je
interval, ale mnozina f(J) interval neni: to proto, ze f(J) = f(I7) U{f(A)},
pricemz vSechny hodnoty v f(I~) jsou shora omezené S, zatimco f(A) je ostie
vétsi nez S. To je spor s predpokladem, Zze f zobrazi kazdy interval na interval.
Musi tedy platit S = f(A).

Timto jsme tedy ukézali, ze pro jakykoliv bod A € I kromé pripadného
levého krajniho bodu I plati lim, 4 f(z) = f(A). Obdobna rovnost plati i
pro limity zprava, coz ukazuje, ze f je spojita na I. O

Predpokladejme nyni, Ze mame danu spojitou funkci f: I — R, kde [ je
néjaky netrivialni interval. Co lze Tici o existenci a spojitosti pripadné inverzni
funkce k funkci f? Aby byla inverzni funkce vibec definovana, je nutné, aby
f byla prosta. Z Véty o nabyvani mezihodnot (Véta 6.4) lze snadno rozmyslet
(rozmyslete si to!), ze funkce f spojita na intervalu I je prosta pravé tehdy,
kdyZ je ryze monotonni (tedy bud rostouci nebo klesajici). Nasledujici véta
ukazuje, Ze v takovém piipadé je jeji inverzni funkce f<—'> opét spojita.

Véta 6.9 (Spojitost inverzni funkce). Necht' I C R je interval a f: I — R je
rostouct funkce spojitd na I. Potom jeji inverzni funkce f<=1> je rovné? spojitd
a rostouct. Obdobné pokud f je spojitd a klesajici, tak f<='> je také spojitd a
klesajict.
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9(z0) = Yo ;
Y2 ‘
g@) = -
L
— iy
0 T1 T3 Zo J

Obrazek 6.2: Tlustrace dikazu Véty 6.9.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f je rostouci, piripad klesajici f je obdobny. Oznac-
me ¢ = f<7'>. V&imnéme si, ze pokud f je rostouci, je g také rostouci.
Ozna¢me J = f(I). Z Dusledku 6.6 vime, ze J je interval, funkce g je tedy
definovana na intervalu J a jejim oborem hodnot je interval I.

Nasim cilem je dokazat, ze pro kazdy bod xy € J, ktery neni levy krajni
bod J, je funkce g spojita v xq zleva, a podobné v kazdém bodé intervalu
J kromé pripadného pravého krajniho bodu je ¢ spojita zprava. VySetfeme
spojitost zleva, piipad spojitosti zprava je analogicky. Argument je ilustrovan
na Obrazku 6.2.

Volme tedy bod zy € J, ktery neni levym krajnim bodem J, a oznac¢me
Yo = g(xp). Abychom dokazali, Ze g je v xg spojita zleva, musime ukézat, ze
pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, ze g(P~(xo,d)) C U(yo, ). Necht tedy
méame dano néjaké ¢ > 0 a hledejme prislusné 6 > 0.

Nejprve nahlédnéme, Ze y, neni levy krajni bod I: jelikoZ x( neni levy krajni
bod J, tak existuje bod z; € J, ktery je mensi nez xy. Oznacme y; = g(z1).
Nutné y; patii do I a diky monotonii g plati y; < v, tedy yo neni levy krajni
bod I.

Nyni zvolme bod ys € [ spliujici yg — ¢ < yo < yo. Néjaky takovy bod
existuje, protoze yo neni levy krajni bod I. Ozna¢me xo = f(yz). Jelikoz je f
rostouci, mame xy < xg. Definujme § = xg—xs. Potom pro kazdé x € P~ (xo,d)
plati xo < 2 < x¢, a tedy yo < g(x) < yo. Plati tedy g(P~(z0,9)) C (y2,40) C
U (yo, €), coz ukazuje, Ze g je v xy spojité zleva. Obdobné se odvodi spojitost
g zprava. [

Funkce z, |z|, exp(x), sinz a cosx jsou spojité na celém svém defini¢nim
oboru, tedy na R. Pro x a |z| to lze snadno ovéfit z definice, pro exp, sin a cos
to pfijméme bez dikazu. Z Véty 6.9 tudiz plyne napiiklad spojitost logaritmu
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na (0, + 00).

7 Véty 5.3 o aritmetice limit funkci plyne, ze funkce definovana jako soucet,
rozdil, sou¢in a podil spojitych funkei je opét spojita (pokud je definovana).
Podobné z Véty 5.8 o limité slozené funkce plyne, Ze pokud je funkce f spojita
v bodé A a funkce g je spojitd v bodé f(A), pak je funkce h = go f (tj.
h(z) = g(f(z))) spojita v bodé A.

Vedle nabyvani mezihodnot, jehoz se tykaly Véty 6.3 a 6.4 a Dusledek 6.6,
je dalsi klicovou vlastnosti spojitych funkci nabyvani extrému na kompakt-
nich mnozinach. PfisluSnou vétu uvidime az na dalsi prednasce, prozatim si
zavedme potfebnou terminologii.

Definice 6.10 (Extrémy funkce). Necht M C R a f: M — R. Rekneme, Ze
funkce f v bodé A € M nabyva (na mnoziné M) svého

e mazima, kdyz Ve € M: f(z) < f(A);

e ostrého mazima, kdyz Vo € M\ {A}: f(x) < f(A);

e lokdlniho mazima, kdyz 30 > 0Ve € M NU(A,J): f(x) < f(A);

e ostrého lokdlniho mazima, kdyz 36 > 0Vx € M NP(A,5): f(x) < f(A).
Obdobné definujeme minimum, ostré minimum, lokdlni minimum a ostré lo-
kalni minimum. Slovem eztrém funkce f oznac¢ujeme minimum nebo maximum,
a podobné lokdlni extrém oznacuje lokalni minimum nebo lokdlni maximum.
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7 Princip maxima, derivace

Pojmem kompaktni interval budeme oznacovat kazdy interval tvaru [A, B],
pro A, B € R. Nasledujici véta ukazuje jednu z klicovych vlastnosti spojitych
funkei.

Véta 7.1 (Princip maxima pro spojité funkce). Necht I je kompaktni interval
a f: I — R je spojitd funkce. Potom f nabyvd na intervalu I svého mazxima 1
minima.

Diikaz. Dokazeme nabyvani maxima, piipad minima je obdobny. Oznac¢me

S =sup(f(1)).

Nasim cilem bude dokazat, ze S je realné, a navic existuje bod M € I, v némz
nabyva f hodnotu S, a tim padem v M nabyva f svého maxima.

Podle definice suprema pro kazdé € > 0 existuje x € I takové, ze f(x) €
U(S, e). Explicitnéji feceno, pokud S je realné, tak plati S —e < f(z) < S, a
pokud S = +o0, tak plati % < f(z). Pro kazdé n € N uvazme v predchozich
nerovnostech € = < a volme =, tak, aby platilo f(z,) € U(S, 1). Z této volby
posloupnosti (z,,) pak plyne, Ze lim, ., f(z,) = S.

Jak ale najit konkrétni bod M, ve kterém ma f hodnotu presné S7 Nej-
prve vyuzijeme Bolzano-Weierstrassovu vétu (Véta 3.10), ktera pro pripome-
nuti fika, ze kazda omezena posloupnost realnych ¢isel obsahuje konvergentni
podposloupnost. Posloupnost (z,,) je zjevné omezena (protoze I je omezeny in-
terval), necht tedy (z,) je néjaka jeji konvergentni podposloupnost a ozna¢me
M =lim,_, o0 2.

Vsimnéte si, Ze M nutné patii do I (zde vyuzivame, Ze I je kompaktni, tedy
obsahuje oba své krajni body). Vsimnéte si také, ze plati lim, o, f(2z,) = S,
protoze platilo lim, . f(z,) =S a (f(2,)) je podposloupnost (f(z,)). Zbyva
dokézat, ze f(M) =S, neboli jinymi slovy, Ze plati

FM) = f (lim 2,) = Tim f(z) = S.

n—oo

Toto 1ze dokazat napiiklad odkazem na Heineho vétu o limité funkce, ale pro
vEt§i nazornost predvedeme piimy argument. Pokud by platilo f(M) > S
dostali bychom ihned spor s tim, ze S je supremum f(I). Pfedpokladejme
nyni, ze f(M) < S. Zvolme si ¢ > 0 tak malé, aby okoli U(f(M),e) bylo
disjunktni s okolim U(S, ¢).

Vime, Ze lim,_,5s f(x) = f(M), protoze f je na I spojitd'. To znamena, Ze
pro nami zvolené ¢ > 0 existuje okoli P(M,J), na némz mé f hodnoty nalezici

'Pfesngji feceno, rovnost lim, 5 f(z) = f(M) plati, pokud je M vnitini bod I. Pro
krajni bod se zde misto limity musi uvazovat jen prislusna jednostranna limita, a podobné
i ve zbytku dtkazu p¥islugné jednostranna okoli. Pro jednoduchost odted piedpokladejme,
ze M je vnitini bod 1.
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doU(f(M),e), neboli f(P(M,0)) CU(f(M),e). Protoze v bodé M samotném
mé funkce f hodnotu f(M), mizeme piedchozi inkluzi zesilit na f(U(M,d)) C
U(f(M),e). Protoze ma posloupnost (z,) limitu M, tak pro kazdé dost velké
n plati, ze z, patii do U(M,J), a tedy f(z,) patii do U(f(M),e). Zaroven ale
vime, ze posloupnost f(z,) méa limitu S, tedy pro kazdé dost velké n patii f(z,)
do U(S,¢e). To je oviem spor, protoze diky nasi volbé e jsou okoli U(f(M),¢)
alU(S,e) disjunktni.

Tento spor ukazuje, ze f(M) nemuze byt mensi nez S, tudiz f(M) = S a
v bodé M nabyva funkce f svého maxima. O]

Vsimnéte si, ze z Véty 7.1 mimo jiné plyne, Ze kazda spojitd funkce na
kompaktnim intervalu je omezena.

Ve Vété 7.1 jsou klicové dva predpoklady: ze f je spojita funkce a ze [
je kompaktni interval. Ani jeden z téchto predpokladu nelze opomenout, jak
ukazuji nésledujici ptriklady.

Priklad 7.2. Uvazme funkci f;: R — R definovanou rovnosti fi(x) = z. Ta
je zjevné spojita na R, ale nenabyva v zadném bodé maxima ani minima.
Vétu 7.1 zde nelze pouzit, protoze R neni kompaktni interval.

Uvazme nyni funkci fo: R — R definovanou predpisem

1

< prox #0,
fa(z) = -

0 prox=0.

Ta opét nenabyva maxima ani minima a Véta 7.1 se na ni nevztahuje, nebot
f2 neni spojita v nule a R neni kompaktni interval. Navic pokud defini¢ni obor
fo omezime na [—1,1] (nebo na jakykoliv jiny netrivialni interval obsahujici
nulu) ziskdme funkci, ktera stale nenabyva maxima nebo minima, a dokonce
ani neni omezena. Vétu 7.1 stale nelze vyuzit, nebot fo neni spojita v nule.
Pokud naproti tomu defini¢ni obor f; omezime napf. na [1,4+00), tak ziskame
spojitou funkci, ktera sice nabyva maxima v x = 1, ale nenabyva minima.
Vétu 7.1 opét nelze vyuzit, tentokrat proto, ze [1,+00) neni kompaktni.

Poznamenejme, ze muze existovat i omezena funkce na kompaktnim inter-
valu, kterd nenabyvéa extrému. Takova funkce je nutné nespojita. Prikladem
mize byt funkce f3: [—1,1] — R definovana predpisem

fam 0 proxz=—-lax=1,
P pro z € (—1,1).

Princip maxima je dilezita vlastnost spojitych funkei (a kompaktnich in-
tervalil), kterd ma aplikace napiiklad v optimalizaci, kde zarucuje existenci
optimalnich feseni nékterych tloh. Tento princip lze zformulovat i obecnéji pro
spojité realné funkce definované na metrickych prostorech, k tomu je ovSsem
potifeba vhodnym zptsobem zobecnit pojem kompaktniho intervalu.
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Zavedme si nékteré pojmy tykajici se mnoZin v metrickych prostorech.
Mgéjme metricky prostor (M, d) a mnozinu X C M. Rekneme, 7e mnozina
X je
e oteviend, pokud pro kazdy bod A € X existuje okoli A, které je
podmnozinou X (neboli existuje € > 0 takové, ze U(A, ) C X),
e uzaviend, pokud jeji doplnék M \ X je oteviend mnozina,
e omezend, pokud existuje bod A € M a polomér r takové, ze X C
U<A7 7”),
e kompaktni, pokud kazda posloupnost prvki mnoziny X ma konver-
gentni podposloupnost, jejiz limita je opét prvek X.
Vsimnéte si, Ze mnozina muze byt zaroven oteviend i uzaviena: trivial-
nim prikladem takovych mnozin jsou tfeba prazdnéd mnozina nebo cely
prostor M, ale mohou byt i dalsi takové mnoziny. Naptiklad v metrickych
protorech s diskrétni metrikou (viz zapisky z prvni prednasky) je kazda
mnozina oteviend i uzaviena zaroven.
Slibené zobecnéni Véty 7.1 pak zni takto:

Véta 7.3 (Princip maxima - obecna verze). Necht X je neprdzdnd kom-
paktni mnoZina v metrickém prostoru (M, d) a necht f: X — R je funkce
spojitd na X . Potom f nabyvd na X svého maxima © minima.

Pro nas asi nejdulezitéjsim prikladem metrickych prostori jsou pro-
story R™ s metrikou definovanou pomoci bézné euklidovské vzdalenosti. V
téchto prostorech plati, Ze mnozina X C R" je kompaktni, pravé kdyz je
omezend a uzaviend. Daji se ovSsem najit i metrické prostory, v nichz né-
které uzaviené a omezené mnoziny nejsou kompaktni, napiiklad jakykoliv
nekonec¢ny metricky prostor s diskrétni metrikou.

Jak uz bylo zminéno v zapiscich ke druhé prednasce, metrické prostory
lze jesté déle zobecnit na tzv. topologické prostory. Pojem oteviené ¢i
uzaviené mnoziny ma smysl i v topologickych prostorech, oviem definice
kompaktni mnoziny se obvykle v topologickych prostorech formuluje ji-
nak a vyse uvedena definice kompaktnosti se v topologickych prostorech
oznacuje jako sekvencidlni kompaktnost. Zajemci si o tom mohou precist
na wikipedii.

Nyni si definujeme jeden z klicovych pojmu matematické analyzy: pojem
derivace.

Definice 7.4. Necht M C R je mnozina, necht A je bod mnoziny M, necht
f: M — R. Derivace funkce f v bodé A je limita

f(A+h) = f(A)
h

f'(A) := lim

h—0
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nebo ekvivalentné (pfeznacenim x = A + h)

) et ) 1)

rz—A ,];'—A

Derivace funkce f v bodé A zprava je prislusna jednostranna limita pro
h — 04 nebo ekvivalentné x — A+. Obdobné se definuje derivace zleva. Tyto
jednostranné derivace znacime f) (A) a f’(A).

Pokud f’(A) existuje a je realné, fekneme, ze f ma v A vlastni derivaci.
Pokud f'(A) € {—o0,+0o0}, fekneme, ze f ma nevlastni derivaci. Mimo to
muze nastat i pripad, kdy f’(A) vibec neexistuje. Jestlize ma f v bodé A
vlastni derivaci, fikdme také, ze f je diferencovatelnd v A.

Stejné jako v piipadé limity, derivace existuje pravé tehdy, kdyz obé jed-
nostranné derivace existuji a jsou si rovny.

Vsimnéte si, ze aby mohla existovat (vlastni ¢ nevlastni) derivace f v
néjakém bodé A, musi byt f definovana nejen v bodé A samotném, ale i na
néjakém okoli tohoto bodu.

Derivaci funkce f v bodé A mizeme kromé f/'(A) znacit i ponekud ob-
$irnéjsim zapisem (f(z))'|.—4 a podobné pro jednostrannou derivaci, napt.

napi. (22 cos(z? — z)) |a=o.

Abychom si priblizili geometricky vyznam derivace, uvazme néasledujici
situaci: mame danu funkci f definovanou na okoli bodu A € R a chceme
tuto funkei na okoli A co nejpresnéji aproximovat pomoci vhodné linearni
funkce ¢(z) = ax + f. Jinymi slovy, hledame konstanty a a [ takové,
aby se rozdil f(x) — ¢(x) co nejrychleji blizil k nule kdyz se x blizi k A.
Specialné tedy chceme, aby f(A) = ¢(A), z ¢ehoz plyne 5 = f(A) — - A,
a tedy {(z) = a(zx — A) + f(A4).

Zbyva jesté zvolit koeficient «, ktery se v geometrii oznacuje jako smeér-
nice piimky urcené rovnici y = ax + 3. Protoze aproximujeme f pomoci
linearni funkce, je prirozené chtit, aby chyba této aproximace byla mensi
nez jakékoliv linearni funkce. Chceme tedy, aby platilo

i £ = (@)

r—A x— A =0

Tento vztah je po upravé ekvivalentni rovnosti o = lim, 4 %, tj.

a = f'(A). Piimka, ktera nejlépe aproximuje graf f v okoli A, mé tedy
za smérnici pravé derivaci funkce f v A, pokud tato derivace existuje a je
kone¢na. Tato piimka se oznacuje jako tecna ke grafu f v bodé (A, f(A)).
Pokud plati f'(A) € {—o0, +00}, je te¢nou ke grafu f v bodé (A, f(A))
svisla pfimka prochéazejici timto bodem, a pokud f’(A) neexistuje, pak graf
f v bodé (A, f(A)) teénu nema.
f(ﬂc;:ﬁ(A

Vsimnéte si, ze vyraz ) v definici derivace je roven smérnici
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primky prochazejici dvojici bodu (z, f(x)) a (A, f(A)). Je tedy prirozené,
ze kdyz se x blizi k A, tak se tato smérnice blizi ke smérnici tecny v
bodeé (A, f(A)).

Pro funkce vice proménnych existuje zobecnéni pojmu derivace s ana-
logickym geometrickym vyznamem. Rychlosti ristu funkce ve sméru ur-
¢ené soutfadnicové osy odpovidaji parcidlni derivace.

Hlavnim obsahem této kapitoly budou rizné metody vypoctu derivaci. Né-
kdy muzeme spocitat derivaci ptimo z definice:

Priklad 7.5. Funkce f(z) =  ma derivaci rovnou 1 v kazdém bodé, protoze

P(4) = tim LD Iy oA

r—A ,ZE—A zﬁAQE—A:l

Priklad 7.6. Pro pevné dané n € N uvazme funkci f(z) = 2. Ta ma v libo-
volném bodé B derivaci rovnou nB"~!, protoze

B+hyp - (T ()Bw) - B
lim = lim
h—0 h h—0 h

> (j)B"H
h

= lim
h—0

= lim ((”) By (n) B h 4.+ (n) h"—l)
h—0 1 2 n

=nB" L.

Priklad 7.7. Uvazujme funkci f(z) = sgn(x), ktera pro pripomenuti je defino-
vana jako
—1 proxz <0
sgn(z) =<0 prox=0
1 pro xz > 1.

Snadno nahlédneme, ze pro libovolné A # 0 plati f'(A) = 0. V nule ma
tato funkce jednostranné derivace

~ sgn(0 1
f7(0) = lim sgn(z) — sgn(0) = lim — = +o00

r—0— T r—0— 2

. 0 1
f1(0) = lim sen(z) - sgn(0) = lim — = +o0,

x—0+ x z—0+

takze ma v nule nevlastni derivaci sgn’(0) = +o0.

Priklad 7.8. Funkce absolutni hodnoty, f(x) = |z|, v nule nemé viibec derivaci,
protoze f/ (0) = —1 a f1(0) = 1.
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Obrazek 7.1: Cast grafu funkce f(z) = |z|'/3 - sgn(z) z Prikladu 7.9

Priklad 7.9. Necht f: R — R je definovana vzorcem f(x) = |z|*/? - sgn(z).
Viimnéte si, Ze tato funkce je inverzni funkei k funkci g(y) = y3. Funkce f

je spojitd a v nule (jak se snadno spocte) ma nevlastni derivaci +oo. Viz
Obrazek 7.1.

Predchozi priklady ukazuji, ze pokud je funkce v néjakém bodé spojité, tak
v tomto bodé mize mit vlastni i nevlastni derivaci nebo nemusi mit zadnou
derivaci, zatimco nespojita funkce mize mit nevlastni derivaci, nebo nemit
zéddnou derivaci. Nemitze se ale stat, ze by funkce méla vlastni derivaci v bodé,
kde neni spojita:

Véta 7.10 (Diferencovatelnost = spojitost). Md-li funkce f v bodé A vlastni
derivaci, je f v A spojitd.

Diikaz. Chceme dokéazat, ze lim, 4 f(x) = f(A). Pocitejme tedy:
ggﬂ>—hmuu>,mm+f<»
f(z) — f(4)
( -+ )
)
)-0

x—>A

A;;( )+ J(4)

f'(A) -0+ f(A)
f(A). O

7 Véty 5.3 o aritmetice limit funkei 1ze odvodit nasledujici vétu o aritmetice
derivaci.

Véta 7.11 (Aritmetika derivaci). Necht f a g jsou funkce, které maji v bodé
A derivaci (vlastni ¢i nevlastni). Pak
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. Plati, zZe (f + g)'(A) = f'(A) + ¢'(A), je-li pravd strana definovand.
. Pro a € R plati (af)'(A) = a(f'(A)), je-li pravd strana definovand.

. Plati Leibnizova formule: (fg)'(A) = f'(A)g(A) + f(A)g'(A), je-li pravd
strana definovand a navic f nebo g je spojitd v A.

. Je-li g spojitd v A a g(A) # 0, pak

(-4

. Je-li g spojita v A, g(A) # 0 a je-li pravd strana ndsledugjici rovnosti
definovand, pak

I\ F(A)g(A) - F(A)(A)
(g) ()= g(A)? '

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou okamzitym diisledkem véty o aritmetice
limit. Paté tvrzeni vyplyva ze tietiho a ¢tvrtého. Dikaz ¢tvrtého tvrzeni
vynechme a dokazme jen Leibnizovu formuli. Vyraz £&9@=FAg(A) 50 o

z—A

metricky v f a g, a mizeme proto predpokladat, ze napriklad ¢ je spojita
v A. Pak méme

(F)'(A) = lim £29(@) = F(4)g(4)

z—A r— A

o Ta(e) — F(A)g(e) + F(A)g() — F(A)g(A)
z—A x—A

o ()~ J(A)g(e) + (A (o) — g(A))
z—A xr—A

-t FE 0 )+ s 3y 2525

= ["(A)g(A) + f(A)g'(A),

kde v poslednim kroku jsme vyuzili pfedpoklad, ze g je spojita v A. [

Tak jako u vét o aritmetice limit, i zde plati, Ze ptislusny vzorec lze pouzit
jen tehdy, kdyz prava strana méa smysl. Pokud pravéa strana obsahuje neur-
City vyraz, nelze o existenci a hodnoté derivace na levé strané nic usuzovat.
Vezméme napiiklad funkce f(x) = sgn(x) a g(z) = 0. Pii vypoctu (fg)'(0)
Leibnizovou formuli dostaneme f'(0)g(0) + f(0)¢g’(0) = (+00) - 040 -0, coz
obsahuje neurcity vyraz. OvSem fg je identicky rovné nule, a tedy zjevné
(f9)'(0) = 0.

Zdiraznéme také, ze i kdyz pii vypoctu pomoci vzoreckl pro aritmetiku
derivaci nevznikne neurc¢ity vyraz, nesmime zapomenout ovétit predpoklady na
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spojitost, jinak muzeme dostat chybny vysledek. Pro f(x) = g(z) = 1—10—|—sgn(x)
napiiklad Leibnizova formule zdanlivé dava

(£9)(0) Z F/(0)g(0) + F(0)g/(0) = (+00) - 15 + 1o - (+00) = +oo,
ve skutecnosti ovSem fg v nule derivaci nema, jak se mizeme snadno presvéd-
¢it. Neni zde splnén predpoklad, Zze aspon jedna z funkci f a g je spojité, tedy
Leibnizovu formuli nelze pouzit.
Poznamenejme, ze pfedpoklad spojitosti v Leibnizové formuli je automa-
ticky splnén napt. tehdy, kdyz asponi jedna z derivaci f'(A) a ¢'(A) je vlastni,
diky Vété 7.10.

Podivejme se nyni na derivace funkei exp(z), sin(x) a cos(z). Pfipomenme,
ze jsme si tyto funkce definovali pomoci soucti fad:

exp(z) = nz_% %, sin(z) = ;(—1)"%, cos(z) = ;(—1)n(§n>!.

Nabizi se myslenka derivovat nekoneény soucet ‘Clen po ¢lenu’, podobné
jako v ¢asti 1 Véty 7.11. Pro obecné nekonecné fady funkci takovy postup
ovsem nemusi byt vzdy korektni. Nastésti vySe uvedené rady jsou speci-
alniho typu: jsou to takzvané mocninné rady, tj. fady tvaru - a,z",
kde (a,) je néjakd posloupnost redlnych ¢isel. Bez dikazu si uvedme, zZe
pro mocninné fady je derivovani ¢len po ¢lenu pripustné.

Véta 7.12 (Derivovani mocninnych fad). Necht Y > a,x™ je mocninnd
rada. Predpokladejyme, Ze existuje otevreny interval I takovy, Ze pro kaZdé
x € I tato Tada konverquje, a oznacme jeji soucet f(x). Potom pro kazdé
x € I ma funkce f v bodé x vlastni derivaci, a ta spliuje

f(z) = i(anm")' = inana:”_l.
n=0 n=0

S vyuzitim Véty 7.12 snadno uréime derivace elementarnich funkei:

oy (12 R '
e R TR TR TR
r 2 2P
=0+1+ﬁ+§+§+"'
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_ 2 ot b
TR TR
= cos(z),

a podobné cos'(x) = —sin(z).

Plati tedy exp’(x) = exp(z), sin’(z) = cos(z) a cos’'(x) = — sin(z).

44



8 Aplikace derivaci

Nyni si ukdzeme dalsi obecné vzorecky uziteéné pii vypoctu derivaci. Zaénéme
derivovanim slozené funkce.

Véta 8.1 (Derivace slozené funkce). Necht g je funkce, kterd je spojitd v bodé
A € R a navic md v tomto bodé derivaci. Necht B = g(A) a necht f je funkce,
kterd md derivaci v B. Definujme sloZenou funkci h(x) = f(g(z)). Potom plati
K(A) = f'(B)J'(A), pokud md soucin na pravé strané smysl.

Diikaz. Rozlisime dva piipady: bud plati ¢’(A) # 0, nebo ¢'(A) = 0.
Predpokladejme nejprve, ze ¢’'(A) # 0. To znamen4, Ze existuje prstencové
okoli P(A,d) bodu A, na némz je vyraz % nenulovy, a specialné
tedy na tomto prstencovém okoli plati g(z) # g(A). Pro budouci vyuziti

f)—f(B)

B > mame tedy dle definice

si definujme pomocnou funkci D(y) =

f(B) =lim,,5 D(y).
Pocitejme nyni h'(A) podle definice:

_ i JW@) — flg(4)) g(@) — g(A)
I T ¥ e 8.1)
— i @)~ f(B) | g(z) — g(A)
a 7}_”4 g(x) - B a}—m r— A (8'2)

kde rovnost (8.2) je platna pouze za podminky, ze soucin limit na pravé
strané je definovan. UkadZeme nyni, ze limita lim, ,4 D(g(z)) je rovna
f'(B). Vsimnéme si, ze funkce D(y) neni definovana pro y = B, ale to
u vypoc¢tu limity D(g(x)) pro x — A nevadi, protoZze na P(A,J) plati
g(z) # B.

Miuzeme zde tedy aplikovat Vétu 5.8 o limité slozené funkce, v niz je
splnén predpoklad (P2), ¢imz dostavame

1) = (1 Dio(e)) o (4) = (fim D)) o (4) = £ ().
rz—A y—B
Tim je vyfeSen piipad, kdy ¢'(A) # 0.
Nyni predpokladejme, ze ¢'(A) = 0. Ted nelze pouzit predchozi tvahu,
protoze se muze stat, ze na kazdém prstencovém okoli bodu A funkce g
nabyva hodnoty B, coZ znamena jednak, ze neplati predpoklad (P2) véty
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o limité slozené funkce, a jednak neni ani dobfe definovan vyraz D(g(x)),
protoze funkce D(y) neni definovana pro y = B.

Na druhou stranu, jelikoz ¢’(A) = 0, tak muzeme predpokladat, Ze
f'(B) je realné ¢islo (a nikoliv +00), protoze v opa¢ném piipadé by sou-
¢in f'(B)g'(A) nebyl definovan a dokazované véta nic netvrdi. Diky tomu
mizeme funkci D(y) spojité dodefinovat v B, ¢imz obejdeme oba pro-
blémy zminéné v piedchozim odstavci. Definujme tedy funkei D takto:

Dy~ [ 1B poy=p
D(y) proy# B.
Viimnéte si, Ze plati lim, ,p D(y) = lim, .5 D(y) = f'(B) = D(B), ji-
nymi slovy, funkce D je spojita v B.
Nyni pro x na prstencovém okoli A plati

flg(x)) — flg(A) —= g(r) — g(A)
I = D(g(x))=——7—

protoze pokud g(z) = B, jsou obé strany nulové, a pokud g(z) # B, je
rovnost obdobou (8.1). Nyni podobné jako v (8.2) mame

f(g(x)) — f(g(A))

WA) = igr}éx xr—A
— (1im D(g(2)) ) ¢'(4).

Pro vypoéet lim,_, 4 D(g(z)) opét pouzijeme Vétu 5.8 o limité slozené
funkce, v niz je tentokrat splnén predpoklad (P1), protoze D je spojita v
B, tedy mame

#(4) = (1 Dlota)) () = (i D) ) o (4) = /(B (4).

z—A
Ukazme si nékolik prikladi, kdy 1ze predchozi vétu pouzit, a kdy naopak
ne.
Priklad 8.2. Hledejme derivaci funkce f(z) = sin(2?) v obecném bodé A € R.
Jak vime, (2%)|,=4 = 2A a sin’(B) = cos(B). Funkce 22 je zajisté spojita, lze
tedy rovnou pouzit Vétu 8.1 a ziskat f'(A) = cos(A?%)2A.

Priklad 8.3. Kdyz méame slozenou funkci, v niz jedna z dil¢ich funkei neméa
derivaci, je$té to neznamena, Zze neexistuje derivace slozené funkce. Uvazme

napfiklad f(z) = |z], g(z) = 22, h(2) = f(g(z)) = 22| a ha(x) = g(f(x)) =
|z|%. Hledejme derivace hy a hy v nule. V ani jednom piipadé nelze pifmocare
dosadit do vzorecku z Véty 8.1, protoze f nemé derivaci v nule. Snadno ale
nahlédneme, Ze pro kazdé x plati hy(z) = he(z) = 22, tedy A} (0) = h4(0) = 0.

Priklad 8.4. Podobné jako u dalsich vét o aritmetice limit a derivaci, kdyz
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vzorecek z Véty 8.1 vede k neurcitému vyrazu, neznamena to, ze hledana deri-
vace neexistuje, znamena to jen, ze ji musime hledat jinak. Uvazme napiiklad
funkci f(z) = |z|'/3 - sgn(z), znamou z P¥ikladu 7.9, a funkci g(z) = z°.
Plati f/(0) = 400 a ¢’(0) = 0. Nelze tedy pocitat derivaci v nule funkce
f(g(z)) ani funkce g(f(z)) pomoci vzorecku z Véty 8.1. Pro kazdé x ovSem
plati f(g(z)) = g(f(z)) = z, tudiz obé slozené funkce maji v nule (i kdekoliv
jinde) derivaci rovnou jedné.

Priklad 8.5. Ve Vété 8.1 je snadné zapomenout na predpoklad, ze funkce g je
v bodé A spojital. Bez ovéreni tohoto predpokladu viak vzorecek z této véty
mize dévat chybné vysledky. Uvazme g(x) = sgn(z), f(z) =z — 23 a h(z) =
f(g(z)) = sgn(x) — sgn®(z). Pocitejme 1'(0). Plati ¢'(0) = +o0, g(0) =0 a
f/(0) = 1. Neopatrnym dosazenim do vzorec¢ku z Véty 8.1 bychom mohli dojit k
mylnému zavéru, ze h'(0) je rovna f'(0)g’(0) = 1-(+00) = +o00. Ve skutecnosti
je funkce h identicky rovna nule, tedy ma v kazdém bodé derivaci rovnou
nule. Vétu 8.1 nelze pouzit, protoze g neni spojitd v nule. Poznamenejme, Ze
podminka spojitosti ¢ v bodé A je automaticky splnéna vzdy, kdyz je ¢'(A)
vlastni, diky Véte 7.10.

Véta 8.6 (Derivace inverzni funkce). Necht' I C R je interval a necht f: I — R
je funkce, kterd je na I spojitd a ryze monotonni (tj. rostouci nebo klesajict).
Necht g: f(I) — I je inverzni funkce* k funkci f. Necht B je vnitini bod I,
necht f(B) = A. Pokud md funkce f derivaci v bodé B, pak md funkce g
derivaci v bodé A a plati

sl pokud £1(B) £0,
g (A) =< +oo  pokud f'(B) =0 a f je rostouct,

—oo  pokud f'(B) =0 a f je klesajict.

Diikaz. Necht je f rostouci, pro f klesajici je diukaz obdobny. Z toho
plyne, Ze g je také rostouci. Definujme, stejné jako v dikazu Véty 8.1,
pomocnou funkei D(y) = % pro y € I\ {B}. Tato funkce spliuje
lim, ,5 D(y) = f'(B). Vsimnéme si, ze funkce D(y) je kladna diky tomu,
ze f je rostouci.

!Mimochodem, v&imli jste si, v kterém kroku diikazu Véty 8.1 je tento predpoklad pouzit?
2Ptipomeiime, Ze dle Disledku 6.6 kazda spojita funkce zobrazi interval na interval a Ze
dle Véty 6.9 je inverzni funkce k ryze monotonni spojité funkci opét spojita.
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Pocitejme nyni derivaci funkce g:

r— A
iy @) =B
w4 f(g(x)) — f(B)
= lim L

Pro vypocet limity D(g(z)) lze vyuzit Vétu 5.8 (o limité slozené funkee) s
predpokladem (P2) diky tomu, Ze g je rostouci, a tedy prosta. Navic diky
spojitosti funkce g (plyne z Véty 6.9) mame lim, 4 g(z) = g(A) = B. Z
toho plyne, ze lim, ,4 D(g(x)) = lim,_.p D(y) = f'(B).

Nyni pokud f'(B) # 0, tak pomoci bézné aritmetiky limit dostaneme

! = lim ! = ! - 1
9= D)~ Tmea D) FB)

Pokud f'(B) = 0, tak vyuzijeme toho, Ze funkce D je kladna, jak jsme si

drive vsimli. Pokud se tedy D(g(x)) blizi k nule pro z — A, tak m se

blizi k +o00. Tedy ¢'(A) = +o0. O

Véta 8.6 ma nazorny geometricky vyznam, kdyz se na derivaci divame jako
na smérnici te¢ny ke grafu funkce. Teéna ke grafu funkce f v bodé (B, f(B)) =
(B, A) je dana rovnici y = f(B) + f'(B)(x — B) (ptipadné z = B, pokud
je f'(B) nevlastni). Graf funkce g vznikne z grafu funkce f osovou symetrii
(“preklopenim”) podél piimky y = x, coz odpovida tomu, Ze se prohodi role
obou souradnych os. Tim se preklopi i prislusna tecna, z niz se stane tecna ke
grafu funkce g v bodé (A, g(A)) = (A, B). Tato nova te¢na bude mit rovnici,
kterou dostaneme tak, zZe v rovnici pivodni teény zaménime z a y, tedy po
tpravé y = B + ﬁ(m — f(B)) neboli y = g(A) + ﬁ(w — A). Zaroven ale
tato tecna ke grafu funkce g ma smérnici ¢'(A), coz ukazuje, Ze ¢'(A) = ﬁ
Priklad 8.7. Pomoci Véty 8.6 spocitejme derivaci funkce g(x) = In(z) v obec-
ném bodé A € (0, +00). Vime, Ze In(z) je inverzni k funkei exp(z), volme tedy
B € R tak, aby platilo A = exp(B). Pak mame

1 1 1

In'(4) = exp’(B) - exp(B) T A

Doted jsme se zabyvali tim, jak se da spocitat derivace dané funkce. Nyni
si ukazme, k ¢emu miize byt derivace uzitecna. Vzhledem k tomu, ze derivace
je definovana jako limita, muzeme si vSimnout, Ze nékteré tlohy na vypocet
limit 1ze interpretovat jako hledani derivaci a diky tomu je lze vytesit pomoci
znamych vzorecku pro derivace. To je obzvlasté casté u tloh, kde primocaré
pouziti aritmetiky limit vede na neurcité vyrazy tvaru % pripadné % Zde je
nékolik prikladii:
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Priklad 8.8.

_exp(z)—1 . exp(xz)—exp(0) B
ilir(l) " = ilir(l) P = exp’(0) = exp(0) = 1.
lim sin(z) = lim sin(z) — sin(0) = sin’(0) = cos(0) = 1.
z—0 €T z—0 x—0
. cos(z)—1 / o
- cos(xz) — 1 i cos’(0) _ sin(0) _ 0 0.
7—0 ln(gj + 1) z—0 In(z+1) (ln(x + l))’|m:0 (x%i-l) |x:0 1

Zobecnénim takovychto ptikladu lze odvodit velmi uzite¢ny néstroj, ktery
umoziuje podobné limity po¢itat pomoci derivovani — takzvané 1'Hospitalovo?
pravidlo.

Véta 8.9 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht A € R*, necht P(A,d) je néjaké
prstencové okoli A, necht funkce f,g: P(A,d) — R maji na P(A,d) vlastni
derivaci a necht g'(x) # 0 na P(A,d). Predpoklidejme, Ze existuje (ne nutné

vlastni) limita L = lim,_, 4 % € R*. Potom
1. Pokud lim,_, 4 f(x) = lim,, 4 g(z) = 0, pak lim,_, 4 % = L.

2. Pokud lim, 4 |g(z)| = +o0, pak lim, 4 % =L.
Pravidlo plati obdobné i tehdy, kdyz se vsechny limity pro x — A nahradi
jednostrannymi limitami x — A+ nebo x — A—. V takovém pripadé se i uva-
Zované okoli P(A,§) miZe nahradit prislusnym jednostrannym okolim, oviem
wvaZované derivace f a g zistanou oboustranné.

Tuto vétu nebudeme dokazovat. Uvedeme nékolik piikladi spravného a
chybného pouziti I’'Hospitalova pravidla.
Priklad 8.10. V nésledujicim vypoctu je uziti I’Hospitalova pravidla spravné a
prospésné, zaroven piiklad ukazuje, ze k dosazeni vysledku je nékdy potreba
I’Hospitalizovat opakované:

Priklad 8.11. Vypocet

o 2x+1 99 . (2:E + 1)/ 2 2
im =lim — = =1lim- = -
z—03x + 1 z—0 (31} + 1)’ z—0 3 3

podle I'Hospitalova pravidla je chybny. Neni splnén predpoklad, ze citatel a
jmenovatel jdou k nule nebo absolutni hodnota jmenovatele jde do nekonecna.
Spravna limita je 1, jak zjistime prostym dosazenim z = 0, nebot uvazované

funkce giﬁ je v nule spojita.

3Nekdy téz psano 'Hopitalovo, v obou piipadech vyslovujeme [lopitalovo]
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Priklad 8.12. Pocitejme
. T+sinx
lim ——.
T—+00 2x
Citatel i jmenovatel uvazovaného vyrazu jdou k nekonecnu, mtuzeme tedy zkusit
pouzit I’Hospitalovo pravidlo:
. (x+sinz) . l+4cosx
lim —— = lim ———
Tr—400 (2{,{7)/ Tr—400 2
Vysledné limita ovsem neexistuje. Bylo by vSak chybou myslet si, Ze neexistuje
ani pivodni limita. Ve skute¢nosti snadno nahlédneme, Ze

) T +sinx ) 1+ % 1
lim — = lim —&% = —.
z—+00 2x T—+00 2 2
Priklad 8.13. Limitu )
oy OXP(=1/7)
z—0t €T

nema smysl pocitat ’'Hospitalovym pravidlem, alespon ne pfimo, protoze de-
rivovanim citatele a jmenovatele se situace nezjednodusi, ale zkomplikuje:

(exp(—1/x))" _ exp(—1/z)/a® _ exp(—1/x)

(x) 1 x?

a dalsim derivovanim se zlomek dale komplikuje. Lepsi je vypocet pomoci véty
o limité slozené funkce f(g(x)) kde y := g(z) = 1/x, a f(y) = yexp(—y). Po-
rovnanim rustu exponencialy a polynomialni funkce nebo pouzitim 1'Hospita-
lova pravidla, dostaneme, ze
exp(—1/x
xp(~1/z) _ Y

lim —————F = =
20+ x y—-+oo exp(y)

Kromé pocitani limit se derivace také uplatni pii vySetfovani pribéhu
funkce. U funkci nds mohou zajimat zejména nasledujici informace, které pak
muzeme vyuzit pro nacrt grafu funkce: defini¢ni obor, obor hodnot, spojitost,
limity v krajnich bodech a limity v bodech nespojitosti, vlastnosti jako sudost,
lichost nebo periodicita, intervaly monotonie a extrémy (lokalni i globalni),
konvexita a konkavnost. Derivace (i jednostranné) jsou klicovym néstrojem
pro urc¢ovani posledné jmenovanych vlastnosti.

Véta 8.14. Nechl md funkce f v bodé A derivaci zprava (ne nutné vlastni).
Potom
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Obdobne, pokud f md v A derivaci zleva, tak

3. pokud f'(A) > 0, tak existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé x € P~ (A, ¢)
plati f(A) > f(x),

4. pokud f"(A) < 0, tak existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé x € P~(A,¢)
plati f(A) < f(z).

Diikaz. Dokazme prvni tvrzeni, ostatni jsou analogicka. Predpoklddejme, zZe

f4(A) > 0. Dle definice to znamena, ze lim,_, 44 % > 0, coz znamena,
7e vyraz % je kladny na néjakém P+ (A,¢e). Jelikoz na PT(A,e) plati
x > A, plyne z toho, Ze plati i f(z) > f(A). O

Predchozi véta nam ihned poskytuje nutnou podminku k tomu, aby v né-
kterém bodé existoval lokalni extrém.

Véta 8.15 (Nutna podminka pro lokalni extrém). Jestlize md funkce f v bodé
A lokdlni extrém, tak v tomto bodé derivace f bud neexistuje (ani nevlastni),
nebo je derivace f v A rovna nule.

Diikaz. Dokézeme obménu véty, tedy pokud mé f v néjakém bodé A nenulovou
derivaci, tak A neni lokalni extrém.

Predpokladejme, ze f ma v A nenulovou derivaci, bez Gjmy na obecnosti
necht plati f'(A) > 0. Potom ov8em plati f’ (A) = f (A) > 0 adle bodu 1. a 3.
Véty 8.14 existuji na kazdém okoli A body 1, x5 takové, Ze f(x1) < A < f(z2).
Tedy f nemé v A lokalni extrém. O

Predchozi véta poskytuje nutnou podminku pro existenci extrému, ta pod-
minka vSak neni postacujici: v bodé, kde je derivace nulova nebo neni defi-
novana, nemusi nutné byt lokdlni extrém, jak ukazuji nékteré z nésledujicich
prikladi.

Priklad 8.16. Funkce f(z) = |z| mé lokalni minimum v bodé 0, kde derivace
neexistuje.

Priklad 8.17. Funkce f(x) = 23 ma v bodé 0 nulovou derivaci, ale nema tam
lokélni extrém. Tato funkce nema zadny lokalni extrém.

Priklad 8.18. Funkce f(z) = 2 na intervalu [—1,1] ma lokalni maxima v
bodech 1 a —1, zatimco v bodé¢ 0 méa lokadlni minimum. V bodech 1 a —1
derivace neni definovana, v bodé 0 ma f nulovou derivaci.

Véta 8.15 je uzitecna také pii hledani globalnich extrémt, protoze glo-
balni extrém musi byt i lokdlnim extrémem. Je ovSem dilezité uvédomit si,
ze definujeme-li funkci na uzavieném intervalu, v jejich krajnich bodech neni
definovana derivace. Krajni body tedy mohou byt lokalnimi extrémy.

Nésledujici dvé véty se spoleéné oznacuji jako véty o stredni hodnoté. Prvni
z nich, znama jako Rolleova véta, fika (za jistych predpokladi), ze pokud
funkce nabyva stejné hodnoty v bodé A a B, tak nékde mezi nimi mé graf
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fA) = f(B)|---

y
y

Obrazek 8.1: Dle Rolleovy (vlevo) a Lagrangeovy (vpravo) véty existuje bod
C, kde je tecna grafu rovnobézné se zadanou se¢nou.

funkce vodorovnou te¢nu. Druhé véta, oznacované jako Lagrangeova, je zo-
becnénim té prvni a fika (opét za danych predpokladi), ze graf funkce f ma
nékde mezi body A a B te¢nu, ktera je rovnobézna s primkou prochézejici

body (A, f(A)) a (B, f(B)).

Véta 8.19 (Rolleova véta). Necht —oo < A < B < +00 a funkce f: [A, B] —
R je na [A, B] spojitda, md na intervalu (A, B) derivaci (i nevlastni) a f(A) =
f(B). Potom ezistuje C € (A, B) takové, ze f'(C) = 0.

Diikaz. Pokud je f na [A, B] konstantni, véta pro ni zfejmé plati, protoze pak
f(C) =0 pro kazdé C' € (A, B). Pokud neni konstantni, existuje D € (A, B)
takove, ze f(D) # f(A) = f(B). Piedpokladejme, ze f(D) > f(A) = f(B),
ptipad f(D) < f(A) = f(B) je podobny. Necht C' € [A, B] je bod, v némz f
nabyva na [A, B] své maximum — ten existuje dle principu maxima pro spojité
funkce (Véta 7.1). Protoze f(C) > f(D) > f(A) = f(B), maximum nemuZze
byt v krajnich bodech a tedy mame C' € (A, B). Bod C je bodem lokalniho
maxima, a tak f'(C') =0 podle Véty 8.15. O

Vsimnéte si, ze zatimco predpoklady Rolleovy véty pozaduji existenci de-
rivace pouze ve vnitinich bodech intervalu [A, B], spojitost se predpoklada
na celém [A, B], tedy véetné jednostranné spojitosti v krajnich bodech. Bez
tohoto predpokladu by véta neplatila, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 8.20. Uvazme funkei f: [0,1] — R definovanou takto:

f(a) = {x pro z € [0, 1),

0 proz=1.

Tato funkce je spojitda na [0, 1), ovSem neni spojitd zleva v bodé 1, proto
nespliuje predpoklady Rolleovy véty. Nesplije ani zavér Rolleovy véty, nebot
ma derivaci rovnou jedné v kazdém bod¢ intervalu (0, 1).

Néasledujici vétu lze chépat jako zobecnéni Rolleovy véty na situaci, kdy
f(A) neni nutné rovno f(B).
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Véta 8.21 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Necht —oo < A < B < 400
a funkce f: [A, B] = R je na [A, B] spojitd a ma na intervalu (A, B) derivaci
(i nevlastni). Potom ezistuje C' € (A, B) takové, Ze

f(B) ~ J(A)

fie) = ==

Diikaz. Zavedme pomocnou funkei

1(B) — f(4)

pla) i= F(A) + (& = =2

Vsimnéte si, ze graf této funkce je pfimka prochéazejici dvojici bodu (A, f(A))
a (B, f(B)). Nasim cilem je tedy najit bod C' € (A, B), v némz je tecna ke
grafu f rovnobézna s touto primkou.

Definujme jesté jednu pomocnou funkei h(x) = f(x) — p(x). Nas cil je
pouzit na funkci h Rolleovu vétu. Zkontrolujme, Ze h splhuje vSechny pfedpo-
klady této véty. Zjevné je h na [A, B] spojita, nebot je to rozdil dvou spojitych
funkei. Déle méa h na (A, B) ma derivaci

1(B) - J(A)

Wiw) = o) - DL

Navic plati h(A) = h(B) = 0, pfedpoklady Rolleovy véty jsou tedy splnény.
Podle Rolleovy véty tudiz existuje C' € (A, B), pro n&jz plati '(C) = 0, ¢ili

f(B) = f(A)
/ _—_ — =
1) B-—A 0
coz je ekvivalentni dokazované rovnosti. O]

Lagrangeova véta ma i prirozenou fyzikalni interpretaci: popiSme napii-
klad jizdu autem pomoci funkce f, kde f(x) oznacuje vzdalenost, do jaké
auto dojelo v ¢ase x. Potom f’(C) je okamzita rychlost auta v ¢ase C' a
podil % je jeho priumérné rychlost v ¢asovém intervalu od A do B.
Lagrangeova véta tedy ika, Ze v n&jakém okamziku C' € (A, B) byla oka-
mZita rychlost stejna, jako primérné rychlost za cely interval [A, B].
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9 Aplikace derivaci 11

Jedno z hlavnich vyuziti derivaci pfi vySetfovani priubéhu funkci se tyka vztahu
mezi znaménkem derivace a monotonii funkce.

Véta 9.1 (Derivace a monotonie). Necht J C R je netrividlng interval, necht
funkce f: J — R je na J spojita a md v kaZdém vnitinim bodé intervalu J
derivaci (ne nutné vlastni). Potom plati ndsledujici:
e Pokud pro kaZdy vnitini bod x intervalu J plati f'(x) > 0, je f na J
rostouct.
e Pokud pro kazdy vnitini bod x intervalu J plati f'(x) > 0, je f na J
neklesagict.
e Pokud pro kaZdy vnitini bod x intervalu J plati f'(x) < 0, je f na J
klesajict.
e Pokud pro kaZdy vnitini bod x intervalu J plati f'(z) < 0, je f na J
nerostouct.

Diikaz. Probereme jen prvni piipad (f’ > 0), ostatni ptipady jsou obdobné.
Zvolme tedy A, B € J takové, ze A < B a chtéjme dokéazat, ze f(A) < f(B).
(Vsimnéte si, Ze zde nepredpokladame, ze A ¢i B je vnitini bod J, mohou to
byt i krajni body.) Nyni podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (Véta 8.21)
existuje ¢islo C' takové, 7e A < C < B a

f(B) = f(A)

B4 = f(C) > 0.

Z B — A > 0 proto plyne, ze i f(B) — f(A) > 0, tedy f je na J rostouci. [

Poznamenejme bez dikazu, Ze predpoklad na existenci derivace f'(x) v
kazdém vnitinim bodé x € J ve Vété 9.1 lze oslabit a predpokladat pouze, ze
existuji obé jednostranné derivace f’ (z) a f(z). Potom v prvnim bodé misto
piedpokladu f'(x) > 0 staci predpokladat f’ (x) > 0 a f'(z) > 0, a obdobné
u ostatnich t¥i bodi.

7 Veéty 9.1 plyne nésledujici okamzity dusledek, ktery se nam bude hodit
v pristi kapitole.

Disledek 9.2. Md-li f nulovou derivaci v kaZdém vnitinim bodé intervalu J,
je na vnitrku J soucasné nerostouci a neklesajict, tedy konstantni.

Je dobré mit na paméti, ze Véta 9.1 dava v kazdé ze ¢tyt variant pouze jednu
implikaci, nikoliv ekvivalenci. Funkce miize byt na néjakém intervalu rostouct, i
kdyZ na ném jeji derivace nenf viude kladna: viz tieba funkce f(x) = 23, ktera
je rostouci na celém R, ovSem v nule ma nulovou derivaci. Jesté extrémnéjsi
pfipad je Minkowského “otaznikova” funkce 7(z): [0, +00) — [0, +00), ktera je
rostouci, spojité, mé vlastni derivaci (mimo jiné) ve v8ech racionéalnich bodech,
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a navic v kazdém bodé, kde vlastni derivace existuje, je tato vlastni derivace
rovna nule. O této funkci existuje i popularné-naucny clanek v cestine.

Rovnéz tak muze byt funkce na néjakém intervalu monoténni, i kdyz v
nékterych bodech toho intervalu nemé derivaci, viz tfeba funkece f(z) = z+ %‘,
ktera je rostouci na R, ale nemé derivaci v nule.

Chceme-li tedy najit napt. maximalni intervaly, na némz je funkce rostouci,
nestaci jen vzit intervaly, na nichz je derivace kladna, ale je potfeba i vzit v
uvahu moznost, ze funkce bude rostouci i na intervalu vzniklém sjednocenim
vice takovych intervalti s kladnou derivaci a pripadnych izolovanych bodu, kde
je derivace nulova nebo neexistuje. Pokud existuje jen kone¢né mnoho takovych
problematickych bodt (coz je obvykly piipad), tak si sta¢i v§imnout, Ze pokud
je néjaka funkce rostouci na intervalu (A, B] a zaroven rostouci na intervalu
[B,C) pro néjakd A < B < C € R*, tak je automaticky rostouci i na (A, C).
Také je ucelné si viimnout, Ze funkce rostouci na (A, B) a spojita v B zleva je
rostouci na (A, BJ.

Pomoci derivaci muzeme ovSem zjistit dalsi informace o prubéhu funkce,
nez jen intervaly, na nichz je funkce monoténni.

Protoze derivace funkce na néjakém intervalu je sama o sobé funkce (je-li
viude definovana a vlastni), muZeme ji samotnou zderivovat, ¢imz dostaneme
tzv. derivace vyssich radu:

Definice 9.3. Pokud méa funkce f na néjakém okoli U(A,e) vlastni derivaci
f" a pokud existuje limita

f//(A) — lim f’(l‘) — f,(A)

r—A aj—A ’

nazveme ji druhou derivaci f v A. Analogicky definujeme derivace vyssich fadu:
Ma-li f: U(A,e) — R na U(A,6) derivaci f™Y(x) fadu n — 1, pak derivace
radu n v A je limita
(n=1) () — fn=1)( 4
(n) T / (x) = f (A)
R e

kdyz existuje.

7 definice plyne, Ze existence derivaci nizsiho fadu je nutné pro existenci
derivaci vyssiho fadu, napt. pokud existuje tfeti derivace funkce v bodé A, musi
existovat také jeji prvni a druha derivace, a to nejen v bodé A samotném, ale
i na néjakém jeho okoli, a navic musi tyto derivace nizsich tadi byt na tomto
okoli vlastni.

Priklad 9.4. Napiiklad pro f(x) = 2> — x mame
fl(x)=2zx-1
f(@) =2
e (z) = f(4)($) =...=0
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Definice 9.5. Necht [ je interval. Funkce f: I — R je na intervalu [
e konvexni, pokud pro kazda A, x, B € I takova, ze A < x < B, plati

f(B) — f(4)
B—A

e ryze konvexni, pokud je predchozi nerovnost ostra,
e konkduni, pokud pro kazda A,z, B € I takova, ze A < x < B, plati

f(B) — f(4)
B—A

o ryze konkdvni, pokud je predchozi nerovnost ostra.

f(z) < f(A) + (x = A) (9.1)

f(@) = f(A) + (z = A) (9.2)

Vyraz na pravé strané nerovnosti (9.1) a (9.2) je rovnice pfimky prochazejici
body (4, f(A))a (B, f(B)). Tyto nerovnosti lze tedy geometricky interpretovat
tak, Ze pro konvexni funkci lezi graf funkce f na intervalu (A, B) pod useckou
spojujici body (A, f(A)) a (B, f(B)), zatimco pro konkavni funkci naopak lezi
nad touto tseckou. Intuitivné feceno, pokud bychom se pohybovali po grafu
ryze konvexni funkce zleva doprava, bude graf vypadat jako levotociva zatacka,
tedy bude se “ohybat nahoru”, zatimco u ryze konkéavni funkce to bude naopak.

Nerovnost (9.1) v definici konvexity lze prepsat i timto zpisobem:

flx) = f(A) _ f(B) — f(4)
r—A — B-A

V této podobé lze nerovnost interpretovat tak, zZe smérnice ptimky prochazejici
body (A, f(A)) a (z, f(z)) (coz je leva strana nerovnosti) je nejvys tak velka
jako smérnice piimky prochézejici body (A, f(A)) a (B, f(B)) (coz je prava
strana nerovnosti).

Priklad 9.6. Linearni funkce f(z) = ax, a € R, je konvexni a konkavni zaroven
na R (ale ne ryze), protoze pro kazdé A < x < B plati

aA+ (x — A)% = ax.
Priklad 9.7. Funkce f(z) = |z| je konvexni na R, ale ne ryze. Funkce f(z) = z*
je ryze konvexni na R, stejné jako funkce f(z) = exp(z). Funkee f(z) = 1 de-
finovana na (—oo, 0) U (0, +00) je ryze konkavni na (—oo, 0) a ryze konvexni na
(0, +00). Podobné funkce f(x) = z* je ryze konkavni na (—oo, 0] a ryze kon-
vexni na [0, +00). Vsimnéte si, Ze funkce konvexni na néjakém intervalu mize
na tomto intervalu byt rostouci, klesajici, nebo nemusi byt viibec monoténni.
Konvexita a monotonie jsou navzajem nezavislé vlastnosti.

Ukazeme si bez dikazu, ze k vySetfeni konvexity funkce lze vyuzit mono-
tonii jeji prvni derivace. Abychom se nemuseli zatézovat chovanim funkce v
krajnich bodech, omezme se na intervaly, které krajni body neobsahuji. Rek-
neme, ze I je otevireny interval, pokud [ je netrivialni interval, ktery neobsahuje
zadny krajni bod. Jinymi slovy, otevieny interval je interval tvaru (A, B), pro
A BeR"a A<B.
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Véta 9.8 (Konvexita, konkavita a druha derivace). Necht I C R je otevieny
interval, necht funkce f: I — R md na I vlastni derivaci f’.

e Pokud f' je na I rostouct, tak f je na I ryze konvexni.

e Pokud f' je na I neklesajici, tak f je na I konvexnd.

e Pokud f' je na I klesajici, tak f je na I ryze konkdund.

e Pokud f' je na I nerostouct, tak f je na I konkdvni.
Jako disledek pak mdme, Ze pokud md f na I druhou derivaci f”, tak pokud
je f" na I kladnd (resp. nezdapornd), je f na I ryze konvexni (resp. konvexnt),
a pokud je f" na I zdpornd (resp. nekladnd), je f na I ryze konkduni (resp.
konkdvni).

Vétu nebudeme dokazovat. Jak vidime na piikladu funkce |z|, funkce mize
byt na intervalu / konvexni (nebo konkéavni), i kdyz druhou derivaci v nékte-
rych bodech nema (|z| nema v bodé 0 ani prvni derivaci).

Priklad 9.9. Funkce x2 je na intervalu (0, c0) ryze konvexni, protoze (z3)” =

6x > 0, a naopak na intervalu (—oo, 0) je ryze konkavni. Diky spojitosti funkce
v nule miuzeme dokonce ¥ici, Ze je ryze konkévni na (—oo,0] a ryze konvexni
na [0, +00).

Jak vidime na pfedchozim piikladu, funkce 23 se v bodé 0 méni z konkévni
na konvexni. Geometricky to odpovida tomu, Ze tec¢na ke grafu této funkce
v bodé (0,0) prechazi z jedné strany grafu na druhou. Takovym bodim
rikame inflexnd.

Definice 9.10. Bod A € R je inflexnim bodem funkce f, pokud f ma
vlastni derivaci f'(A) a existuje takové € > 0, ze

re(A—¢c,A) = flr)<f(A+f(A)(xz—-A) a
ze(AA+e) = [flz)> f(A)+ f(A)z—A),

nebo jsou obé& nerovnosti prohozené. Jinymi slovy, funkce mé v A inflexni
bod, mé-li jeji graf v bodé (A, f(A)) teénu, ktera neni svisla, a prechéazi-li
graf f v tomto bodé z jedné strany tecny na druhou.

.....

finici konvexity.

Véta 9.11 (Jensenova nerovnost). Funkce f je konvexni na intervalu I,
pravé kdyz pro kazdé A, B € I a kazdé )\ € (0,1) plati

FAA+ (1 =NB) <Af(A)+ (1= N)f(B). (9.3)

Diikaz spotiva v substituci A = 5=% neboli z = AA + (1 — \)B, ¢imz

se prevede (9.1) na (9.3) a naopak. Podobné f je konkavni, pravé kdyz
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splni (9.3) s opacnou nerovnosti.
Indukci podle k lze z Jensenovy nerovnosti odvodit nésledujici obec-
néjsi verzi.

Véta 9.12 (obecna Jensenova nerovnost). Funkce f je konvexni na inter-
valu I, prave kdyz pro kazdé k € N, pro kaZdou k-tici bodu Ay, As, ..., Ay €
I a pro kaZdou k-tici nezdapornijch koeficienti A1, Ao, ..., A\p spliiujicich

FOGAL + X040 + -+ MeAk) < Mf(AL) + Xaf(Az) + - + A f(Ap).

Pro konkavni funkce se opét nerovnost otoc¢i. Pro ¢tenare, kteri znaji
pojem stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny X (zpravidla znac¢ené E[X]) do-
dejme, Ze lze zformulovat jesté obecnéjsi verzi Jensenovy nerovnosti: po-
kud je X realna nadhodné veli¢ina a f konvexni funkce, pak plati

FEIX]) <E[f(X)],

maji-li obé strany nerovnosti smysl.

Z Véty 9.12 1ze odvodit pro konkrétni konvexni ¢i konkavni f mnoho
uzite¢nych dusledkii. Vezméme napt. f(z) = In(z), Ay = Ay = -+ =
A\ = % a ap,as,...,ar > 0 libovolna. Vime, ze f'(x) = i, tedy f"(z) =
—x% < 0, tj. f je konkavni na (0, +00). Jensenova nerovnost (ve verzi pro
konkévni funkce) pak dava

n (a1 +a2‘l:“‘+ak> 5 Infa) + - +1In(ay)

Dosadime-li obé strany do funkce exp, ktera je rostouci a tedy zachovava
nerovnosti, dostaneme (po nékolika jednoduchych aupravach) vztah

ap + as + -+ ay

k
> Vaiag - - ag,

2 >
jehoz leva strana je aritmeticky primér ag,...,ax, prava strana je tzv.
geometricky prumér aq,...,ax a cely vztah je znamy jako AG nerovnost.

Jesté nez opustime téma vySetfovani prubéhu funkce, zminme jednu vétu,
kterd muze byt uzitecna pii pocitani jednostrannych derivaci.
Véta 9.13 (Spojitost derivace v krajnim bodé). Necht' I = [A, B) je interval,
necht funkce f: I — R je spojitd na I a necht md na (A, B) vlastni derivaci,

pro kterou platilim, , o, f'(x) = L € R*. Potom ma f v bodé A deriwaci zprava
a platt

fi(A) =L
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Diikaz. Dle definice plati

fo(d) = lm = ——
Tuto limitu pocitejme pomoci I'Hospitalova pravidla. Ovéfme ale nejprve, ze
jsou splnény predpoklady pro pouziti tohoto pravidla: jmenovatel zlomku, je-
hoz limitu pocitdme, méa zjevné nulovou limitu v A a ¢itatel ma nulovou limitu
také, diky predpokladu, ze f je spojita na [A, B), a tedy i spojita zprava
v A. Citatel i jmenovatel maji v pravém okoli A vlastni derivace a plati
(f(x) — f(A)) = f'(z) a (x — A) = 1. Podil derivaci ma tedy limitu rov-
nou lim,, 44 f'(z) = L. Tedy dle I'Hospitalova pravidla mame f (A) = L. O

Vsimnéte si, ze ve Vété 9.13 nelze opomenout predpoklad, ze f je spojita
na [A, B), nikoliv jen na (A, B), tedy specialné f je v bodé A spojita zprava.
Naptiklad pro funkci f(z) = sgn(z) méame

— / ] / —
Foo = £1(0) # lim f/(x) =0
Vétu 9.13 zde nelze pouzit, protoze f neni spojité zprava v 0.
Priklad 9.14. Dle Véty 9.13 napiiklad muZzeme pro funkci f(z) = |sin(z)]

spocitat

1 (0) = lim (si ‘= 1 —1
f+() xg(l)l+(51n($)) wg&cosx ,

protoZe vime, Ze na pravém okoli bodu 0 je |sinz| = sin z.

Jak uz vime ze sedmé prednasky, pokud mé funkce f v bodé A vlastni prvni
derivaci f'(A) € R, ma graf f v bodé A (pfesnéji v bodé (A4, f(A))) tetnu s
rovnici t(z) = f(A) + f'(A) - (x — A). Toto t(x) je pak jediny polynom stupné
nejvys 1, pro néjz plati

)~ @)

z—A r— A
a v tomto smyslu je ¢(z) nejlepsi aproximace f pomoci linearni funkce v okoli
bodu A.

Nyni budeme aproximovat funkci f pomoci polynomi vyssiho stupné. Uka-
zeme, ze pro funkci f s vlastni n-tou derivaci v A existuje pravé jeden polynom
P(z) stupné nejvyse n, pro ktery plati

r)— P
()~ Pl)
z—A (ZL‘ — A)n
Definice 9.15 (Tayloruv polynom). Necht A € R, necht n € Ny a necht f
je funkce definovana na okoli A, ktera je v A spojitd a ma v A vlastni n-

tou derivaci f™(A) € R. Tayloroviim polynomem vddu n funkce f v bodé A
rozumime polynom

fF@) ‘
164w = S A ay

=0

= 0.

= fW+ P -+ T
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Obrazek 9.1: Graf funkce sinz (zelené) a jejtho Taylorova polynomu prvniho
(Zluté) a tietiho (modfe) stupné.

Ackoli 0Y je obecné nedefinovany vyraz, v kontextu polynomt ¢ mocnin-
nych fad budeme vzdy interpretovat (z — A)? jako konstantni funkci rovnou 1
pro vSechna x, tedy i x = A. Taylortv polynom je tedy definovan i pro x = A.
Bez této konvence bychom museli konstantni ¢len psat zvlast, mimo sumu.
Pouzivame zde také konvenci f(© = f. tj. f je svou vlastni ‘nultou derivaci’.
Vsimnéte si, ze predpoklad, Zze f je spojita v A, je relevantni jen v piipadé
n = 0, protoze pro n > 1 spojitost f v A plyne uz z toho, ze f méa v A vlastni
derivaci.

Vsimnéte si, ze pro Taylortiv polynom T'(z) = T4 (z) plati T(A) = f(A),
T'(A) = f'(A),...,T™(A) = f™(A). Viimnéte si také, 7e pro n > 1 plati
(T/AY = T4 (pro n = 1 je nutno navic piedpokladat spojitost f/ v A).

Véta 9.16 (Charakterizace Taylorova polynomu). Necht funkce f md Tayloriv
polynom ¥ddu n € Ny v bodé A € R. Potom T(x) = T4 (z) je jeding polynom
stupné nejuyse n s vlastnosti

i £ = T(@)

o (9.4)

Pro praci s aproximacemi néjaké funkce f se vyplati zavést nasledujici
tzv. asymptotickou notaci. Necht f a g jsou dvé funkce definované na
okoli bodu A € R*, kde ¢ je kladna na né&jakém prstencovém okoli A.

o Rekneme, ze f(z) =o(g(z)) pro x — A, pokud lim,_, 4 % =0.

e Rekneme, ze f(z) = O(g(x)) pro  — A, pokud je podil % na
néjakém prstencovém okoli A omezeny.
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S vyuzitim této notace lze pak vlastnost (9.4) téz zapsat jako
f(z) =T(x) + o]z — A|") pro z — A.

Vétu 9.16 nebudeme dokazovat.

Poznamenejme, zZe mize nastat situace, kdy pro funkci f existuje polynom
T(x) stupné nejvys n, ktery splituje rovnost (9.4), ale piesto T'(x) neni Tayloriv
polynom Fadu n funkce f, protoze f Tayloriv polynom fadu n nemé. Uvazme
tfeba funkci f definovanou vztahy f(x) = 0 pro x racionélni a f(x) = 2% pro
x iracionalni. Snadno nahlédneme, ze plati

lim m

=0
x—0 :L‘z ’

je tedy splnéno (9.4) pro A =0, n = 2 a T(z) = 0. OvSem f nemd v nule
Tayloriv polynom fadu 2 (ani zadného vyssiho fadu), protoze f’ je definovana
jen v bodé 0 a f” tedy neni definovana v Zadném bodé.

Zbytkem Taylorova polynomu rozumime rozdil R{“(z) mezi hodnotou
funkce a hodnotou Taylorova polynomu:

R (2) = f(o) = T ().

Funkce R/ (z) tedy ¥ika, jak dobie aproximuje Taylortiv polynom funkei
f vbodé x, nebo pfesnéji feceno, jak velké chyby se dopustime, nahradime-
li funkei f jejim Taylorovym polynomem. Cilem je pfirozené najit co nej-
lepsi horni odhad na absolutni hodnotu této chyby. Véta 9.16 dava odhad
RIA(x) = o(|x — A|") pro x — A. UkdZeme viak, Ze za mirnych predpo-
kladi (zejména na omezenost f™+) v okoli A) se da ziskat silnji odhad
RIA(z) = O(Jx— A|"*1), navic s explicitnim odhadem na konstanty skryté
uvnitt O-notace.

Véta 9.17 (Lagrangeiv odhad zbytku). Necht f je funkce, kterd md na
otevieném intervalu I C R vlastni derivaci Tadu n + 1 (a tim pdadem i
spojité vlastni derivace vsech nizsich rddi). Volme A, B € I, kde A # B.
Potom existuje bod C' ostie mezi A a B takovy, Ze plati

fmh(C)

RﬁA(B) - (n+1)!

(B — A", (9.5)
Specidlné pokud ezistuje M € R takové, Ze pro kazdé x € (A, B) plati
|f D (2)| < M, pak mdme odhad

M n
|RIA(B)| < m|3 — A" (9.6)

Vsimnéte si, ze pokud ma funkce f v bodé A € R derivace vSech tadu a
pokud pro né&jaké x plati lim,, . RS (z) = 0, plyne z toho, Ze posloupnost
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(TH4(x))>2, konverguje k f(z). To ekvivalentné znamena, ze f(x) je soucet
nekonecné fady >, ! (72!(’4) (z — A)™, nebot posloupnost (T/4(x))>, je pravé
posloupnost ¢asteénych soucti této rady. Toto pozorovani motivuje nasledujici

definici.

Definice 9.18 (Taylorova rfada). Ma-li funkce f v bodé A € R derivace vSech
rada, rozumime pro x € R jeji Taylorovou Fadou se stiedem v A fadu

. fn)
Th () =) SA) (z — A)™.

Taylorovu fadu T4 (z) lze tedy chapat jako funkci proménné x, ktera viak
nemusi byt nutné pro kazdé x definovana, protoze pro néjaké x nemusi rfada

konvergovat. Viimnéte si, 7ze pro x = A mame trividlng T/4(A) = f(A),
protoze viechny sc¢itance fady T7/“4(A) jsou nulové kromé prvniho, ktery je
roven f(A).

Pro obecné x # A oviem nemusi byt 774 (x) rovno f(x), i kdyz T4 (z)
konverguje. Trivialnim pifikladem muze byt t¥eba funkce f(z) = sgn(x) a bod
A = 1. Pak je T/ (z) konstantni funkce rovna 1, a tedy se lisi od f(z) pro
x < 0. Zajimavéjsi priklad je funkce definovana predpisem

_ Jexp(—=1/2*) proz#0
Jx) = {0 pro x = 0.

O této funkei 1ze dokazat (zkuste si to spocitat!), ze méa v nule derivace vSech
rada rovné nule, tedy jeji Taylorova rada se stfedem A = 0 je konstantni
funkce rovna 0. Funkce f(x) se tedy nerovna své Taylorové fads T/9(z) v
zadném bodé kromé x = 0.

Pro nékolik elementarnich funkei ted odvodime jejich rozvoje do Taylorovy
fady. Pro jednoduchost budeme pracovat jen s Taylorovymi fadami se stfedem
v nule, to jest s A = 0. Témto fadam se nékdy fika Maclaurinovy Tady.
Priklad 9.19 (Taylortv rozvoj mocniny). Pro m € N uvazme funkci f(z) =
(1 + z)™. Jeji n-ta derivace je rovna m(m — 1)---(m —n + 1)(1 + x)™™™,
tj. specialné pro n > m je n-ta derivace identicky nulova. Maclaurinova rada
funkce f mé tedy jen konecéné mnoho nenulovych ¢lent, konkrétné

m
TH0(z) = (m) x".
(z) ; .
Jak vime z binomické véty, je tato fada rovna funkci (14 )™ pro kazdé x € R.
I bez znalosti binomické véty mizeme snadno nahlédnout, Ze tato fada ma
soucet f(r), nebot z Véty 9.17 plyne, Ze R1%(z) = 0 pro kazdé n > maz € R.
Priklad 9.20 (Taylortv rozvoj exponencialy). Opakovanym derivovanim expo-
nencialy dostaneme, zZe

S v S
Texp,O — =1 - _ R
(z) ;n! et Tty
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To je fada, pomoci které jsme exponencialu definovali. V tomto piipadé
tedy pt¥imo z definice plyne, Ze exp(z) = T*P0(x) pro kazdé =z € R.
Pomoci Véty 9.17 nyni odhadnéme pifslugné Taylorovy zbytky REPO(z).
Omezme se na x > 0 (ostatni pripady jsou jesté jednodussi). Mame odhad
|REPO(z)| < (nﬂ\fl)!x”“ pro M := sup,,|exp(y)| = exp(z). Snadno
ovéifme, napt. pomoci odhadu (n + 1)! > n™"/? 7e |RP%(x)| — 0 pro
n — 00 a T pevné.

Podobné i pro funkce sin(z) a cos(z) lze snadno ovérit, ze jejich Maclauri-
nova fada odpovida mocninné fadé, pomoci niz jsme je definovali.

Priklad 9.21 (Tayloriv rozvoj logaritmu). Funkce In(z) nema Maclaurinovu
fadu, protoze neni definované v nule, je vSak mozné uvazovat Maclaurinovu
fadu funkce f(z) = In(1 + x). Snadno ovéfime, ze pron > 1 a z € (—1,4+00)
plati

1) (n—1)!
) () = ¢
z ¢ehoz plyne
0 _1)71—11,77, 72 3 7t
Tf,U — (—: S T T
() ; n S T

Pro x € [0, 1] miizeme vyuzit odhad | £ (z)| < (n—1)! a pomoci Véty 9.17
ziskat |RIC(z)] < L — 0, fada tam tedy konverguje k In(1 + z). Tim
napifklad pro = 1 dostaneme In(2) =1 -4 +4 — 1 +... .

Pro x > 1 neni tézké nahlédnout, ze fada nekonverguje, absolutni
hodnoty jejich s¢itanct se totiz blizi 4-o0.

Pro x € (—1,0) je situace zajimavéjsi: Véta 9.17 umoziuje dokazat,
ze |RIC(z)] — 0 pro x € [—1,0), ale pro z € (—1,—3) je jeji odhad prilis
slaby. Nicméné i pro z € (—1,—1) rada 77°(z) konverguje k In(1 + z),
coz lze dokazat pouzitim sofistikovanéjsich metod.

Tayloriv polynom lze nékdy vyuzit pii vypoctu limit tvaru lim, , 4 %
pro A € R, kde f i g maji limitu 0 pro z — A. Postup spo¢iva v tom,
ze se Citatel i jmenovatel aproximuji Taylorovymi polynomy v bodé A
dostatecné vysokého tadu, aby v citateli i jmenovateli byl aspon jeden
nenulovy monom. Takové vyuziti Taylorova polynomu ukazuje néasledujici

pitklad.
Priklad 9.22. Cht&jme spocitat lim, o h(x), kde

sin(x) — x
(cos(z) — 1)(exp(x) — 1)

h(z) =
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Pomoci aproximaci sin(r) = z — g—? + o(|z[?), cos(x) =1 — % +o(|z]?) a
exp(z) = 14 §; + o(|z|) dostaneme

o) —dad(1+o(D)
(=% +o(2) (@ +o(|z)) =321 +o(1)(1+0(1))’

h(z) =

z ¢ehoz plyne lim, o h(z) = %

Kazdy priklad fesitelny touto metodou lze v principu také vyfesit opa-
kovanou aplikaci I’'Hospitalova pravidla, protoze koeficienty Taylorova po-
lynomu odpovidaji derivacim piislusnych rada. Casto je ovSem pouziti
Taylorovych polynomi méné pracné nez opakované 1'Hospitalizace.
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10 Primitivni funkce

V predchozich kapitolach jsme se naucili spoc¢itat derivaci dané funkce a vysvét-
lili, Ze derivace udéva lokalni rychlost rustu funkce. Nyni se budeme zabyvat
opacnym problémem, a sice jak ze zadané derivace zrekonstruovat puvodni
funkci.

Kupfikladu si predstavme téleso padajici volnym padem. Vime, Ze jeho
rychlost se (pfi dostatetném zjednoduseni) neustéle zvétsuje konstantnim tem-
pem - je to tedy linearni funkce v zavislosti na ¢ase. Jak na zakladé toho urcit
funkci jeho polohy v zavislosti na c¢ase? Primitivni funkce nebo také neurcity
integrdl je funkce, ktera fesi tento problém.

Pfipomenme, Ze pojmem otevieny interval oznac¢ujeme netriviadlni interval,
ktery nemé zadné krajni body.

Definice 10.1. Necht [ je otevieny interval a f: I — R funkce definované na
tomto intervalu. Rekneme, 7e funkce F: I — R je na intervalu I primitivni
funkci pro funkci f, pokud v kazdém bodé x € I plati, ze F' méa v x derivaci
rovnou f(z).

Véta 10.2 (Primitivni funkce je jednozna¢na az na konstantu). Je-li F(z)
primitivnt funkei k f(z) na otevreném intervalu I, je pro kazdé ¢ € R funkce
F(x) + ¢ také primitivnd k f(x) na I. Naopak, jsou-li F(z) a G(x) primitivni
funkce k f(x) na I, pak ezistuje konstanta ¢ € R takovd, Ze F(x) — G(x) = ¢
pro kazZdé x € I.

Na rozdil od derivace tedy primitivni funkce neni ur¢ena jednoznac¢né. Proto
také nedava smysl mluvit o primitivni funkci v bodé.

Diikaz. Jestlize F' je primitivni funkce k f na I, tedy F'(x) = f(x) pro kazdé
x € I, pak také (F(z) +c¢) = f(z) +0 = f(x) na I a F(x)+ ¢ je primitivni
k f. Naopak, jestlize F'(z) = G'(z) = f(x) na I, pak (F(zx) — G(x)) =
f(z) — f(z) =0 na I, coz podle Disledku 9.2 znamena, ze F(x) — G(x) je na
I konstantni funkce. ]

Zduraznéme, ze ve Vété 10.2 je dulezité, ze uvazujeme primitivni funkci de-
finovanou na intervalu. V praxi se nékdy vyplati uvazovat i primitivni funkce na
oborech, které nejsou intervaly, napiiklad na disjunktnim sjednoceni nékolika
otevienych intervalii. V tom piipadé ale nesmime zapomenout, Ze jednoznac-
nost z Véty 10.2 lze zarucit pouze v ramci jednoho intervalu, jinymi slovy,
rozdil dvou primitivnich funkei je konstantni na kazdém z intervalu, ale uz ne
nutné na jejich sjednocent.

Fakt, ze F'(x) je primitivni funkei k f(x) zapisujeme jako

/ F@)dz = F(z) + ¢,
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kde ¢ v pfedchozim zéapisu reprezentuje libovolnou realnou konstantu. Napti-
klad [2? dz = $2° + ¢ na R.

Pozorovani 10.3. Pokud je F primitivni funkce k f na otevireném intervalu I,
je F' na I spojitda. To proto, Ze kdyby F nebyla spojitd v néjakém bodée x € I,
nemohla by mit v x vlastni deriwaci, viz Véta 7.10.

Ne kazda funkce vsak ma primitivni funkci. Nyni se budeme vénovat otézce,
jaké jsou nutné a postacujici podminky pro to, aby funkce f méla primitivni
funkci.

Zacnéme vétou, kterou si dokdZzeme az na nékteré z pristich prednések.

Véta 10.4 (Spojita funkce ma primitivni funkei). Je-li I otevieny interval a
funkce f: I — R je na I spojitd, pak md f na I primitioni funkci.

Spojitost je postacujici k existenci primitivni funkce, neni vSak nutna, jak
uvidime pozdéji. Nasledujici véta naopak poskytuje podminku, ktera je nutna
pro existenci primitivni funkce.

Véta 10.5. Necht [ mad primitivni funkci na otevireném intervalu I. Pokud v
nekterém bodé A € I md funkce f aspoti jednostrannou limitu lim,_, 4, f(x) =

L (nebo lim, .4 f(x) = L), tak f(A) = L.

Diikaz. Necht platilim, 4, f(x) = L, pfipad limity zleva je obdobny. Necht F
je primitivni funkce k funkeci f na /. Na funkci F' nyni aplikujeme Vétu 9.13.
Vime, ze F' je spojita dle Pozorovani 10.3. Z nasich pfedpokladu plyne, Ze
limgy,aq F'(x) = L, coz dle Véty 9.13 znamend, Ze F',(A) = L. Protoze v3ak
F musi mit v A derivaci rovnou f(A), mame tedy f(A) = L. O

Priklad 10.6. Funkce f(x) = sgn(z) je definovana na R, ale nema na R primi-
tivni funkci. To proto, Ze f ma v nule ob€ jednostranné limity, ale dokonce ani
jedna z nich se nerovna f(0). Podle Véty 10.5 tedy primitivni funkce na R (ani
na zadném jiném otevieném intervalu obsahujicim nulu) nemiize existovat.

Pokud méa mit funkce f primitivni funkci a zaroven byt nespojita v néjakém
bodé A, musi platit, Ze neexistuje ani jedna jednostranna limita f v bodé A.
Ukazme si ted priklad takové funkce.

Priklad 10.7. Definujme nejprve funkci F' takto:

= {g 0

Viz Obrézek 10.1. Pro libovolné x # 0 spocitame F’(z) standardnim pouzitim
vzorcu pro derivaci soucinu a derivaci slozené funkce:

F'(z) = 2z sin(1/z) — cos(1/x).
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Obrazek 10.1: Nahote: detail grafu funkce F(z) = z%sin(1/x) (s F(0) = 0),
kterd ma vlastni derivaci v kazdém bodé, ale jeji derivace neni spojita v nule.
Céarkované jsou vyznadené kiivky y = 22 a y = —a2. Dole: graf funkce f(z) =
F'(x) popsané rovnici f(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/z) pro x # 0 a f(0) = 0.
Funkce f neni spojita v nule, ale mé na R primitivni funkci F'. Viz Piiklad 10.7.

Derivaci F' v nule uré¢ime piimo z definice derivace:

F'(0) = lim Fla) = F(O) = lim zsin(1/2?) = 0.

x—0 €T — 0 x—0

Funkce F(x) je tedy na R primitivni k funkci

~J2xsin(1/x) —cos(1/x) prox #0
/(@) = {0 pro z = 0.

Pritom vSak f(z) neni spojita v nule: jednostranné limity lim, .o+ f(x) nee-
xistuji.

Nyni definujeme vlastnost, kterd je o néco obecnéjsi nez spojitost a kterou
musi mit kazda funkce, kterd ma primitivni funkci. Necht I je interval. Rek-
neme, ze funkce f: I — R ma na I Darbouzovu vlastnost (nebo téz ze f ma
vlastnost nabyvdni mezihodnot, nebo také ze f je darbouzovskd), pokud plati
nasledujici: pro kazdé dva body A, B € I kde A < B a pro kazdou hodnotu
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Obréazek 10.2: Ilustrace prvni c¢asti dikazu Véty 10.8: graf funkce F', ktera
mé zapornou derivaci v bodé A a kladnou derivaci v bodé B, nemuze tedy v
zédném z téchto dvou bodd nabyvat minima viéi intervalu [A, BJ.

M splaujici min{f(A), f(B)} < M < max{f(A), f(B)} existuje C € (A, B)
spliujici f(C) = M. Strucnégji se tato vlastnost da popsat tak, Ze pro kazdy
interval J C I je f(J) opét interval.

Uz vime (viz Véta 6.4), ze kazda spojita funkce ma Darbouxovu vlastnost.
Jak je ovSem vidét na Prikladu 10.7, funkce f mize mit Darbouxovu vlastnost,
aniz by byla spojita. Jiny podobny piiklad je funkce f(z) = sin(1/x), viz
Obrazek 6.1.

Véta 10.8 (Funkce s primitivni funkei ma Darbouxovu vlastnost). Necht I je
otevreny interval. Md-li funkce f: I — R na I primitivni funkci, tak md na I
Darbouzxovu vlastnost.

Diikaz. Méjme funkci f, ktera mé na intervalu I primitivni funkei . Volme
A, B € I a pro jednoduchost predpokladejme, ze f(A) < f(B) (pfipad f(A) >
f(B) je obdobny, pouze v néasledujici tvaze pouZijeme maximum misto mi-
nima). Volme hodnotu M € (f(A), f(B)) a ukazme, Ze existuje bod C' € (A, B)
takovy, ze f(C) = M.

Predpokladejme nejprve, ze M = 0, a pak ukdzeme, jak 1ze obecnou situaci
pfevést na tento pripad. Mame tedy f(A) < 0 < f(B). Protoze funkce F
je spojita dle Pozorovani 10.3, nabyva na intervalu [A, B] svého minima (viz
Véta 7.1). Oznacme tedy C bod intervalu [A, B], v némz je F'(C') miniméalni, viz
Obrazek 10.2. Jelikoz plati F| (A) = F'(A) = f(A) < 0, nemize se minimum
F nabyvat v bodé A (viz Véta 8.14), tedy C' # A. Podobng, jelikoz f(B) =
F’'(B) > 0, nemuze byt C' rovno B. Vidime, ze C' je vnitini{ bod intervalu
[A, B], a jelikoz m& F' v tomto bodé derivaci a zaroven lokalni extrém, musi

platit F'(C) = f(C) = 0. V bodé C tedy f nabyva mezihodnotu M = 0.
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Nyni pfedpokladejme, ze M # 0. Definujme novou funkei g(x) = f(x) — M
a v8imnéme si, Ze ¢ ma na [ primitivni funkei G(x) = F(x) — Mx. Pak plati
g(A) < 0 < g(B) aaplikovanim uvahy z predchoziho odstavce na funkei g misto
f zjistime, ze existuje C' € (A, B) takové, ze g(C) = 0, neboli f(C) = M. Tim
jsme opét nasli bod, kde f nabyva mezihodnotu M. O

Pocitani primitivnich funkci
Nyni se zabyvejme otazkou, jak pro konkrétni funkci f najit explicitni
vzorec pro jeji primitivni funkci. Zaénéme jednim snadnym vysledkem:

Véta 10.9. Nechl F' je primitiond funkci k f a G je primitivni ke g na intervalu
I aa,p eR. Pak je funkce oF + G na intervalu I primitivni k af + Bg.

Diikaz. Tvrzeni snadno ovéfime zderivovanim: (aF + SG)" = af + Bg. O

Bohuzel, na rozdil od pocitani derivaci, neexistuje zddné univerzalni tech-
nika, jak pro danou funkci f zadanou pomoci vzorecku najit vzorecek pro jeji
primitivni funkci. Naopak, existuji dokonce funkce, které sice primitivni funkci
maji, ale nelze ji ani vyjadrit obvyklymi prostiedky.

Pozndmka (Neelementarni primitivni funkce). Existuje mnoho funkei jejichz
primitivni funkce existuje, ale nelze vyjadrit pomoci dosud zavedenych funkei
(jako kone¢nou kombinaci polynomu, exponencidly, goniometrickych funkei a
funkei k nim inverznich). Priklady takovych funkei zahrnuji napiiklad %

.TQ . . .o . .o
e~ 2, V1 —12% sin(z?). Tyto funkce jsou spojité, takze dle Véty 10.4 jejich
primitivni funkce existuje.

Uvedeme dvé zakladni poc¢etni techniky pro urceni primitivn{ funkce. Prvni
z nich je odvozena ze vzorce pro derivaci slozené funkce a druhé ze vzorce pro
derivaci soucinu.

Véta 10.10 (O substituci). Necht I je otevieny interval a necht f: I — R
md na I primitiond funkci F'. Necht je J otevieny interval a necht ¢: J — 1

je funkce, kterd md v kazdém bodé t € J vlastni derivaci ¢'(t). Potom funkce
F(p(t)) je primitivnt funkce k funkci f(@(t)) - ¢'(t) na intervalu J.

Diikaz. Staci zpétné precist vzorec pro derivaci slozené funkce:

(F () = F'(o() - ¢'(t) = f(e(t) - (D).
O

Priklad 10.11. Necht F je primitivni funkce k f na intervalu I a «, 8 necht jsou
realné konstanty, kde o # 0. Uvazujme funkci p(t) = ot + 5. Pak s vyuzitim
Veéty 10.9 a Véty 10.10 mame

/fozt+ﬁ )dt = /fozt—Fﬁ cadt
:a/f(at—l—ﬁ)-(at+5)’dt

= éF(Ozt—F B)+c
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Vyse uvedeny vztah plati na intervalu J spliwjicim ¢(J) = I, nebo explicitnéji
feCeno, J = {%, xrel}.

Vzorec pro derivaci slozené funkce lze pro vypocet primitivni funkce pouzit
i v opatném sméru, tedy ze znalosti primitivni funkce pro f(o(t))¢'(¢)
odvodit primitivni funkci pro f. Je zde ale potieba jednak pfedpokladat,
ze  zobrazi interval J na cely interval I, a jednak dodatecny predpoklad
na nenulovost derivace ¢, coz zajisti, Zze ¢ je prosté, a tedy mé inverzni
funkci @<=1>: I — J.

Véta 10.12. Necht J je otevieny interval, necht je funkce G: J — R na
intervalu J primitioni k funkei f(p(t))-¢'(t), necht navic plati, Ze p(J) =
I a ¢ md na J nenulovou vlastni derivaci. Pak funkce G(p~"'>(x)) je
primitivnt funkce k funkci f na intervalu I.

Diikaz. Volme A € I a dokazme, Ze funkce G(¢<"'>(z)) ma v bods A
derivaci rovnou f(A). Ozna¢me B := o<~ '>(A) € J, a tedy ¢(B) = A.
Dle Véty 8.6 plati, Ze o<~'> ma v bodé A derivaci rovnou ﬁ. Pocitejme
derivaci G(¢<"'>(z)) v bodé A podle vzorce pro derivaci slozené funkce:

(Gl (@) lo=a = (G'(B)limp=-1 () - (077 (2) o)

! . 1
A ¢'(B)
/ . ]‘
= f(¢(B))#'(B) (B
— F(A). 0

Typickym prikladem vyuziti tohoto typu substituce je substituce x =
sint pro J = (—n/2,7/2) a I = (—1,1) pii vypoctu [V1—a?dx. Z
Véty 10.12 plyne, ze staci spocist primitivni funkci

G(t):/\/1—sinztcostdt:/cos%dt.

Nyni napiiklad miZeme vyuzit vzorecek cos?(t) = 3cos(2t) + 1 a diky
nému uréit G(t) = [cos®(t)de = §sin(2t) + 1 + c. Pak staci dosadit
t = arcsinz, kde arcsin: (—1,1) — (—n/2,7/2) je inverzni funkce k funkci

sint na uvedenych intervalech. Vysledek je pak

arcsin &
2

1
/ V1 —2?dr = G(arcsinz) = 2 sin(2 arcsin z) +

Vedle substituce druhym ¢astym postupem pii hledani primitivni funkce je
takzvané integrovani po cdstech, neboli per partes.
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Véta 10.13 (Integrace per partes). Necht jsou funkce [ a g spojité na otevre-
ném intervalu I a funkce F' a G jsou k nim na I primitivni. Potom i funkce
fG a Fg maji na I primitiont funkce a na I plati

/f(a:)G(x) dx + /F(a:)g(x) dx = F(2)G(z) + ¢,
nebo ekvivalentné
/ F@)G (@) dr = F(2)G(x) — / F2)g(z) dz + c.

Diikaz. Funkce fG a Fg jsou na I spojité a existence funkei k nim primitivnich
plyne z Véty 10.4. Identita vyplyva z Leibnizovy formule pro derivaci sou¢inu:
ze vztahu (FG) = fG+ Fg plyne, ze F'G je na I primitivni k fG + Fg, takze
[ t@c@ s+ [ Fag@yde= [ (1@)6() + Fgla) da
= F(x)G(z) + c. O
Ukazme si nékolik ptikladt pouziti integrace per partes.

Priklad 10.14. Hledejme primitivni funkci pro funkei In(z) na I = (0, 4 o0).
Pomuzeme si trikem, kdy In(z) budeme psat jako soucin 1 -In(x) a pouzijeme
Vétu 10.13 pro f(z) = 1 a G(x) = In(z), ¢emuz odpovida F(z) = z a g(z) = L.
Pak méame

1
/ln(:c)dx:xlnm—/x-—dxzwlnx—a:—i-c.
T

Priklad 10.15. Abychom spocetli
/ e’sinz dz,
opakované piSeme e” jako (e”). Tedy
/e”” sinxdr = e*sinz— /e”” cosx dx

= e’sinx — (excosx—/ex(—sinx) dm).

Odtud dostavame rovnici
2/e"3 sinz dr = e*(sinz — cos ) + ¢,

takze

. ef(sinx — cosx
/ewsmxdx: ( 5 )+c’.
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Priklad 10.16. Pro n € N oznacme

I = /d_x
(1+a22)n

Protoze ﬁ je derivace funkce arctan z, mame I; = arctanz + c¢. Odvo-
dime rekurentni vzorec pro primitivni funkce I,,. Funkci (1 + 2?)™" napi-
Seme jako ' - (1 4 x?)™". Takze

[ T _ /x —2nx
no (1 4 x2>n (1 i x2>n+1
T 1 1
= —+2 — d
(1 + x2>n + ’I’L/ ((1 + x2)n (1 + x?)n—i—l) xr

xz

Dostavame rekurenci

1
Iysr = (1= 1/2n)1,.

2n(1 + 2?)

Odtud mame I; = arctanz + ¢, I, = Q(lez) + % arctan x + ¢ atd.

Sirokou tiidou funkeci, pro které umime vzdy spocist primitivni funkeci
jsou raciondlni funkce.

Definice 10.17 (Racionélni funkce). Raciondlni funkce je funkce, kterou
lze vyjadrit jako podil dvou polynomu (pfi¢emz polynom ve jmenovateli
neni identicky nulovy).

Véta 10.18. Primitivni funkci kaZdé raciondlni funkce lze vyjddiit po-
moci elementdrnich funkci, konkrétné raciondlnich funkct, logaritmu a ar-
kustangens.

Lze ukazat, ze primitivni funkei lze vzdy rozlozit na takzvané parcidlni
zlomky, a tim hledéni primitivni funkce racionéalni funkce viceméné zredu-
kovat na vypocet primitivnich funkei racionalnich funkei v nasledujicim
tvaru:

1

@) keN,ceR a
1

1) keN
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Primitivni{ funkce druhého typu jsme odvodili v Piikladé 10.16. Primitivn{
funkei prvniho typu je logaritmus (pro k& = 1), nebo racionalni funkce.

Metodu rozkladu na parcialni zlomky nebudeme dokazovat a uvadét
ve v§i obecnosti, jeji jednoduché aplikace budou tématem cviceni.
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11 Urcity integral
Nejpodstatnéjsim vyuzitim primitivnich funkci je vypocet urcitého integrdlu.
Ten slouzi k poc¢itani ploch, objemii, energie a prace a dalsich fyzikalnich veli-
¢in, pro odhadovani kone¢nych i nekonecnych souctu atd.

My si predstavime dvé metody vypoctu urcitého integralu: Newtonuv inte-
gral a Riemanntuv integral. Zacneme s Newtonovym integralem, jehoz vypocet
je zaloZen na nam uz znamém pojmu primitivni funkce.

Definice 11.1. Mé&jme déno A, B € R, kde A < B. Funkce f: (A, B) - Rma
na intervalu (A, B) Newtoniv integrdl, kdyz ma na (A, B) primitivni funkci F’
a ta ma vlastni jednostranné limity

F(A+4)= lim F(z)a F(B—)= lim F(x).

r—A+ r—B—

Symbolem [F|& ozna¢me rozdil F(B—) — F(A+). Newtoniv integrdl funkce f
na intervalu (A, B) pak definujeme jako

B
(N) / f(@)de = [F]B = F(B=) — F(A+) = lim F(z)— lim F(z).
A x—B— T—A+
Protoze kazdé dvé funkce primitivni k f na (A, B) se lisi jen o aditivni kon-
stantu, rozdil limit F'(B—) — F'(A+) na volbé F nezavis{ a definice Newtonova
integralu je korektni.
T¥idu newtonovsky integrovatelnych funkei znac¢ime

N(A,B) ={f: f ma na (A, B) Newtoniiv integral}.

Pokud je integra¢ni proménna jasné z kontextu, ¢asto misto (V) ff f(z)dx
. . B
piseme jen (N) [, f.

Nékdy je vhodné uvazovat i hodnoty (V) ff f(z)dx pro A = —oo nebo
B = 400. VysSe uvedena definice se d4 na tyto pripady aplikovat beze
zmény, ovsem my se pro jednoduchost v tomto textu omezime na ptripady,
kdy (A, B) je omezeny interval. Také je mozné uvazovat nevlastni hodnoty
integréalu, kdy pfipustime moznost, ze F'(B—) nebo F'(A+) maji hodnoty
+o0, za predpokladu, ze rozdil F'(B—) — F(A+) je definovan. Ani této
situaci se zde ovsem nebudeme podrobnéji vénovat.

Tvrzeni 11.2. Je-li funkce f: [A, B] — R spojitd, pak (N) ff f(z) dx ezistuge.

Diikaz. Pripomenme (stéle jesté nedokazanou) Vétu 10.4 z minulé prednasky,
ktera tika, ze pokud je funkce spojitd na otevieném intervalu 7, tak tam mé
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primitivni funkci. Funkei f, kterd je zatim definovana pouze na intervalu [A, B],
muzeme spojité dodefinovat na celé R, napiiklad tak, ze pro kazdé x < A
polozime f(z) := f(A) a pro kazdé¢ x > B polozime f(z) := f(B). Takto
rozsitenda funkce f je spojita na R a dle vySe uvedené véty ma na R primitivni
funkci F'. Tato funkce F' je nutné spojita (viz Véta 7.10), plati tedy pro ni
F(A+) = F(A)a F(B—) = F(B), atudiz (N fA xr)dr = F(B)—F(A). O

V predchozim tvrzeni je potfeba predpokladat spojitost f na uzavieném
intervalu [A, B]. Pouh4a spojitost f na (A, B) nezarucuje existenci urc¢itého
integralu, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 11.3. Necht f(x) = 1/z a uvazujme ( fo x)dz. Funkce f méa
primitivni funkci F(x) = In(x), ktera mé v nule zprava hmltu —00, neexistuje
tedy (vlastn{) ur¢ity integral (V) f01 f(x)dx

Spojitost f na [A, B] je postacujici k existenci (V) ff f, neni v8ak nutné.
Dokonce ani omezenost f na (A, B) neni pro existenci Newtonova integralu
nutna, jak ukazuje dalsi priklad.

Priklad 11.4. Funkce f(z) = 1/:1:09 ma na (0,1) primitivni funkei F(z) =
2l — 1021, Mame tedy (N fo r) dz = [10z%1]} = 10.

Protoze vypocet Newtonova mtegralu je zalozen na znalosti primitivni
funkce, miuzeme metody pro vypocet primitivnich funkci, jako napt. per par-
tes nebo substituce, upravit na metody pro vypocet Newtonova integrélu. Pro
konkrétnost si zformulujeme, jak se pomoci téchto metod da Newtontv integral
spocitat.

Véta 11.5 (Per partes pro ur¢ity integral). Necht f a g jsou dvé funkce spojité
na [A, B]. Necht maji f a g na (A, B) primitivnt funkce F' a G, které lze spojité
roz8irit na [A, B]. Potom ezistuji oba urcité integrdly (N) ff fG a (N) ff Fg

a plati
N [ e =rai - [ g

Diikaz. Existence (N) ff fGa( fA Fg plyne z Tvrzeni 11.2. Ozna¢me L(z)
primitivni funkei k fG a P(x) primitivni funkci k Fg na intervalu (A, B).
Pravidlo per partes pro neurcity integral (Véta 10.13) dava vztah L(x ) =
F(z)G(z) — P(x) + ¢ na (A, B). Z ngj ihned plyne

B

N) / fG =L = [FG — P+ d8 = [FG]E — [PJB = [FG]E — () / Fy.

A

Pro formulaci nasledUchl véty je dobré zavest nasledujlcl konvenci: pokud
A < B, tak vyraz ( fB f definujeme Jako — fA f a podobné [F]4 polo-
zime rovno —[F]§. Déle definujeme (N f s f := 0 pro libovolné B a f. Pro
interval J C R oznacCujeme pojmem wvnitrek J mnozinu vnitinich boda J, tj.
otevieny interval vznikly odstranénim piipadnych krajnich bodu J.
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Véta 11.6 (Substituce pro uréity integral). Necht ¢: [a, f] — R je spojitd
funkce, ktera md ve vSech bodech otevieného intervalu (o, B) vlastni derivaci.
Oznacme J := p((«o, B)) = {p(t); t € (o, B)}. Ze spojitosti ¢ na [a, ] plyne,
Ze J je omezeny interval'. Necht f je funkce spojitd na J a newtonovsky inte-
grovatelnd na vnittku J. Potom

B »(B)
(V) / F(o(8) () dt = () / f(z) d, (11.1)

specidlné tedy levd © pravd strana existuje.

Vsimnéte si, ze na pravé strané rovnosti (11.1) nemusi integracni meze
spliovat nerovnost ¢(«) < () — mize se stat, ze dolni mez bude vétsi nez
horni, pripadné Ze se meze budou rovnat. V takovych pripadech uplatnime
konvenci zminénou pied znénim véty.

Interval J ve Vété 11.6 muze byt otevieny, uzavieny, nebo polootevieny.
Napiiklad funkce sin(t) zobrazi otevieny interval (0, 7) na polootevieny inter-
val (0, 1].

Zduraznéme, ze ve Vété€ 11.6 je nutno ovérit predpoklady pro f na ce-
lém intervalu J, ktery miize byt vétsi nez interval ohrani¢eny hodnotami ¢(«)
a p(B). Nestaci tedy kontrolovat predpoklady pro f jen na intervalu ohranice-
ném integra¢nimi mezemi na pravé strané (11.1).

Pro vypocet integralu pomoci Véty 11.6 neni vzdy nutné presné spocitat
krajni body J, stac¢i predpoklady f ovérit na néjakém intervalu, ktery obsa-
huje J: naptiklad pokud je f spojitd na celém R, tak je automaticky spojita
na J a dle Tvrzeni 11.2 je i integrovatelna na vnitiku J.

Vsimnéte si, ze Véta 11.6 pripousti i moznost, Ze ¢(«) nebo ¢(f) nepatii
do J, vétu lze tedy vyuzit napt. i v situaci, kdy f neni definovana v bodé p(«)
nebo ¢(f3). Napiiklad pomoci substituce x = ¢(t) := sin(t) lze odvodit rovnost

™2 cos(t) B |
() /_W/Q /1 —sin(t) dt = (V) /—1 vi—ua o

prestoZe integrované funkce nejsou definované v bodé t = 7/2 resp. x = 1.

Pro ovéreni predpokladi sta¢i nahlédnout, ze ¢(t) = sin(f) je spojita na
la, ] = [-7/2,7/2] a diferencovatelna na (—m/2,7/2), a pak zkontrolovat,
ze f(x) = \/lljp je spojita a integrovatelna na J = sin((—n/2,7/2)) = (—1,1)

(zkontrolujte samil).

Na druhou stranu, pokud ¢(«) nebo () patii do J, nebo obecnéji pokud
J obsahuje krajni body, nesmime pii pouziti Véty 11.6 zapomenout oveérit
(jednostrannou) spojitost f v krajnich bodech J. Predchozi piiklad nelze napt.
modifikovat takto:

T cos(t) 72

S|
(N) _Wmdt—(]\f)/o ﬁdx:o, (11.2)

'Pro ptipomenuti: spojit4 funkce zobrazi interval na interval podle Diisledku 6.6 a spojita
funkce je na kompaktnim intervalu omezena podle Véty 7.1.
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Obréazek 11.1: Grafy funkei —=Y_ (Gervend) a cos(t)/T — sin(t) (modre).

\/ 1—sin(t)

protoZe sin(t) zobrazi interval (—m,7) na J = [—1,1] a funkce f(z) = \/11_7
neni spojitd (ani definovand) v bodé x = 1. Ve skute¢nosti integral na levé
strané (11.2) neni definovan: da se ukazat, Ze integrovana funkce neni na
(—m, ) darbouxovské a nema tam tedy primitivni funkei (viz Obrazek 11.1).

Naopak zcela korektni je nasledujici vypocet, zaloZeny na stejné substituci

x = sin(t):

(N) /W cos(t)/T — sin(t) dt = (N) /00 VI—zde—0.  (1.3)

Tentokrat, na rozdil od pfedchoziho piikladu, uvazujeme funkci f(z) = /1 — z,
ktera je spojita na celém intervalu J = [—1, 1] véetné krajnich bodu (a tudiz je
i integrovatelna na (—1, 1), viz. Tvrzeni 11.2), vSechny ptredpoklady Véty 11.6
jsou tedy splnény.

Predchozi priklad lze zobecnit: pokud je f libovolna funkce spojita na in-
tervalu [—1,1] a a € R libovolna konstanta, pak plati

sin(27+a)

2mt+a
(N)/ f(sint)costdt:(N)/ f(z)dx =0,

in o

kde posledni rovnost plyne z toho, ze sin o = sin(27 + «).

Diikaz Vety 11.6. Poznamenejme, Ze kdybychom ve znéni Véty 11.6 pred-
poklad, Ze f je spojité na intervalu J = ¢((«, /5)), nahradili trochu silngj-
sim predpokladem, Ze f je spojita a integrovatelna na néjakém otevieném
intervalu K, ktery obsahuje J U {¢(«a), ()} jako podinterval, byl by
ditkaz véty okamzity: ze silnéjsiho predpokladu ihned plyne, Ze f ma pri-
mitivni funkci F' na K dle Véty 10.4. Pak podle véty o derivaci slozené
funkce (Véta 8.1) pro kazdé t € (a, 8) plati (F(¢(t))) = flp(t))¢'(t),
tedy funkce F'(o(t)) je primitivni k funkei f(¢(t))¢'(t). Tedy obé strany
rovnosti (11.1) jsou rovny F(¢(5)) — F(¢(«)). Hlavni komplikace v nésle-
dujicim dikazu tak plynou z nutnosti osetfit chovani funkce f v blizkosti
krajnich boda intervalu J.
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Oznac¢me (A, B) vnitiek intervalu J. Dle pfedpokladi je funkce f new-
tonovsky integrovatelna na (A, B), tj. f ma na (A, B) primitivni funkci
F, ktera mé navic v A i v B vlastni jednostranné limity. Dodefinujme F
v bodech A a B pomoci téchto limit tak, Zze F' bude spojita na [A, B], tj.
F(A) :=lim, 4, F(z) a F(B) :=lim,_,g_ F(x).

Ze spojitosti I’ na [A, B] plyne, ze prava strana (11.1) je rovna

F(p(B)) = F(p(a)).

Ukazeme nyni, ze stejnou hodnotu ma i leva strana. Nejprve ukazme, ze
funkce F'(¢(t)) je na intervalu (v, 8) primitivni funkei k funkei f(¢())¢' (%),
tj. ze pro t € («, 8) plati F(p(t)) = f(p(t))¢'(t). Pokud ¢(t) € (A, B),
plyne tento vztah z toho, ze I je primitivni funkce k f na (A, B), a z véty
o derivaci slozené funkce.

Slozit&jsi je situace, kdyz ¢(t) nepatii do (A, B). V tom piipadé je
©(t) krajni bod J, tj. bud ¢(t) = A, nebo ¢(t) = B. Pfedpokladejme
napiiklad, Zze ¢(t) = A, druhy piipad je obdobny. J je tedy rovno bud
[A, B), nebo [A, B].

Protoze A € J, predpoklady véty zarucuji, ze f je spojita zprava v A.
Rozmysleme nejprve, ze F' ma v bodé A derivaci zprava rovnou f(A): to
plyne ze spojitosti F' na [A, B] a ze spojitosti f na J, pouzitim Véty 9.13:

Fild) = lim Fle) = Hm f(z) = 7(4)

Kdyby F méla v bodé A = ¢(t) derivaci rovnou f(A) = f(p(t)), mohli
bychom ihned odvodit, ze F(p(t)) = f(p(t))¢'(t) podle véty o limité slo-
zené funkce. Derivace F' je ovSem jen jednostranné (zprava), na coZ nase
véta o limité slozené funkce nepamatuje. Neformélné receno, jednostran-
nost derivace F' tu nemuze nijak vadit, protoze ¢ mé na okoli ¢ jen hodnoty
z pravého okoli bodu A (protoze A je levy krajni bod J), takze chovani
F na levém okoli A nemize hodnotu F'(p(t))" nijak ovlivnit. Abychom
formalné obesli technicky problém s jednostrannosti derivace F', dodefi-
nujme tedy funkci F' na levém okoli bodu A libovolné tak, aby i derivace
F v bodé A zleva byla rovna f(A). Po tomto dodefinovani, které neméa
zadny vliv na hodnotu F'(¢(t))’, uz miazeme pouzit vétu o derivaci slozené
funkce a dostaneme oc¢ekavany vysledek F(p(t)) = f(@(t))¢'(t).

Dokézali jsme tedy, ze F'(¢(t)) je na intervalu («, 8) primitivni funkce
k funkci f(p(t))¢'(t). Leva strana (11.1) je tedy rovna [F(p(t))]2. Ze
spojitosti F' na [A, B] a ze spojitosti ¢ na [a, 3] plyne, Ze [F(p(t))]? =
F(o(B)) — F(e(a)), coz jsme chtéli dokazat. O

Nyni zavedeme jiny druh integralu, takzvany Riemanniv integrél, jehoz

definice je motivovana snahou formalné zadefinovat plosny obsah oblasti ohra-
nic¢ené grafem funkce f a osou x. Pro nezépornou spojitou funkei f: [A, B] —
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Obrazek 11.2: Oblast U(A, B, f) pod grafem funkce f (vlevo), a Riemannova
metoda odhadu jejiho plosného obsahu zdola (uprostied) a shora (vpravo).

0, +00) definujme nasledujici rovinny utvar (viz Obrazek 11.2):
defi led Ob k
U(A B, f)={(z,y) ER*: A<z < B,0<y< f(x)}.

Riemannova definice plogného obsahu U(A, B, f) je zaloZena na nasledu-
jici tvaze: kdyby funkce f byla po ¢astech konstantni, tj. kdyby [A, B] bylo
mozné rozdélit na koneéné mnoho intervalu tak, aby f byla na kazdém z nich
konstantni, tak U(A, B, f) bude vypadat jako sjednoceni konetné mnoha ob-
délniki priléhajicich stranami. Pro takovou oblast lze obsah snadno spocitat
jako soucet obsaht jejich obdélniku.

Co kdyz f neni po ¢astech konstantni? Pak mizeme uvazit libovolnou
dvojici po ¢astech konstantnich funkei g7, g*: [A, B] — R spliwjicich g~ <
f < g" na[A, B]. Protoze U(A,B,g”) CU(A,B, f) CU(A, B,g"), je obsah
U(A, B, f) aspon tak velky jako obsah U(A, B, g~) a zaroven nejvys tak velky
jako obsah U(A, B, g*), viz Obrazek 11.2.

Nyni muZeme vzit supremum obsahiu U(A, B,g~) pres mozné volby ¢,
¢imz ziskdme dolni odhad na obsah U(A, B, f), a podobné vezmeme-li infimum
pfes mozné volby g%, ziskdme horni odhad. Pokud se horni a dolni odhad
rovnaji, mizeme jejich spole¢nou hodnotu definovat jako obsah U(A, B, f).

Popisme si nyni cely tento postup presnéji. Pro tcely nasledujici definice
uvazujme f jako libovolnou (tedy ne nutné nezapornou) funkci definovanou na
intervalu [A, B]. Tam, kde graf funkce f lezi pod osou z, budeme na oblast
mezi grafem a osou x pohlizet, jako by méla zaporny obsah.

Definice 11.7 (Riemanniv integral). Necht —oo < A < B < 400 jsou dvé
realné ¢isla. Konecna (k4 1)-tice boda D = (Ag, Ay, ..., Ax) z intervalu [A, B]
je jeho délenim, pokud

AIA0<A1<A2<"‘<AkIB.
Tyto body déli interval [A, B] na intervaly [; = [A;, A;41]. Délku intervalu

ozna¢ime pomoci absolutni hodnoty: |I;| = A;41 — A; a |[A, B]| = B — A.
Pro funkei f: [A, B] — R a déleni D = (Ag, Ay, ..., Ay) intervalu [A, B]
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definujeme dolni, respektive horni, Riemannovu sumu jako

k-1 k—1
s(f, D) =Y _|Limi, respektive S(f,D) =" |L|M;
=0 =0

kde m; = inf{f(z); v € I,} a M, =sup{f(x); x € I;}.

Tyto soucty jsou vzdy definované, s(f,D) € RU {—oc0} a S(f,D) €
R U {+o0}. Dolni, respektive horni, Riemanniv integrdl funkce f na intervalu
[A, B] definujeme jako

(R)/A f= (R)/A f(z)dx = sup{s(f, D): D je déleni [A, B]},

respektive

"B "B
(R) / £ / (&) dz = mf{S(f, D): D je déleni [A, B]}.
A A
Tyto vyrazy jsou opét vzdy definované a maji hodnoty v oboru R* = R U
{_097+OO}'

Rekneme, ze funkce f: [A, B] — R méa na intervalu [A, B] Riemanniv
integral, ptipadné ze je riemannovsky integrovatelnd, pokud

B "B
(R)/ f(w) do = (R)/ @) de € R.
JA A
Tuto spole¢nou konec¢nou hodnotu, kdyz existuje, znac¢ime

w [ swa=m [

a nazyvame Riemannovym integrdlem funkce f na intervalu [A, B]. TFidu vSech
riemannovsky integrovatelnych funkci oznacujeme

R[A, B] :={f: f je definované a riemannovsky integrovatelna na [A, B]}.
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12 Vlastnosti Newtonova a Rie-
mannova integralu

V této kapitole se nejprve podrobnéji podivime na vlastnosti Riemannova
integralu a poté na jeho souvislost s Newtonovym integralem.

Kdyz funkce f: [A, B] — R neni omezend, potom nem4 na [A, B] Rieman-
nuv integral, jak ukazuje nésledujici priklad.
Priklad 12.1. Uvazme funkei f(z) = 1/z, pro kterou dodefinujeme f(0) = 0,
a zkoumejme jeji Riemannuv integral na intervalu [0, 1]. Protoze f neni shora
omezené, tak v kazdém déleni D intervalu [0, 1] bude aspon jeden interval I; na
némz je sup{ f(z); « € I;} = +oo (konkrétné v nasem piipadé tam bude pravé
jeden takovy interval, a to ten nejlevéjsi). To znamend, Zze horni Riemannova
suma S(f, D) je rovna 400 pro kazdé déleni D, a tedy (R)foll/x dx = +o0.
7 toho plyne, Ze Riemanntv integral neexistuje.

Pro zajimavost najdéme jesté dolni Riemannuv integral funkce 1/z. De-

finujme déleni D, = (0,2%,271%1,...,;11,%, ), které déli interval [0,1] na
podintervaly
1 1 1 1 1 1
Iy =10, — ==, —,.... L =]——,—],.... [, = [=,1].
0 [ ’2n]’ 1 [Zn’ 27171]’ ’ [2n71+1 2n71] [2 ]

Platf |Io| = 5 a pro ¢ > 1 mame |I;| = 52+. Protoze funkee f(z) = 1/x
je klesajici, nabyva na intervalu I; svého minima v pravém krajnim bodé,
v némz mé hodnotu m; = 2"~". Prislusnéd dolni Riemannova suma je tedy

= 1 S n
s(f,Dn):Z|Ii|mi:Q—nZ”—i—ZQn_iHQ =1+
=0 =1

Méame tedy lim,,_,o s(f, D,) = +00, a tedy dolni Riemannovy sumy jsou
shora neomezené. Tudiz (R) foll Jx dr = +00.

Argument z predchoziho prikladu ukazuje, zZe pokud je funkce f na néjakém
intervalu [A, B] neomezend, nemiize tam byt riemannovsky integrovatelna. Tim
se lisi Riemanniv integral od Newtonova: jak uz jsme vidéli v Prikladu 11.4,
existuji neomezené funkce, které maji Newtonuv integral.

Existuji ovSem i funkce, které jsou omezené a pfitom nejsou riemannovsky
integrovatelné, jak ukazuje dalsi priklad.

Priklad 12.2. Dirichletova funkce f: R — {0, 1} definovana vztahy

)1 r€eQ
f(x)_{o r €R\Q,
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je zjevné omezena. Nema ale na zadném netrivialnim intervalu Riemanniv
integral, protoze kazdy takovy interval obsahuje jak racionalni, tak iracionalni
¢islo. Pro libovolné déleni D libovolného netrividlniho intervalu [A, B] tedy
mame s(f,D)=0a S(f,D) =B — A. Tudiz

R)ﬁsz<(R)ff:B—A.

Tato funkce nemé ani Newtontav integrél, protoZe neni na (A, B) darbouxovska
a nema tedy primitivn{ funkei.

Pro tivahy o Riemannovych sumach se vyplati zavést pojem zjemnéni dé-
leni. Pro dvé déleni D = (Ag < A1 < -+ < Ap) a D' = (By < B; <
- < By) téhoz intervalu I fekneme, ze D’ je zjemnéni D, pokud plati, Ze
{Ao, Ay, ..., A} je podmnozina { By, By, ..., B¢}. Snadno pak nahlédneme, ze
pokud D’ je zjemnéni D, tak pro libovolnou funkeci f plati

s(f,D) < s(f, D) < S(f, D) < S(f,D).

Véta 12.3. Necht f: [A, B] — R je funkce a necht Dy a Dy jsou dvé déleni
intervalu [A, B]. Pak plati

stnsuQAfsqufsstﬂ

Diikaz. Pro dvé déleni Dy a D, uvazme jejich spoleéné zjemnéni D', napiiklad
volme jako D’ déleni, jehoZ mnoZzina délicich bodii je sjednoceni mnozin délicich
bodu D; a D,. Pak plati

s(f, D1) < s(f, D) < S(f, D) < 5(f, D2).

Z toho plyne, ze libovolna horni Riemannova suma je horni mez pro vSechny

dolni Riemannovy sumy (a naopak). Tedy i (R) ff f je horni mez pro vSechny
dolni Riemannovy sumy, z ¢ehoz plyne

S D) < s(f, D) < /f< ‘/f<SUDﬁ<ﬂﬁ%) m

Priklad 12.4. 7 definice Riemannova integralu spocteme, ze

(R)/ledx—l/z

Pron =1,2,... uvazujme déleni D,, = (0, %, %, ..., 1). Pak

n

s(f,Dn)=Z%(i;1) —n 20+ 1424+ (n—1))




a podobné

S(f,D,) = i%(%) =n2(1+24---+n).
i=1
Protoze (-1 1
S (. 00) = fim S = 1
a zaroven | | N
Ji S0 Dn) = Jig M =1

z nerovnosti v piedchozi vété dostavame, Ze (R) fol f=(R) fol f=1/2, a tedy
(R) fol rdr =1/2.
Nasledujici charakterizaci riemannovsky integrovatelnych funkci budeme

casto vyuzivat ve zbytku této kapitoly.

Véta 12.5 (Kritérium riemannovské integrovatelnosti). Necht f: [A, B] — R.
Potom f je riemannovsky integrovatelnd na [A, B], pravé kdyz pro kazdé e > 0
existuje deleni D intervalu [A, B] takové, Ze S(f, D) — s(f, D) < e.
Diikaz. Pokud f € RI[A, B], tak pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D; splhujici
s(f,Dy) > ff f—¢e/2 ataké déleni D, spliwujici S(f, Dy) < ff f+e/2. Kazdeé
jejich spolecné zjemnéni D’ pak splni 0 < S(f, D') — s(f,D’) < e.

Naopak, pokud f & R[A, B], tak nastavéa jedna z nésledujicich moznosti:

1. Dolni integral f se od horniho integralu f lisi o néjakou kladnou kon-
stantu e.

2. Dolni i hornf integral f jsou shodné a rovnaji se 4-oc.
3. Dolni i horni integral f jsou shodné a rovnaji se —oo.

Nastéava-li prvni moznost, pak pro kazdé déleni D plati S(f, D) —s(f, D) > e.
Nastéava-li druha moznost, pak pro libovolné déleni D méame S(f, D) = 40 a
s(f,D) € RU{—oo}. Treti moznost je obdobna té druhé. Ve vSech ptipadech
je prava strana ekvivalence ze znéni véty nepravdiva. O

Pomoci Véty 12.5 lze odvodit nasledujici jednoduchou ale uzite¢nou vlast-
nost Riemannova integralu.

Tvrzeni 12.6. Pro libovolné tri redlné hodnoty A < B < C' a libovolnou funkci
f:[A,Cl — R plati

feER[AC] <= feR[A Bl & feR[B,(C].

Navic pro f € R[A, C| plati

w [ [T [
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Diikaz. Predpokladejme, ze f € R[A, C]. Dokazme, ze f € R[A, B|NR[B, (]
pomoci Véty 12.5. Necht mame dano € > 0. Pak existuje déleni D 4¢ intervalu
[A, C] takové, ze S(f, Dac) — s(f, Dac) < €. Muzeme navic predpokladat bez
1jmy na obecnosti, ze B je jeden z délicich bodi D 4¢, jinak vezmeme jakékoliv
zjemnéni D 4o obsahujici B.

Z toho plyne, 7ze D¢ lze rozdélit na déleni Dyp intervalu [A, B] a dé-
leni Dpc intervalu [B, C| tak, ze plati S(f, Dac) = S(f, Dag) + S(f, Dpc)
a podobné s(f,Dac) = s(f,Dag) + s(f, Dpc). Z nerovnosti S(f, Dac) —
s(f,Dac) < € tudiz plyne

(S(f, Dap) — s(f, Dag)) + (S(f, Dpc) — s(f, Dpe)) <&,

a protoze oba s¢itance na levé strané predchozi nerovnosti jsou nezaporné, musi
byt oba s¢itance mensi nez e. Dle Véty 12.5 pak mame f € R[A, BjNR[B, C].
Obdobné se dokaze implikace f € R[A, BjNR[B,C] = f € R[A (] a

c B c
rovnost (R) [, f=(R) [, [+ (R) [5 [ O

Poznamenejme, ze Tvrzeni 12.6 nelze primocare aplikovat na newtonovskou
integrovatelnost. Napiiklad funkce sgn(x) je newtonovsky integrovatelna na
intervalu (—1,0) i na intervalu (0,1), nikoliv v8ak na intervalu (—1,1). Je
v8ak pravda (a snadno se ovéii z definice), ze pro libovolné A < B < C
plati, ze kazda funkce newtonovsky integrovatelna na (A, C) je newtonovsky
integrovatelna na (A, B) i na (B, C), a pak plati

W [r=0 s [

7 Véty 12.5 1ze odvodit riemannovskou integrovatelnost dvou dilezitych
t¥id funkci — spojitych a monoténnich.

Véta 12.7 (Monotonie = integrovatelnost). Je-li funkce f: [A, B] — R na
intervalu [A, B] monoténni, potom md na [A, B] Riemanniv integrdl.

Diikaz. Necht f neklesa (pro nerostouci f se argumentuje podobné). Pfedpo-
kladejme, ze f neni na [A, B] konstantni (konstantni funkce jsou riemannovsky
integrovatelné piimo z definice), a tedy f(B) > f(A).

Pro kazdy podinterval [«, 5] C [A, B] pak méame

inf f(x) = fla)a sup f(x) = f(5).

l’E[O&,ﬁ] Ie[a,,@}
Bud déno € > 0. Vezméme libovolné déleni D = (A, Ay, ..., Ay) intervalu
[A, B] spliwjici A; — A, < m prokazdé i =1,...,k. Proi=1,...k
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ozna¢me [; = [A;_1, A;]. Pak mame

k

S(f,D)—s(f,D) = Z(Ai — A;_y)(sup f(z) — inf f(z))

zel; zel;

— Z(Az — A1) (f(A) — f(Aim))

=1

< 7(B) — f(A) ;(f(Ai) — f(Aim1))
£
= m(f(flk) — f(Ao))
=
Podle Véty 12.5 tedy f € R[A, B]. O

Zduraznéme, ze ve Vété 12.7 je dulezité, ze f je monoténni na celém kom-
paktnim intervalu [A, B]. Nestaci predpokladat pouze monotonii na otevieném
intervalu (A, B), jak ukazuje Ptiklad 12.1.

N4&s dalsi cil bude dokéazat, ze kazdé spojita funkce na kompaktnim intervalu
je riemannovsky integrovatelna. Nez se vSak k tomu dostaneme, potiebujeme
zavést zesileni pojmu spojitosti, takzvanou stejnomérnou spojitost.

Pro pripomenuti, funkce f je spojitd na intervalu I, pokud je spojita v
kazdém bodé x € I (pfipadné jednostranné v krajnim bodé). To lze formalné
zapsat takto:

VeelIVe>030>0f(INUx,0)) CU(f(x),e).
Rekneme, ze funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I, pokud
Ve>030>0Vx el f(INU(x,5)) CU(f(x),e).

U stejnomérné spojitosti se tedy pozaduje, aby pro dané € > 0 jediné § > 0
fungovalo pro vSechny volby x z I, zatimco u oby¢ejné spojitosti miize § zaviset
nejen na ¢ ale i na x.

Stejnomérna spojitost implikuje trivialné spojitost, ale naopak to neplati.
Napfiiklad funkce f(z) = 1/x je na intervalu I = (0,1) spojita, ale neni stej-
nomeérné spojitd: mame-li dano napiiklad ¢ = 1, tak pro libovolné § > 0
muzeme uvazit x := ¢ a vidime, ze f neni na U(z,0) = (0,2J) omezena, tedy
rozhodné neplati f (I NU(x,d)) C U(f(z),e). Podobné lze rozmyslet, Ze na-
piiklad funkce f(z) = 22 nebo f(x) = exp(x) jsou sice spojité v kazdém bodé
x € R, ale nejsou stejnomérné spojité na R.

Na kompaktnim intervalu I (tj. intervalu typu [A,B] s —o0o < A < B <
+00) v8ak nastésti oba typy spojitosti splyvaji.

Véta 12.8 (Na kompaktu: spojitost = stejnomérna spojitost). Je-li funkce f
na kompaktnim intervalu I = [A, B] spojitd, je na ném stejnomérné spojitd.
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Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze f: I — R je spojitda na I, ale ze neni
na [ stejnomérné spojita. Negace stejnomérné spojitosti znamena, ze plati

Je>0Vo>03z el ' e InU(x,d): |f(z)— f(a)] >e.

Fixujme € > 0, pro néjz plati tento vyrok. To znamena, ze pro kazdé n € N
lze volit d,, = 1/n a najit body z,, =), € I takove, ze !, € U(x,,,0,), ale zé-
roved | f(z,)—f(z])| > €. Diky Bolzanové-Weierstrassové vété (Véta 3.10)
vime, ze posloupnost (z,) ma konvergentni podposloupnost (x,, )72, jejiz
limitu ozna¢me L. Protoze je I kompaktni, patii L do /. Pro usnadnéni
zapisu bez jmy na obecnosti predpokléddejme, zZe uz ptivodni posloupnost
(x,) byla zvolena tak, aby méla limitu L.
Protoze zaroven plati

T, —— <, <+ —,
n n
tak z Véty o dvou policajtech (Véta 3.3) plyne, Ze i (2/,) ma limitu L. Ze
spojitosti f v bodé L € I (ptfipadné jednostranné, pokud je L krajni bod
I) plyne

lim f(z,) = lm f(z}) = F(L)

n—o0

a specialné tedy |f(z,) — f(z,)| — 0 pro n — oo. To je ale spor s tim, ze
|f(zn) = f(a},)| = € pro kazdé n. O

Nyni jsme konec¢né pfipraveni dokazat, ze spojité funkce na kompaktnim
intervalu jsou riemannovsky integrovatelné.

Véta 12.9 (Spojitost = integrovatelnost). Je-li funkce f: [A,B] — R na
intervalu [A, B] spojitd, potom md na [A, B] Riemanniv integrdl.

Diikaz. Diky Véte 12.8 je dukaz Véty 12.9 velmi podobny dikazu Véty 12.7.
Opét pouzijeme Vétu 12.5. Bud dano € > 0 a chtéjme najit déleni D spliujici
S(f,D)—s(f,D) <e.

Necht je f na [A, B] spojita, a tedy podle Véty 12.8 i stejnomérné spojita.
Aplikujme definici stejnomérné spojitosti, v niz roli £ bude hrat libovolné &’
mensi nez 5= . Ze stejnomérné spojitosti pak plyne, Ze existuje > 0 takové,
ze jakmile jsou x, 2’ € [A, B] blize nez ¢, tak plati |f(x) — f(2/)] < €. Jinymi
slovy, pro kazdy podinterval [a, 8] C [A, B] délky mensi nez § plati

sup f(x)— inf f(z) <¢.
z€[a,B] €[, ]

Volme nyni libovolné déleni D = (Ag, Ay, ..., Ag) intervalu [A, B] splaujici
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Ai — Ai*l <0 pro kazdé i = 1, c. ,]{. Oznacme Iz = [Aifl, Az] Pak platl'

k

S(f.D) = s(f.D) = (A; — Ai_y)(sup f(x) — inf f(x))

i—1 zel; zel;

k
< Z(Az — A )
i=1

=¢(B— A)
< €. ]

Nyni si ukdzeme dvé véty, znamé nékdy jako “zakladni véty analyzy”, které
davaji Riemanniv integral do souvislosti s primitivni funkci a Newtonovym
integralem. Neformalné fec¢eno, prvni zakladni véta analyzy ika, Ze primitivni
funkei lze (za uréitych podminek) spoéitat pomoci Riemannova integralu.

Véta 12.10 (1. zékladni véta analyzy). Necht f: [A, B] — R je funkce rieman-
novsky integrovatelnd na [A, B] a funkce F: [A, B] — R necht je definovina
predpisem

F(z) = (R) /A " f)
Potom
1. F je na [A, B] spojitd a
2. v kazdém bode C € [A, B], v némz je funkce f spojitd, existuje vlastni

derivace F'(C), kterd je rovna f(C') (plati to jednostranné, pokud C' = A
nebo C' = B).

~olle

Diikaz. Ve skutecnosti dokdZzeme o trochu silngjsi “jednostrannou” verzi
véty, konkrétné ukazeme nasledujici dvé tvrzeni:

1. Pro libovolné C € [A, B) plati, ze F' je v C spojita zprava.

2. Pro libovolné C' € [A, B) plati, Ze pokud f je v C spojita zprava,
pak existuje vlastni jednostranna derivace I (C) a je rovna f(C).

Obdobné tvrzeni pak plati pro kazdé C' € (A, B] a spojitost a derivaci
zleva. 7Z téchto tvrzeni pak plynou prislusné oboustranné verze ve znéni
véty.

Zvolme nyni libovolné C' € [A, B) a dokazujme spojitost F' zprava.
Protoze je f riemannovsky integrovatelna na [A, B], je na tomto intervalu
omezena. Oznac¢me tedy

M = sup{|f(z)[; = € [A, B]}.

Diky omezenosti f je M < 4o00.
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Pro libovolné z € [C, B) plati

|ﬂm—Fww:hm[jwwm[fﬂzkm[jﬂsw—oma

kde druha rovnost plyne z Tvrzeni 12.6 a zavéreéna nerovnost plyne z
odhadu (R) [ f horni a dolni Riemannovou sumou pro trivialnf déleni
(C, x) intervalu [C, z]. Pro 2 — C+ tedy mame F(x) — F(C)a F jev C
spojita zprava. Tim je dokédzano prvni tvrzeni.

Pro ditkaz druhého tvrzeni zvolme bod C' € [A, B], v némz je f spojita
zprava. Chceme ukazat, ze potom F' (C') = f(C), neboli dle definice jed-
nostranné derivace chceme ukazat, ze pro libovolné ¢ > 0 existuje d > 0
takové, ze

Ve e (C,C+96): f(C)—e< < f(C) +e. (12.1)
Necht tedy mame dano ¢ > 0. Jelikoz je f spojita v C zprava, existuje
d > 0 takové, ze pro libovolné t € (C,C + §) plati f(C) —e < f(t) <
f(C) + €. Ukdzeme, Ze pro stejnou hodnotu 0 plati i vlastnost (12.1).
Volme tedy libovolné = € (C,C' +§) a upravme prostiedni ¢len (12.1):

F(z) = F(C) _ (R) [ f(t)dt
r—C r—C

(12.2)

Nyni integral na pravé strané (12.2) odhadnéme pomoci Riemannovych
sum. Zvolime-li na intervalu [C, x| opét trivialni déleni jehoz jediné dva
délici body jsou C' a z, dostaneme

@=0) juf fO <) [ f@)dt<(@-C) swp f2)
C

te(Cy te(C,x)
Dosazeni do (12.2) dava

. F(x)=F(C) (R)[o[(t)dt
tel(I(lJir) 1) = z—C N xC—

< sup f(1).
C te(C,x)

Diky volbé § a x mame

f(C)—e< inf f(t) < sup f(t) < f(C) +e,

tG(C,x) tE(C,x)
a tedy
F(z) - F(C)
C)—e< < f(C
f(0) - < =2 < 1(0) e,
coz jsme chtéli dokazat. O

88



Pozorovéni 12.11. Viastnosti, ktere Veta 12.10 ukazuge pro funkci F(x) =
R) [} f(t)dt, plati i pro funkci G(x f f t)dt. To je vidét napriklad

z toho, Ze rozdzl F(z)—G(z) je roven konstante fA t)dt, obé funkce jsou
tedy spojité ve stejnijch bodech a maji i steynou demvacz

Véta 12.10 nAm umoznuje konec¢né splatit dluh z desaté prednasky a do-
kédzat Vétu 10.4, ktera tiké, ze spojita funkce f na otevieném intervalu I méa
na I primitivni funkci. Tim se dokaze i Tvrzeni 11.2 z minulé prednasky, jehoz
diikaz se odvolaval na Vétu 10.4.

Diikaz Veéty 10.4. Zvolme libovolné C' € I a definujme funkci F': I — R na-

sledovné:
t)ydt prox >C
Flz) fc P
fm f(t)ydt prox<C.

Vsimnéte si, ze F(x) je pro kazdé x dobfe definovana, protoze f je spojita
a tedy riemannovsky integrovatelna na kazdém kompaktnim podintervalu I.
Z Véty 12.10 a Pozorovani 12.11 pak plyne, Ze F' je primitivni funkce k f
na [. [

Prvni zdkladni véta analyzy ndm ukazala, jak lze Riemanntv integral vyuzit
ke zkonstruovani primitivni funkce k libovolné spojité funkci. Druha zakladni
véta analyzy naopak ukazuje, ze hodnota Newtonova integralu, pokud existuje,
omezuje mozné hodnoty dolntho a horniho Riemannova integralu.

Véta 12.12 (2. zakladni véta analyzy). Nechl je funkce f: [A, B] — R new-
tonovsky integrovatelnd na (A, B). Potom plati

R)/jfs(Mffs(Rfﬁ

Specidlné tedy pokud je [ newtonovsky integrovatelnd na (A, B) a zdroven rie-
mannovsky integrovatelnd na [A, B|, pak

m[ =

Diikaz. Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (A, B) a dodefinujme
F spojité v bodech A a B, tj., F(A) = F(A+) a F(B) = F(B—). Existence
takové F' vCetné vlastnich limit F'(A+) a F'(B—) plyne z toho, zZe f je newto-
novsky integrovatelna na (A, B). Navic (N) ff [ =F(B)— F(A).

Necht D = (Ag, Ay, ..., Ax) je libovolné déleni intervalu [A, B]. Na kazdy
interval I; = [A;_1, A;] a funkeci F' pouZijeme Lagrangeovu vétu o stiedni hod-
noté (Véta 8.21), ktera 1ika, ze existuje B; € (A;_1, 4;) spliwjici

F(Az) — F(Az_l)

f(Bi) = F'(B;) = A A

(12.3)

89



Zjevné plati

Ai — Ai,
inf 1(0) < 5(5) = FAL T <

Vynasobime-li tyto nerovnosti kladnou hodnotou A; — A;_; a secteme pres
vSechna ¢ = 1,..., k, dostaneme

k k

;(Ai —Ai) ;Iel[f flz) < Z_; (F(Az) - F(Ai—l)) < Z;(Az —Aiq) ilel})f(x%
kde nejlevéjsi soucet je presné s(f, D), prostfedni soucet se zjednodusi na

F(B) — F(A) = (N) fff a pravy soucet je S(f, D). Mame tedy

B

s(f.D) < (N) / f<S(f.D)

A

pro libovolné déleni D intervalu [A, B], z ¢ehoz plyne

(R)Kf < (V) /ABf < (R)Tf-

Tim jsme dokazali prvni ¢ast véty a druhé ¢ast plyne z toho, Ze pro riemannov-
sky integrovatelné funkce jsou si dolni a horni Riemannuv integral rovny. [

Shriime si hlavni poznatky o vztahu Newtonova a Riemannova integralu.

e Kazda funkce spojita na [A, B] patii do N (A, B) (Tvrzeni 11.2) i do
R[A, B] (Véta 12.9).

e Pokud funkce f patii do N (A, B) i do R[A, B], potom dle Véty 12.12

W [Cr=w [

e Existuji funkce, které maji Newtontv integral na (A, B), ale nemaji Rie-
manniv integral na [A, B]. Piikladem mize byt jakakoliv neomezena
funkce na (A, B), kterdA ma na (A, B) primitivni funkci majici vlastni
limity v A+ a B—. Konkrétné napt. f(z) = Io—lg na intervalu (0,1), viz
Priklad 11.4.

e Naopak existuji i funkce, které maji Riemannuv integral na [A, B], ale
nemaji Newtonuv integral na (A, B). Prikladem miZze byt jakdkoliv mo-
notonni funkee na [A, B], ktera na (A, B) neni spojita: takova funkce ma
Riemanntiv integréal dle Véty 12.7; ale neni darbouxovska dle Véty 6.8,
a tedy nema primitivni funkci na (A4, B) dle Véty 10.8.
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13 Aplikace integrali

Diky 2. zakladni vété analyzy (Véta 12.12) uz vime, Ze pokud pro funkei f
existuji oba integraly (N) ff fi(R) ff f, tak jsou jejich hodnoty stejné. Od-
ted budeme tedy psat jen ff f pro oznaceni hodnoty prislusného Riemannova
nebo Newtonova integrélu, pokud aspon jeden z nich existuje.

Vztah mezi integralem a Riemannovymi sumami dava navod, jak pomoci
integralu odhadovat kone¢né soucty. Ukazme si tento pristup nejprve na né-
sledujicim jednoduchém tvrzeni.

Véta 13.1. Necht n je prirozené cislo a necht f je neklesajici funkce na in-
tervalu [1,n]. Potom plati

NCEY ES WC!

Podobné pro nerostouct funkci f plati

SNCEY ES WC!

Diikaz. Dokazme verzi tvrzeni pro neklesajici funkci. Jelikoz je f neklesajici, je
riemannovsky integrovatelna dle Véty 12.7. Plyne z toho také, Ze na libovolném
intervalu [, 5] C [1,n] nabyva f minima v bodé a a maxima v bodé £.

Nyni sta¢i na intervalu [1, n| uvazit déleni D = (1,2,...,n) a v8imnout si, ze
jeho dolni Riemannova suma s(f, D) je presné ZZ;} f(k), zatimco jeho horni
Riemannova suma S(f, D) je > ;_, f(k). Dokazované nerovnosti pak plynou
z toho, Ze dolni a horni Riemannova suma odhaduji zdola a shora piislusny
integral. ]

Priklad 13.2 (Odhad harmonickych ¢isel). Odhadnéme tzv. harmonickd cisla
H,,, definované jako

1 1 1
Hy=1+ -+ -+ t—.
+otg ot

Pro funkei f(xz) =1/2: (0,400) — (0, +00) Véta 13.1 dava

n n—1
1 " 1 1
H,—1= - < < - =H,——.
Sps ) rs gty
k=2 k=1
Jak vime, mé f(z) na (0, 400) primitivni funkci Inz, a tedy €} (1/x) dx = Inn.
Tim se predchozi nerovnosti prevedou do podoby

1
In(n) + - < H, <lIn(n) + 1.
n

Protoze In x mé limitu +oo pro x — 400, plyne z téchto odhadii, Ze i posloup-
nost H,, mé limitu +oo.
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Obréazek 13.1: Rozdil mezi harmonickym ¢islem H,, a plochou pod grafem
funkce % na intervalu [1,n] odpovida, pro n — oo, celkové plose fialové

vyznacené oblasti.

Priklad 13.2 ukazuje, ze rozdil H, — Inn lez v intervalu [1,1]. Ve sku-
tecnosti se d& ukézat, ze tento rozdil m& pro n — 4oo limitu, kteréd
je znamé jako FEulerova-Mascheroniho konstanta (nezaménujte s Eulero-
vym Cislem e). Eulerova-Mascheroniho konstanta ma ¢iselnou hodnotu
priblizné 0,5772. ...

Geometricky vyznam této konstanty priblizuje Obrazek 13.1: kon-
stanta odpovida plosnému obsahu fialové vyznacené plochy, ktera je ze-
spodu ohranic¢ena grafem funkce % na intervalu [1, +00) a shora ohranic¢ena
grafem “schodovité” funkce, které je na kazdém intervalu tvaru [n,n + 1)
(n € N) identicky rovna % Plochu pod grafem této schodovité funkce
si 1ze predstavit jako posloupnost obdélniki, které maji vSechny sitku 1
a vysky 1, %, %, ..., tedy celkovy obsah prvnich n takovych obdélniki je

pravé harmonické ¢islo H,,.

Uz z obrazku je patrné, ze fialova oblast je sjednoceni nekoneéné mnoha
“vypouklych trojihelniki”, z nichz kazdy ma sitku 1 a jejichz celkova vyska
je 1, tedy zjevné plocha fialové oblasti je vétsi nez % a mensi nez 1.

Odhady kone¢nych sum se naAm mohou hodit i pii vySetfovani konvergence
nekonec¢nych fad, nebot soucet rady je definovan jako limita posloupnosti jejich
castecnych souctli. V mnoha pripadech tak lze vySetfovani konvergence prevést
na vypocet integralu, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 13.3 (Integralni kritérium konvergence). Necht f: [1,4+00) — [0, +00)
je nerostouct nezdpornd funkce. Potom Faday ., | f(k) konverguje prave tehdy,
kdyZ plati
lim / f < 4oo.
n—-+o0o 1

Diikaz. V&imnéme si nejprve, ze jelikoz je f monoténni, tak podle Véty 12.7
integral fln f existuje pro libovolné n > 1. VSimnéme si také, ze jelikoz je f
nezaporna, je fln f neklesajici funkce proménné n, tedy musi mit v +oo limitu
nalezici do R U {+o00}. Ozna¢me tuto limitu L.
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Oznacme s, := > ,_, f(k) n-ty Castecny soucet fady Y .-, f(k). Protoze
mé tato fada jen nezéporné scitance, je posloupnost (s,) neklesajici, a tedy
ma pro n — oo limitu L' € RU {+oc}. L' je tedy soucet fady > ., f(k).

Dokazovana véta fiké, ze L je konecna pravé tehdy, kdyz L’ je konecnéa. To
lze snadno odvodit z Véty 13.1: pokud L < +o00, tak pouzijeme odhad

-t =Y s < [ 1<t
=2 1

z néhoz plyne, ze (s,) je shora omezend a ma tedy kone¢nou limitu. Naopak,
pokud L' < 400, tak plati

n
/ f S Sn—1 S Lla
1

tedy hodnoty fln f jsou shora omezené a jejich limita L je kone¢na. O]

Vsimnéte si, ze z predchoziho diukazu plyne (plati-li pfedpoklady Véty 13.3)
explicitni odhad

n o0 n
fim [ 5 <> 0 < 50) + i [ f
k=1
To nam umoznuje aproximovat i nekonecéné souc¢ty pomoci integralu.
Prikladem vyuziti integralniho kritéria je nasledujici uzite¢ny vysledek o
konvergenci fad, jejichz s¢itance jsou mocniny pfirozenych cisel.

Veéta 13.4. Necht s € R je redlnd konstanta. Rada

= 1

>

k=1
konverguje, pravé kdyz s > 1.
Diikaz. Mezni pripad s = 1 odpovida fadé >, %, jejiz Castecné soucty jsou
pravé harmonicka ¢isla H,,. Z prikladu 13.2 uz vime, Ze harmonicka ¢isla maji
limitu +o0, tedy tato fada neni konvergentni.

Z toho ihned plyne, ze pro s < 1 fada > -, ki taktéz neni konvergentni,
nebot plati 5 > 1. TudiZ n-ty ¢asteény soucet fady > oo &= je v&tsi nebo
roven n-tému harmonickému ¢islu H,, z ¢ehoz plyne, Ze posloupnost ¢astecnych
sou¢tu mé limitu 4o0.

Zbyva tedy pripad s > 1, kdy je potieba dokazat, ze fada -, ki kon-
verguje. Pouzijeme k tomu opét Vétu 13.3. Funkce f(z) = 1/2° = 27% je

. . . 1—s
nerostouci a nezaporna na (0, 400) a ma primitivni funkci F'(z) = £—. Od-
tud snadno spocitame, ze

. no . nl=s 1 1
lim z %dr = lim — = < +00.
n—>—|—oo1 n— o0 1—8 1—8 5—1

Z Vety 13.3 plyne, ze fada Y ;- 1/k® je konvergentni pro kazdé s > 1. O
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Priklad 13.5 (Odhad faktorialu). Integréal lze vyuzit i pro odhad faktoridlu
n!'=1-2-...-n,1ikdyz jde o sou¢in a nikoli o soucet. Misto n! budeme
odhadovat In(n!), ktery lze zapsat jako soucet In(n!) = >"7_, Ink. Pouzitim
Véty 13.1 na funkci f(z) = Inx dostaneme

n—1 n n
ln(n!)—lnnzZlnkﬁ/ fSZlnkzln(n!).
k=1 ! k=2

Funkce f(z) ma na (0, + co) primitivnf funkci zInz — z, tedy mame [/ f =
nlnn —n + 1 a z predchozich nerovnosti plyne

nlnn—n+1<In(n!) <nlnn—-—n+1+Inn.

Dosadime-li tyto t¥i vyrazy do funkce exp, ktera je rostouci, dostaneme
n\" ny\"
e(—) §n!§en(—) .
e e

Véta 13.1 nam poskytuje zptisob, jak odhadnout soucet Zz;i f (k) pomoci
integralu fln f v ptipadé, ze f je monotonni, ale nefika nic o situaci, kdy
f monoténni neni, a navic odhady plynouci z této metody mohou byt pro
nékterd pouziti prilis hrubé. Existuji vSak sofistikovanéjsi postupy, jak
odhadovat rozdily mezi sumami a integraly bez nutnosti predpokladat
monotonii.

V nasledujici uvaze nepredpokladame, ze f je monoténni, ale zato
predpokladame, Ze mé spojitou prvni derivaci na [1, n]. Bude se nam hodit
znaceni |z pro dolni celou ¢ast ¢isla x a {z} := = — |x] pro zlomkovou
cast x.

Rozdil mezi sumou a integralem mizeme odhadnout takto:

n-l okl
=3[ U seyan s

k=1

Nyni pouZzijeme trik: integrovanou funkci f(k)— f(x) zapiSeme jako sou¢in
1-(f(k) — f(z)) a zintegrujeme ji pomoci per partes, kdy ke konstantni
funkci 1 zvolime primitivni funkei x — k — 1/2. Pro¢ zrovna tuto primi-
tivni funkeci? Protoze ma mezi vemi primitivnimi funkcemi tu specifickou
vlastnost, ze integral z ni je na intervalu (k, k + 1) nulovy, coz se posléze
ukéze jako vyhodné.

Pocitejme dale integral z pravé strany (13.1). Pouzitim per partes a
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vyuzitim toho, ze pro x € (k,k + 1) mame = — k = {z}, dostavame:

/ " F ) = £(@)) da =

= [(& =k —=1/2)- (f(k) = f(2));"" - /k ) (x =k —1/2)(=f'(z)) dx

1 k+1 ,
U =)+ [ (o) - 12 @) de

Se¢teme-li predchozi rovnost pro k = 1,...,n — 1 a dosadime do (13.1),
ziskame vztah

S s [ 7= 30w s+ [y -12rE@dn 132)

k=1

Vzorec (13.2) je specialni piipad takzvaného Fulerova-Maclaurinova su-
macniho vzorce (obecnou verzi najdete napiiklad na Wikipedii). Vsimnéte
si, Ze integral na pravé strané (13.2) by byl nulovy, pokud by f'(z) byla
konstantni — to proto, Ze funkce ({x} — 1/2) ma nulovy integral na kaz-
dém intervalu celo¢iselné délky. Muzeme tedy doufat, ze kdyz f’(x) nebude
,,prilis oscilovat®, bude integral na pravé strané blizky nule, a nas odhad
sumy pomoci integralu bude pomérné presny.

Vzorec (13.2) skryvéa i urcitou geometrickou intuici, ktera vynikne,

1

kdyz se ¢len 3(f(1) — f(n)) pfevede na levou stranu a pfida do sumy.

Vznikla suma pak jde upravit takto:

n—1 ) . k k |
<;f(k:)> —§(f(1)—f(n))zzf( )+£( +1)

k=1

Tato suma je presné integral od 1 do n z funkce, kterd v bodech 1,2,...,n
mé stejné hodnoty jako f, a mezi dvéma sousednimi celo¢iselnymi body
je jeji graf tsecka. Oblast pod grafem této funkce je tedy sjednoceni li-
chobézniki. Integral na pravé strané (13.2) tedy fika, jak moc se obsah
této lichobéznikovité oblasti 1isi od obsahu oblasti pod grafem f.

Dilezitou aplikaci integrala jsou vypocty obsahii ploch, délek kiivek a ob-

jemu a povrchi téles.

Pro nezapornou funkci f definovanou na intervalu [A, B] uvazujme rovinny

utvar

U(A, B, f) ={(z,y) eR*;, A<z <BA0<y< f(z)},

ktery odpovida oblasti mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [A, B].

Jak uz vime, vypocet obsahu této oblasti byl jednou z motivaci pro zave-

deni Riemannova integréalu. Je tedy pfirozené obsah U(A, B, f) definovat jako
B . e

[y f(z)dzx, pokud integral existuje.
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Dalsi prirozenou geometrickou tlohou je vypocet délky kiivky. Nez se po-
divame na obecné kiivky, uvazujme nejprve kiivku odpovidajici grafu vhodné
funkce f na néjakém intervalu [A, B].

Definice 13.6. Mé&jme funkei f spojitou na intervalu [A, B]. Grafem funkce f
na intervalu [A, B] rozumime mnozinu {(z, f(z)) € R, A <z < B}. Jestlize
mé f na (A, B) vlastni derivaci, pak délku grafu funkce f na intervalu [A, B|
definujeme jako

/A V¥ (@) de, (13.3)

pokud tento integral existuje.

Zatimco definice obsahu U(A, B, f) pomoci Riemannovych sum je geome-
tricky celkem nézorné, u vzorce (13.3) nemusi byt geometricky vyznam jasny.
Popisme si geometrickou tivahu, ktera k tomuto vzorci vede. Zvolme si na in-
tervalu [A, B] néjaké déleni D = (A4g < Ay < -+ < A), oznaéme I; interval
[A;_1, A;]. Ozna¢me dale P; bod (A;, f(A;)) € R?, lezici na grafu funkce f, a
oznacme |P;_1 P;| délku usecky spojujici body P;,_; a P;. Podle elementérniho
vzorecku pro délku tsecky mame

|P,_1Py| = \/(Az — A1)+ (f(A) — f(Ais1))?

. AH)\/ Ly (L) gy

Nyni vyuzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkci f na intervalu
[A;_1, A;] (Véta 8.21), z niz plyne, Ze existuje bod B; € (A;_1, 4;), pro néjz

plati
f(A) — f(Ain)
Ai— Ay

F(B) =
a tedy
PPl = (A — A/ 1+ (F/(By).

Abychom odhadli délku grafu f, nahradme tento graf lomenou ¢arou tvore-
nou sjednocenim v8ech usecek P;_1P; proi = 1,..., k. Ozna¢me A(f, D) délku
této lomené cary. Z predchoziho vypoctu plyne

k
i=1

k
- Z(Az — A1+ (F(By)*.
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Definujme-li nyni na [A, B] funkci g(z) = /14 (f'(x))?, tak z predchoziho
vzorecku, plyne, Ze pro libovolné déleni D plati

s(g, D) < A(f,D) < S(g, D),

kde s(g, D) a S(g,D) jsou dolni a horni Riemannovy sumy funkce g. Defi-
nice 13.6 tedy zarucuje, ze pro dostatecné ‘jemné’ déleni D se nami definovana
délka grafu funkce f bude blizit délce aproximujici lomené cary.

Nékdy se hodi uvazovat i obecnéjsi kiivky nez ty, které vzniknou jako grafy
funkci z R do R. Obecné se kiivky definuji jako spojité obrazy intervali, tedy
jako obrazy spojité funkce ¢: I — R, kde I je kompaktni interval. Funkci
¢, jejiz hodnoty patii do R? miizeme formélné reprezentovat jako d-tici funkei
o(z) = (P1(x), pa(x), ..., ¢q(x)). Potom ¢ je spojita, pravé kdyz je spojita
kazda jeji slozka ¢;. Jako derivaci ¢ pak oznacime prislusnou d-tici derivaci
(¢ (z), dh(x),..., ¢4 (x)). Jinymi slovy, kiivka je mnozina boda

K = {(¢1(2), $2(x),..., da(w)); v € I} CRY.

Funkce ¢ se pak nazyva parametrizace kiivky K. Dana kfivka K muze mit
vice rtiznych parametrizaci.

Jako hladkou k¥ivku ozna¢me mnozinu K = ¢(I), kde ¢: I — R? je spojita
funkce, ktera ma v kazdém bodé spojitou derivaci, a I C R je kompaktni
interval.

Pojem hladké kfivky nema ustalenou definici: nékteri autofi vyzaduji na-
priklad, aby parametrizace hladké kiivky méla derivaci, ktera neni v zad-
ném bodé nulova, nékteri dokonce vyzaduji existenci derivaci vSech radu.
Tyto technické detaily zavisi vzdy na konkrétnim zamysleném pouziti. My
se spokojime s vySe uvedenou jednoduchou verzi predpokladii.

Necht K je hladka kiivka s parametrizaci ¢: [ — R, kde I = [A, B]. Jako
délku krvky K oznac¢ime hodnotu

/A \/(¢’1 (2))? + (¢5(2))% + - - + (¢(2))? dz, (13.4)

pokud integrél existuje. D& se ukézat (za vhodnych predpokladi), ze délka
kiivky K nezavisi na tom, kterou parametrizaci K zvolime. Vsimnéte si, Ze
pokud je K graf funkce f: [A, B] — R na intervalu [A, B], tak K lze také
chapat jako kiivku s parametrizaci ¢: [A, B] — R?, kde ¢1(z) = x a ¢o(z) =
f(z). Potom vzorec (13.4) dava stejny vysledek jako (13.3).

Vsimnéte si, ze ve vzorci (13.4) je integrovana funkce presné euklidovska
norma vektoru (¢} (x), ..., ¢,(z)). Vzorec mé nazornou fyzikalni intuici: pokud
by funkce ¢(z) popisovala polohu n&jakého objektu v R? v ¢ase x, pak vektor
(¢ (x),..., ¢, (x)) odpovida okamzité rychlosti tohoto objektu v ¢ase z. Ktivka
parametrizovand pomoci ¢ je pak trajektorie zkoumaného objektu za néjaky
casovy interval a délka trajektorie se pak spocita jako integral z velikosti jeho
rychlosti.
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Priklad 13.7. Spocitejme délku piilkruznice o poloméru r» > 0, tedy kfivky
K ={(z,y) € R* 2> +y* =r> Ay > 0}. Na K se miZeme divat jako na graf
funkce f(z) = /r? — 2% na intervalu [—r,r|. Jelikoz plati f'(z) = — 7
podle vzorce (13.3) je délka K rovna

/ _1;2) dr = - —T’Q—ZL‘QdI

kde v poslednim kroku jsme vyuzili substituci y = z/r. Posledni integral
se da Tesit bud substituci y — sint podobné jako v prikladu pod dikazem
Véty 10.12, piipadné znalec primitivnich funkci mize védét, ze integrované
funkce ma primitivni funkei arcsin(y), coz je inverzni funkce k sin(y) na inter-
valu [—7/2,7/2]. Délka pulkruznice kazdopadné vyjde rovna 7r, v souladu s
ocekavanim.

Délka K se da ovSem spocitat i jinak: mtuzeme si v§imnout, ze plati

K = {(rcosz,rsinz); = € [0, 7]}.

Mizeme tedy pro K volit i jinou parametrizaci ¢: [0,7] — R?, konkrétnd
o(x) = (rcos(z),rsin(z)), a potom délka K vyjde

/\/(—Tsinx)2+(rcosx)2dx:/ rdr = 7.
0 0

Nyni se zaméfme na vypocty objemt a povrchi prostorovych téles. V obec-
nosti se pro takovéto vypocty zavadi vicerozmérny integral, to vSak my délat
nebudeme. Budeme tedy uvazovat jen velmi omezeny typ téles, takzvané ro-
tacni télesa.

Necht f: [A, B] — [0,400) je nezaporna funkce na [A, B]. Rotacni téleso
vzniklé ota¢enim plochy U(A, B, f) kolem osy x je téleso

T(A, B, f) = {(z,y,2) e R} A<z < BAVY2+22< fa)}
Objem télesa T'(A, B, f) pak definujeme jako
B
7r/ f)*dt
A
pokud integral existuje.

Jako pldst télesa T'(A, B, f) ozna¢ujeme plochu vzniklou ota¢enim grafu
funkce f kolem osy z, tedy mnozinu
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P(A, B, f)={(z,y,2) e R>; A<x <BAVy2+22= f(2)}.
Povrch P(A, B, f) pak definujeme jako

o / SOV T FORdt,

pokud méa f derivaci na [A, B] a integral existuje.

Priklad 13.8. Co méa vétsi povrch: sféra (tedy plast koule) v R3 o poloméru r >
0, nebo plast valce se stejnou vyskou a polomérem? Spocitejme oba povrchy.
Sféra vznikne rotaci grafu funkce f(x) = v/r? — 22 na intervalu [—r, r|, zatimco
plast valce vznikne rotaci konstantni funkce g(x) = r na stejném intervalu. Pro
sféru dostaneme

, 2
r2 _ 22 -t
/T27r r x\/1+(m) dx
T 2
:/ 2nVr? — a2y | 27“ 5 dx
. 2 —zx
:/ 2rrdx

i

Pro valec pak méame

/ 2nrv/ 1+ 0dx

:/ 2mr dx

=472,

V obou pfipadech tedy vysel stejny vysledek. Poznamenejme, Ze k obdobnému
zavéru bychom dospéli, i kdybychom misto celé sféry a celého vélce uvazovali
jen jejich usece dané libovolnym intervalem [A, B] C [—r,r] na ose z.
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