
Ṕısemka 2. února 2017: vzor řešeńı

Př́ıklad 1 (8 bod̊u). Cyril a Dana hraj́ı jednoduchou hru. Pokud na kostce padne nejvýše 4,
zaplat́ı Cyril Daně 1 dolar. Padne-li 5 nebo 6, zaplat́ı Dana dolar Cyrilovi. Na začátku má Cyril
2 dolary a Dana 1 dolar. Hra konč́ı ve chv́ıli, kdy jeden z hráč̊u nemá nic.

(a) S jakou pravděpodobnost vyhraje Cyril?
(b) Jaká je středńı hodnota počtu hod̊u do konce hry?
(c) Jaká je podmı́něná středńı hodnota počtu hod̊u za podmı́nky, že vyhrál Cyril?
(d)* S jakou pravděpodobnost́ı vyhraje Cyril, pokud na začátku má Cyril 4 dolary a Dana 2

dolary?

Řešeńı 1. Označme C Cyrilovy peńıze. Na začátku je C = 2. Zřejmě je jsou jen dva stavy, kdy
hra neńı u konce, konkrétně C = 2 a C = 1. Ze stavu C = 2 s pravděpodobnost́ı 1/3 Cyril vyhraje
a s pravděpodobnost́ı 2/3 přejde do stavu C = 1. Ze stavu C = 1 s pravděpodobnost́ı 1/3 přejdeme
do počátečńıho stavu C = 2 a s pravděpodobnost́ı 2/3 hra skonč́ı Cyrilovou prohrou. Cyril tedy
vyhraje s pravděpodobnost́ı
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Tento iteračńı postup je často užitečný a dá se využ́ıt i v bodě d), kde je třeba označit pi
pravděpodobnost výhry Cyrila za podmı́nky, že má i dolar̊u. Pak dostaneme soustavu pěti rovnic
o pěti neznámých p1, p2, . . . , p5 odpov́ıdaj́ıćıch pěti stav̊um hry, která ještě neskončila.

Hra skonč́ı v lichém kole s pořad́ım 2k+ 1 a v sudém kole s pořad́ım 2k+ 2 s pravděpodobnost́ı
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Odtud je středńı počet her

EX =

∞∑
k=0

(2k + 1)p2k+1 +

∞∑
k=0

(2k + 2)p2k+2,

což lze dále upravovat.
Cyril může vyhrát jen v lichém kole, čili z předchoźıho použijeme prvńı sumu. Nesmı́me ale

zapomenout na podmiňováńı! Středńı počet her za předpokladu, že vyhrál Cyril proto je

E(X|C) =

∞∑
k=0

(2k + 1)p2k+1 ×
7

3
,

kde jsme dělili pravděpodobnost́ı 3/7 výhry Cyrila.

Př́ıklad 2 (5 bod̊u). Zformulujte a dokažte pro diskrétńı náhodný vektor (X,Y ) větu, že

E
(
E(X|Y )

)
= EX.

Nezapomeňte na vhodné předpoklady této věty!

Řešeńı 2. Aby v̊ubec mělo smysl hovořit o středńı hodnotě, je nutné předpokládat E|X| < ∞.
Předpokládejme, že S je množina hodnot Y taková, aby P [Y ∈ S] = 1 a pro s ∈ S platilo
P [Y = s] > 0 a K je množina hodnot X. Pak

E
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)
=
∑
s∈S

E(X|Y = s)P [Y = s] =
∑
s∈S

∑
k∈K

kP [X = k|Y = s]P [Y = s]

=
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s∈S

∑
k∈K

kP [X = k, Y = s] =
∑
k∈K

k
∑
s∈S

P [X = k, Y = s]

=
∑
k∈K

kP [X = k] = EX.

Jiné předpoklady jsme cestou při výpočtech nepotřebovali.



Př́ıklad 3 (6 bod̊u). X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s para-
metrem λ, tedy s hustotou

f(x) =

{
λe−λx x > 0

0 jinak.

Určete

(a) Středńı hodnotu a momentovou vytvořuj́ıćı funkci X.
(b) Rozděleńı součtu X + Y , středńı hodnotu a rozptyl X + Y .
(c)* Podmı́něnou hustotu fX+Y |X náhodné veličiny X + Y za podmı́nky X = x.

Řešeńı 3. Pro středńı hodnotu plat́ı

EX =

∫ ∞
0

λx exp(−λx)dx = substituce λx = y, meze se neměńı =
1

λ

∫ ∞
0

y exp(−y)

= per partes =
1

λ
.

Momentová vytvořuj́ıćı funkce je

ψX(t) = E exp(tX) =

∫ ∞
0

λ exp(tx) exp(−λx)dx = λ

∫ ∞
0

exp
(
x(t− λ)

)
= integrál je konečný jen pro t < λ =

λ

λ− t
pro t < λ.

Pro hustotu součtu můžeme použ́ıt větu o konvoluci, pro distribučńı funkci v bodě z stač́ı
integrovat sdruženou hustotu přes množinu {(x, y);x > 0, y > 0, x+ y < z}.

Hustota:

fZ(z) =

∫ ∞
0

f(X,Y )(x, z − x)dx = z nezávislosti a tvaru hustoty =

∫ z

0

λ exp(−λx)λ exp
(
−λ(z − x)

)
dx

= λ2
∫ z

0

exp(−λz)dx integrujeme podle x = λ2z exp(−λz).

Středńı hodnota součtu Z = X + Y je součet středńıch hodnot, rozptyl součtu je pro nezávislé
X a Y součet rozptyl̊u.

EX2 =
∂2ψX
∂t2

(0) =
∂2ψX
∂t2

λ(λ− t)−1|t=0 = 2λ(λ− t)−3|t=0 =
2

λ2
.

Proto var(X) = 1/λ2 a var(Z) = 2/λ2.
Bonusový př́ıklad je trochu těžš́ı, nicméně stač́ı si uvědomit, že rozděleńı Z = X+Y za podmı́nky

X = x je stejné jako rozdeleńı Y + x. Pak tedy

P [Z ≤ z|X = x] = P [X + Y ≤ z|X = x] = P [x+ Y ≤ z|X = x] = P [Y ≤ z − x|X = x].

Protože Y a X jsou nezávislé, plat́ı

P [Z ≤ z] = P [Y ≤ z − x] =

{
0 pro z < x

FY (z − x) = 1− exp
(
λ(z − x)

)
z ≥ x.

Derivaćı podle z můžeme dostat hustotu Z.

Př́ıklad 4 (6 bod̊u). Nezáporná náhodná veličina X má diskrétńı rozděleńı na přirozených č́ıslech
(tedy množině {0, 1, 2, . . . }). Najděte

(a) Nestranný a konzistentńı odhad p̂1 pravděpodobnosti P [X = 1]. Ukažte nestrannost i
konzistenci p̂1.

(b) Odvod’te asymptotickou normalitu odhadu p̂1.

Řešeńı 4. Máme-li cokoliv odhadnout, muśıme předpokládat, že máme k dispozici nějaká pozo-
rováńı. Zde je na mı́stě předpokládat náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn z rozděleńı stejného jako má
X.



Protože se jedná o diskrétńı rozděleńı, je úkolem odhadnout P [X = 1] = FX(1) − FX(0)
(X nabývá jen celoč́ıselných hodnot). Nestranným a konzistentńım odhadem FX(x) je empirická
distribučńı funkce

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

χ[Xi ≤ x],

a proto

p̂1 = F̂n(1)− F̂n(0) =
1

n

n∑
i=1

(χ[Xi ≤ 1]− χ[Xi ≤ 0]) =
1

n

n∑
i=1

χ[Xi = 1].

Nestrannost a konzistence plyne z nestrannosti a konzistence empirické distribučńı funkce.
Protože

p̂1 =
1

n

n∑
i=1

χ[Xi = 1],

kde Eχ[Xi = 1] = P [X = 1] a varχ[Xi = 1] = P [X = 1](1 − P [X = 1]), lze využ́ıt centrálńı
limitńı větu k ověřeńı

P

[
√
n

p̂1 − P [X = 1]√
P [X = 1](1− P [X = 1])

≤ x

]
→ Φ(x).

Př́ıklad 5 (6 bod̊u). Uvažujte náhodný vektor (X,Y ) s konečnými druhými momenty.

(a) Dokažte, že variančńı matice Var(X,Y ) je symetrická a pozitivně semidefinitńı.
(b) Dokažte, že |corr(X,Y )| = 1 právě tehdy, existuj́ı-li konstanty a 6= 0 a b takové, že Y =

aX + b.

Řešeńı 5. Symetrie variančńı matice plyne ze symetrie cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) =
E(Y − EY )(X − EX) = cov(Y,X).

Protože

aT Var(X,Y )a = a21 var(X) + 2a1a2 cov(X,Y ) + a22 var(Y ) = var(a1X + a2Y ) ≥ 0,

ověřili jsme pozitivńı semidefinitnost matice.
Pokud Y = aX + b, pak var(Y ) = a2 var(X) a cov(X,Y ) = a cov(X,X) = a var(X). Z definice

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )√

var(X) var(Y )
=

a var(X)√
a2 var(X) var(X)

=
a

|a|
∈ {−1, 1}.

Opačná implikace je trochu těžš́ı. Necht’ např́ıklad corr(X,Y ) = 1. Uvědomı́me si, že v tom př́ıpadě

je cov(X,Y ) =
√

var(X) var(Y ) a tedy variančńı matice má tvar

Var(X,Y ) =

(
σ2
1 σ1σ2

σ1σ2 σ2
2

)
.

Tato matice má nulový determinant, jej́ı řádky jsou lineárně závislé. Existuje tedy vektor a =
(1, a2) takový, že

var(X + a2Y ) = aT Var(X,Y )a = 0

a to je možné jen pokud je X+a2Y konstanta (náhodná veličina degenerovaná do jediné hodnoty).

Př́ıklad 6 (5 bod̊u). Zformulujte centrálńı limitńı větu. Uvažujte nezávislé bernoulliovské pokusy
X1, X2, . . . s pravděpodobnost́ı úspěchu p ∈ (0, 1). Použijte centrálńı limitńı větu k určeńı

(a) minimálńıho počtu pokus̊u, které potřebujete k tomu, aby |Xn − p| ≤
√
p(1− p)/100

nastalo s pravděpodobnost́ı alespoň 0.98 (asymptoticky).
(b) intervalového odhadu pro neznámý parametr p, provedeme-li n pokus̊u.

Řešeńı 6. Nezapomı́nejte na předpoklady:

• Náhodný výběr, tedy nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny.
• Konečná středńı hodnota µ = EX.
• Konečný a nenulový rozptyl σ2 = var(X).



Protože EX = p a var(X) = p(1− p), z CLV plat́ı

P
[
|Xn − p| ≤

√
p(1− p)/100

]
= P

[
√
n
|Xn − p|√
p(1− p)

≤
√
n

100

]
→ Φ

(√
n

100

)
−Φ

(
−
√
n

100

)
= 2Φ

(√
n

100

)
−1.

Posledńı výraz se má rovnat 0, 98 a proto
√
n ≥ 100u0,99, kde Φ(u0,99) = 0, 99, tedy jde o patřičný

kvantil normálńıho rozděleńı.
Protože plat́ı

P

[
√
n
|Xn − p|√
p(1− p)

≤ u1−α/2

]
.
= Φ(u1−α/2)− Φ(−u1−α/2) = 1− α

mohli bychom odvodit intevalový odhad pro p z těchto nerovnost́ı. Protože ale neńı snadné
”
osvo-

bodit“ p ze jmenovatele, je možné pomoci si Sluckého větou a faktem

Xn(1−Xn)
P−→ p(1− p)

k tomu, že

P

√n |Xn − p|√
Xn(1−Xn

≤ u1−α/2

 .
= Φ(u1−α/2)− Φ(−u1−α/2) = 1− α.

Toto už je mnohem snazš́ı k provedeńı několika algebraických úprav na levé straně a k dovozeńı

P

Xn − u1−α/2

√
Xn(1−Xn

n
≤ p ≤ Xn + u1−α/2

√
Xn(1−Xn

n

 .
= Φ(u1−α/2)−Φ(−u1−α/2) = 1−α.

T́ım jsme hotovi.


