Pisemka 2. tinora 2017: vzor feSeni

Piiklad 1 (8 bodu). Cyril a Dana hraji{ jednoduchou hru. Pokud na kostce padne nejvyse 4,
zaplati Cyril Dané 1 dolar. Padne-li 5 nebo 6, zaplati Dana dolar Cyrilovi. Na zac¢dtku ma Cyril
2 dolary a Dana 1 dolar. Hra kon¢i ve chvili, kdy jeden z hra¢u nem4 nic.
(a) S jakou pravdépodobnost vyhraje Cyril?
(b) Jaka je stfedni hodnota poc¢tu hoda do konce hry?
(c) Jaka je podminénd stfedni hodnota po¢tu hodu za podminky, ze vyhral Cyril?
(d)* S jakou pravdépodobnosti vyhraje Cyril, pokud na zac¢dtku méd Cyril 4 dolary a Dana 2
dolary?

Reseni 1. Oznac¢me C Cyrilovy penize. Na zacatku je C' = 2. Zfejmé je jsou jen dva stavy, kdy
hra nenf u konce, konkrétné C' =2 a C' = 1. Ze stavu C' = 2 s pravdépodobnosti 1/3 Cyril vyhraje
a s pravdépodobnost{ 2/3 prejde do stavu C' = 1. Ze stavu C = 1 s pravdépodobnost{ 1/3 prejdeme
do poc¢éteéniho stavu C' = 2 a s pravdépodobnosti 2/3 hra skonéi Cyrilovou prohrou. Cyril tedy
vyhraje s pravdépodobnosti
1 21 3
P=3tasPTrT
Tento iteraéni postup je €asto uzitecny a dd se vyuzit i v bodé d), kde je tfeba oznacit p;
pravdépodobnost vyhry Cyrila za podminky, Ze m4 i dolaru. Pak dostaneme soustavu péti rovnic
0 péti neznamych p1,po, ..., ps odpovidajicich péti stavam hry, kterd jesté neskoncila.
Hra skonéi v lichém kole s pofadim 2k + 1 a v sudém kole s poradim 2k 4 2 s pravdépodobnosti

_12ny _a2ny
p2k+1—3 33 ) p2k+2—9 33 .

Odtud je stiedni pocet her

EX = Z(?k + 1)p2k+1 + Z(Qk + 2)p2k+2,
k=0 k=0

coz lze déle upravovat.
Cyril muze vyhrat jen v lichém kole, ¢ili z pfedchoziho pouzijeme prvni sumu. Nesmime ale
zapomenout na podminovani! Stfedni pocet her za predpokladu, ze vyhral Cyril proto je

oo

7
E(X[C) = (2k + 1)pars1 x 3
k=0

kde jsme délili pravdépodobnosti 3/7 vyhry Cyrila.

Piiklad 2 (5 bodu). Zformulujte a dokazte pro diskrétni ndhodny vektor (X,Y) vétu, ze
E(E(X]Y)) =EX.

Nezapomente na vhodné predpoklady této véty!

Reseni 2. Aby viibec mélo smysl hovofit o stiedni hodnoté, je nutné predpokladat E|X| < oo.
Piedpoklddejme, ze S je mnozina hodnot Y takovd, aby P[Y € S] = 1 a pro s € S platilo
P[Y = s] > 0 a K je mnozina hodnot X. Pak

E(EX|Y)) =) E(X[Y =s)P[Y =s] =Y Y kP[X =k[Y =s|P[Y = 4]

seS seSkeK

=Y > kPX=kY=s]=> kY PX=kY =3
seS keK keK seS

=Y kP[X =k] = EX.
keK

Jiné predpoklady jsme cestou pfi vypoétech nepotiebovali.



Pi#iklad 3 (6 bodu). X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s para-
metrem A, tedy s hustotou

fz) =

Ae ™M x>0
0 jinak.

Urcete

(a) Stredni hodnotu a momentovou vytvorujici funkei X.
(b) Rozdéleni souc¢tu X + Y, stiedni hodnotu a rozptyl X + Y.
(c)* Podminénou hustotu fxyy|x ndhodné veliciny X 4+ Y za podminky X = x.

Reseni 3. Pro stfedn{ hodnotu plati

o0 1 oo
EX = / Az exp(—Az)dx = substituce Az = y, meze se neméni = X/ yexp(—y)
0 0

1
= per partes = —.
per p b\
Momentova vytvorujici funkce je

Px(t) = Eexp(tX) = /000 Aexp(tx) exp(—Ax)dx = )\/OOO exp(z(t — \))

A
A—t

integral je konecny jen prot < A =

prot < A

Pro hustotu souc¢tu muzeme pouzit vétu o konvoluci, pro distribu¢ni funkci v bodé z staci
integrovat sdruzenou hustotu pfes mnozinu {(z,y);x > 0,y > 0,2+ y < z}.

Hustota:

fz(z) = / fix,v)(x, 2z — x)dx = z nezédvislosti a tvaru hustoty = / Aexp(—Az)Aexp(—A(z — ))dzx
0 0

= )\2/ exp(—Az)dz integrujeme podle = A\?z exp(—\z).
0

Stredni hodnota sou¢tu Z = X + Y je soucet stfednich hodnot, rozptyl souctu je pro nezavislé
X a 'Y soucet rozptyla.

Pyx Px
EX?="3-(0) =
ot? 0) ot?
Proto var(X) = 1/A? a var(Z) = 2/A°.
Bonusovy piiklad je trochu tézsi, nicméné staci si uvédomit, ze rozdéleni Z = X+Y za podminky
X = x je stejné jako rozdeleni Y + x. Pak tedy

PZ<zIX=2]=P[X+Y <z|X=z]=Plz+Y <z[X=2|=P]Y <z-—2z|X =2z

2
AN =)o = 20X(A = t) 3|0 = e

Protoze Y a X jsou nezavislé, plati

0 pro z <z

P[Zgz]—P[YSZ—m]_{Fy(z_x)zl_exp()\(z_a;)) Z > T.

Derivaci podle z muzeme dostat hustotu Z.

Piiklad 4 (6 bodi). Nezdpornd ndhodnd veli¢ina X mé diskrétn{ rozdéleni na prirozenych ¢islech
(tedy mnoziné {0,1,2,...}). Najdéte
(a) Nestranny a konzistentni odhad p; pravdépodobnosti P[X = 1]|. Ukazte nestrannost i
konzistenci pj.
(b) Odvod'te asymptotickou normalitu odhadu pj.

Reseni 4. Méme-li cokoliv odhadnout, musime piedpoklddat, ze mame k dispozici néjakd pozo-
rovani. Zde je na misté predpokldadat ndhodny vybér X;, Xo, ..., X, z rozdéleni stejného jako ma
X.



Protoze se jednd o diskrétni rozdéleni, je tkolem odhadnout P[X = 1] = Fx(1) — Fx(0)
(X nabyvé jen celociselnych hodnot). Nestrannym a konzistentnim odhadem F'x () je empirickd

distribuéni funkce
n

Fule) = > xl%: <),
a proto -
= Ba1) = Ful0) = - 3" (X S 1] - xIXe S0 = - DA% = 1]

Nestrannost a konzistence plyne z nestrannosti a konzistence empirické distribuéni funkce.
Protoze

kde Ex[X; = 1] = P[X = 1] a varx[X; = 1] = P[X = 1](1 — P[X = 1]), lze vyuzit centralni
limitn{ vétu k ovéreni

p1— P[X =1]
X=1(1-PX=1)

<z| — ®(x).

v

Piiklad 5 (6 bodu). Uvazujte ndhodny vektor (X,Y") s koneénymi druhymi momenty.
(a) Dokazte, ze varianéni matice Var(X,Y') je symetrickd a pozitivné semidefinitni.
(b) Dokazte, ze |corr(X,Y)| = 1 prévé tehdy, existuji-li konstanty a # 0 a b takové, ze Y =
aX +b.

Reseni 5. Symetrie varianéni matice plyne ze symetrie cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) =
E(Y — EY)(X — EX) = cov(Y, X).
Protoze
a® Var(X,Y)a = a? var(X) + 2a1a; cov(X,Y) + a3 var(Y) = var(a; X + apY) > 0,
ovérili jsme pozitivni semidefinitnost matice.
Pokud Y = aX + b, pak var(Y) = a?var(X) a cov(X,Y) = acov(X, X) = avar(X). Z definice
cor(X,Y) = cov(X,Y) avar(X) _a

— \/var(X)Var(Y) - \/(12 Var(X)Var(X) |a| € {—1,1}.

v~

Opacnd implikace je trochu tézsf. Necht napifklad corr(X,Y) = 1. Uvédomime si, Ze v tom piipadé

je cov(X,Y) = y/var(X) var(Y) a tedy varian¢n{ matice ma tvar
2
Var(X,Y) = ( o1 "1;’2) :
0109 g5

Tato matice ma nulovy determinant, jeji fadky jsou linearné zavislé. Existuje tedy vektor a =
(1,a2) takovy, ze

var(X 4 a2Y) = a” Var(X,Y)a = 0
a to je mozné jen pokud je X +asY konstanta (ndhodnd veli¢ina degenerovand do jediné hodnoty).

Piiklad 6 (5 bodu). Zformulujte centralni limitn{ vétu. Uvazujte nezdvislé bernoulliovské pokusy
X1, Xo, ... s pravdépodobnosti uspéchu p € (0, 1). Pouzijte centraln{ limitn{ vétu k uréenf
(a) minimalniho poétu pokusii, které potiebujete k tomu, aby | X, — p| < +/p(1 —p)/100
nastalo s pravdépodobnosti alesponi 0.98 (asymptoticky).
(b) intervalového odhadu pro nezndmy parametr p, provedeme-li n pokusi.

Reseni 6. Nezapominejte na predpoklady:
e Nahodny vybér, tedy nezavislé a stejné rozdélené nahodné velic¢iny.
e Konec¢nd stfedni hodnota y = EX.
e Koneény a nenulovy rozptyl o2 = var(X).



Protoze EX = p a var(X) = p(1 — p), z CLV plati
- o-pl _ /A Vi Vi Vi
Pl[X, —pl < Vp( —p)/100] = P |fn2n Pl o VI g (V) g (VD) _9g (VI
%= 21 < VP = )/100) vn /(1 —p) 100 100 100 100
Posledni vyraz se ma rovnat 0,98 a proto /n > 100ug 99, kde ®(up,99) = 0,99, tedy jde o patfiény

kvantil normélniho rozdéleni.
Protoze plati

X, —p .
nu S ulia/2 = (D(U]_,a/Q) - ¢(_u170¢/2) =1- &
p(1—p)

mohli bychom odvodit intevalovy odhad pro p z téchto nerovnosti. Protoze ale neni snadné ,osvo-
bodit“ p ze jmenovatele, je mozné pomoci si Sluckého vétou a faktem

X.(1-X,) 5 p(1—p)

k tomu, ze
X, — pl

X, (1-X,

Pvn

SUi_aj2| = P(ui—ay2) = P(—u1_qy2) = 1 — .

Toto uz je mnohem snazsi k provedeni nékolika algebraickych dprav na levé strané a k dovozeni

L X,.(1-X, - X, (1-X,
Pl Xn—ui_qo Sp<Xptugqp——

n n

Tim jsme hotovi.

)1

= (I)(Ul_a/g)*q)(*ul_a/g) =1—qa.



