
Definice: Necht’ D je množina př́ıpustných dat a U úloha definovaná pro
vstupy z D. Řekneme, že U je korektńı ve smyslu Hadamarda, pokud pro každé
d ∈ D existuje právě jedno řešeńı U(d) a U je v jistém smyslu spojité na D.
Pokud úloha neńı korektńı, ř́ıkáme, že je ill-posed.

Definice: O úloze U na množině dat D řekneme, že je dobře podmı́něná,

pokud pro libovolné d ∈ D, d+∆d ∈ D, ||∆d||
||d|| << 1, plat́ı ||U(d+∆d)−U(d)||

||U(d)|| << 1.

V opačném př́ıpadě je úloha špatně podmı́něná.
Definice: Necht’ D je množina dat a f je výpočetńı schéma dané úlohy.

Řekneme, že algoritmus f je zpětně stabilńı, pokud pro libovolné d ∈ D existuje

∆d ∈ D takové, že ||∆d||
||d|| << 1 a f(d+∆d) = FPA(f(d)).

Věta: Necht’ L, U jsou FPA výsledky Gaussovy eliminace matice A řádu n.
Pak existuje ∆A řádu n taková, že A+∆A = LU a

||∆A||∞ ≤ 2nϵmach||L||∞||U ||∞ +O(ϵ2mach).

Věta: LU rozklad s pivotaćı je podmı́nečně zpětně stabilńı, tj. pokud je
vstupńı matice A řádu n a vypočtené faktory L,U , pak je algoritmus zpětně

stabilńı pro malý r̊ustový faktor ||U ||∞
||A||∞ .

Věta (Schurova pro reálný rozklad): Necht’ A je matice řádu n. Pak
existuje U ortogonálńı taková, že UTAU je kvazihorńı, tj. je horńı trojúhelńıková
po bloćıch velikosti 1x1 a 2x2.

Věta (Wilkinson, Turing): Necht’ A je komplexńı matice a U je ele-
mentárńı Givensova rotace nebo Householderova reflexe. Pak existuje ∆A ta-
ková, že U(A+∆A) = FPA(UA) a

||∆A||
||A||

≤ γn2ϵmach +O(ϵ2mach)

pro γ kladnou konstantu.
Věta: Necht’ A je řádu n, Q, R jsou spočtené faktory QR rozkladu. Pak plat́ı

následuj́ıćı asymptotická chováńı pro ztrátu ortogonality EQ = ||I −Q∗Q||:

• CGS: EQ ∼ κ2(A)ϵmach

• MGS: EQ ∼ κ(A)ϵmach

• ICGS, HH, Giv: EQ ∼ ϵmach

Věta: Necht’ A je řádu n a Q, R jsou spočtené faktory QR rozkladu. Pak
||A−QR||

||A|| ∼ ϵmach.

Definice: Uvažujme nekompatibilńı úlohu Ax = b. Metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u (LSM) rozumı́me metodu perturbováńı b. Metodou úplných nejmenš́ıch
čtverc̊u (TLSM) rozumı́me perturbováńı A i b. Data Least Squares (DLS) ro-
zumı́me perturbováńı A. Škálovanou úplnou metodou nejmenš́ıch čtverc̊u ro-
zumı́me tř́ıdu metod danou γ ∈ (0,∞), při ńıž se perturbuje A i b a minimalizuje
se ||(γ∆b | ∆A)||.

TODO Řešeńı LSM
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Definice: Pro vektor v a matici A definujeme Rayleigh̊uv pod́ıl jako

v∗Av

||v||2
.

Definice: Pro matici A rozumı́me shiftováńım použit́ı mocninné metody na
matice (A− ρI)−1 pro nějaké ρ.

Definice: k-tým Krylovovým prostorem matice A a vektoru v rozumı́me
prostor

Kk(A,v) := LO{v, Av, . . . , Ak−1v}.

Stupněm vektoru k matici rozumı́me nejmenš́ı k0 takové, že Kk0 = Kk0+1 (tehdy
je prostor A-invariantńı).

Věta: Pro Arnoldiho proces plat́ı

AVk = Vk+1Hk+1,k,

př́ıpadně
AVk = VkHk + hk+1,kvk+1ek+1

T .

TODO Arnoldi a vlastńı č́ısla
Definice: Jacobiho metodou rozumı́me

xi = xi−1 +D−1(b−Axi−1).

Definice: Gauss-Seidelovou metodou rozumı́me

xi = xi−1 + (D − L)−1(b−Axi−1).

Definice: Successive Overrelaxation (SOR metoda) je

xi = (1− ω)xi−1 + ωD−1(b−Axi−1)

pro ω ∈ (0, 2) relaxačńı parametr.
Definice:Obecnou Stacionárńı iteračńı metodou rozumı́me pro nějaké štěpeńı

A = M −N a M regulárńı

xi = M−1(b+Nxi−1).

M−1N nazýváme iteračńı matice.
Věta (Oldenburgova): Necht’ A je komplexńı čtvercová matice. Pak

ρ(A) < 1 ⇐⇒ An −→ O.

Věta (Geršgorinova): Necht’ A je komplexńı matice řádu n a

Dk = {z ∈ C | |z − akk| <
n∑

k ̸=i=1

|aki|}

je k-tý Geršgorin̊uv kruh. Pak σ(A) ⊂
⋃n

i=1 Di.
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Definice: Řekneme, že A řádu n je ostře diagonálně dominantńı, pokud pro
každé k plat́ı

n∑
k ̸=i=1

|aki| < |akk|.

Definice: Necht’ (xi) −→ x∗. Řekneme, že posloupnost má řád konvergence
p, pokud

lim
|x∗ − xn+1|
|x∗ − xn|

∈ (0,∞).

Řekneme, že metoda je řádu p, pokud všechny posloupnosti dané metody jsou
řádu alespoň p a alespoň jedna posloupnost má řád přesně p.

Věta: Necht’ f ∈ C2([a, b]), x∗ ∈ [a, b], f(x∗) = 0, f ′(x∗) ̸= 0. Pak existuje
δ > 0 takové, že libovolnou počátečńı volbu x0 ∈ B(x∗, δ) posloupnost źıskaná
Newtonowou metodou kvadraticky konverguje k x∗.

TODO Newton 2
Definice: O d řekneme, že je to spádový směr f v a, pokud

∃δ > 0∀λ ∈ (0, δ) : f(x+ λd) < f(x).

Metodou spádových směr̊u obecně rozumı́me

xi = xi−1 + αidi

pro αi > 0 délku kroku a di spádový směr. Metodou nejvěťśıho spádu rozumı́me
volbu di = ∇f(x). Metodou optimálńıho kroku / line search rozumı́me hledáńı
optimálńıho αi v každém kroku.

Definice: Obecnou metodou hledáńı minima rozumı́me

xi = xi−1 − αiMi∇f(xi−1).

Pro Mi = I dostáváme metodu největš́ıho spádu, pro Mi = Hf (xi−1) (Hessovu
matici) Newtonovu metodu.

Věta: Pro monické Legendreovy polynomy na [−1, 1] a kanonický skalárńı
integrálńı součin (bez váhové funkce) plat́ı rekurence

(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1)xLn(x)− nLn(x).

Definice: Čebyševovy polynomy jsou dány vztahem Tn(x) = cos(n arccosx),
zároveň je lze źıskat ortogonalizaćı na [−1, 1] vzhledem k váhové funkci w(x) =

(1− x2)−
1
2 .

Věta (Cauchy): Necht’ f ∈ Cn+1([a, b]), a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b, Ln

je Lagrange̊uv interpolačńı polynom. Pak pro každé x ∈ [a, b] existuje ξ ∈ [a, b]
takové, že

f(x)− Ln(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi).
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Věta: Necht’ f je lipschitzovská na [a, b] a Dn je posloupnost zjemňuj́ıćıch
se děleńı na [a, b], Dn má jako dělićı body kořeny Čebyševova polynomu řádu n
na [a, b]. Pak Lagrange̊uv interpolačńı polynom Ln konverguje stejnoměrně k f
na [a, b] pro n → ∞.

Definice: Necht’ f je funkce na [a, b] a a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤
b. Přirozeným kubickým interpolačńım splinem rozumı́me interpolaci pomoćı
funkce S tř́ıdy C2([a, b]), která je na každém dělićım intervalu [xi, xi+1] kubická
a S′′(a) = S′′(b) = 0.

Věta: Pro momenty kubického splinu Mi = S′(xi) s dělićım krokem h rov-
noměrného děleńı plat́ı

Mi−1 + 4Mi +Mi+1 =
6

h2
(f(xi−1 − 2f(xi) + f(xi+1)).

Věta: Necht’ (xi)
n
i=0 je děleńı [a, b], h = max{xi−xi−1}, f je tř́ıdy C4([a, b])

a S je interpolačńı kubický spline. Pak pro každé k ∈ {0, 1, 2} existuje ck ∈ R
taková, že

max |f (k)(x)− S(k)(x)| ≤ ckh
4−k max |f (4)(x)|.

Nav́ıc již spojitost f zaručuje konvergenci splinu k f pro zjemňováńı děleńı
jdoućı normou k nule.

Definice: Obdelńıkovým pravidlem rozumı́me

Qo(f) = (b− a)f(
a+ b

2
).

Definice: Newton-Cotesovými kvadraturńımi vzorci rozumı́me kvadratury
pomoćı Lagrangeových interpolačńıch polynomů na rovnoměrném děleńı [a, b].

• Pro n = 1 lichoběžńıkové pravidlo

QL(f) =
b− a

2
(f(a) + f(b))

• Pro n = 2 Simpsonovo pravidlo

QS(f) =
b− a

6
(f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b))

Definice: Algrebraickým řádem kvadratury Q rozumı́me k takové, že pro

libovolný polynom p řádu nejvýše k plat́ı Q(p) =
∫ b

a
p(x)dx.

Věta: Pro děleńı (xi)
n
i=0 a n liché má Newton-Cotesova metoda řád n, pro

n sudé má řád (n+ 1).
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Věta: Necht’ Q je lagrangeovská kvadratura s obecnými uzly x0, . . . , xn a
f ∈ Cn+1([a, b]). Pak

|
∫ b

a

f −Q(f)| ≤ 1

(n+ 1)!
max |f (n+1)(x)|

∫ b

a

n∏
i=0

|x− xi|dx.

Pro lichoběžńıkové pravidlo je

|
∫ b

a

f −QL(f)| ≤
1

12
(b− a)3 max |f ′′(x)|.

Pro Simpsonovo pravidlo je

|
∫ b

a

f −QS(f)| ≤
1

196
(b− a)4 max |f ′′′(x)|.

TODO Gaussova kvadratura
Definice: Eulerovou metodou rozumı́me explicitńı schéma

yn+1 = yn + hf(xn, yn).

Heunovou metodou rozumı́me implicitńı schéma

yn+1 = yn +
1

2
h(f(xn, yn) + f(xn+1, yn+1).

Definice: Př́ır̊ustkovou funkćı jednokrokové metody rozumı́me funkci Φ (předpokládá
se spojitost a lipschitzovskost v y) odpov́ıdaj́ıćı obecnému jednokrokovému schématu

yn+1 − yn
h

= Φ(xn, yn, h).

Definice: Jednokroková metoda je konzistentńı, pokud

limh→0+Φ(x, y, h) = f(x, y),

a je konvergentńı, pokud

lim
h→0+

max
0≤i≤n

|y(xi)− yi| = 0.

Definice: Globálńı chybou jednokrokové metody rozumı́me

en := y(xn)− yn.

Lokálńı diskretizačńı chybou jednokrokové metody rozumı́me

τ(x, h) :=
y(x+ h)− y(x)

h
− Φ(x, y(x), h).

Věta: Jednokroková metoda je konzistentńı právě tehdy, když pro každé
x ∈ [a, b] je limh→0+ τ(x, h) = 0.
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Definice: Řekneme, že jednokroková metoda je řádu p, pokud

∃K > 0∃δ > 0∀x ∈ [a, b]∀h ∈ (0, δ) : |τ(x, h)| ≤ Khp.

Věta: Necht’ př́ır̊ustková funkce jednokrokové metody Φ je L-lipschitzovská
vzhledem k y a metoda je řádu p. Pak je

max
0≤i≤n

|y(xi)− yi| ≤
K

L
(eL(b−a) − 1)hp.

Věta Necht’ Φ je lipschitzovská př́ır̊ustková funkce v y. Pak je metoda kon-
zistentńı právě tehdy, když je konvergentńı.

Definice:Obecná Runge-Kuttova metoda (S-stage Method) je dána př́ır̊ustkovou
funkćı

Φ(x, y, h) =

S∑
i=1

wiKi,

kde

Kj = f(x+ αjh, y +

j−1∑
i=1

βjihKi)

a αi, βij , wi jsou vhodné konstanty.
Definice: Metoda polovičńıho kroku jednokrokové metody je aposteriorńı od-

had

y
h/2
2n − yhn ∼ K(

h

2
)p(2p − 1),

z něhož lze určit neznámé K.
Definice: k-krokovou metodou rozumı́me schéma

k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βifn+i,

kde fj := f(xj , yj).
Věta: Pro obecnou funkci v́ıcekrokové metody

G(z) =
1

αk

k−1∑
i=0

(hβifn+i − αiyn+i) + h
βk

αk
f(xn+k, z)

existuje h > 0 takové, že G je kontrakce, a tedy pro libovolnou počátečńı volbu
z0 posloupnost zi+1 = G(zi) konverguje k pevnému bodu yn+k.

Definice: Adams-Bashforthovy metody jsou v́ıcekrokové explicitńı metody
dané extrapolaćı do xn+1 polynomem spočteným na xn−k+1, . . . , xn a následnou
aproximaćı integrálu

∫ xn+1

xn
f(x, y(x))dx.

Definice: Adams-Moultonovy metody jsou v́ıcekrokové implicitńı metody
dané interpolaćı polynomem spočteným na xn−k+1, . . . , xn a xn+1 s neznámým
yn+1 a následnou aproximaćı integrálu

∫ xn+1

xn
f(x, y(x))dx.
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Definice: Lokálńı diskretizačńı chybou v́ıcekrokové metody rozumı́me

τ(x, h) :=
1

h

k∑
i=0

αiy(x+ ih)−
k∑

i=0

βif(x+ ih, y(x+ ih)).

Řekneme, že metoda je řádu p, pokud

∃K > 0∃δ > 0∀x ∈ [a, b]∀h ∈ (0, δ) : |τ(x, h)| ≤ Khp.

Věta: Vı́cekroková metoda je řádu p právě tehdy, když
∑k

i=0 αi = 0 a
zároveň

∀r ∈ {1, . . . , p} :

k∑
i=0

irαi

r!
=

k∑
i=0

ir−1βi

(r − 1)!
.
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