Definice: Necht D je mnozina pifpustnych dat a U tloha definovand pro
vstupy z D. Rekneme, ze U je korektni ve smyslu Hadamarda, pokud pro kazdé
d € D existuje pravé jedno feSeni U(d) a U je v jistém smyslu spojité na D.
Pokud 1loha neni korektni, fikame, ze je ill-posed.

Definice: O tloze U na mnoziné dat D fekneme, ze je dobre podminénd,
pokud pro libovolné d € D, d+Ad € D, 12l << 1, plati 1T 20T << 1.
V opacném ptipadé je tloha spatné podminénd.

Definice: Nechf D je mnoZina dat a f je vypoéetni schéma dané tlohy.
Rekneme, 7e algoritmus f je zpétné stabilni, pokud pro libovolné d € D existuje
Ad € D takové, ze Lofl << 1 a f(d+ Ad) = FPA(f(d)),

Véta: Necht L, U jsou FPA vysledky Gaussovy eliminace matice A fadu n.
Pak existuje AA tadu n takova, ze A+ AA= LU a
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mach

Veéta: LU rozklad s pivotaci je podminecéné zpétné stabilni, tj. pokud je

vstupni matice A fddu n a vypoctené faktory L,U, pak je algoritmus zpétné
U] o0
[[AT oo *

Véta (Schurova pro redlny rozklad): Nechf A je matice fadu n. Pak
existuje U ortogonalni takové, ze UT AU je kvazihorni, tj. je horni trojihelnikova
po blocich velikosti 1x1 a 2x2.

Véta (Wilkinson, Turing): Nechtf A je komplexni matice a U je ele-
mentdarni Givensova rotace nebo Householderova reflexe. Pak existuje AA ta-
kovd, ze U(A+ AA) =FPA(UA) a

stabilni pro maly riustovy faktor

pro v kladnou konstantu.
Véta: Necht A je iddu n, Q, R jsou spoctené faktory QR rozkladu. Pak plati
nésledujici asymptoticka chovani pro ztratu ortogonality Eg = || — Q*Q)|:

e CGS: Eg ~ k*(A)émach
e MGS: EQ ~ H(A)Emach
e ICGS, HH, Giv: Eg ~ €mach

Véta: Necht A je fddu n a @, R jsou spoctené faktory QR rozkladu. Pak
7||A||7AC‘2‘RH ~ €mach-

Definice: Uvazujme nekompatibilni dlohu Ax = b. Metodou nejmensich
étverct (LSM) rozumime metodu perturbovani b. Metodou iplngjch nejmensich
étverct (TLSM) rozumime perturbovani A i b. Data Least Squares (DLS) ro-
zumime perturbovéni A. Skdlovanou tplnou metodou nejmensich ctverci ro-
zumime tiidu metod danou «y € (0, 00), pfi niz se perturbuje A i b a minimalizuje
se [|(vAb | AA)]|

TODO Reseni LSM



Definice: Pro vektor v a matici A definujeme Rayleighuv podil jako
v*Av
v

Definice: Pro matici A rozumime shiftovdnim pouziti mocninné metody na
matice (A — pI)~! pro néjaké p.

Definice: k-tym Krylovovym prostorem matice A a vektoru v rozumime
prostor

Kr(A,v) :=LO{v, Av,..., A*"1v}.

Stupném vektoru k matici rozumime nejmensi kg takové, ze i, = K41 (tehdy
je prostor A-invariantni).
Véta: Pro Arnoldiho proces plati

AV = Vi1 Hy1 ks

pripadné
AVy, = Vi Hg + hit1 kVicr1€kr1 -

TODO Arnoldi a vlastni ¢isla
Definice: Jacobiho metodou rozumime

x; =x_1+D b — Ax;_1).
Definice: Gauss-Seidelovou metodou rozumime
xi =xj—1 + (D — L) '(b — Ax;_1).
Definice: Successive Overrelazation (SOR metoda) je
x;=(1—w)xi_1 +wD (b — Ax;_4)

pro w € (0,2) relazacni parametr.
Definice: Obecnou Staciondrni iteracni metodou rozumime pro néjaké stépeni
A=M — N a M regulérni

Xj = M_l(b + NXi_l).

M~!N nazyvame iteracni matice.
Véta (Oldenburgova): Necht A je komplexni ¢tvercovd matice. Pak

p(A) <1 <= A" — O.
Véta (Gersgorinova): Necht A je komplexni matice fddu n a
Dp={2€C||z—ar| < Z laki|}
k#i=1

je k-ty Gersgoriniv kruh. Pak o(A) C Ui, D;.



Definice: Rekneme, ze A fadu n je ostie diagondlné dominantni, pokud pro

kazdé k plati
n
Z |aki| <lagkl.
k#i=1

Definice: Necht (z;) — z*. Rekneme, 7ze posloupnost mé 7dd konvergence
p, pokud
¥
lim 27 = Tni] € (0, 00).
|lz* — @]
Rekneme, ze metoda je Fddu p, pokud vsechny posloupnosti dané metody jsou
radu alespon p a alespon jedna posloupnost ma fad pfesné p.
Véta: Necht f € C%([a,b]), 2* € [a,b], f(x*) =0, f'(z*) # 0. Pak existuje
0 > 0 takové, ze libovolnou pocatecni volbu zoy € B(z*,d) posloupnost ziskand
Newtonowou metodou kvadraticky konverguje k x*.
TODO Newton 2
Definice: O d fekneme, ze je to spddovy smér f v a, pokud

36 > 0VA € (0,0) : f(x+ Ad) < f(x).
Metodou spddovijch smériu obecné rozumime
X; = Xj—1 + a;d;

pro «; > 0 délku kroku a dj spadovy smér. Metodou nejvétsiho spadu rozumime
volbu d; = Vf(x). Metodou optimdlniho kroku / line search rozumime hledani
optimalniho «; v kazdém kroku.

Definice: Obecnou metodou hleddni minima rozumime

X; = Xj—1 — o M;V f(x5-1).

Pro M; = I dostavdame metodu nejvétsiho spadu, pro M; = Hy(x;—1) (Hessovu
matici) Newtonovu metodu.

Véta: Pro monické Legendreovy polynomy na [—1,1] a kanonicky skaldrni
integraln{ soucin (bez véhové funkece) plati rekurence

(n+1)Lpt1(z) = (2n+ 1)aL,(x) — nL,(z).

Definice: Cebysevovy polynomy jsou dény vztahem T, () = cos(n arccos z),
zéroven je lze ziskat ortogonalizaci na [—1, 1] vzhledem k vdhové funkei w(z) =
(1—22)=.

Véta (Cauchy): Necht f € C"T1([a,b]), a < xg <21 < -+ < 2y < b, Ly,
je Lagrangeuv interpola¢ni polynom. Pak pro kazdé x € [a, ] existuje £ € [a, ]
takové, ze

_ U e T — o
) = @) = GO Il =)



Véta: Necht f je lipschitzovskd na [a,b] a D, je posloupnost zjemiiujicich
se déleni na [a,b], D,, m4 jako délici body kofeny Cebysevova polynomu fadu n
na [a,b]. Pak Lagrangeuv interpolaéni polynom L,, konverguje stejnomérné k f
na [a, b] pro n — co.

Definice: Necht f je funkce na [a,b] a a < 29 < 1 < -+ < xp <
b. Prirozenym kubickym interpolaénim splinem rozumime interpolaci pomoci
funkce S tifdy C?([a, b]), kterd je na kazdém délicim intervalu [z;, x;11] kubickd
a S"(a) = S8"(b) =0.

Véta: Pro momenty kubického splinu M; = S'(x;) s délicim krokem h rov-
nomérného déleni plati

6
M; 1 +4M; + M; 1 = ﬁ(f(%q —2f(x;) + f(zigt1)).
Véta: Necht (z;)7 je délenf [a, b], h = max{z; —x;_1}, f je tiidy C*([a, b])
a S je interpolaéni kubicky spline. Pak pro kazdé k € {0, 1,2} existuje ¢ € R
takova, ze
max | f(k)(z) — S (z)| < exh?F max | @) (z)].

Navic jiz spojitost f zarucuje konvergenci splinu k f pro zjemnovani déleni
jdouci normou k nule.
Definice: Obdelnikovym pravidlem rozumime

a+b
2

Qo(f) = (b= a)f(——)-

Definice: Newton-Cotesovymi kvadraturnimi vzorci rozumime kvadratury
pomoci Lagrangeovych interpola¢nich polynomu na rovnomérném délen{ [a, b].

e Pron =1 lichobéznikové pravidlo

b—a

QL(f) = ——(f(a) + f(b))

e Pro n =2 Simpsonovo pravidlo

b—a a+b

Qs(h) = 52 (@) + 41 ("5

)+ £(0))

Definice: Algrebraickym rdidem kvadratury @ rozumime k takové, Ze pro
libovolny polynom p fadu nejvyse k plati Q(p) = fab p(z)dx.

Véta: Pro déleni (z;)!", a n liché md Newton-Cotesova metoda fad n, pro
n sudé ma rad (n + 1).



Véta: Necht Q je lagrangeovsks kvadratura s obecnymi uzly zg,...,z, a
f e c"(la,b)). Pak

b b n
YRR e e ]y I | RS

Pro lichobéznikové pravidlo je

b
[ 1= Qu] < - max (@)

Pro Simpsonovo pravidlo je

b
[ 1= Qs(0] < 1g5(b =)t max | (2]

TODO Gaussova kvadratura
Definice: Fulerovou metodou rozumime explicitni schéma

Yn+1 = Yn + hf(xnvyn)

Heunovou metodou rozumime implicitni schéma

1
Ynt+1 = Yn + ih(f(fnvyn) + f(xn+17yn+1)'

Definice: Priristkovou funkct jednokrokové metody rozumime funkci @ (predpoklada
se spojitost a lipschitzovskost v 3) odpovidajici obecnému jednokrokovému schématu

w = (b(mna Yns h)

Definice: Jednokrokova metoda je konzistentns, pokud
limhﬁo_;_q)(x, Y, h) = f((E, y)v
a je konvergentni, pokud

I ) — il =0.
i max [y (i) = yil

Definice: Globdini chybou jednokrokové metody rozumime
en = Y(Tn) — Yn.
Lokalni diskretizacni chybou jednokrokové metody rozumime

ylz +h) —y(x)
h

Véta: Jednokrokova metoda je konzistentni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
z € [a,b] je limy, o, 7(x,h) = 0.

T(z, h) := — O(z,y(z), h).



Definice: Rekneme, 7ze jednokrokové metoda je 7ddu p, pokud
JK > 030 > 0Vx € [a,b]Vh € (0,0) : |7(z, h)| < KhP.

Véta: Nechf piirtstkova funkce jednokrokové metody ® je L-lipschitzovska
vzhledem k y a metoda je fadu p. Pak je

K L
N | < = (pL(b—a) _ P
Org%xnly(xz) yil < L(e L)h

Véta Nechf & je lipschitzovskd pifriistkova funkce v y. Pak je metoda kon-
zistentni pravé tehdy, kdyz je konvergentni.

Definice: Obecnd Runge-Kuttova metoda (S-stage Method) je ddna piirustkovou
funkel

S
CI)(QS‘, Y, h) = Z wiKia
i=1

kde

-1
Kj = f(l‘ + Oéjh, Yy + Zﬂjihl{i)
i=1
a a;, B, w; jsou vhodné konstanty.
Definice: Metoda poloviéniho kroku jednokrokové metody je aposteriorni od-
had L
h/2
WP -y~ K@ - 1),
z néhoz lze urcit neznamé K.
Definice: k-krokovou metodou rozumime schéma

k k
Z QYnyi = h Z Bifntis
i=0 =0

kde fj = f(xjayj)'
Véta: Pro obecnou funkci vicekrokové metody

1 k-1

Br
G(z) = — Z(hﬁifnJri = QiYnti) + h—f(Tnik, 2)
(677 P (677
existuje h > 0 takové, ze G je kontrakce, a tedy pro libovolnou poc¢éateéni volbu
zo posloupnost z;11 = G(2;) konverguje k pevnému bodu 4 k-
Definice: Adams-Bashforthovy metody jsou vicekrokové explicitni metody
dané extrapolaci do z, 41 polynomem spoétenym na x,_x+1,- .., T, a naslednou
. s 4 Tn+41
aproximaci integralu [ f(x,y(x))dz.
Definice: Adams-Moultonovy metody jsou vicekrokové implicitni metody
dané interpolaci polynomem spoctenym na Tp—j41,...,%n & Tp41 S NEZDAMYM
’ . ;. , Tn41
Yn+1 a ndslednou aproximaci integralu [ """ f(z,y(z))dz.



Definice: Lokdlni diskretizacni chybou vicekrokové metody rozumime
1 g k
)= Z;aiy(m +ih) - ;@f@c +ih, y( + ih).

Rekneme, ze metoda je 7ddu p, pokud
JK > 036 > 0Vx € [a,b]Vh € (0,0) : |7(x,h)| < KhP.

Véta: Vicekrokova metoda je fadu p pravé tehdy, kdyz Zf:o a; = 0 a
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