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l. Uvodni pojmy a vlastnosti

1 Operatorové grupy

Mnozina G spolu s

(i) binarni operaci -,
(ii) unarni operaci —1,
(iii) nulérni operaci 1 a
(iv) unérnimi operacemi w € Q
se nazyva §2-grupou, jestlize
(i) bindrni operace - je asociativni (x-yz = xy-z pro véechna z,y, z € G),
(ii) prvek 1 je neutralni (x -1 =1-2 = z pro vSechna = € G),
(iii) prvky x~! jsou vii¢i prvkéim x inverzni (z - 27!
v8echna z € G) a
(iv) ptsobeni operatort €2 je sluditelné s binarni operaci - (vztah w(z-y) =
w(z) - w(y) plati pro vSechna z,y € G, w € Q).

=1=z"' 2z pro

Jestlize mnozina € je prazdna, tak misto o Q-grupé mluvime jednoduse
o grupé. Bézny pojem grupy je tedy specidlnim pfipadem 2-grupy.

Je ziejmé, 7ze v kazdé Q-grupé plati (z~ 1) ' =z, 0 y=2-2=>y=12
aYy-r=z2-r=>y=2

Mohutnost Q-grupy G se znadi |G| a nazyva se jeji 7dd. V konecném
pfipadé tedy |G| oznacuje polet prvki dané Q-grupy.

Jsou-li G a H dvé Q-grupy, nazveme zobrazeni f: G — H homomorfis-
mem ()-grup, jestlize je splnéno:

(i) f(z-y) = f(x)- f(y) pro vSechna z,y € G a

(ii) f(w(x)) = w(f(x)) pro viechna z € G aw € Q.

Bijektivni homomorfismus se nazyva izomorfismus.

l. Uvodni pojmy a vlastnosti

(Uvédomte si, ze v posledni rovnosti vystupuje w na levé strané v roli zob-
razeni G — G a na pravé strané jako zobrazeni H — H.)

1.1 Lemma. Je-li f:G — H homomorfismus Q-grup G a H, tak plati
f(1) =1 a pro vsechna = € G je splnéno f(z~1) = (f(z))~ 1.

Dikaz. f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1) implikuje f(1) = 1, a zbytek plyne
2 f(@) fla ) = f(1) = 1. .

1.2 Lemma. Jsou-li f:G — H a g: H — K homomorfismy Q-grup, tak
go f:G — K je rovnéz homomorfismus Q-grup. Je-li f izomorfismus, potom
je zobrazeni f~': H — G rovné# izomorfismus.

Diikaz.  Zobrazeni go f spliwje (go f)(z-y) = g(f(z)-f(y)) = (9o f)(2)-(g°
F)(y) pro vSechna z,y € G. Pro kazdé w € Q a x € G mame (fog)(w(z)) =
Fg(w(@))) = F@(g())) = w((fog)(x)). At je f izomorfismus a af h, k jsou
libovolné prvky H. Pak h je rovno f(z) a k je rovno f(y) pro jednoznaéné
uréené prvky z,y € G. Plati jednak f(f~1(h)- f~1(k)) = f(z-y) = f(z)-
F(y) = h- k, jednak fw(f (1) = f(w(2) = w(F(2)) = w(h). 0

Je-li A podmnozina Q-grupy G, tak A nazveme -podgrupou, jestlize
plati

(ledjzeA=arteclnycA=2-yc A4 a
(ii)zed weN=wx) e A

Jednou z nejcastéji pouzivanych grup je symetrickd grupa S(X), kde X
je néjaka mnozina. Tato grupa je tvofena vSemi bijektivnimi zobrazenimi
(permutacemi) f: X — X, pfi¢emz binarni operaci je sklddani zobrazeni,
inverznim prvkem je inverzni zobrazeni a neutralnim prvkem je identické
zobrazeni (zapisuje se idx nebo 1x).

Homomorfismus G — H se nazyva endomorfismus, je-li G = H. Bi-
jektivni endomorfismus se nazyva automorfismus (automorfismy jsou tedy
homomorfismy, které jsou sou¢asné endomorfismy a izomorfismy).

7 1.2 okamzité plyne:

1.3 Dasledek. Mnozina vsech automorfismii (2-grupy tvori podgrupu
symetrické grupy S(G). O
6



Operatorové grupy 1

7Z definice Q-grupy a z 1.1 dostavame:

1.4 Dasledek. At G je Q-grupa a w € Q. Zobrazeni x — w(x) je endo-
morfismus grupy G (kdyz G chdpeme jako grupu bez Q-operatorii) a pro
vSechna z € G plati w(z™!) = (w(z))~!. RovnéZ je w(l) = 1. O

1.5 Poznamka. ()-grupa vlastné neni nic jiného, nez bézna grupa, u které
je vyClenéna néjakd mnozina endomorfismi. Mluvime-li o vice {2-grupéch,
tak ve vSech téchto grupéach jsou vybrany endomorfismy, které se identifikuji
pomoci mnoziny Q. (Pfitom je pfipustné, aby v dané Q-grupé dva rtzné
symboly z  oznacdovaly shodny endomorfismus.) Pfedpokladejme nyni, Ze
f:G — H je homomorfismus (obycejnych) grup a %e na G a H pohlizime
také jako na Q-grupy. Pak z — f(w(z)) a x — w(f(x)) jsou podle 1.2 jisté
homomorfismy G — H. Homomorfismus f:G — H je Q-homomorfismus,
prave kdyz uvedené dva homomorfismy jsou si rovny pro kazdé w € €.

1.6 Lemma. Bud G grupa a g prvek G. Pak zobrazeni x — gxg~' je

automorfismem grupy G. Pfitom x +— g~ 'xg je inverzni automorfismus.

Diikaz. 7 g tgrg~lg =2 = gg'wgg! plyne, Ze skuteéné bézi o vzajemné
inverzni zobrazeni. Pro libovolné z,y € Q mame gryg~!' = grg lgyg~!,

takze jde i o homomorfismy. O

Automorfismy grupy G, které lze vyjadfit ve tvaru z — grg~—!, se nazy-

vaji vnitind. MnoZina vSech vnitinich automorfismi se znaéi Inn(G). Mno-
Zina vSech automorfismi se zna¢i Aut(G) a mnoZina vSech endomorfismu
End(G).

Af je pro grupu G vybréna néjakd podmnozina Q) mnoziny End(G). Pak
je jisté mozné celou grupu G povazovat za §2-grupu, ale také vSechny jeji
Q-podgrupy jsou Q-grupy (¥iké se jim Q-invariantni podgrupy grupy G).

Bud H podgrupa grupy G.

(i) H se nazyva normdini <= H je Inn(G)-invariantni.

(ii) H se nazyva charakteristickd <= H je Aut(G)-invariantni.

(iii) H se nazyva uplné charakteristickd <= H je End(G)-invariantni.

Je-li A podmnoZina grupy G a b € G, tak bA oznacuje mnozinu {ba;
a € A} a Ab mnozinu {ab; a € A}. Je zfejmé, ze mohutnosti mnozin A, bA
a Ab jsou shodné. Dale klademe A~! = {a™1; a € A}.

l. Uvodni pojmy a vlastnosti

1.7 Lemma. Necht G je grupa, M jeji podmnoZina a ) takovd podmno-
#ina Aut(G), Ze pro kazdé ¢ € Q jei o=t € Q. Potom je ekvivalentni:
(i) ¢(M) = M pro kazdé ¢ € Q;
(ii) (M) C M pro kazdé ¢ € Q; a
(iii) (M) 2 M pro kazdé ¢ € Q.

Dikaz.  Staci si uvédomit, ze o(M) C M nastane, pravé kdyz plati M C
e H(M). O

M
M

1.8 Lemma. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Definujme na G relace A
a o tak, ze (a,b) E X< a b€ H a(a,b) € o= ab ! € H.
(i) Relace A a ¢ jsou ekvivalence.
(ii) T¥ida ekvivalence A, ktera obsahuje prvek a € G, je rovna aH.
(i) Trida ekvivalence o, kterd obsahuje prvek a € G, je rovna Ha.
(iv) Pro vSechna a,b € G plati (a,b) € A< (a7 1,b71) € o.

Dikaz.

(i) Z 1 € H plyne reflexivita obou relaci. Symetrii dostaneme z H~! =
H. Jeli (a,b) € X a (b,c) € A, jsou a=1b a b~tc prvky H, takze
jeialc=a"1b-b7lc € H, atedy (a,c) € \. Podobné dokazeme
i transitivitu p.

(i) Je-li (a,b) € A\, tak b = a-a~'b € aH. Je-li b = ah, h € H, tak
b~la = h~' € H. U ekvivalence o lze postupovat obdobné.

(iii) Stad¢i si uvédomit, ze a='b € H lze zapsat také jako a=1(b=1)~1 € H.
0

Tridy ekvivalence A se nazyvaji levé rozkladové tridy G podle H a t¥idy
ekvivalence ¢ jsou prave rozkladové tridy G podle H.

Zobrazeni a — a~! je permutace G, ktera prevadi levé rozkladové t¥idy
podle H na pravé, a indukuje tak bijekci mezi mnozinou levych rozkladovych
tfid a mnozinou pravych rozkladovych t¥id. Spole¢cné mohutnosti téchto
mnozin se ik index H v G a znadi se |G : H|. Je-li levych (a tim i pravych)
rozkladovych t¥id kone¢né mnoho, mluvime o podgrupé konecného indezu.

Protoze v8echny levé rozkladové t¥idy (i vSechny pravé rozkladové t¥idy)
maji stejnou mohutnost rovnou fadu H, plati vztah

G| = [H]|-|G = HI,



Operatorové grupy 1

vSeobecné zndmy jako Lagrangeova véta.

1.9 Lemma.  Podgrupa H grupy G je normalni, pravé kdyz levé rozkla-
dové tiidy podle H se shoduji s pravymi rozkladovymi tfidami podle H.

Diikaz. Af je H normélni a at pro a,b € G plati a='b € H. Potom je i a -
a=tb-a=t =ba"! € H. Podobné z ab=! € H plyne a~'b € H. Ekvivalence \
a o (viz 1.8) jsou tedy shodné. Naopak, at jsou tyto ekvivalence shodné
a h € H. Pak pro kazdé a € G je (ah,a) € A = g, a tedy aha™! € H. (]

At je H podmnozina Q-grupy G. Rekneme, ze H je Q-normdini pod-
grupa G, jestlize je to Q-grupa, kterd je soucasné invariantni viuci vSem
zobrazenim x +— axa~!, a € G. (Uvazime-li G bez Q-operatorti, tak Q-
normalni podgrupy jsou prosté normalni podgrupy, které jsou invariantni
viéi vSem endomorfismiim indukovanym operétory z 2.)

At H je Q-norméalni podgrupa Q-grupy G. Oznaéme G/ H mnozinu vSech
tfid G podle H a definujme na G/H nésledujicim zptsobem veskeré operace
Q-grupy:

(i) aH - bH = (ab)H pro vSechna a,b € G,

(i) (aH)™! = a='H pro viechna a € G,

(iii) H = 1- H je neutralnim prvkem,
(iv) w(aH) = (w(a))H pro véechna w € Q a a € G.

Je tfeba ovéfit, Ze tato definice je korektni. At a’,b’" € G spliuji aH =
a'H abH = V' H. Potom abH = ab’'H = aHY = o' HY = a'VH a (a’)"*H =
(Ha')™! = (Ha)™! = a='H.Koneéné w(a)H = w(a’)H plyne z Q-invariance
H

Uvedené operace jsou tedy definovany korektné. Oveérit skutecnost, ze
spliiuji axiomy -grupy, je nyni jiz snadné.

Zobrazeni a — aH nazyvame prirozenou projekci podle H, pripadné téz
(pfirozenou) projekci G na faktorovou grupu G/H.

Je-li p: G — H homomorfismus 2-grup, tak jddro tohoto homomorfismu
Ker ¢ definujeme jako {g € G; ¢(g) = 1}. Obraz Im ¢ se definuje jako {¢(g);
g € G}.

1.10 Lemma.  Bud ¢: G — H homomorfismus Q-grup. Potom Ker ¢ je
Q-normélni podgrupa Q-grupy G. Pro a,b € G plati p(a) = ¢(b), pravé
kdyz aKer p = bKer .

l. Uvodni pojmy a vlastnosti

Dikaz. 7 g,h € Kerp jisté plyne gh € Kerp a g~! € Kerp. Pro w € Q
a g € Ker ¢ také mame p(w(g)) = w(p(g)) = w(l) = 1, takze Ker ¢ je Q-
podgrupa. Koneéné at je g € Kerp aa € G. Pak p(aga™t) = ¢(a)p(g)p(a)™*
= p(a)p(a)™! =1, takze je i aga~! € Ker ¢. Zbytek je snadny. O

1.11 Lemma. At H je Q-normélni podgrupa Q-grupy G. Potom prirozend
projekce m: G — G/H je Q-homomorfismus s jadrem H.

Dikaz. Je zfejmé, ze operace v G/H jsou definovany préavé takovym (je-
dinym moznym) zptsobem, aby pfirozend projekce byla homomorfismus.
Pritom aH = H plati pravé pro a € H. O

Surjektivni homomorfismus 2-grup se nazyva epimorfismus a injektivni
homomorfismus Q-grup sluje monomorfismus. Je zfejmé, ze homomorfis-
mus ¢ je injektivni, pravé kdyz Ker ¢ = {1}, a Ze ¢ je izomorfismem, pravé
kdyz je soucasné epimorfismem a monomorfismem.

1.12 Tvrzeni (Véta o homomorfismu). Bud ¢: G — H homomorfismus Q-
grup a at N je Q-normélni podgrupa G a m: G — G /N pFirozend projekce.
Homomorfismus Q-grup 1: G/N — H takovy, Ze plati ¢ = ¢, lze sestrojit,
pravé kdyz je N C Kery. V takovém pripadé je homomorfismus 1 urcen
jednoznacné, jeho jadrem je Ker /N a pro kazdé a € G je ¥(aN) = ¢(a).
Pritom Im vy = Im ¢.

Dikaz. Plati-li ¢ = ¢, tak pro kazdé h € N je p(h) = ym(h) = (1) =1,
a tedy je N C Ker . Predpokladejme, ze tato inkluze plati. Pak pro kaz-
dou t¥idu aN musi byt ¥ (aN) = ¢(a). Z N C Kery plyne, ze zobrazeni
¥:G/N — H je takto definovano korektné. Zbyvéa ovéfit, ze ¢ je homo-
morfismus Q-grup. OvSem ¢ (aN - bN) = p(abN) = p(ab) = p(a)p(b) =
(@) - BBN) a p(w(aN)) = P(w(@)N) = p(w(a)) = w(p(a)) = w((aN))
pro vSechna a,b € G aw € Q. d

Je-li N normalni podgrupa grupy G a A C G je takova podmnozina G,
Ze pro vSechna a € A je aN C A, tak je A sjednocenim urcité mnoziny
rozkladovych tiid G podle N. Mnozinu téchto rozkladovych tfid je pfirozené
oznacovat jako A/N.

Jsou-li A, B podmnoziny grupy G, tak souc¢inem AB se rozumi mnoZina
{ab; a € A,b € B}.

10



Operatorové grupy 1

Uvédomte si, ze pro m: G — G/N pfirozenou projekci a A C G je 7(A)
rovno AN/N.

Doporucuji se smifit s tim, Ze neutralni prvek G/N muZe byt oznacen
nékolika zplsoby — bud pfimo genericky jako 1, nebo jako N, nebo jako
N/N.

1.13 Tvrzeni (Prvni véta o izomorfismu). Bud ¢:G — H epimorfismus
Q-grup a at je N = Ker . Potom zobrazeni aN +— p(a) je Q-izomorfismus
G/N na H.

Dikaz. Ptimou aplikaci 1.12. (I

1.14 Tvrzeni. Bud ¢: G — H homomorfismus Q-grup. Obrazem kazdé
Q-podgrupy G je Q-podgrupa H. At N C M jsou Q-podgrupy G, pficemz N
Jje Q-normalni podgrupa M. Potom ¢(N) je rovnéz Q-normélni podgrupou
p(M).

Diikaz. Jsou-li a,b € p(M), je a = p(c) a b = ¢(d) pro n&jakd ¢,d € M.
Tudiz a-b = (c)-p(d) = ple-d) € p(M), a~ = (p(e)) " = p(e) € p(M)
a pro libovolné w € Q je w(a) = w(p(c)) = p(w(c)) € p(M). At N je Q-
normalni podgrupa M. Pak pro a = ¢(c) € p(M) a b = ¢(d) € p(N) je
aba™! rovno p(cdc™t) € p(N). O

1.15 Lemma. Bud p: G — H homomorfismus Q-grup. Vzor kazdé Q-

podgrupy H je Q-podgrupou G. At N C M jsou Q-podgrupy H, pfi¢emz

N je Q-normalni podgrupa M. Potom ¢~ *(N) je Q-normélni podgrupou
-1

@~ (M).

Diikaz. Jsou-li a,b € ¢ (M), je p(ab) = p(a)p(b) € M, pla™t) =
(p(a))™ € M a pro w € Q je p(w(a)) = w(p(a)) € M. To znamena,
ze o 1(M) je Q-podgrupa G. At N je Q-normalni podgrupa M a af je
a€p 1(N)abe o t(M). Potom p(bab™t) = p(b)p(a)p(b)~t € N, takze
@ H(N) je ve p~1(M) vskutku -normalni. O

Pfipomerlime, Ze soustava podmnozin A mnoziny M se nazyva uzdvérovy
systém, jestlize je M € A a pro libovolné neprazdné B C A prunik [(B
B € B) patii do A (tedy A je systém podmnozin M, ktery je uzavieny na
pruniky a obsahuje M).
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Chéapeme-li A jako mnozinu ¢astecné usporddanou inkluzi, tak A je
Uplny svaz s nejmensim prvkem ()(4; A € A) a nejvétsim prvkem M.
Prtsek v tomto svazu je roven priniku, a spojeni mnozin 4; € A, i € I, je
rovno nejmensi mnoziné A € A, kterd obsahuje | J(A;; i € I).

1.16 Lemma. Bud' dédna Q-grupa G. Pak vSechny Q-podgrupy tvoii
uzavérovy systém a vsechny ()-normalni podgrupy G tvoii také uzavéro-
vy systém. Pritom svaz ()-normalnich podgrup je podsvazem svazu vSech
Q-podgrup.

Dikaz. Uzavienost na priniky je ziejma, je tedy pouze tieba ukazat, ze Q-
normalni podgrupy tvoii podsvaz. Priseky se v obou svazech shoduji, takze
jde jen o spojeni Q-normdlnich podgrup N;, ¢ € I, I # (. Bud M nejmensi
Q-podgrupa G, kterd obsahuje | J(N;; ¢ € I). Pro kazdé h € G akazdéi e I
je hMh=! D hN;h~! = N, takze hMh~! obsahuje | J(N;; i € I). Pokud
vime, ze hMh~! je Q-grupa (a tak tomu napiiklad bude, kdyz 2 = (}), tak
musi platit RMh~! O M, a tedy hMh~' = M podle 1.7.

Obecné oviem nemfizeme piepokladat, ze hMh~! je Q-grupa. Vztah
hMh~' O M dokéZeme pro obecny piipad jinou metodou, kterd je velmi
jednoducha, ale pfeci jen se odlisuje od postupd pouzivanych na jinych
mistech této kapitoly. At N je mnozina vSech prvka G, které lze vyjadfit
jako g1g2- - gr, kde kazdé g;, 1 < j < r, padne do |J(V;; ¢ € I). Prazdny
soucin (prlpad r = 0) at vyjadfuje neutrdlni prvek. Okamzité vidime, Ze
N je Q-podgrupa G, ktera obsahuje kazdé N;,i € I. Navic N lezi v kazdé
podgrupé této vlastnosti, a proto N C M. Ovsem M je nejmensi podgrupa,
ktera obsahuje | J(N;; i € I). Proto N = M. Zbyvé dokazat, ze hNh™t C N
pro kazdé h € G. Mame hgigz--- g-h™' = gigh - - - g, kde gj = hg;h~" € N,
pokud g; € N;, 1 <j<raiel. O

Nejmensim prvkem svazu 2-podgrup Q-grupy G je {1}. Této grupé se
fiké trividln? podgrupa a formélni rozdil mezi {1} a 1 se ve znadeni ¢asto
zanedbava. Nejvétsim prvkem svazu Q-podgrup Q-grupy G je pfimo G. O G
a o 1 se mluvi jako o nevlastnich Q-podgrupéach, ostatni 2-podgrupy jsou
vlastni.

Pfipomerime, Ze pro prvky a < b svazu L se mnozina [a;b] = {c € L; a <
¢ < b} nazyva interval, pficemz kazdy interval je podsvazem daného svazu.
Pripomenme dale, Ze bijekce f: L — M dvou svazu je svazovy izomorfismus,

12



Operatorové grupy 1

pravé kdyz pro v8echna ¢, d € L je splnéna ekvivalence ¢ < d < f(c) < f(d).

1.17 Tvrzeni. At p:G — H je epimorfismus Q-grup a N = Ker . Pak
jsou zobrazeni L — (L) a K — ¢ 1(K) vzdjemné inverznimi svazovymi
izomorfismy intervalu [N; G] obsazeného ve svazu Q-podgrup Q-grupy G se
svazem vSech Q2-podgrup Q-grupy H. Tyto svazové izomorfismy zachovavaji
vztah Q-normality.

Diikaz. 7 L D N plyne ¢~ 1o(L) = L (viz 1.10) a ze surjektivity zobraze-
ni ¢ mame o 1 (K) = K. Dale L1 D Lo plati, pravé kdyz je po(L1) 2 ¢(L2),
takze tvrzeni dostavame okamzité z 1.14 a 1.15. O

1.18 Dasledek. At N je Q-normélni podgrupa Q-grupy G a at K O N
je Q-podgrupa G. Pak K/N je Q-podgrupa Q-grupy G/N a kazdou Q-
podgrupu Q-grupy G/N lIze takto jednoznacéné vyjadrit. Piitom K/N je
Q-normalni podgrupa G/N, pravé kdyz K je Q-normélni podgrupa G.

Diikaz.  Jde o pouziti 1.17 pro pfirozenou projekci m: G — G/N. O

1.19 Tvrzeni (Druha véta o izomorfismu). At H O N jsou Q-normélni
podgrupy Q-grupy G. Pak (aN) - (H/N) — aH je korektné definovany
izomorfismus Q-grup (G/N)/(H/N) a G/H.

Dikaz.  UvaZme pfirozenou projekei m: G — G/ H. Podle véty o homomor-
fismu 1.12 existuje homomorfismus ¢: G/N — G/H takovy, ze ¢ (aN) = aH
pro viechna a € G, a Ker¢ = H/N. Aplikujeme-li nyni Prvni vétu o izomor-
fismu 1.13 na epimorfismus 1), dostaneme izomorfismus uvedeny v tvrzeni.

O

1.20 Lemma. At H a K jsou Q-podgrupy Q-grupy G a at H je pFitom
jeji Q-normalni podgrupa. Pak HK je jednak rovno K H, jednak to je Q-
podgrupa G.

Dikaz. Ukézeme, ze HK je uzaviend na piislusné operace. At je hy, he €
H a kl,kQ € K. Pak hiki - hoky = hlkthkl_lklkIQ € HK, (hlkl)il =
EThit = kithi k€ HK a w(hiky) = w(hy)w(ki) € HK. Vidime, ze
HK je vskutku Q-podgrupa. Proto je HK = (HK)™! = K"'H ! = KH.

(]
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Af N je Q-normalni podgrupa Q-grupy G a m: G — G/N pfirozend pro-
jekce. Je-li H néjaka 2-podgrupa G, tak 7(H) je rovno HN/N a 7 1m(H)
je rovno HN. Protoze obrazem ()-podgrupy je {2-podgrupa a vzorem £)-
podgrupy je rovnéz 2-podgrupa, tak vidime, ze HN vskutku musi byt pod-
grupa. Tato tvaha tedy muze slouzit jako jiny diikaz pfedchoziho lemmatu.
Vzhledem k 1.14 a 1.15 z ni rovnéz mtzeme odvodit:

1.21 Dasledek. At N je Q-normélni podgrupa Q-grupy G a at H a K
Jjsou takové Q-podgrupy G, ze H je Q-normalni podgrupa K. Potom HN je
Q-normalni podgrupa KN. O

At H je Q-podgrupa Q-grupy G. Pak vloZeni h — h je monomorfismem
H — G. Proto z 1.14 dostavame:

1.22 Dasledek. At H je Q-podgrupa Q-grupy G a at N a M jsou ta-
kové Q-podgrupy G, ze N je Q-normalni podgrupa M. Potom H N N je
Q-normalni podgrupa H N M. O

Je samoziejmé, ze oba piredchézejici disledky bychom také snadno mohli
dokazat pfimo.

1.23 Tvrzeni (Tteti véta o izomorfismu). At N je Q-normalni podgrupa
Q-grupy G a at H je Q-podgrupa G. Zobrazeni h - (H N N) — hN je
izomorfismus grup H/HNN a HN/N.

Dikaz. UvaZme nejprve pfirozenou projekci m: G — G/N a oznaéme ¢ jeji
restrikci na H. Potom Im ¢ = HN/N a Ker o = HNN. Tvrzeni nyni plyne
z Prvni véty o izomorfismu 1.13. O

At G je Q-grupa a M jeji podmnozina. Protoze Q-podgrupy Q-grupy G
tvofl uzadvérovy systém, tak existuje nejmensi 2-podgrupa H takova, Ze
je M C H. Rikdme, ze H je generovina M, a o M hovofime také jako

o mnoziné generdtory 2-grupy H.

1.24 Lemma. At 0:G — H a:G — H jsou dva homomorfismy -
grup G a H. Pak {a € G; ¢(a) = 9(a)} je Q-podgrupa Q-grupy G.

Diikaz. Af a,b € G jsou takové, zZe je w(a) = ¥(a) a ¢(b) = (b). Pak
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pla?) = (p(a)) ™ = (¥(a)) ™t =¥(a") a p(ab) = p(a)p(b) = Y(a)p(b) =
1 (ab). Pro kazdé w € Q je p(w(a)) = w(p(a)) =w(®(a)) = P(w(a)). O

1.25 Dasledek. At G je Q-grupa a ¢ € End(G). Pak {a € G; p(a) = a}
je Q-podgrupa Q-grupy G.

Diikaz. Stadi srovnat ¢ s identickym automorfismem 1. O

1.26 Dasledek. At G a H jsou Q-grupy a at M C G generuje G. Jsou-li
©:G — H a: G — H takové homomorfismy Q-grup, ze ¢(m) = 1(m) pro
vSechna m € M, tak je ¢ = 1.

Dikaz. Mnozina {a € G; p(a) = ¥(a)} je Q-podgrupou G, kterd obsahu-
je M. Protoze M generuje G, musi tato mnozina byt rovna G. O

1.27 Poznamka. Je samoziejmé, Ze néktera z vyse uvedenych tvrzeni by
bylo moZno vyslovit ve formalné obecnéjsim tvaru. Napfiklad podminku,
ze p: G — H je epimorfismus, je mozné vypustit, pokud misto H piSeme
Im . Podobné v 1.20 1ze pouze predpokladat, ze H je 2-normalni v néjaké
Q-podgrupé L, ktera obsahuje K. Cena takovychto prihlednych zobecenéni
je mald, nebof pfi aplikaci se lze stejné dobfe odkdzat na ndmi uvedené
znéni prislusnych tvrzeni.
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2 Zassenhausovo lemma a jeho disledky

Pfipomenme, ze svaz L je moduléarni, jestlize spliiuje implikaci
c>a = (cAb)Va=cA(bVa).

Protoze ¢ A (bV a) > (¢ A b) V a je splnéno vzdy, staci ovéfovat nerovnost
(eAb)Va>cA(bVa).

K pochopeni vlastnosti modularity je uzitecné si predstavit, ze chceme
svazovymi operacemi zobrazit prvek b do intervalu [a;c|. Nabizeji se dva
prirozené postupy:

(i) V prvnim kroku poslat b nad a (vznikne bV a) a v druhém kroku
zobrazit vysledek pod ¢, takze dostaneme c A (b V a).

(ii) V prvnim kroku poslat b pod ¢ (vznikne b A ¢) a v druhém kroku
zobrazit vysledek nad a, takze dostaneme a V (b A ¢).

Modularita znamena, ze oba postupy daji tyz prvek svazu L. V této ka-
pitole ptijde nejen o promitani bodu do intervalu, ale i o promitani intervala
do intervalu. Vztahy modularity umoznuji ztotoznit v potiebnych pfipadech
yhorni“ promiténi (postup (i)) s ,dolnim“ promitdnim (postup (ii)).

Jsou-li A a B podgrupy grupy G, je souc¢in AB = {ab; a € A,b € B}
v nékterych pripadech také podgrupa grupy G (viz 1.20). Nésledujici lemma
ovsem plati bez ohledu na to, zda AB podgrupa je, nebo neni.

2.1 Lemma (modularni vlastnost grup). At A, B, C jsou Q-podgrupy
Q-grupy G. Je-li C D A, plati (C N B)A = C N (BA).

Diikaz. Jeliz € (CNB)A, takz =baprobe BNC aa€ ACC. Je tedy
ba € C, takze je i © = ba € C'N(BA). Naopak, je-li y = ba prvek C N (BA),
be B,ac A,jeb=ya ‘prvek C, nebot y i a~! patii do C. To znamens,
zebe BNC aye (BNC)A. Rovnost obou mnozin je dokdzana. O

Jestlize A je Q-normélni podgrupa Q-grupy G, tak (CNB)AiCN(BA)
jsou jisté Q-podgrupami G (viz 1.16 a 1.20). Proto plati

2.2 Dausledek. Svaz Q-normaélnich podgrup Q-grupy G je moduldrni.
O
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Zassenhausovo lemma a jeho dusledky 2

2.3 Tvrzeni (Zassenhausovo lemma). At A, B,C, D jsou Q-podgrupy Q-
grupy G, pficemz B je Q-normalni pogrupa A a D je Q-normalni pogrupa C.
Pak (AN D)B je Q-normalni pogrupa (AN C)B, (BN C)D je Q-normalni
pogrupa (AN C)D a plati

(ANC)B/(AND)B =~ (ANC)D/(BNC)D .

Dikaz. Vyjdeme z diagramu, ktery vidite na protéjsi strané.

Pro lepsi ¢itelnost diikazu budeme misto (2-normalni psat pouze normal-
ni. Podle 1.22 je AND normélni v ANC a podle 1.21 je (AN D)B normalni
v (ANC)B. Podobné se ukaze, ze (BNC)D je normdlni v (ANC)D. Budeme
se snazit pomoci Tteti véty o izomorfismu 1.23 ukézat, ze plati

(ANCYB/(AND)B2ANC/(AND)(BNC) .

Polozime H = (ANC)B,X = (AN D)B a vyjdeme z faktu, Zze X je nor-
malni v H. Protoze H lze vyjadiit jako (A N C)X, tak je podle Treti véty
0 izomorfismu X N ANC normélni v ANC a H/I XZANC/XNANC.

Z 2.1 dostavame X NANC = (ANC)N(B(AND)) = (ANCNB)(AND) =
(BNC)(AN D), nebot ANC D AN D. Vedle

(ANC)B/(AND)B= ANC/(AND)(BNC)

symetricky plati

ANC/(AND)BNC)=(ANC)D/(BNC)D ,

takze hledany izomorfismus vznikne slozenim nalezenych izomorfismii. ([
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C

(AnC)B (ANC)D

(AND)(BNC) D

BNC AND

O Q-grupé fekneme, Ze je Q-jednoduchd, jestlize neni trividlni (tj. G # 1)
a neobsahuje zadnou vlastni Q-normalni podgrupu.

Subnormdlni Q-radou Q-grupy G nazveme kazdou posloupnost 2-podgrup
1 = Hy, Hy, ..., H, = G takovych, ze H;_1 je Q-normalni podgrupa H;,
1 < i < n. Faktorgrupy H;/H;_1, 1 <i < n, se nazyvaji faktory Q-tady.

Subnormalni Q2-fada K;, 0 < j < 'm, je zjemnénim Q-fady H;, 0 < i < n,
jestlize existuje podposloupnost indexti 0 = jo < j1 < - -+ < jn, = m takova,
ze K;, = H; pro vSechna ¢, 0 <7 < n.

Subnormalni Q-fady H;, 0 < i < n, a K;, 0 < j < m, jsou Q-
izomorfni, jestlize n = m a existuje permutace o € S, takové, ze H;/H; 1 =
Ko(iy/Ko(iy—1 pro kazdé i, 1 <i <n.

Bud H;, 0 < i < n, subnormdlni Q-fada a vyberme jeden index j,
1 < j < n. Podle tvrzeni 1.17 odpovidaji Q-podgrupy Q-grupy H;/H;_1
tém Q-podgrupdm K Q-grupy H;, které splnuji K O H;_;. Protoze pii
této korespondenci se zachovévaji vztahy normality (viz 1.17), vidime, Ze
Q-fada H; mé zjemnéni tvaru Ho, ..., H;_1, K1, ..., K1, Hj, ..., Hy,
pI‘é,Vé kdyi 1= ijl/Hj717 Kl/Hj717 ey Kmfl/ijl, Hj/Hj,1 je Q-
fada Q-grupy H;/H,;_1. Specialné tedy vidime, ze Q-fada H;, ve které je
H;_, # H;, nemé zjemnéni tvaru Hy, ..., H; 1, K, H;, ..., H,, Hj_1 # K,
H; # K, pravé kdyz H;/H;_1 je Q-jednoducha Q-grupa.

Subnormalni 2-fada H;, 0 < ¢ < n, se nazyva kompozicni ()-fada, jestli-
ze je kazdy faktor H;/H;—1, 1 < i < n, Q-jednoduchou Q-grupou. (Pfi
definici Q-jednoduché Q-grupy jsme vyloucili trividlni jednoprvkovy piipad,
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takze v kompozi¢ni Q-fadé vzdy plati H;_1 # H;.)

2.4 Tvrzeni. At H;,0<i<n,akK,;, 0<j<m, jsoudvé subnormalni
Q-fady Q-grupy G. Potom lze nalézt takove Q-izomorfni subnormalni -
radyHT,0<r<s,aKr,O<r<s ze s = nm, pr1cemzHT,O<r<s je
zjemnénim H;, 0 <i<n, a K,, 0 <r <s je zjemnénim K;, 0 < j < m.

Dikaz. Budeme projektovat intervaly H;_1, H; do intervald K;_1, K; ana-
opak. Izomorfismy pfitom ziskdme z Zassenhausova lemmatu 2.3.
Pro0<i<n-1a0<j<mpolozme H; ; = H;(H;y1 N K;) a pro
0<i<naO0<j<m-1lat K,; =K;(K;+1 N H;). Podle Zassenhausova
lemmatu pro 0 < 7 < n a0 < j < m je H;; obsazena v H; ;41 jako
Q-normalni podgrupa, K ; je :-normélni podgrupa v K ;11 a plati

H;jy1/Hij = Kjip1/Kji -

Pfitom zfejmé plati Hi)() = Hi, Hi,m = i+1, K770 = Kj, ij = Kj+1.
Af r spliiuje 0 < r < nm. Pak r lze jednozna¢né zapsat jednak jako

am+0b,0 < b < m, JednakJako cn+d 0 < d < n. Polozme H, = H,,
a KT = K. 4. Konetné at Hnm = Kpm = G. Jeli b < m — 1, je jisteé
HT+1 = Hypt1. Prob=m —1 je Hr+1 rovino H(a+1) = Hyp1 = Hom,

takze HT+1 je pro HT = H, rovno Hg py1 ve vSech prlpadech Podobné
KT+1 se rovna K. q+1. Vidime tedy, ze HT, 0<r<mnm,a KT, 0<r<nm,
jsou Q-subnormalni fady.

Bud nyni 7 permutace mnoziny {0, 1, ..., nm — 1}, kterd prvku am +b,
0 < b < m, piifazuje prvek bn + a. Dokézali jsme, e plati H,,1/H, =
f(T(T)H / f(T(T), takze zkonstruované -subnormalni fady jsou vskutku -
izomorfni. O

2.5 Tvrzeni (Jordanova-Holderova véta).  Libovolné dvé Q-kompoziéni
fady Q-grupy G jsou Q-izomorfni.

Dikaz. Pouzijeme predchozi tvrzeni pro pripad, kdy H;, 0 <i < n, a Kj,
0 < j < m, jsou Q-kompoziéni fady. Protoze H,,0 < r < nm, je zjemnéni
Q-kompozi¢ni fady, musi v nm — n pfipadech platit H, = ﬁr+1- Podobné
je f(r = f(ﬂrl pravé v nm — m pripadech. Ovsem ﬁr, 0<r<nm,a f(r,
0 < r < nm, jsou Q-izomorfni fady, takze musi byt nm — n = nm — m,
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a tedy n = m. Netrividlni faktory KT_H/K se shoduji s faktory KJ+1/K
a netrividlni faktory H,,1/H, se shoduji s faktory H,,,/H;. Protoze H,,
0<r<nma KT, 0 < r < nm jsou Q-izomorfni, musi tedy byt (2-izomorfni
i obé vychozi 2-kompozi¢ni fady. O

2.6 Poznamka. Existenci Q-kompoziéni fady méme zarucenou u konec-
nych Q-grup. Obecné 2-kompozi¢ni fada existovat nemusi. U mnoha ne-
kone¢nych Q-grup dokonce neexistuje zadna (2-subnormélni fada v nami
definovaném vyznamu (bylo by totiz mozné Q-subnormélni fady definovat
i s limitnimi pfechody, coZ se také v teorii nekoneénych grup nékdy déje).

V teorii grup se Q-grupy prakticky vyhradné pouzivaji v piipadé¢, kdy
méme danu grupu G a za 2 zvolime bud prdzdnou mnozinu, nebo Inn(G),
nebo Aut(G), nebo End(G). Ptitom se obvykle nezkoumaji vSechny grupy,
na kterych je mozné zavést prislusné Q-operatory, ale pouze 2-podgrupy
grupy G. Je-li Q = 0, tak Q-podgrupy G jsou vSechny podgrupy G, pro
Q = Inn(G) dostavame normalni podgrupy, pro Q@ = Aut(G) uvazujeme
charakteristické podgrupy a pro Q = End(G) bézi o Gplné charakteristické
podgrupy (viz téz kapitola 1).

Je-li Q = (), tak subnormalni Q-fada Q-grupy G se jednoduSe nazjvé
subnormdlni 7ada grupy G a kompozic¢ni Q-fada Q-grupy G je prosté kompo-
zi¢nd fada grupy G. V ptipadé Q = Inn(G) je subnormélni Q-fada Q-grupy G
oznacovana jako normdlni rada grupy G a kompozicni (2-fada Q-grupy G
jako hlavni fada grupy G. V piipadé Q = Aut(G) mluvime o charakteris-
tické fadé a hlavni charakteristické Fadé. Konetné v piipadé Q = End(G)
hovotrime o wuplné charakteristické rfade a hlavni uplné charakteristicke radé.

Tvrzeni 2.5 1ze tedy v pfipadé Q = @) vyjadiit také tak, Ze libovolné dvé
kompozi¢ni fady grupy G jsou stejné dlouhé a jejich faktory jsou izomorfni.
Podobnd tvrzeni 1ze samoziejmé vyslovit i pro Q@ = Inn(G), Q@ = Aut(G)
nebo Q = End(G), to v8ak jisté kazdy zvladne.

Pojem Q-grupy je z hlediska tohoto pojednéani ryze sluzebny, jeho za-
vedeni nam umoznilo dokazat tvrzeni 2.3 a 2.4 ve formé, kterda zahrnuje
vSechny vysSe zminéné dulezité specialni pfipady. V dalsim textu jiz o obecné
pojatych Q-grupach takika hovorit nebudeme, a pokud tak u¢inime, budeme
spiSe hovofit o (béZné) grupé G, na které je dan systém operatori 2. (Ope-
rator definovany na grupé G je vlastné totéz jako endomorfismus G — viz
1.4, a bijektivni operédtory odpovidaji automorfismim.) Pfitom o M C G ¥i-
kame, ze je Q-invariantns, jestlize pro kazdé w € Q plati w(M) C M. Pokud
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M C G je Q-invariantni, pficemz kazdé w € Q poskytuje automorfismus G,
ke kterému lze v 2 najit i automorfismus inverzni, tak podle 1.7 pro kazdé
w € Q plati w(M) = M.

3 Zakladni strukturni pojmy

Bud G grupa. Piseme H < G, jestlize H je podgrupa G, a H < G, jestlize H

je normélni podgrupa G. V piipadé H # G se pouziva téz H < Ga H < G.
Pro M C G definujeme centralizdator Cq(M) = {g € G; gm = mg pro

viechna m € M} a normalizditor Ng(M) = {g € G; gMg~' = M}.

3.1 Lemma. At M je podmnozina grupy G. Pak Ca(M) a Ng(M) jsou
podgrupy grupy G a plati Cq(M) 9 Ng(M). Je-li Q néjaky systém operé-
torti na G a plati-li w(M) = M pro vSechna w € Q, jsou Cq(M) i Ng(M)
grupy ()-invariantni.

Dikaz.  Fakt, ze jde o podgrupy, se ovéfi velmi snadno. At je a € Ng(M)
ab € Cg(M). Chceme ukazat, ze plati aba=t € Cg (M), to jest, ze (aba™t)m
(ab=ta=1') = m pro viechna m € M. OvSem a~'ma padne do M, takze
ba"'mab~! je rovno a~'ma. Mame tedy aba " ‘mab la"! = aa " 'maa~! =
m.

Af je w(M) = M pro néjaky operator w € Q a at je a € Ng(M
abe Cg(M). Potom pro kazdé m € M existuje m’ € M takové, ze m =
w(m’), takze w(a)mw(a) ™t = w(a)w(mw(a™?t) = wlam’a™) € w(M) = M
a w(b)ymw(b)™t = w(b)w(m w1 = wbm'b=1) = w(im') = m.

~—

O

3.2Lemma. BudH < G. Pak je H <1 Ng(H) a Ng(H) obsahuje kazdou
grupu K < G, pro kterou plati H < K.

Dikaz. Toto je snadné. (Il

Centrum grupy Z(G) je rovno {g € G; ag = ga pro vSechna a € G}. Je
tedy Z(G) = Cq(G).
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3.3 Tvrzeni. Centrum Z(G) grupy G je charakteristickou podgrupou
grupy G.

Diikaz. Af je g € Z(G), ¢ € Aut(G) a a € G. Prvek a lze vyjadiit jako
w(b), b € G, takze plati p(g9) -a =¢(g-b) = p((b-g) = a- p(g). Pro kazdé
g € Z(G) tedy vskutku je ¢(g) € Z(G). O

Tvrzeni 3.3 se ¢asto pouziva soubézné s nasledujicim pozorovanim:

3.4 Lemma. At H je charakteristicka podgrupa grupy K, K < G. Pak
H < G. Je-li K navic charakteristicka v G, je i H charakteristicka v G.
Je-li H uplné charakteristicka v K a K uplné charakteristicka v G, je i H
uplné charakteristicka podgrupa grupy G.

Dikaz. Pro ¢ € Inn(G) plati o(K) = K, takze restrikce ¢|x patii do
Aut(K), a je tedy ¢(H) = H. Zbytek je snadny. O

Podgrupa H grupy G se nazyva subnormadlni, jestlize existuje konecna
posloupnost Hy, ..., Hy takova, ze je H = H; < --- < Hi = G. Je zfejmé,
ze pokud ma grupa G alespon jednu kompozi¢ni fadu, tak subnormaélni
grupy jsou praveé vSechny grupy, které se vyskytuji ve vSech kompozi¢nich
fadéach.

3.5 Tvrzeni. Plati Inn(G) < Aut(G) a zobrazeni G — Inn(G), které
g € G prifazuje automorfismus a — gag~', je homomorfismus s jadrem
Z(@).
Diikaz. Af jsou g, h prvky G a at p:a — gag™' a ¢:a — hah~! jsou od-
povidajici vnitini automorfismy. Pak ¢p(a) = (hg)a(hg)~?!, takZe popsané
zobrazeni G — Inn(G) je vskutku homomorfismus (viz téz 1.6). P¥itom plati
¢ = lg, pravé kdyz gag~! = a pro vSechna a € G, ¢ili pravé pro g € Z(G).
K dokonceni dtikazu zbyva ukdzat Inn(G) < Aut(G). Af je o € Aut(G).
Pro viechna a € G plati apa=t(a) = a(g-a=(a)-g71) = alg)-a-(a(g)) L.
O

Faktorgrupa Aut(G)/ Inn(G) se nazyva vnéjsi grupa automorfismi a ozna-
¢uje se Out(QG).
Nyni sestrojime takzvand iterovana centra ¢;(G), ¢ > 0 (¢asto se oznacu-
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jijako Z;(@)). Protoze budeme chtit dokazat, ze 9;(G) jsou charakteristické
podgrupy grupy G, dokdZeme nejprve tato dvé lemmata:

3.6 Lemma. Aty € Aut(G), N <G a ¢(N) = N. Potom aN +— ¢(a)N
Jje automorfismus grupy G/N.

Dikaz. Bud m: G — G/N piirozena projekce. Potom mp: G — G/N a déle
Kermp = N, takze 1ze pouzit prvni vétu o izomorfismu 1.13. O

3.7 Lemma. At N je charakteristicka podgrupa grupy G a plati N < K <
G. Je-li K/N charakteristickd podgrupa grupy G/N, je K charakteristick4

podgrupa grupy G.

Dikaz. At je ¢ € Aut(G). Pak p(N) = N a ¢ indukuje automorfismus 1):
aN — ¢(a)N grupy G/N.Z ¢(K/N) = K/N plyne p(K) = K. O

Pfistoupime k sestrojeni podgrup ¢;(G). Definice probihd indukci dle
i > 0 a v kazdém kroku se ukazuje, ze ¥;(G) je charakteristickd podgrupa
grupy G.

Klademe Yo(G) = 1. At je i > 0 a m;: G — G/V;(G) pfirozend projekce.
Pak 9;11(G) = 7; H(Z(G/9:(G))). Podle tvrzeni 3.3 je Z(G/9;(G)) charak-
teristickd podgrupa G/9;(G), takze ¥;11(G) je charakteristickd podgrupa G
podle 3.7.

Grupa G se nazyva nilpotentni, jestlize pro nékteré n > 0 plati 9,,(G) =
G. Nejmensimu takovému n se fika stupen nilpotence. Je zfejmé, Ze nilpo-
tentni grupy stupné 1 jsou pravé vSechny (netrividlni) komutativni grupy.
(Misto komutativni se ¢asto ¥ika téz abelovské.)

Rada 1 = 99(G) < 91(G) < 92(G) < ... se nazyva horni centrdlni vada
grupy G. Je patrné, ze tato fada poskytuje v pfipadé nilpotentni grupy
charakteristickou fadu, jejiz faktory jsou abelovské.

Prvek ¢gv;(G) patii do centra G/¥;(G), pravé kdyz pro vSechny prvky
a € Gje (99:(G)) (a9;(G)) = gav;(G) rovno ag?;(G) = (av;(G))-(g9:(Q)).

Kritérium
g€ Pin1(G) — ( 9a0;(G) = ag¥;(G) pro vSechna a € G )
vyuzijeme v nasledujicim lemmatu.
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3.8 Lemma.

(i) Bud ¢: G — H epimorfismus grup. Potom je ¢(¢;(G)) < ¢;(H) pro
vsechna ¢ > 0.
(ii) At je K < G. Potom je ¥;(G) N K < ¥;(K) pro vSechna i > 0.

Dikaz. Indukci dle ¢ > 0, pfipad ¢ = 0 je zfejmy.

(1) Je-li g € 9441(G), je gad;(G) = ag?¥;(G) pro véechna a € G, takze
P(9)p(a)p(Vi(G)) = p(a)p(g)p(Vi(G))  pro viechna a € G .
Protoze ¢(a) probihd H a ¢(9;(G)) lezi v ¥;(H), plati

©(g)bd;(H) = bp(g)¥;(H) pro vSechna b€ H .
(ii) At je g € ¥;41(G) N K. Pro vSechna k € K plati
gk(0:(G) N K) = K N gkdi(G) = K Nkgti(G) = kg(¥:(G) N K) ,

a z pfedpokladu ¢;(G)NK < ¢;(K) tedy méme gkd;(K) = kgt;(K).
O

3.9 Dusledek.  Bud G nilpotentni grupa stupné s. Potom kazda podgru-
pa G i kazda faktorgrupa G je nilpotentni stupné nanejvys s. O

Prvky g,h grupy G nazveme konjugované, jestlize existuje a € G tak,
e plati aga—! = h. Volbou a = 1 dostédvame reflexivitu relace byt konju-
govan, z aga~! = h plyne g = a~'ha (symetrie) a aga=t = h, bhb~! =
davaji (ba)g(ba) ™! = k (transitivita). Jde tedy o ekvivalenci, kterd indukuje
rozklad G do takzvanych t7d konjugace (nékdy se ¥ika dokonce jen t¥id).

3.10 Lemma. At g e G a C je tfida konjugace obsahujici g. Potom
IC] =G : Calg)l
takze C' = {g}, pravé kdyz je g € Z(G).

Diikaz. Pro a,b € G plati aga™t = bgb™!, pravé kdyz b~lag = gb—'a,

tedy pravé kdyz b=ta € Cg(g). Pocet riiznych hodnot tvaru aga™! tudiz
odpovida poétu (levych) rozkladovych tfid grupy G podle Cg(g). O
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Podle definice bychom vlastné misto Cg(g) méli psat Ci({g}). Je to
vSak bézna konvence, Ze misto mnoziny lze uvést prvek nebo seznam prvki.
Piitom Cg(g) je totéz jako Ng(g), nebot u jednoprvkovych mnoZin pojmy
centralizatoru a normalizatoru splyvaji.

Je-li M C G, tak (M) oznaduje nejmensi podgrupu G, ktera obsahuje M.
Jak jsme jiz uvedli v kapitole 1, o této grupé se tika, ze je gemerovand
mnozinou M. Rddem prvku g € G nazveme fad cyklické grupy (g) timto
prvkem generované. Je-li (g) kone¢nd, mluvime o prvku kone¢ného fadu.
Misto |{g)| se Casto piSe pouze |g|.

O grupé G fikdme, ze je exponentu m, jestlize ¢ =1 pro kazdé g € G
a m je nejmensi takové kladné celé ¢islo. Grupa G je tedy exponentu m,
pravé kdyz m je nejmensi spoleény nasobek 1adu jejich prvki.

Af p je prvoéislo. Grupa G se nazyva p-grupa, jestlize pro kazdé g € G
existuje n > 0 takové, ze g ma rad p”.

Je-li G kone¢na grupa, ¥ad kazdého prvku déli |G|. Je-li |G| mocninou
prvocisla p, je tedy G jisté p-grupou. Pozdéji ukdzeme, ze plati i obracené
tvrzeni.

7 lemmatu 3.10 okamzité plyne:

3.11 Dusledek. At G je kone¢nd grupa a at v R C G je pravé po jednom
reprezentantu z kazdé tiidy konjugace, jez ma alespon dva prvky. Pak

Gl =12 +)_1G: Cal9)l - U

geR

3.12 Tvrzeni. At je |G| = p™, kde p je prvodislo a n > 1. Potom je
Z(G) # 1.

Dikaz. Pouzijeme vyjadieni |G| uvedené v 3.11. Prvky g € R nelezi v cen-
tru, takze Ca(g) # G a |G : Cg(g)| je tedy celé kladné ¢islo délitelné

prvocislem p. Protoze p déli i |G|, musi p délit |Z(G)|. O
3.13 Dusledek. Je-li fad grupy G prvociselnou mocninou, je G nilpo-
tentni grupa. (|

Pro a,b € G definujeme komutdtor [a, b] jako a=tb~tab. (N&kdy se misto
[a, ] pise (a,b).)
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Jsou-li A, B podgrupy grupy G, tak [A, B] oznafuje podgrupu gene-
rovanou mnozinou {[a,b]; a € A a b € B}. Grupé [G,G] se fikd komu-
tant G a oznaluje se G'. Pro iterované komutanty se pouzivd jak znaceni
G", Q" ..., tak znaceni G, G®) .

Formaélné tedy mame G(® = G, G0+ = [G®) G™]. Grupa G se nazyva
Fesitelnd, jestlize G(™ = 1 pro né&jaké n > 0. Nejmensi takové n se nazjva
stupen resitelnosti grupy G. Je zfejmé, ze grupy stupné fesitelnosti 1 jsou
praveé vSechny netrividlni abelovské grupy.

3.14 Lemma. G’ je tiplné charakteristickd podgrupa grupy G. Pro N < G
plati N > G, pravé kdyz je G/N abelovska.

Dikaz. Kazdy endomorfismus ¢ € End(G) pfevadi pro libovolné a,b € G
komutétor [a, b] na [¢(a), ¢(b)]. Proto je G’ iplné chrakteristickd. Pro N <
G je G/N abelovska, pravé kdyz pro libovolné a,b € G je Nab = Nba, ¢ili
[a,b] € N, a tedy G’ < N. O

3.15 Lemma. Je-li H < G, tak HY < GY pro vSechna i > 0. Je-
li grupa G resitelna, je grupa H fesitelnd a ma stejny nebo mensi stuperi
fesitelnosti.

Diikaz.  Snadnou indukei dle i > 0. P¥ipad i = 0 je ziejmy a z H(®) < G
plyne [H®), H®] < [GW), GW)]. O

7Z 3.14 a 3.4 plyne, ze G je tplné charakteristicka podgrupa grupy G
pro vSechna ¢ > 0. Muzeme tedy Fici, ze G je feSitelnd stupné fesitelnosti
nejvyse s, pravé kdyz 1 = G, G- . GO = @ je uplné charakteris-
ticka fada. Faktory GV /G(+1) jsou podle 3.14 abelovské.

3.16 Tvrzeni. Grupa G je fesitelna, pravé kdyz existuje subnormalni
fadal = Hy < H; < --- Q H,, = G, jejiz vSechny faktory jsou abelovské.
Pritom stuper Fesitelnosti G je roven nanejvys m.

Diikaz. Indukci podle m. Pfipad m = 0 je zfejmy, pfedpokladejme m > 0.
Podle indukéniho predpokladu je H,,_1 Tesitelna stupné nejvys m—1. Podle
lemmatu 3.14 je G’ < H,,_1, takze podle 3.15 je (G')(™=1 = G(™) rovno
1. O
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3.17 Duasledek.  Podgrupy a faktorgrupy resitelné grupy G jsou resitelné
a jejich stuperi resitelnosti nepresahuje stupen resitelnosti G.

Diikaz. Pro podgrupy lze pouzit 3.15. Je-lil=Hy < H; <--- 4
subnormalni fada s abelovskymi faktory, tak HyN/N < H;N/N
H,,N/N je subnormélni fada G/N s abelovskymi faktory.

H,, =
d

VAR

3.18 Dusledek. At je N < G a at N i G/N jsou fesitelné. Pak je i G
feditelnd grupa. Je-li r stupen fesitelnosti N a s stuperi Fesitelnosti G/N,
ma G stupen fesitelnosti nejvys r + s.

Dikaz. At1 =Ky <Ky <---<4K,=Nal=Hy/N<H/NJ

- 4 H¢/N = G/N jsou subnormdlni fady s abelovskymi faktory. Pak
1=Ky<dK;<d---<dK,=Hy<H; <--- 4 H; =G je také subnormalni
fada s abelovskymi faktory (pouzij napfiklad Druhou vétu o izomorfismu
1.19). O

Je-li G nilpotentni, tak je Fesitelnd, nebot horni centralni fada méa abe-

lovské faktory. Resitelné grupy véak nemusi byt nilpotentni — jednoduchym
prikladem je symetricka grupa Sy.
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4 Souciny

Koneény kartézsky soucin My x My X - - - X M, mnozin M;, 1 <1 < n, je nej-
béznéjsi reprezentovat jako n-tice (mi,ma,...,m,). Pokud ale pracujeme
i s nekone¢nymi kartézskymi souciny X;c; M;, je z hlediska zapisu vhodné
tento soucin interpretovat jako {a:I — (J,c; Ms; a(i) € M;}. Pro konecné
souliny to znamend, ze (mi,ma, ..., m,) ztotoZliujeme se zobrazenim m:
{1,2,...,n} — UM“ m(z) =m; € M;.

Jsou-li Gy, i € I # ), grupy, tak jejich kartézsky soucin I],c; Gi je grupa
definovana na X, ; G; s neutralnim prvkem e: i — 1, inverznimi prvky a=*:
i — (a(i))™! a binarni operaci a - b:i +— a(i)b(i). Ovéfit, ze jde vskutku
o grupu, je snadné. Stejné tak je snadné nahlédnout, Ze projekce 7;:a +—
a(j) je epimorfismem [, ; Gi — G pro kazdé j € I.

Uvazme podmnozinu )X, ; G; tvofenou vSemi zobrazenimi a, pro kterd
a(i) # 1 plati pouze pro koneéné mnoho i € I. Tato podmnoZina zjevné tvori
podgrupu [],.; Gi. Budeme ji znacit [ [,.; G; a nazgvat direktni soucin. Pro
kazdé j € I definujeme zobrazeni uj:G; — [[;c; Gi tak, Ze pro g € Gj
ai # j plati p;(9)(j) = g a p;(9)(i) = 1. Je ziejmé, ze p1j: G; — [, Gi je
monomorfismus (prvky p;(G;) jsou vSechny I-tice, které mohou mit pouze
j-tou slozku rtiznou od 1).

4.1 Lemma. At G,, i€l #0, jsou grupy a G =1]],.; Gi. Potom

iel
(1) nj(G4) < G pro vechna j € I;

(i) pj(Gj) N (wi(Gi); i € 1,0 # j) = 1 pro kazdé j € I;

(iti) (ui(Gi);ieI) =G.

Diikaz. Bud j € I, b€ pj(G;) aa € G. Pro index i # j je jisté aba=1(i) =
a(i)(a(i))™ =1, takze aba™' € u;(G;). Je-li a € (u;(G;); i € 1,i # j), tak
plati a(j) = 1, odsud (ii). Koneéné plati, ze a(i) # 1 jen pro koneéné mnoho
indexti i1, 42, . .., i, takie a = p;, (a(i1)) - piy (aliz)) - ... pi (a(iy)). O

UkaZeme, ze vlastnosti podgrup u;(G;) = G; uvedené v 4.1 plné charak-
terizuji direktni soucin grup v tom smyslu, ze kdykoliv najdeme podgrupy
grupy G spliujici tyto vlastnosti, tak G je izomorfni direktnimu soucinu
téchto grup.
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4.2 Lemma. At H< G, K <G aHNK = 1. Pak hk = kh pro vSechna
he HakekK.

Diikaz. Komutétor [h, k] = h~1k~1hk patii do H N K. O

4.3 Tvrzeni. At G je grupa s normalnimi podgrupami N;, i € I. Jestlize
plati (N;; i € I) = G a pro kazdé j € I je NN (N i€ 1,4 # j) =1, tak
zobrazeni a: [ [,.; Ni — G, a(a) = [, a(i), je izomorfismus grup.

Dikaz. Nejprve musime ovéfit korektnost definice. At je a(i) # 1 pro i €
{i1, i2, ..., ir} a a(i) = 1 v ostatnich ptipadech. Hodnota [],;.; a(i) zavisi
jen na hodnotach a(iy), a(iz),..., a(i,) a je urfena jednoznac¢né, jestlize
pro libovolnou permutaci o € S, plati a(iy) - a(iz) - ... - a(i,) = a(iy(1)) -
a(ig(2)):- - --a(ig(r)). To vak je podle 4.2 a podminek tvrzeni splnéno. Stejné
tak z 4.2 plyne, Ze a(ab) = a(a)a(b) pro vsechna a,b € [[,.; N;. Protoze
a(ui(g)) = g pro kazdé g € N;, ¢ € I, vidime, Ze plati a(u;(IV;)) = N;
takze z (N;; i € I} = G plyne, Ze « je epimorfismus. Jeho jadro je zjevné
trividlni, takZe vskutku jde o izomorfismus. ([

Jestlize podgrupy N; < G spliiuji podminky tvrzeni 4.3, Casto piSeme
pfimo G = [],.; N; a ztotoziiujeme tak vzor a obraz zkonstruovaného izo-
morfismu.

icl

Direktni soucin dvou grup tedy popisuje situaci, kdy grupu G je moZno
vyjadiit vetvaru G = HK, HNK =1, H < G a K < G. Pak (h, k) — hk je
izomorfismus H x K na G. Situaci, kdy plati G = HK, HNK =1, H <G
a K < G, vystihuje konstrukce semidirektniho soucinu.

Jejimi parametry jsou grupy H, K a homomorfismus ¢: K — Aut(H).
Misto ¢(k), k € K, budeme psét ¢i. Pro kazdé k € K je tedy py automor-
fismem H a plati vk, k, = Pky Pk, -

Semidirektni soucin S(H, K, ¢) je grupa definovand na H x K bindrni
operaci (hi, k1) - (ha, k2) = (higk, (h2), k1k2) s inverznimi prvky (h, k)~! =
(¢ ' (h™1),k71) a neutralnim prvkem (1,1).

Je samoziejmeé tieba ovérit, ze se jedna o grupu. Protoze ; je identicky
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automorfismus, tak jisté mame (h,k)(1,1) = (h, k) = (1,1)(h, k). Podobné

(hyk)~Y - (h k) =
(ox (RNt (h), kM) =
(@21(1)71) =(L,1) :(h(pkﬁplzl(h_l)vkk_l)
= (h,k)-(h, k)" .

Zbyvéa oveérit asociativitu. Plati

((h1, k1) - (ha, k2)) - (ha, k3) = (h1pk, (h2), k1kz2) - (hs, k3)
= (h190k1 (h2)§0k1k2 (h3)7 k1k2k3)

(h1,k1) - ((ha, k2) - (hs, k3)) = (ha, k1) - (har, (h3), kaks)
= (h1¢r, (hapr, (ha)), k1k2ks) |

pricemz ¢y, (ha2pk, (h3)) je rovno i, (ha)@k, (Pr, (h3)) = @k, (h2)Pk,k, (h3)-

4.4 Lemma. At H a K jsou grupy a ¢: K — Aut(H) je homomorfismus
grup. Polozme H = {(h,1); h € H}, K = {(1,k); k € K} aG = S(H, K, p).
Pakplati H< G, K <G, HNK =1 a HK = KH = G.

Diikaz. Vztahy H < G, K < G a HNK = 1 jsou oéividné az (h,1)-(1, k)
(h,k) plyne KH = G. Zbyvé ukazat normalitu H. At je g € H a (h, k)
Hx K. Plati (ha k)'(gv 1)'(90];1(}171)’ kil) = (hwk(g)a k)'(wlzl(hil)v kil)
(her(g)h™,1).

Polozime-li v posledni identité h = 1, vidime, Ze vnitini automorfismus
prisludny prvku (1, k) se na H shoduje s ¢g. To je také diivod, pro¢ pii spl-
néni vztahti uvedenych v zavéru predchoziho lemmatu je mozné G ztotoznit
se semidirektnim soucinem.

Ol ml

4.5 Tvrzeni. At G je grupa s podgrupami H < G, K < G takovymi,
72e HNWK =1 a HK = G. Pro kazdy prvek k € K ozna¢me py, restrikci
vnitfniho automorfismu g — kgk~—! na H. Pak k — ¢}, je homomorfismus
K — Aut(H) a (h, k) — hk je izomorfismus S(H, K, ) — G.
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Diikaz. To, ze p: K — Aut(H) je homomorfismus, plyne z 3.5 a faktu,
7e H je normalni podgrupa G (p vznikne slozenim restrikce homomorfismu
G — Inn(G) na K s homomorfismem Inn(G) — Aut(H), ktery kazdému
vnitfnimu automorfismu pfifazuje jeho restrikci na H — zde uzivdme norma-
litu H). Zobrazeni (h, k) — hk je bijekce H x K na G, nebot z hiky = haks
plyne hy'hy = kek;' € KN H = 1, takie hy = hy a ky = k1. Zbyva ukazat,
7e jde o homomorfismus. OvSem (hy, k1) - (ha, k2) = (h1¢k, (ha), k1ks2) se
zobrazi na hl(pkl (hz)klkg = hlklhgkl_lklkg = hlkl . hzkz. O

5 Sumy abelovskych grup

V této kapitole budeme pracovat pouze s abelovskymi grupami, a proto
budeme pouzivat vyhradné aditivni notaci. V aditivni notaci se inverznim
prvkim fikad opacné a znaci se —a. Neutralni prvek se klade roven 0 a misto
direktni soucin se fikd direktni suma, znaceno P, ; Gi. V abelovské grupé
jsou v8echny podgrupy normaélni, takze faktorgrupu G/H lze sestrojit ke
kazdé podgrupé H < G.

Otéazku, kdy danou Abelovu grupu G je mozno vyjadfit jako direktni
sumu jejich podgrup, je mozno feSit pomoci 4.3. U Abelovych grup vsak
muzeme podminky tohoto tvrzeni formulovat o néco silnéji, nebot pro H; <
G,i €I, je (Hy; i€ I)rovno ) H; = {> ;.  hi; hi € Hy a hy # 0 jen pro
kone¢né mnoho i € I'}. (V zapisu ), ; h; se v dal§im vzdy pfedpoklada, ze
je h; # 0 jen pro koneéné mnoho i € 1.)

Tak, jak je obvyklé, budeme psat G = @, ; H; i v pfipadé, kdy H; jsou
podgrupy G a zobrazeni a: @, ; Hi — G, a()_ hi) = > a(h;) je izomorfis-
mus (viz 4.3 a za nim néasledujici poznamku).

Tvrzeni 4.3 nyni mzeme vyslovit v nasledujici forme.

5.1 Tvrzeni. At G je abelovska grupa a at H;, i € I, jsou jeji podgrupy.

Potom G je rovno @, H;, pravé kdyz je splnéna néktera z nasledujicich

dvou ekvivalentnich podminek.
(i) Plati G = ", Hiaz )

ser i =0, hy € Hy, vZdy plyne h; = 0 pro
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vSechna i € 1.
(ii) Kazdy prvek g € G Ize vyjadFit pravé jednim zpisobem jako
kde h; € H;.

iel hi,
O

At G je abelovska grupa. Prvky koneéného fadu se v abelovskych gru-
pach nékdy nazyvaji torzni. Mnoziné vSech torznich prvka grupy G se rika
torzni cast. Jsou-li vSechny prvky G torzni, mluvime o G jako o torzni grupé.
Je-1i 0 jedinym torznim prvkem G, nazyvame G beztorzni grupa.

5.2 Tvrzeni. At je G abelovskd grupa a T jeji torzni ¢ast. Pak T je
podgrupa grupy G a faktorgrupa G/T je beztorzni grupa.

Ditkaz. Af jsou a,b € T. Pak ra = 0 = sb pro néjaka r > 0, s > 0. Zjevné
plati r(—a) = 0 = (rs)(a+b), takze T je vskutku podgrupa. At r(g+7T) =T
pro né&jaké g € G a r > 0. To znamena rg € T, takZe s(rg) = 0 pro né&jaké
s > 0. Odsud plyne (sr)g = 0, a tedy g € T. Vidime, ze G/T je beztorzni.

O

Podmnozina B abelovské grupy G se nazyva volnd bdze, jestlize libovolné
zobrazeni p: B — H, kde H je abelovska grupa, lze rozsitit na homomor-
fismus ¢: G — H, a navic (B) = G. (Z (B) = G samoziejmé plyne, Ze
homomorfismus v je uren jednoznacné.)

5.3 Lemma.  Piedpoklddejme, Ze By a Bs jsou stejné mohutné mnoziny,
pri¢emz B je volnou bazi abelovské grupy GG, a Bs je volnou bazi abelovské
grupy Gs. Potom jsou G1 a G4 izomorfni.

Ditkaz. Af p: By — Bs je bijekce a at ¢¥1: G; — G2 je homomorfismus
rozsifujici o, zatimco 19: Go — G; je homomorfismus rozsitujici ¢ ~t. Pak
Pa1p1 rozSifuje idp, a Y112 rozsifuje idp,. Protoze idg, také rozsifuje idp,,
1 = 1,2, vidime, zZe plati 291 = idg, a Y192 = idg,, takze 1)1 a 12 jsou
vzajemné inverzni izomorfismy. O

Bud I # (). Podle definice direktni sumy se grupa F' = @, ; Z sklada ze
vSech zobrazeni a : I — Z takovych, Ze a(i) # 0 pro kone¢né mnoho i € I.
Pro kazdé i € I oznacme f; ten prvek a € F, pro ktery a(i) =1 a a(j) =0,
je-lij € I aj#i. Je ziejmé, ze kazdé a € F lze vyjadrit jako > a(i)f;.
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5.4 Lemma. At H je abelovska grupa a at h; € H pro kazdé i € I,
I # 0. Zobrazeni ¢ : F — H, a — Y a(i)h;, je jeding homomorfismus grup
F — H, ktery zobrazi f; na h; pro kazdéi € I.

Dikaz. Je-liy : F — H takovy homomorfismus, musi byt ¥ (a) = (> a(i)
fi) = 22a()y(fi) = > a(i)hi = ¢(a). Piitom pro a,c € F je p(a +¢) =

>(a+c)(ihi = 3 o(a(i) + c(i)hi = Y- a(i)hi + 3 c(i)hi = ¢(a) + w(Cé

Z 5.4 plyne, 7e {f;; @ € I} je volnou bézi abelovské grupy F. Toho
vyuzijeme pro popis vSech volnych abelovskych grup.

5.5 Tvrzeni. At je G abelovskd grupa a at B C G generuje G. Potom je
ekvivalentni:

(i) B je volné béze G;
(ii) G = @, p(b), kde (b) = 7Z pro vSechna b € B;
(iii) pro kazdou kone¢nou podmnozinu C C B plati Y
a. € Z, jediné tehdy, je-li a. = 0 pro kazdé c € C;
(iv) pro kazdou kone¢nou podmnozinu C C B plati) ] .o acc = o bec,

kde a. a b. jsou celd ¢isla, pravé tehdy, kdyz je a. = b, pro vSechna
ceC.

cec cc = 0, kde

Dikaz.  Plati-li (iii) nebo (iv), tak okamzité vidime, Ze kazdé b € B je
nekoneéného faddu. Ekvivalence (ii), (iii) a (iv) je proto jen zvlastnim pii-
padem 5.1. Polozme I = B. Homomorfismus ¢ : F — G, a — > a(b)b,
ktery existuje podle 5.4, je vzdy surjektivni, nebot B generuje G. Pokud
plati (iii), tak je injektivni, takZe je izomorfismem a B = {¢(fp); b € B} je
volnou bazi, protoze je obrazem volné baze. Naopak, je-li B volnou béazi, tak
existuje homomorfismus G — F, ktery zobrazuje b € B na f, € F. Tento
homomorfismus je inverzi ¢, takZze ¢ je izomorfismus i v tomto pripadé, a
proto plati (iii). O

Grupa, ve které lze nalézt (aspoii jednu) volnou bazi, se nazyva volnd.

5.6 Tvrzeni. Kazda konecné generovana beztorzni abelovska grupa je
volna.
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Diikaz. At G je beztorzni a G = (by,...,b,), kde n je nejmensi mozné.
Piedpokladejme, ze G neni volnd, a ze vSech (hy,...,h,) # (0,...,0), které
splituji > 1 | hib; = 0, vyberme takovou, aby h = min{|h;|; 1 < i < n,
h; # 0} bylo nejmensi mozné. Je-li G = (b/4,...,V,,), tak stejnym zptsobem
uré¢ime hodnotu A’ a {by,...,b,} vybereme tak, aby vzdy platilo h < h'.

Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat h; = h. At h nedéli né-
kterou z hodnot h;, napriklad hs. Pak hy = hq+ r, kde g a r jsou cela ¢isla
a0 < r < h. Polozme s = ) . 5hib;. Plati 0 = s + (hq + )bz + hb1 =
s+ rbg + h(gba + b1). Tim vSak dostavdme spor, nebot je G = (b + gba, ba,

b)) ald<r <h.

Vidime tedy, ze h; = hk; pro kazdé i, 1 < i < n, takze Y ., h;b;
se rovna h(Z?Zl kibi), a ki je 1. Ovéem h > 0 a G je beztorzni, takze
i hib; = 0 implikuje Y0 kib; = 0, a tedy by = — ;55 kib;. To je vak
spor s minimalitou velikosti baze. B O

5.7 Tvrzeni. At G je volna abelovska grupa. Pak vSechny jeji volné baze
maji stejnou mohutnost.

Dikaz. Af B;, i = 1,2, jsou dvé volné baze. Kazdy prvek G lze vyjadrit
jako sumu nésobkti konec¢ného pocétu generatort z B;. To jednak znamena,
ze |G| = | Bil, je-li volnd baze B; nekone¢nd, jednak z kone¢nosti By plyne,
ze k vyjadreni prvkd B; potiebujeme jen konecné mnoho prvkia Bs, takze
v takovém pripadeé je i Bs kone¢na. Mizeme tedy predpokladat, ze B a By
jsou konecéné.

Polozme N = {2a; a € G}. Pak N je podgrupa G a je-li {x1, xo, ..., zx}
volna baze G, tak N = {Zle a;z;; a; je sudé}. Odsud plyne |G/N| = 2k,
takze |B;| = | Ba| dostavame z 2!51l = 21521, O

5.8 Tvrzeni. At H je takovd podgrupa abelovské grupy G, ze G/H je
volna abelovska grupa. Pak G = H & F pro néjakou podgrupu F < G,
F=G/H.

Dikaz. UvaZme takovou B C G, Zze b+ H # ¢+ H pro libovolna b, c € B,
b # ¢, aze {b+ H; b € B} je volnd baze G/H. Je-li C C B konetna
ay .coaec€ H,tak Y _~ac(c+H) =0, takze a. = 0 pro véechna c € C.
To ov8em znamend, ze je (B) N H = 0. Protoze {b + H; b € B} generuje
G/H, vidime, ze také plati (B) + H = G, takze lze polozit F = (B). O

34



Sumy abelovskych grup 5

5.9 Dusledek. Je-li G konecné generovana abelovska grupa, tak G Ize
vyjadiit jako T @ F, kde T je torzni ¢ast, ktera je konecné generovana, a F'
je konec¢né generovana volna grupa.

Diikaz. Vzhledem k 5.6 a 5.8 si staci uvédomit, ze je-li G = (M) a N < G,
tak G/N = {(a+ N; a € M). O

Je-li G abelovska grupa a p prvodislo, tak G,y = {a € G; p"a = 0 pro
néjaké n > 1} se nazyva p-primdrni komponenta grupy G. Protoze p"a =0
a p™b = 0 implikuji p"(—a) = 0 a p™>x"™) (g +b) = 0, vidime, Ze G,
tvoii podgrupu grupy G.

5.10 Tvrzeni.  Bud G torzni abelovska grupa. Pak G = @
P znaci mnozinu vSech prvocisel.

peP Gp), kde

Dikaz. Af a € G méa fad nm, pficemz n > 1 a m > 1 jsou nesoudélna. Pak
existuji r, s € Z takova, ze je rn+ sm = 1, takze rna + sma = a, pricemz m
déli fad rna a n déli fad sma. Odsud je patrné, ze plati (G(,); p € P) = G.
Vyberme g € Paat G = (G(,); p € P\{g}). Je-lia € G, ¥ad a neni délitelny
prvocislem q. Proto plati G4 N G=0a zbytek plyne z 4.3. O

Pro torzni grupu G = (B) je kazdy prvek ¢ € G mozno vyjadiit jako
> e @b, kde ap # 0 jen pro kone¢né mnoho b € B, a v téchto pfipadech
je 0 < ap < o(b), kde o(b) je fad prvku b. Odsud plyne, ze G je konetné
generovand, pravé kdyz je konecna.

Af G je abelovskd p-grupa. Pak S = {a € G; pa = 0} zjevné tvori
podgrupu grupy G, fika se ji dolni vrstva. Na S mtizeme pohlizet téz jako
na vektorovy prostor nad télesem Z,, a tim pddem S je mozno vyjadrit jako
Pc5(b), kde B je néjaka baze tohoto vektorového prostoru.

5.11 Lemma. At G je abelovskd p-grupa a at' S je jeji dolni vrstva. Pro
a € G\ S plati, ze je fadu p**, pravé kdyz a + S € G/S je iadu p*.

Diikaz. Af |a+S|=p" aa| = p*, piicemza ¢ S. Jetedy h > 1ak >2.7Z
p(p*~1a) = 0 plyne p*~la € S, takie h < k—1. Z p"a € S plyne h+1 > k.
(I

5.12 Lemma. At G je konecna p-grupa a at' S je jeji dolni vrstva. Necht
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B={g1,...,9k), kde g; € G\ S, 1 <i < k. Potom B=@((g:); 1 <i<k)
pravé kdyz (B +5)/S = @((gi + 5); 1 <i < k).

Diikaz. Podle 5.1 prvni vztah plati, pokud je splnéna implikace

D Aigi=0 = pt

Ai prokazdé ie{l,...,k},

kde p™t, ..., p™* jsou ¥ady prvki g1, ..., gk
7 5.11 vidime, ze druhy vztah odpovida implikaci

ZVi(gi +8)=8 = p" |y prokazdé i€ {l,... k}.
To lze zapsat také jako
SvigieS = p" 'y prokaidé i€ {l,...k}.

Je-li Y v;g; € S, je > prig; = 0, takZe prva z uvedenych implikaci dostacuje
pro platnost druhé.

Nyni budeme dokazovat opaény smér. At > \;g; = 0. Pak > \jg; € 5,
a proto p?"fl | Ai. Mdme g; ¢ S, a tedy h; > 2. Polozme v; = \;/p. Z
p(>Xvigi) = 0 plyne S v;g; € S, takie pli ™t | vy a pl | A O

5.13 Lemma. At G je konecnd abelovska p-grupa. Pak je G mozno vy-
jadrit jako direktni sumu cyklickych grup.

Diikaz. Budeme postupovat indukei dle |G|. Ozna¢me S dolni vrstvu G.
Je-li G = S, tak lemma plyne z toho, ze G miZeme chapat jako vektorovy
prostor nad Z,. At je G # S. Potom z indukéniho pfedpokladu plyne exis-
tence a; € G\ S, 1 <i <k, takovych, ze G/S = (a1 + S) & - - @ {(ar + S).
Oznac¢me H podgrupu G generovanou prvky aq,...,ai. Podle 5.12 je H =
(a1)®- - - @ {ag). Z vlastnosti vektorovych prostort vyplyva existence U < S
takového, ze S = (HNS)® U. Mame HNU =0, a H+ U = G plyne z
H+S=GaSCH+U.Tudiz G = H®U, pficemz kazdy z obou s¢itanci
lze vyjadrit jako direktni sumu cyklickych grup. O

5.14 Lemma. At A;, 1 < i < m, jsou cyklické grupy fadu p®, 1 < ay <
- < am, a Bj, 1 <j <mn, jsou cyklické grupy radu pbi,1<by <--- < by,.
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Je-li B A; = @?:1 Bj;, tak platin = m a a; = b; pro vSechna i, 1 <1i <
n.

Dikaz. Polozme G = @ Ai, at S je dolni vrstva G a af g; generuje A;,
1 <i < m. Prvky p%~1g; lezi v S a kazdy prvek S je jejich jednoznaénou
linearni kombinaci. Proto n = m = dim S. Postupujme déle indukci podle
fadu G. Je-li G = S, neni co dokazovat. At tedy S je vlastni podgrupa G.
Oznaéme my pocet hodnot a;, které jsou rovné 1. Podobné at n; ozna-
¢uje pocet b; rovnych 1. Z 5.12 plyne G/S = (gm, 41+ S) & - & {gm + 5),
takze indukcni predpoklad dava m —mi =m —n1 a am,+1 — 1 = by 41 —
1,...,am — 1 =b,, — 1. Zbytek je ziejmy. O

5.15 Tvrzeni. At G je konecné generovand abelovska grupa. Pak G je
mozno vyjadrit jako direktni sumu cyklickych grup, které jsou bud neko-
necné, nebo radu mocniny prvocisla. Toto vyjadieni je az na izomorfismus
Jjednoznacné.

Diikaz. Existence plyne z 5.9, 5.6, 5.10 a 5.13. Seskupime-li cyklické grupy
koneéného fadu, dostaneme torzni ¢ast T' grupy G. Pocet nekoneénych cyk-
lickych grup odpovida poctu séitanct ve vyjadieni volné grupy G/T. Ten
je vsak jednoznaény podle 5.7.

Seskupime-li cyklické grupy fddu mocniny prvocisla p, dostaneme p-
primdrni komponentu G(,). Jeji rozklad na direktni sumu cyklickych grup
je az na izomorfismus jednoznac¢ny podle 5.14. (]
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6 Divisibilni grupy

V této kapitole se budeme zabyvat pouze abelovskymi grupami. Abelovska
grupa G se nazyva divisibilni, jestlize rovnice nx = g ma feSeni pro kazdé
geGaneZ,n#0.

Nejsnaze pristupnym piikladem divisibilni grupy je aditivni grupa raci-
onalnich cisel.

6.1 Lemma.
(i) Je-li G divisibilni grupa a H < G, tak je i G/H divisibilni.
(ii) Direktni suma €D, ; G; je divisibilni, pravé kdyz kazda z grup G; je

divisibilni.
(iii) Kartézsky soucin [[,.; G je divisibilni, pravé kdyz kazda z grup G;
je divisibilni. O

Dtkaz uvedenych skute¢nosti je snadny. Dale dokazeme, ze pojem divi-
sibilni grupy odpovida pojmu injektivni grupy.

Abelovské grupa G se nazyva injektivni, jestlize pro libovolny monomor-
fismus abelovskych grup a: A — B a libovolny homomorfismus v7: A — G
existuje homomorfismus 3: B — G takovy, ze v = Boa. (Re¢eno neformalné,
homomorfismy do G lze pfetahovat pfes nadgrupy.)

6.2 Lemma. At A a B jsou podgrupy abelovské grupy G. At v: A — H
a: B — H jsou homomorfismy grup. Pfedpokladejme, ze ¢ a 1) se shoduji
na AN B. Pak a+ b ¢(a) + ¢ (b) je korektné definovany homomorfismus
A+ B— H.

Dikaz. Je-lia+b=c+d kde a,c € Aabde B, takza—c=d—1b

plyne p(a) +9(b) = ¢(c) + p(a) —p(c) +9(b) = ¢(¢) +(d) = P(b) + ¢ (b) =
o(c) + (d), takze definice je vskutku korektni. Déle proe € A a f € B

mime p(a Jf; e) + 90+ f) = ((¢(a) + ¢ (b)) + ((¢(e) + ¥(f)), a proto die

6.3 Tvrzeni.  Abelovska grupa G je injektivni, pravé kdyz je divisibilni.

Dikaz. Af G je injektivni, a:nZ — Z vlozeni inkluzi a v(ni) = ig. Z in-
jektivity plyne, Ze existuje homomorfismus §:Z — G takovy, ze o a = 7.
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Potom je n - 3(1) = B(n) = g, takZe rovnice nx = g vskutku m4 FeSeni.

Af je naopak G divisibilni, a: A — B monomorfismus a y: A — G homo-
morfismus. Budeme uvazovat mnozinu M vSech homomorfismta p: C — G
takovych, ze je Ima C C C B a po«a = . Tato mnozina je neprazdna,
nebot obsahuje u:Im o — G takové, ze je p(a(a)) = y(a) pro kazdé a € A.
Jsou-li p;: C; — G prvky M, @ € I, které jsou linedrné usporadany inkluzi,
je User i U;ep Ci — B jisté opét prvek M. Proto dle Zornova lemmatu
lze nalézt u: C — G, které patii do M a které nelze jiz rozsifit. Chceme
dokézat, ze pak je C rovno B. Proto budeme predpokladat, Zze C' je vlastni
podmnozinou B, a ukdZeme, ze v takovém piipadé je p mozno rozsirit. Af
jebe B\CaD=(_C)={mb+c¢; meZacec C}. Budeme se snazit yu:
C — G roz§itit na v: D — G. Nejprve uvézime, ze (b) N C je rovno (nb) pro
néjaké n > 0, a oznacime u(nb) jako h. Protoze h je prvek divisibilni gru-
py G, h = ng pro néjaké g € G. Definujme ¥: (b) — G tak, ze ¥ (mb) = mg
pro kazdé m € Z. Protoze (nb) = ng = h = u(nb), lze podle 6.2 homo-
morfismus v: D — G definovat tak, Ze je v(mb + ¢) = mg + pu(c) pro kazdé
m € Z a kazdé c € C. O

6.4 Dusledek. At G je abelovskd grupa a H < G je jeji divisibilni pod-
grupa. Pak G = H @& C pro néjakou podgrupu C' < G.

Dikaz. At j: H — G oznacuje vlozeni H do G. Podle 6.3 existuje m: G —
H, 7e m o j = idy. Nyni staci polozit C = Ker 7, nebot pro kazdé g € G je
g—7(g) eC. O

6.5 Lemma. At G je divisibilni grupa. Potom jeji torzni ¢ast T je rovnéz
divisibilni.

Dikaz. Af je h € T, n € Z a ng = h pro néjaké g € G. Je-li mh = 0, je
nmg = 0, takze g padne do T'. O

6.6 Dusledek.  Kazdou divisibilni grupu G je mozno vyjadiit jako direktni
sumu beztorzni divisibilni grupy a p-primarnich komponent G ;). VSechny
p-primarni komponenty jsou pritom rovnéz divisibilni grupy.

6.7 Lemma. Bud G beztorzni divisibilni grupa. Je-li h € G an € Z,
n # 0, tak existuje jediné g € G takové, Ze je ng = h. Proq € Q, ¢ = ¢,
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definujme q - h jako (jediné) feseni rovnice bx = ah. Pak G je vektorovy
prostor nad Q.

Dikaz. Je-ling; = ngs = h, tak n(g1 —g2) = 0, a protoZe G je beztorzni, je
g1 = g2. Z bx = ah plyne (bm)x = (am)h pro kazdé m > 0, takZe definice g-h
nezalezi na zpisobu zapisu racionalniho ¢isla ve tvaru zlomku. Zbyva ukézat
q-(hi+h2) =q-hi+q-h2, q1-(g2-h) = (1¢2) - h a (1 +q2) - h = q1-h+gz-h.

Z bx = a(hy + hz2), by = ahy a bry = ahs jisté plyne x = 1 + x2. Je-li
bQ.IQ = CLQh a b1I = a1x2, je také b2b1$ = CLchQh, a konecné z b1I1 = CLlh
a bQIQ = CLQh plyne blbg(xl + IQ) = (a1b2 + CLle)h. O

6.8 Dusledek. Beztorzni abelovska grupa G je divisibilni, pravé kdyz
je izomorifni sumé libovolného poctu kopii aditivni grupy racionalnich cisel.
O

Zbyva charakterizovat divisibilni p-grupy, kde p > 2 je prvodislo.

6.9 Lemma. At G je abelovskéd p-grupa. Potom G je divisibilni, pravé
kdyz pro kazdé g € G ma rovnice pr = g alespon jedno Feseni. Iteraci
dostavame, ze i kazda rovnice pFx = g, k > 1, ma feSeni.

Diikaz. Hledejme FeSeni rovnice nx = g, kde n = p*m, pficemz m je ne-
soudélné s p. At p*h = g. ProtoZe nasobeni m je automorfismem cyklické
p-grupy (h), lze h vyjadfit jako mh'. O

Bud G divisibilni p-grupa a S jeji dolni vrstva. Pro kazdé g € S, g #
0, sestrojime posloupnost hy = 0, h1 = g, he, ..., tak, Ze phj1 = hj.
Z divisibility G plyne, Ze takovéa posloupnost vzdy existuje, byt ¢ ji nemusi
urcovat jednozna¢né. Polozime jesté C(g) = UU;5((h;). Protoze je (h;) C
(hjt+1), je C(g) podgrupa G (pro libovolné u,v € C(g) totiz existuje j > 0,
ze je {u,v} C (h;)).

6.10 Lemma.

(i) C(g) je divisibilni podgrupa G.
(ii) Je-li S = @,c;(9i), 9: # 0, a G je divisibilni, je G = @,c; C(9:)-
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Driikaz.

(i) At je u € C(g) a j > 0 je nejmensi takové, ze u padne do (h;). Pak
u = mh; pro n&jaké m > 0, takze u = p(mhjt1).

(ii) Ukazeme nejprve, ze ze ), ; u; = 0, kde u; € C(g;), plyne u; = 0 pro
vSechna i € I. Postupujme sporem a piedpokladejme, ze ), u; = 0,
piicemz ), ; |u;| je nejmensi mozné. Pak D, |pus| < D c; |ui,
> icrpui = 0, a tedy u; € S pro viechna i € I. To ovéem znamena
u; € (g;) a mdme spor s predpokladem S = P, ;(g:)-

Dokazali jsme, ze je C(g;,) N {(C(g:); ¢ € I a i #ip) =0, takze G
obsahuje podgrupu H = @, ; C(g:). Ta je ovSem divisibilni pod-
le 6.1, a tedy G = H @ C podle 6.4. Protoze H O S, je CNS =0,
takze C =0a G = H. O

6.11 Lemma.  Grupa C(g) je izomorfni p-primérni komponenté C' grupy
Q/Z. Pritom C = {k + Z; 0<a<prak>1}.

Dikaz. Nulovy prvek Q/Z je roven Z a kazdy nenulovy prvek o € Q/Z
lze jednoznacné zapsat jako ¢ + Z, kde 0 < a < b, a a b jsou nesoudélna.
Rad « je roven min{r > 0; 7- ¢ € Z} = min{r > 0; b déli ra} = b. Vyjadieni
p-priméarni komponenty C' ve znéni lemmatu je tedy spravné.

At m:Q — Q/Z oznaduje ptirozenou projekci. Pak zjevné C' = w(D),
kde D = {}; a € Z a k = 0}. Pfitom D je podgrupa Q(+, —,0).

Grupa C(g) je rovna sjednoceni cyklickych podgrup (h;), j > 0, phji1 =
h;. Indukei okamzité dostaneme p’h; ; = h; pro kazdé j > 0,7 > 0.

Definujme ¢: D — C(g) tak, Ze ¢(;%) = ahy. Protoze pro i > 0 je
ahy = ap‘hi;, je definice v korektni (tj. 1/)(1%) = ahy 1 v pripadé, kdy
p déli a). Pro €D a % € D am > max{k, j} mame

a by _ @Pmk+bpmj>
¢<p’“+pj>_w< pm

= (apm*k + bpmfj) o,
=ap™ Fhy + bp" i,

() e (5)
P pm
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a b
P P
takze 1) je homomorfismus.

Je zjevné Imy = C(g) a Kery = Z, takze podle véty o homomorfis-
mu 1.12 je ¢ = o pro izomorfismus ¢: D/Z = C(g). O

Divisibilni p-grupa C' z pfedchoziho lemmatu se nazyva Priferova grupa
a znaéiva se C(poo).

6.12 Tvrzeni. At G = ;5 Hj, kde |H;| = p’, p je prvocislo, a H; C
H,y1 pro kazdé j > 0. Potom je G = C(poo) divisibilni grupa.

Dikaz. Je-li hj generdtor H;, lze jisté nalézt generdtor hji1 grupy Hj i1,
ktery splituje phji1 = h;. Indukei dle j mtiZzeme sestrojit posloupost tako-
vych generatort. Podle 6.9 je G divisibilni, a protoze H; je jeji dolni vrstva,
plyne tvrzeni z 6.11. (]

Shrnutim 6.1, 6.6, 6.8, 6.10(ii), 6.11 a 6.12 dostdvame
6.13 Tvrzeni. Abelovska grupa G je divisibilni, pravé kdyz je sumou

libovolného poctu kopii aditivai grupy Q a Priiferovych grup C(ps ), kde p
probiha vsechna prvocdisla. (]
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4

7 Puasobeni grupy na mnoziné

Bud © mnozina a S(Q) pfislusnd symetrickd grupa. Pidsobenim (¢i akc)
grupy G na Q rozumime kazdy homomorfismus ¢: G — S(Q).

Pro oznadeni takového homomorfismu se misto pismena (zde ¢) pouziva
také binarni symbol (feknéme *). Pak se misto ¢(g)(w) pise g * w. Casty
je také funkciondlni zépis g(w), pfifemz v takovém piipadé je z kontextu
ziejmé, o jakou akci jde.

Ptsobeni ¢ se nazyva vérné, je-li Ker ¢ = 1. Obecné o Ker ¢ mluvime
jako o jadru akce.

7.1 Lemma. At G je grupa a ) mnoZina. Necht g * w je definovdno pro
kazdé g € G a w € Q. Potom * je ptisobenim grupy G na ), pravé kdyz pro
vSechna g, h € G a w € ) plati

(i) g (hxw) = (gh) *w,

(i) 1 *w = w.
Diikaz. Spojenim (i) a (ii) dostavdme g * (97! xw) = w = g7 * (g * W)
pro vSechna g € G a w € Q. Odsud plyne, Ze zobrazeni w +— g *xw je
permutaci pro libovolné g € G, takZe (i) vyjadiuje pravé skutecnost, ze x je
homomorfismem G — S(2). O

Nyni se pfidrzime nejjednodussiho (tj. funkciondlniho) zapisu plisobeni.

7.2 Lemma. At G piisobi na .

(i) Pro kazdé w € Q je G, = {9 € G; g(w) = w} podgrupa G.
(ii) Pro «, 8 € Q pisSme « ~ (3, pravé kdyz existuje g € G takové, Ze plati
g(a) = . Relace ~ je ekvivalence na ).

Diikaz.

(i) Z g,h € Gu plyne (gh)(w) = g(h(w)) = g(w) =w a g~ (w) = w je
patrné z g(g~ ' (w)) = w = g(w).

(ii) Reflexivita a symetrie jsou zfejmé, uvazme transitivitu. At tedy g(a) =
B a h(B) =~. Potom ovSem (hg)(a) = h(g(a)) = h(8) =~. O
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Podgrupa G, se nazyva stabilizdator w a ekvivalenénim tfidam ~ se Fika
orbity transitivity (nebo pouze orbity).

7.3 Lemma. At G piisobi na Q a o € Q. Pro kazdé g € G je gGog~ ' =
Gy(a)- Podgrupa H < G je konjugovand s G, pravé kdyz H = Gg pro
neéjaké B € (), které lezi ve stejné orbité transitivity jako «.

Diikaz. Vskutku h € gGog™! < g thg € Gy & g lhg(a) = a &
h(g(e)) = g(«). Pitom «, 5 € Q lezi ve stejné orbité transitivity, pravé
kdyz g(«) = [ pro néjaké g € G. O

Pusobeni G na 2, které ma jedinou orbitu transitivity, se nazyva transi-
tivni. Plisobeni se nazyva semireguldrni, jestlize G, = 1 pro vSechna « € ,
a requldrni, jestlize je soucasné transitivni a semiregularni.

Je-liT"' C Q a G pusobi na 2, tak g(I') = I plati po v8echna g € G, pravé
kdyz je T sjednocenim (libovolného poétu) orbit transitivity. Je zfejmé, Ze
v takovém pripadé kazdé g € G permutuje mnozinu I', takze z ptsobeni G
na ) zazenim dostavame pusobeni G na I'.

7.4 Lemma. At G pitisobi na Q a I' C Q je orbitou transitivity prvku
a € Q. At g je prvek G a at g(o) = 3. Pak gGo = {h € G; h(a) = 5}
a|l|=|G: Gl

Diikaz. Pro prvek h € G plati gG, = hGy < h7lg € G, & h7lg(a) =
a & g(a) = h(w). Kazdému prvku v € T' pfifadme {h € G; h(a) = ~}.
Dokazali jsme, Ze jde o zobrazeni I' na mnozinu vsech levych rozkladovych
tfid podle G,. Protoze pro kazdé v € T' je v = h(a) pro néjaké h € G,
je toto zobrazeni surjektivni. Pfimo z definice plyne, Ze je také injektivni,
takze vskutku plati |T'| = |G : G| O

Bud H podgrupa G a at Q je mnoZzina vSech levych rozkladovych tiid
podle H. Pro v8echna g,h,k € G plati g(h(kH)) = (gh)(kH) a 1(hH) =
hH. Zobrazeni g:hH +— (gh)H tedy podle 7.1 poskytuji pusobeni G na
Q. Této akci se iika piusobeni translaci G na levych rozkladovych tridach
podgrupy H.

7.5 Lemma.  Uvazme ptisobeni translaci grupy G na levych rozkladovych
tridach podgrupy H. Jeho jadrem je nejvétsi normalni podgrupa N obsazena
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v H. Ptsobeni je transitivni a pro kazdé g € G je stabilizator G4g roven
-1
gHg™ .

Diikaz. 7 (gh~')(hH) = gH plyne, ze jde o transitivni ptisobeni. Pro prvek
h € G plati h € Gyg < (hg)H = gH < hg € gH < h € gHg™'. Je tedy
Gyu = gHg™ ', aspecialné Gy = H. Jadro pisobent lezi ve stabilizdtoru H,
a tedy v H. Staci tedy nahlédnout, ze kazda norméalni podgrupa M < G,
obsazend v H, lezi v jadru. Ovéem M < H implikuje gMg™! = M <
gHg ' = Gy, takze prvky z M vskutku piisobi jako identita. (I

Af nyni Q oznac¢uje mnozinu {kHk~'; k € G}, tj. mnozinu vech grup
konjugovangch s H. Misto kHk~! budeme téz psat *H. Pro vSechna g, h, k €
G plati 9("(*H)) = WM (*H) a *(*H) = *H. Zobrazeni g:"H — 9"H tedy
podle 7.1 poskytuji pisobeni G na Q. Této akci se fika pisobeni G konjugaci
(na podgrupach konjugovanych s H).

7.6 Lemma. Uvazme piisobeni G konjugaci na podgrupach konjugova-
nych s podgrupou H. Jeho jadrem je nejvétsi normalni podgrupa N obsa-
zend v normalizatoru N (H). Pisobeni je transitivni a pro kazdé g € G je
stabilizator G p,-1 roven Ng(9Hg ') = gNg(H)g ™.

Dikaz. Z 9" DM = 9H plyne, ze jde o transitivnf piisobeni. Pro h € G
plati h € Gy, < "(gHg ') = gHg ' < h € Ng(H). Jadro piisobeni
je tedy obsazeno v Gy = Ng(H) a pro kazdé M < G, M < Ng(H),
g € G, madme IM = M < 9(Ng(H)) = Ng(“H). (Pro ovéfeni vztahu
9(Ng(H)) = N¢g(°H) je dobré si uvédomit, ze Ng(p(H)) = ¢(Ng(H))
plati pro libovolny automorfismus ¢ € Aut(G) > Inn(G).) O

Kombinaci 7.4 a 7.6 dostavame

7.7 Dasledek.  Podgrupa H grupy G je konjugovana s pravé |G : Ng(H)|
podgrupami. (I

7.8 Poznamka.  Pusobeni translaci je mozno obecnéji definovat na mno-
7iné P(G) vSech podmnozin grupy G predpisem g: A — gA. VySe popsané
pusobeni je ztizenim této akce na orbitu levych rozkladovych t¥id podgru-
py H.
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Podobné plisobeni konjugaci lze definovat na P(G) jako g: A — 9A, kde
1

9A rozumime gAg~.
7.9 Poznamka. Zde uvedené definice predpokladaji skladani zobraze-
ni zprava doleva. P¥i opa¢ném sméru sklddani zobrazeni bychom uvazovali
pusobeni translacemi zprava, a tedy bychom pracovali s ptisobenim transla-
ci na pravych rozkladovych tiidach H. Podobné pii ptisobeni konjugaci
bychom uvazovali zobrazeni g: A — A9, kde A9 = g~ 1Ag. V literatufe je
oznadeni, které vychazi ze skladani zleva doprava (tedy z opa¢ného sméru,
nez jaky pouzivame), daleko rozsifenéjsi.

Je-li o: X — Y bijekee, tak je zvykem znacit ¢, zobrazeni S(X) —
S(Y'), které zobrazi permutaci v na @yp L.

7.10 Lemma. At p: X — Y ay:Y — Z jsou bijekce. Potom jsou zob-
razeni p,: S(X) — SY) a ¥.:S(Y) — S(Z) izomorfismy grup a plati
0ss = (p0)« a (‘pil)* = (‘P*)71

Diikaz. Pro viechna v € S(X) je (¢ Hspx(7) = ¢ Heyp 1) = v a po-
dobné je p.(p~1)«(7') = 7' pro kazdé v € S(Y). Proto jsou zobrazeni
(p71). a @, vzadjemnd inverzni. Jsou-li 71 a vo dvé permutace X, je . (7172)
TOVNO Y1720 1 = o1ty = 0u(71)ps(72). Koneénd pro kazdé

v € S(X) plati P.p.(7) = Wey(e ') = (Ye)y(he) ™ = (W)*E

Dvé piisobeni ¢: G — S() a ¢: G — S(T') nazveme ekvivalentni, prave
kdyZz existuje bijekce a: Q — T takovd, Ze plati ¥ = a.¢. (VSimnéte si, ze
1 = aup plati pravé tehdy, kdyz je rovnost ¥ (g)a = ap(g) splnéna pro
kazdé g € G.)

7.11 Tvrzeni. At v je transitivni ptisobeni G na mnozinéT, v €T a H =
{9 € G; ¥(9)(v) = v}. Uvazme piisobeni G translacemi na mnoziné €}
vsech levych rozkladovych tiid H a oznacme toto pisobeni . Definujme
zobrazeni a: @ — T tak, ze a(gH) = 1(g)(). Pak « je korektné definovéno,
je to bijekce a plati 1) = .

Diikaz. At gH = kH, kde g,k € G. Potom g~k € H, takze ¢(g~k)(y) = 7,
a tedy ¥(g)(7) = ¥(9)¢(9~k)(7) = ¥(k)(7). Zobrazeni a je tedy korekt-
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né definovano. Z a(gH) = a(hH) plyne ¢(h=1g)(y) = v, tedy h=g € H
a gH = hH. Vidime, Ze « je injektivni zobrazeni. Protoze v je transitivni
akce, 1ze pro kazdé n € T' nalézt g € G, ze je ¥(g)(y) = n, takze n = a(gH).
Dokézali jsme, ze a: Q — T je bijekce. Zbyva ovétit ¥ (g)a = ap(g). Pro
kazdé h € H oviem plati ¥(g)a(hH) = ¢¥(gh)(y) = a(ghH) = ap(g)(hH).

O

7 tvrzeni 7.11 tedy plyne, Ze kazdé transitivni pusobeni G je ekvivalent-
ni ptisobeni translaci na levych rozkladovych tiidach vhodné podgrupy H.
Podle 7.5 je toto ptsobeni regularni, pravé kdyz H je trivialni podgrupa,
tj. H = 1. Je-li H = 1, tak rozkladové tiidy podle H jsou pravé jednobo-
dové mnoziny {g}. Ztotoznime-li {g} a g, vidime, %e v tomto piipadé jde
o pusobeni levymi translacemi

Ly:G— G, g ag.

Kazdé regularni ptsobeni G je tedy ekvivalentni ptisobeni levymi transla-
ceni.

8 Sylowovy véty

At G je kone¢nd grupa fadu n a p > 2 je prvoéislo. V mnoziné M,(G)
podgrup H < G takovych, ze |H| je mocnina p, uvazme maximdlni pod-
grupy. Témto podgrupam se iika Sylowovy p-podgrupy a jejich mnozina se
znaci Syl,(G). Je tedy Syl,(G) = {P € My(G); pro vSechna H € M,(G)
z H DO P plyne H = P}.

Jestlize p nedéli n, tak Sylp(G) je podle Lagrangeovy véty mnozina,
ktera obsahuje pouze trividlni grupu. Predpoklddejme, ze p déli n. K tomu,
abychom védéli, ze Sylowovy p-podgrupy jsou netrivialni, staci ukazat, ze G
obsahuje alespon jeden prvek fadu p.

8.1 Lemma.  Budte p prvocislo, G konecna grupa a at p déli
obsahuje alespon jeden prvek radu p.

G|. Pak G
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Diikaz. Postupujme indukei podle |G|. Pfedpokladejme, Ze je g € G\ Z(G).
Potom Cg(g) je vlastni podgrupa G, a v pfipadg, ze p déli |Cs(g)|, muze-
me pouzit indukéni predpoklad. At pro viechna g € G\ Z(G) prvoéislo p
nedéli |Ce(g)|. Pak podle Lagrangeovy véty p déli |G : Ca(g)l, a z 3.11 do-
stavame, ze p musi délit i Z(G). Nyni jiz staci pouzit klasifikaci kone¢nych
abelovskych grup (7). O

Protoze piedpokliddame, ze p déli n = |G|, je mnozina Syl,(G) neprazd-
na. Vyberme P, Q € Syl,(G), pficemz miize byt i P = Q. Je-li p € Aut(G),
tak je jisté o(P) € Syl,(G). Proto plati i P C Syl,(G), kde P = {gPg™";
g € G}. Uvazme, jak @ ptlisobi na P konjugaci. Z lemmatu 7.4 plyne, Ze veli-
kost kazdé orbity akce @) na P je rovna mocniné prvocisla p, pfi¢emz orbita
je jednobodové (a tedy rovna {gPg~!} pro n&jaké g € G), pravé kdyz pro
viechna h € Q je hgPg~h=! = gPg~!. To ale znamena @ < Ng(gPg™ 1),
a protoze R = gPg~! je normalni v Ng(R), je QR podgrupa podle 1.20,
ptifemz jeji fad je roven |QR: Q|- |Q| = |R: Q N R| - |Q| podle Tteti véty
o izomorfismu 1.23. Tudiz QR je opét fadu mocniny prvocisla p a z maxi-
mality @ a R vyplyva @ = QR = R. Formulujme ucinéné pozorovani jako
lemma.

8.2 Lemma. At prvocislo p déli fad konecné grupy G, P € Syl (G)
aP ={gPg~'; g € G}. Bud také Q € Syl,(G) a uvazme piisobeni Q na
P konjugaci. Toto piisobeni poskytuje nanejvys jednu jednobodovou orbitu,
a to prave tehdy, kdyz plati Q € P. Velikost ostatnich orbit je rovna nékteré
kladné mocniné prvocisla p. O

Podle 8.2 je tedy |P| =1 mod p, jestlize je @ € P, a |P| =0 mod p,
jestlize je @ ¢ P. OvSem definice P nezdvisi na volbé Q. Za Q lze vzdy
zvolit P, a protoze P patii do P, musi vzdy nastat prva moznost, tj. |[P| =1
mod p. JelikoZ nemiize sou¢asné platit [P| = 1 mod p a |P| = 0 mod p,
vidime, ze je Syl,(G) C P, a tedy Syl,(G) = P. Dokazali jsme:

8.3 Tvrzeni. At prvodislo p déli ¥4d kone¢né grupy G. Potom vsechny
Sylowovy p-podgrupy grupy G jsou konjugovany a jejich pocet je roven
kp + 1 pro néjaké k > 0. O

7 tvrzeni 8.3 plyne, Ze vSechny Sylowovy p-podgrupy G maji stejny fad
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p*, kde p* déli n = |G]|.

8.4 Tvrzeni. At G je konecnd grupa rddu n = p"m, kde p je prvoéislo, p
nedéli m a r > 1. Potom kazda Sylowova p-podgrupa grupy G ma iad p".

Diikaz. Podle 8.3 a 7.7 je [Syl,(G)| = |G : Ng(P)| =1 mod p, kde P €
Syl,(G). Z Lagrangeovy véty mame |G| = |G : Ng(P)| - [Ng(P) : P|-|P|,
takze staci ukézat, Ze p nedéli |Ng(P) : P|. Pfedpokladejme opak a at m:
Ng(P) — Ng(P)/P je pfirozeny homomorfismus. Z 8.1 plyne, Zze Ng(P)/P
obsahuje prvek a fadu p. Pak oviem 71 ((a)) je podgrupa Ng(P) fadu p-| P,
coz je spor s volbou P € Syl,(G). O

Z lemmatu 8.1 a Lagrangeovy véty také plyne, Ze konecéna grupa G
obsahuje prvek prvodéiselného fadu p, pravé kdyz p déli |G|. To mimo jiné
znamena, ze konecna grupa je p-grupou, pravé kdyz je fadu mocniny p.

Bud H né&jaka netrividlni p-podgrupa koneéné grupy G. Potom existuje
podgrupa P € Syl,(G), ze plati H < P. Pfitom P je nilpotentni (3.13), a te-
dy Tesitelnd. Predpokladdejme, ze je H # P. V piisti kapitole (tvrzeni 9.8)
ukdzeme, Zze v kazdé nilpotentni grupé K z M < K plyne M < Ng(M).
Proto je i H < Np(H), takze H je subnormélni podgrupa P a lezi v né-
jaké kompozi¢ni fadé grupy P. Protoze faktory kompozicni fady konecné
fesitelné grupy jsou cyklické a prvociselného fadu, vidime, ze pro vhodnou
podgrupu U < P plati H < U a |U : H| = p.

8.5 Tvrzeni.  Bud G konecnd grupa fadu n a p bud prvoéislo. At H je
podgrupa grupy G fadu p*, k > 0, a at p*+1 déli n. Potom existuje grupa
K < G tadu p*+! takova, Ze je H < K. O

Tvrzeni 8.3, 8.4 a 8.5 se nazyvaji Sylowovy véty.
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9 Nilpotentni grupy

Tuto kapitolu zahajime nékolika pozorovanimi, ktera se tykaji mnozinovych
operatort a stoji vné teorie grup.

At S je néjaky systém podmnozin mnoziny ¥ aat a:S - Sa 3:S — S
jsou zobrazeni. Budeme vzdy predpokladat, ze plati

(0) ¥ € S a S obsahuje nejmensi prvek I.

Pro kazdé S € S tedy plati S D I a soucasné je {I,X} C S. Uvedené
podminky jsou splnény, napiiklad je-li S uzavérovy systém nad X.

Uvézime jesté tyto podminky:

(1) jsou—li Sl,SQ cSa Sl Q SQ, tak je 01(51) g OL(SQ) a 6(51) g 5(82),

(2) aB(S) 2 S a Ba(S) C S pro kazdé S € S.

9.1 Lemma. At plati (0) a (1).
(i) Jsou-li I = Ao, A1, A, ... Ay, takové mnoziny z S, ze je A;y1 C a(4;)
pro vSechna i, 0 < i < m, tak je A, C a™(I).
(ii) Jsou-li ¥ = By, B, Ba, . .. B, takové mnoziny z S, Ze je B;+1 2 38(B;)
pro vSechna i, 0 < i < n, tak je B, O 8"(%).

Drikaz. Indukci podle i dokdZeme A; C of(I). Piipad i = 0 je ziejmy, af
tedy A; C o'(]) plati a je 0 < i < m. Pak dle (i) mame A;11 C a(4;) C
a'*1(I). Druh4 ¢4st se dokdze podobné. O

9.2 Lemma. At plati (0), (1) a (2). Jestlize ™ (I) = ¥ pro néjaké n > 0,
tak 8™ (X) = I pro néjaké m > 0, a naopak. Jsou-li n a m nejmensi mozna
¢isla uvedenych vlastnosti, tak plati n = m a pro kazdé i, 0 < i < n, je

al(I) 2 g i(x).

Dikaz. Predpokladejme o"(I) = ¥ a at n je nejmensi mozné. Polozme
Bi=a"(I),0<i<n.Pak By=3, By =1 aa(Biy1) = B, jeli 0 <
i < n. Podle (2) je Bit1 2 Ba(Bit1) = B(B;), takze B; = o™~ (1) D B (%)
plati podle 9.1 (ii), a je tedy ™(X) =1 an > m.

Podobné z ™(X) = I, kde m je nejmensi mozné, dostdvame pro A; =
AU, ze je Ag = I, Ay = X a B(Air1) = Ai, 0 < i < m. Podle (2) je
Ai+1 g O[ﬁ(AH_l) = Oé(Ai), takze 9.1 (1) 1mp11kuJe Al = 5m71(2) g ai(I),
a mame o™ (I) =X, m > n. O
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Bud nyni G grupa. Pfedchozi poznatky budeme interpretovat v situaci,
kdy je ¥ = G a S oznacuje svaz vSech normélnich podgrup grupy G.

Je-li H < G, tak a(H) at (na chvili) oznacuje 7~1(Z(G/H)), kde m:
G — G/H je ptirozeny homomorfismus. Podobné at S(H) oznacuje grupu
G, H].

Z H <4 G plyne a(H) < G podle 3.3 a 1.18. To, ze plati (H) < G,
dostavame z néasledujiciho lemmatu.

9.3 Lemma. At G je Q-grupa a H i K jsou Q-normélni podgrupy G.
Potom je [H, K] rovnéz Q-normélni podgrupa G a plati [H, K] C HN K.

Dikaz. Budte w € QU Inn(G), h € H a k € K. Potom w([h,k]) =
[w(h),w(k)], pfitemz w(h) € H a w(k) € K. Odsud plyne, ze [H, K] je
Q-normélni. Uvazme nyni prvky h € H a k € K. Pak [h,k] = (h=*k1h) -
k € K asoucasné [h, k] = h~!. (k= 'hk) € H. O

9.4 Lemma. Pro H <G plati H < G, pravé kdyz je [H,G] < H.

Diikaz. Af je h € H a g € G. Potom ghg~! padne do H, pravé kdyz
ghg~'h~! padne do H. (I

9.5 Lemma. At H < K < jsou grupy. Potom [K,G] < H plati, pravé
kdyzje H< G a K/H < Z(G/H).

Dikaz. 7 [K,G] < H plyne [H,G] < H, takze podle 9.4 mtZzeme pted-
poklddat H < @. Pak [K,G] < H <= pro vSechna k € K, g € G je

kg7 kgH = H, tedy kgH = gkH <= kH € Z(G/H) pro vsechna
ke K < K/H < Z(G/H).

O

Afje HIG, K<GaH<K.Pakjejists i a(H) < a(K) a B(H) <
B(K). Je-i K = a(H), tak podle 9.5 je [K,G]| = fa(H) < H. Je-li H =
B(K), tak opét podle 9.5 mame K/H < Z(G/H), takze af(K) > K.
Podminky (0), (1) a (2) jsou pro operatory a a (3 tedy splnény.

Posloupnost podgrup Hy < H; < --- < H, grupy G takovych, Ze je
[H;,G] < H;—1 pro vSechna ¢, 1 < i < r, se nazyvéa centralni tada. Podle
94je H; 9G,0<j<r.

Pro ¢ > 1 definujeme ~;(G) tak, ze v1(G) = G a v,11(G) = [7i(G), G.
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Z 9.3 plyne, ze v;(G) je Giplné charakteristickd podgrupa grupy G. Posloup-
nosti v1(G) > 72(G) > 13(G) > ... se iikd dolni centrdlni fada.
Aplikaci 9.2 a 9.1 na centralni fady dostavame:

9.6 Tvrzeni. Bud G grupa a s > 0. Nésledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) G je nilpotentni grupa stupné s;
(ii) ¥5(G) = G, pFicemz s je nejmensi této viastnosti;
(iii) vs+1(G) = 1, pficemz s je nejmensi této vlastnosti. O

9.7 Tvrzeni. Grupa G je nilpotentni, pravé kdyz existuje alespori jedna
centralni fada 1 = Hy < H; < --- < H, = (. Piitom je r > s, kde s je
stuperi nilpotence G. Pro kazdé i, 0 < i <r, plati H; < 9;(G) a vi+1(G) <
H,._;. O

Nyni pristoupime k charakterizaci kone¢nych nilpotentnich grup. Zac¢ne-
me obecnéjsim tvrzenim.

9.8 Tvrzeni.  Je-li H vlastni podgrupa nilpotentni grupy G, je H i vlastni
podgrupou svého normalizdtoru Ng(H).

Dikaz.  Zvolme i > 0 nejvétsi takové, ze je ¥;,(G) < H. Potom je ¥;41(G) \
H nepréazdna mnozina a 9;,1(G)/9:(G) = Z(G/V:(G)) < Nayo,(q)(H/9:(G))
implikuje ¢;11(G) < Ng(H). O

9.9 Dusledek.  Kazda maximalni podgrupa nilpotentni grupy je normalni.
O

Abychom ukéazali, ze tvrzeni 9.8 a dusledek 9.9 je mozné u koneénych
grup obratit, poukazeme nejprve na Sirokou t¥idu podgrup, které jsou rovny

svému normalizatoru.

9.10 Tvrzeni.  Budte G konecénd grupa, p prvocislo a P Sylowova p-pod-
grupa G. Je-li G > H > Nq(P), je H= Ng(H).

Diikaz. Uvazme libovolné a € Ng(H). Pak z P < H plyne aPa~! < H,
takze je {P,aPa~'} C Syl,(H). To znamené, 7e aPa~" = hPh~! pro n&jaké
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he Haa'he Ng(P). Z Nog(P) < Hméme a *h € H,atedyiac H.
(]

9.11 Lemma.  Budte Gj, j € J, grupy a at G =[], ; G;.

(i) Pro kazdé i > 0 plati 0;(G) = [1 ;¢ ¥i(G;).
(ii) Pro kazdé i > 1 plati v;(G) = [{;c; 7i(Gy)-

Dikaz. Diikaz provedeme indukci, pficemz prvni krok je v obou pripadech
trivialni.

(i) Pro a € G plati a € ¥,41(G), pravé kdyz je [a,g] € 9;(G) pro kazdé
g € G, coz podle indukéniho pfedpokladu znamend [a(j),g(j)] €
9;(G;) pro kazdé j € J, ¢ili a(j) € ¥,41(G;) pro kazdé j € J.

(ii) Grupa 7,4+1(G) je generovana mnozinou {[g,al; g € G,a € v(G)},
kterdzto mnozina v kazdé ze slozek j € J generuje podle indukc-
niho pfedpokladu grupu v;+1(G;), takze vskutku plati v,41(G) =
HjeJ Yi+1(Gj). i

9.12 Tvrzeni. Bud G konec¢nd grupa. Nésledujici podminky jsou ekviva-
lentni.

(i) G je nilpotentni;

(ii) kazdd vlastni podgrupa G je vlastni ve svém normalizétoru;
(iii) vSechny maximélni podgrupy G jsou normélni;

(iv) vSechny Sylowovy podgrupy G jsou normalni;

v) G je soucin svych Sylowovych podgrup.

Diikaz. Implikace (i) = (ii) plyne z 9.8; (ii) = (iii) je zfejmé; (iii) = (iv)
plyne z 9.10, nebof podgrupa obsahujici Ng(P), P € Syl,(G), by nebyla
normélni; dale (v) = (i) dostdvame z 3.13 a 9.11. Zbyva dokézat (iv) =
(v).

At p1, ..., pi jsou vSechny prvociselné délitele |G| a at Py, ..., P
jsou odpovidajici Sylowovy podgrupy. Z P; < G plyne, Zze P; je jedinou
Sylowovou p;-podgrupou, takze P; se sklada pravé ze vSech prvkia radu
mocniny prvocisla p;. Prvek fadu pi*...p,* je soufinem prvki fadu pi’,

oy i (viz. (7)), takze plati G = (P;; 1 < i < k). Podle 9.3 plati [P;, P;] <
P, NP; =1, kdykoliv je 1 <+¢ < j < k, takze prvky z P; a prvky z P; spolu
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komutuji. Odsud plyne, ze fad grupy (P;; 1 <j < k a i # j) neni délitelny
pi, tudiz je PN (Pj; 1 < j<kai#j)=1. Nynijiz lze pouzit 4.3. O

10 Volné grupy a jejich podgrupy

Mnozina X se nazyva volnd bdze grupy G, jestlize X generuje G a kazdé
zobrazeni f: X — H, kde H je grupa, lze rozsifit na homomorfismus g:
G — H. (Z 1.26 okamzité plyne, ze f urfuje g jednoznaéné.) Grupa G se
nazyva volnd, jestlize ma (alespoii jednu) volnou bazi.

10.1 Lemma. At G je volnd grupa s bazi X a H je volnd grupa s baz{ Y.
Maji-li X a'Y stejnou mohutnost, je G = H.

Diikaz. Bijekce f: X — Y a f~1:Y — X lze rozsifit na homomorfismy g:
G — H a h: H — G. Potom ztzeni hg na X a gh na Y jsou identity, takze
musi byt i hg =idg a gh = idy. O

Bud nyni X néjaka neprazdnd mnoZina a predpoklddejme, ze X 1 =
{z71; x € X} m4 s X prazdny prinik. Pfitom (z7!)~! ztotozilujeme s z,
a to pro kazdé x € X. Af W je volny monoid slov nad X*' = X U X1,
tj. W = {x1...2,; 7; € Xt n > 0}. Na W pohlizime jako na mnozinu
s bindrni operaci sklddani slov (kde 1 ... Zp Y1 .. . Y = T1 .- Tp Y1---Ym)
a s nularni operaci prazdného slova A.

Jestlize pro u,v € W lze nalézt slova uj,us € W a z € X+ ze je
¥ = u1zT 'us a v = uyug, budeme psét (u,v) € o. Nejmensi ekvivalenci
na W, ktera obsahuje relaci g, ozna¢me ~. Pfitom u ~ v zfejmeé plati pravé
tehdy, lze-li najit posloupnost u = uy, ..., uxy = v takovou, ze je k > 0 a pro
kazdé i, 1 <i <k, je bud (u;—1,u;) € o nebo (u;,u;—1) € o.

Z u ~ v zjevné plyne wu ~ wv a uw ~ vw pro libovolné w € W. Je-li
U ~ U1 a uz ~ vz, tak madme ujuy ~ viug ~ vivy. Oznacme [u] t¥idu
ekvivalence ~ obsahujici u. Pravé jsme ukdzali, Ze na W/~ lze vztahem
[u]- [v] = [uv] korektné definovat bindrni operaci. Tato operace je asociativni
a [A] je jejim jednotkovym prvkem. Pro u = zy ...z, € W polozme 4 =
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;. .:El_l. (Casto se misto @ piSe rovnou u~1.) Zjevné z (u,v) € o plyne
(@, ) € o, takZe definice [u]~! = [a] je korektni. Protoze je ui ~ tu ~ A,
vidime, Ze jsme na W/~ definovali grupovou strukturu. O této grupé zahy
ukazeme, zZe je volna.

Slovo u € W nazveme redukované, jestlize nelze nalézt v € W tak, aby
platilo (u,v) € p.

10.2 Lemma. Kazda tiida ekvivalence ~ obsahuje pravé jedno reduko-
vané slovo.

Diikaz. Neni-li slovo redukované, lze z néj postupné vypoustét dvojice
zx~ ', x € X*1 ato az do chvile, kdy v ném zadnou takovou dvojici nelze
nalézt. Kazda tfida ~ tedy obsahuje alesponn jedno redukované slovo. Je
v8ak tfeba ukézat, Ze pro kazda dvé redukovand slova u,v € W z u ~ v
plyne u = v.

Postupujme sporem. Pro kazdé w = z1 ...z, € W oznaéme [(u) jeho
délku, tedy I(u) = n. At u,v € W poskytuji nejmensi protiptiklad ve smyslu,
Ze je u # v, u ~ v, u a v jsou redukovand, priCemz lze sestrojit posloupnost
u=ug, ..., ur = v, ve které je (u;—1,u;) € o nebo (u;,u;—1) € o pro kazdé
i, 1 <14 <k, asoucet l[(ug) + -+ + l(ug) je nejmensi mozny. Spor obdrzime

nalezenim posloupnosti u = ug, ..., uj, = v, ve které bude (u}_;,u’;) € o

nebo (uf;,u);_;) € o pro kazdé j, 1 < j <k, a Zf/zol(u;) < Zf:o ().

Protoze ug a uy, jsou redukovand, musi byt (uy, ug) € o a (ug—1,ux) € o.
Je tedy 1(u1) > l(uo) a l(ux) < l(ug—1). At I(u;) nabyva pro ¢ = r nejvétsi
mozné hodnoty. Pak je 1 < r < k a plati (up,u,r—1) € 0 & (Up,Uurs1) € .
Miizeme tedy u,_ zapsat jako ab, u,1 jako cd, pfi¢emz existuji z,y € X *1,
Ze u, = axz b = cyy~ld.

Protoze misto posloupnosti ug, ..., ur bychom mohli vySetfovat po-
sloupnost uy, ..., ug, lze pfedpokladat I(a) < i(c). Je-li i(a) = l(c),je a = ¢,
b=d, x =y, ur—1 = ury1 a podposloupnost u,_1, u,, ur+1 lze nahradit
jednoélennou posloupnosti u,_;. Lze tedy predpoklddat I(a) < I(c).

Atjel(c) =l(a) + 1. Pak c = az, y = 2% a b = y~ld, takie u, =
arxz lzd a u,_1 = azxd = Up41.

Zbyva piipad I(c) > l(a) + 2. Potom b lze zapsat jako b'd” tak, ze ¢ =
azz— 'V, a tudiz v, = axz~W'yy1d, u,_1 = abyy~'d a u,y1 = azz—lbd.
Polozime-li w]. = ab'd, je (ur—1,ul) € 0, (urt1,u.) € o, takze podposloup-
nost u,_1, Uy, Ur4+1 1ze nahradit posloupnosti u,_1, u., wpy1. O
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10.3 Tvrzeni.  Grupa W/~ je volna a {[z]; © € X} je jeji volnd baze.

Dikaz. Af H je grupa a f: X — H je zobrazeni. Definujme zobrazeni g:
W/~ — H tak, ze pro u = 27*...2i» € W, kde ¢; € {-1,1} a z; € X,
polozime g([u]) = (f(x1))** ... (f(zy))®. Je-li (u,v) € g nebo (v,u) € p,
je hodnota g¢([v]) urcena stejné, a proto je definice g korektni. Z g([uv]) =
g([u])g([v]) plyne, Ze jde o homomorfismus.

Protoze v kazdé t¥idé ekvivalence ~ lezi pravé jedno redukované slovo,
muzeme volnou grupu s bazi X sestrojit také jako mnozinu F' vSech redu-
kovanych slov nad X, kde pro u,v € F je u - v rovno u'v’ tak, 7e u = v/w,
v=w"1v" au'v' je redukované slovo. Slovo w je zjevné uréeno jednoznaéné
a odpovidd maximalnimu koncovému tseku u, ktery se v inverzni podobé
zrcadli na pocatku slova v.

10.4 Tvrzeni. Bud' G volna grupa a at X je jeji volnd baze. Uvazme
prirozeny homomorfismus m: G — G/G'. Pak w(X) je volnd baze abelovské
grupy G/G', pficemz w(X) a X maji stejnou mohutnost.

Dikaz. Uvazme volnou abelovskou grupu H s bazi Y, pficemz a: X — Y
je bijekce a 3: G — H prislusné rozsifeni. Podle 3.14 je Ker 8 > @', takze
pro vSechna z1,12 € X z 211G’ = x2G’ plyne 1 Ker 8 = z3 Ker 3, a tedy
i B(xz1) = B(x2) a 1 = xo. Zobrazeni 7 je proto na X injektivni. At A je
abelovska grupa a f:m(X) — A né&jaké zobrazeni. Zobrazeni f' = f o m:
X — A je moZno rozsifit na ¢': G — A, pii¢emz Ker ¢’ > G’ dle 3.14. Podle
Véty o homomorfismu 1.12 lze tedy ¢’ vyjadfit jako gom, kde g: G/G' — A,
pfitemz pro z € X je g(n(z)) = ¢'(x) = f'(z) = f(w(x)). O
10.5 Dusledek. At F; je volna grupa s bdzi X;, 1 = 1,2. Pak ] = F5,

pravé kdyz X, a Xo maji stejnou mohutnost.

Diikaz. Implikace zprava doleva je obsahem lemmatu 10.1. Obracenou im-
plikaci prevadi predchozi tvrzeni 10.4 na jiz zndmé tvrzeni 5.7 pro volné
abelovské grupy. |

Chceme-li ovérit nékterou z vlastnosti volné grupy, byva vyhodné pra-
covat s grupou redukovanych slov nad néjakou mnozinou X. Tuto grupu
budeme znacit F(X).
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V grupé F(X) zapis uj ...u, znamend vysledek (opakované) grupové
operace. Redukované slovo u = u; . .. ug se, jak vime, nemusi rovnat slovu v,

které vznikne pouhou konkatenaci slov uy, ..., ug. (Pfitom v = v nastane,
pravé kdyz v je redukované.) Pokud vSak fekneme, Ze u; . . . ux je redukované
slovo, tak tim budeme minit, Ze konkatenace slov uq, ..., ux je redukované

slovo (tedy, 7ze nastavé pfipad u = v).

Uvédomte si, Zze uvedena konvence je pomérné prirozena. Jestlize totiz
tikam, ze uq ... ux je redukované slovo, tak tim naznacuji, Ze nevyznacenou
bindrni operaci interpretuji jinak nezli jako bindrni operaci grupy F(X),
protoze vysledek této operace je redukované slovo vzdy.

Abychom se v dalsimi vyhnuli jakymkoliv nedorozuménim, vyjmenujeme
nyni explicitné podminky, za kterych plati, ze u; ... ug je redukované slovo.

Pfedné musi byt vSechna slova ug, ..., ur redukovand (jsou to prvky
F(X)). Protoze 1 odpovidé prazdnému slovu, mize byt kterykoli z prvki
u; roven 1. Je-i 1 < i < j <k, u; #1, u; # 1, u, = 1 pro vSechna r
spliwjici i < r < j, € X*! je posledni symbol u; a y € X*! je prvni

symbol u;, tak musi platit z # y~1.

10.6 Tvrzeni. Bud G = (X) grupa. Pak X je volnou bazi G, jestlize
it ...xsr # 1, kdykoliv je n > 1 a pro kazdé i, 1 < i < n, plati z; € X,
g; € {—1,1}, pfi¢emz pro i < n je x; # x;+1 nebo €; # —¢c;y1.

Dikaz. Af F(X) je volnd grupa redukovanych slov nad X, pfi¢emz g:
F(X) — G je epimorfismus, ktery splituje g(x) = = pro vSechna = € X.
Tento epimorfismus je injektivni, pravé kdyz je splnéna podminka tvrzeni.

O

10.7 Lemma. BudY C F(X) a at kazdé y € Y je rovno redukova-
nému slovu a,byc,, kde b, je rizné od 1. At je Y NY ™! = ) a polozme
a,-1 = (¢y)™t, b1 = (by)' ac,-1 = (ay)”'. Predpoklédejme, Ze pro
libovolna y, z € Y1 jez splituji z # y~ ' a kde délka a, nepiesahuje délku
¢z, 1ze nalézt slovow, , € F(X) takové, Ze plati zy = a,b,w, ,byc,, pficemz
posledni slovo je redukované. Potom Y je volnd béze grupy (Y').

Diikaz. Budtey,z € Y,y~! # 2. Pak w, , € F(X) takové, Ze a b, w, ,bycy

je redukované slovo, jez je v F(X) rovno zy, existuje bez ohledu na délky
ay a c.. Je-li totiz délka a, = (c,~1)"' vétsi nez délka c. = (a,-1)7",
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je (zy)7! =y~ 27! v F(X) podle nagich ptedpokladii rovno redukované-
mu slovu ay-1by-1wy-1 ,-1b,-1c,-1, a inverzi dostdvame redukované slovo
azbz(wyayzfl)’lbycy.

Uvazme nyni n > 1 a y; € Y*, 1 < i < n, takovd, 7e y; * # yit1
plati pro kazdé i, 1 < ¢ < n. Potom y; ...y, je rovno redukovanému slovu
Ay by Wy s Do Wy s bys -+ - Dy Wy, 0 €y, keré je rizné od 1, nebot by,
je rtizné od 1. Mnozina Y je volnou bazi grupy (Y') podle tvrzeni 10.6. O

Nyni vsuneme tvrzeni, jez umoznuje konstruovat mnozinu generatort
podgrupy H grupy G v pfipadé, kdy je ddna mnozina generatort X grupy G
a kdy H je rovno stabilizdtoru G, néjaké akce G na 2, w € Q. Pfitom
predpokladame, ze pro kazdé v € I', kde I je orbita tranzitivity, jez obsahuje
w, je vybran prvek g, € G takovy, ze g,(w) = . Rovnéz piedpokldddme
Ju = 1.

10.8 Lemma.  Pro kazdé z € X*! a v € T polozme s, ., = 91(17)1797-
Potom

(1) 83,y =1 pravé kdyz xg, € {gn; n € T'};

(ii) sy~ € H pro vSechna x € X*! ay €I}

(111) (Smﬁ)_l = Sz-12(y)-

Drikaz.
(i) Jisté je s; = 1, pravé kdyz plati xg, = g, (). Je-li xg, rovno g, pro
néjaké n € T, tak plati z(y) = z g4 (w) = gy(w) = 1.
(ii) Zde stac¢i ovéfit s; ,(w) = w.
(iil) Jelikoz 1plati a7 (zy) = 7, tak je Sy-1,4(,) TOVDO g;lx_lgz(w) =
($z,4)" " O

10.9 Tvrzeni. At grupa G = (X) ptsobi na mnoziné Q, w € Q, a at
I' C Q je orbita tranzitivity, ktera obsahuje w. At dale je pro kazdé v € T
vybran prvek g, € G takovy, ze g, (w) = . Predpoklddejme g., = 1. Potom
G, = (g;({y):vgy; reXavyerl).

Dikaz. Pouzijeme opét oznaceni s, ., = g;(lv) x g. Podle 10.8(ii) a 10.8(iii)
sta¢i dokazat, ze kazdé g = x,, ... 21 € Gy, kde z; € X*T1, 1 < i < n, lze

vyjadfit jako soucin prvki s, -, x € X*lay el Polozmey; = z;...71(w),
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0 <4 < n. Jelikoz je g € G, tak plati o = v, = w, a tedy g, = g4, =
1. Proto je g = g5 @n -+ 21 gy, T0VDO (951 Tn gy, 1) -+ (95, €1 950)- Pro
kazdé i, 1 < i < n, plati z;(vi—1) = v, takZe jsme dokdzali, Ze ¢ je rovno

Sz, n—1 - Sz1,70" U

Bud G grupa a H jeji podgrupa. Mnozina T C G se nazyva levou
transverzalou podgrupy H, jestlize splnuje podminky

() hH =toH = t; =ty proviechnaty,t €T a (i) | JtH=G.
teT

Je-li splnéna jen implikace (i), mluvime o ¢dste¢né (parcidlni) transverzale.

10.10 Tvrzeni. At grupa G = (X) m4 podgrupu H a at T C G je leva
transverzala H, pficemz je 1 € T. Polozme Q) = {gH; g € G} a at't, € TNw
pro vsechna w € . Potom t;} xt,, je prvek H pro vSechnaz € X aw €
a podgrupa H je generovana mnozinou

Y={t,laty;, r€X, weQauat, ¢T}.
Pritom Y+ = {t- at,; v € X* we Qaaxt, ¢ T} a podminka xt, ¢ T
je ekvivalentni podmince x~'t,., ¢ T.

Diikaz. Uvazme plisobeni grupy G na levych rozkladovych tiidach H transla-
cemi. Podle pfedpokladu tvrzeni je ty = 1 a t,,(H) = w pro vechna w € Q.
Podle 10.9 je grupa H generovdna mnoZinou vsech prvki t;lzt,, 2 € X
a w € Q. Podle 10.8(i) se t; ! xt, rovna 1, prave kdyz je xt,, € T, takZe je
H={).

Jelliw € Q ax € X*L tak xt, € T nastane podle 10.8 (i) a (iii)
prave pro x~t,, € T. Z tohoto dlivodu z 10.8 (iii) také dostavame Y~ =
{t;2tety;oe X LweQauat, ¢ T} O

Vsimnéte si, ze mnozina () je konecné, pravé kdyz H je podgrupa ko-
necného indexu.

10.11 Dasledek.  Budte G konec¢né generovand grupa a H jeji podgrupa
konec¢ného indexu. Potom je i H konecné generovana. O

99

l. Uvodni pojmy a vlastnosti

Nasim cilem nyni bude ukazat, ze kazda podgrupa H volné grupy F(X)
je opét volna. Budeme postupovat takzvanou Reidemeisterovou-Schreierovou
metodou a hledat mnozinu generédtort ve tvaru daném tvrzenim 10.10. (Vol-
nost podgrupy volné grupy lze ovSem dokazat i jinak. Nielsenova metoda
je pritazliva svou konstrukéni povahou a geometrickd metoda svou elegan-
ci. Reidemeisterova-Schreierova metoda vSak vyZaduje nejmensi mnozstvi
dodateénych definic.)

Je-li T (¢astecnd) leva transverzala podgrupy H volné grupy F'(X), ktera
mé tu vlastnost, ze pro kazdé redukované slovo vw € T je w € T, mluvi-
me o (Gastetné) Schreierové transverzdle. VSimnéte si, ze kazda Schreierova
transverzala musi nutné obsahovat jednotkovy prvek.

10.12 Lemma.  Ke kazdé podgrupé H volné grupy F(X) existuje alespor
jedna Schreierova transverzala.

Dikaz. Usporfadejme mnozinu vSech Castecnych Schreierovych transver-
zal podgrupy H inkluzi. Sjednoceni fetézce do sebe viazenych takovychto
transverzal je opét ¢astecnd Schreierova transverzala H. Podle Zornova lem-
matu existuje ¢astecna Schreierova transverzala 7', ktera je vici uspofadani
inkluzi maximdlni. Pfedpokladdejme, Ze redukované slovo w € F(X) nelezi
Vv Uier tH aZe w je nejkratsi mozné. Jisté je T # (), takze w # 1 a w = av,
kde x € X*' a vH = tH pro néjaké t € T. Je tedy xtH = wH, a kdy-
by t za¢inalo =1, méli bychom zt € T. To vsak podle volby w mozné
neni, takze T'U {xt} je Gastecna Schreierova transverzala. To je ovSem spor
s maximalitou T, takze T' musi byt Gplna Schreierova transverzala. 0

10.13 Tvrzeni.  Bud H podgrupa volné grupy F(X) redukovanych slov
nad X a at T je Schreierova transverzala H. At Q = {gH; g € F(X)}
a at pro kazdé w € Q je TNw = {t,}. Polozme Y = {t;lxt,; z € X,
w € Qauxt, ¢ T} Potom jeY volnou bdzi H a kazdé slovo t;} xt, €Y je
redukované.

Diikaz. Podle 10.10 je H = (V) a Y*! = {t;lat,; 2 € XL w € Q
a xt, ¢ T}. Podminku zt, ¢ T lze pfitom vyjadiit téz jako x~1t,, ¢ T.
Slovo t,, v takovém piipadé nezacind symbolem z~! (bylo by zt, = t..)
a slovo t,, neza¢ind symbolem x (bylo by x~'t,, = t,). Kazdé ze slov

y =t xt, € Y*! je proto redukované, pficemz vyznacené x je poc¢atkem
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nejkratsiho koncového tseku slova y, ktery nelezi v T. Polozime a, = t,}

Tw?

by =z a ¢y = t,. Jelikoz y~! je rovno ¢, 2! Ly, tak plati a,—1 = (¢y) 77,

by—l = (by)71 a Cy-1 = (ay)*l.

Ovérili jsme, ze jsou splnény tvodni predpoklady lemmatu 10.7, a k do-
konéeni diikazu staci podle 10.7 doloZit, Ze pro libovolna y,y’ € Y+,
y = tylot, ay =t 2" t,, kde je v # y~! a délka t, neni mensi
nez délka t;}, lze nalézt w € F(X) takové, Ze slovo z’wz je redukované a je
v F(X) rovno o' t, - t;tx. Pfitom y' # y~! nastane, pravé kdy# uspoidda-
né dvojice (71, zw) a (2/,w’) jsou rtzné, a proto hledané w € F(X) jisté
existuje, maji-li slova ¢, a t;! stejnou délku. At tedy je t. delsi nez t;}.
Pak pozadovaného vyjadfeni nemusime dosdhnout jediné v pripadé, kdyz
t.r konéi slovem z~'t,,. Pak by ale bylo 2 't,, € T, a to neni mozné.

O

10.14 Duasledek.  Kazda podgrupa volné grupy je volna. O

11 Definujici relace a volny soucin grup

11.1 Lemma. Bud G grupaa A CG.

(i) At H oznacuje grupu generovanou A. Pak
H ={ai"...a3*; a; € Aale;| =1 pro véechna 1 <1i <k} .

(ii) At N oznacuje nejmensi normalni podgrupu G, kterd obsahuje A.
Pak N je generovana mnozinou

U (9497 = {gag™; g€ G,a € A} .
geG

Diikaz.

(i) V H jisté lezi vSechny prvky G, které 1ze vyjadfit jako soucin aj* ... a;",

kde k > 0,¢; € {-1,1} aa; € Aprol <i < k. (Jelli k =0, jde
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o jednotkovy prvek.) Naopak, prvky tohoto tvaru jsou jisté uzavieny
na soudin a inverzni operaci, takze jde o podgrupu obsahujici A.

(ii) V N jisté lezi vechny prvky tvaru gag~—!, kde g € G aa € A, a proto
v ni lezi i podgrupa témito prvky generovana. Pfitom tato podgrupa
je normalni, nebot h(gag=!)h~! = (hg)a(hg)~! pro viechna g,h € G
aac€A. 0

Je-li grupa G generovana mnozinou X a F' je volna grupa redukovanych
slov s bazi X, lze identitu idx rozsifit na epimorfismus m: F — G. Jadro
N = Kern tohoto epimorfismu je norméalni podgrupa grupy F', ktera je
podle 10.14 voln4, a proto je bud trividlni, nebo nekoneénd. Dvojice (F; N)
charakterizuje grupu G aZ na izomorfismus, nebot plati G = F'/N. Takovy
popis ovSem neni nijak tsporny, nebot F' i N jsou nekoneéné mnoziny. Proto
je nahrazujeme mensimi mnozinami, které ve vétsiné dulezitych pfipadt
konec¢né jsou a ze kterych muzeme F'i N jednoznacné odvodit. Misto F' se
uvadi pouze mnozina generatortt X a misto N se uvazuje takova mnozina
R C F, ze N je rovna nejmensi normalni podgrupé F', kterd obsahuje R.
Tim se dostavame k pojmu prezentace.

Af pro kazdou mnozinu X oznacuje F'(X) volnou grupu redukovanych
slov s bazi X.

Trojici (X; R;7) nazveme prezentaci grupy G, jestlize je m: F(X) — G
epimorfismus, R C F(X) a Ker7 je nejmensi norméalni podgrupa F(X),
ktera obsahuje R. Grupé Ker 7 se fika jadro prezentace.

Trojice (X; R; ) se vét§inou udéava jako dvojice (X; R). V takovém pii-
padé se predpoklada, ze X je obsaZeno v GG, generuje G a 7 je indukovano
identitou idx.

Kazdy prvek r € R lze, jak je ziejmé, nahradit prvkem ! nebo prvkem
srs~1, kde s € F(X) je libovolné.

Prvky R se vétsinou zapisuji jako rovnosti, pfi¢emz zapis © = v znamena
wv~! € R. Rovnosti chdpeme symetricky, a proto je na misté ovéfit, ze u = v
mé v tomto kontextu stejny vyznam jako v = u. Ze tomu tak je, plyne ze
vztahu vu =1 = (uv=1)7L.

Rovnostem u = v, které definuji prvky R, se fika definujici relace. De-
finujici relaci v = v mfizeme misto uv~! chapat jako zad4ni prvku u~lv,
nebot uv=! a u~tv jsou v F(X) konjugované. Definujici relace u = v uvede-
né v prezentaci (X; R; w) grupy G znamena, ze v grupé G plati 7w(u) = m(v),
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nikoliv, ze v grupé F'(X) je slovo u rovno slovu v.

Naprtiklad jednou z prezentaci grupy kvaterniont generované prvky a, b
je (a,b; a*, (ab)?b=2, a®b~2), coz se zapisuje ve formé definujicich relaci jako
(a,b; a* = 1, (ab)? = b2, a® = b?).

Je-li mnozina R konec¢nda, mluvime o konecéné prezentované grupé.

Lze dokézat, Ze neexistuje algoritmus ktery by umél o kazdé prezentaci
rozhodnout, zda je, ¢i neni prezentaci trividlni grupy. Existuji vSak neprilis
komplikované algoritmické postupy, o kterych se vi, ze v pfipadé, kdy zada-
na prezentace urcuje konec¢nou grupu, naleznou néjakou tplnou transverza-
lu jadra prezentace. Zde se témito algoritmy zabyvat nebudeme a uvedeme
pouze néasledujici pozorovani, které nam v mnoha piipadech umoznuje do-
kazat, ze dana prezentace urcuje néjakou predem znamou grupu.

11.2 Lemma. At R C F(X) an > 0 vyhovuji podmince, Ze pro kazdou
grupu H, pro kterou existuje epimorfismus ¢: F(X) — H spliujici R C
Ker, plati |[H| < n. Je-li p: F(X) — G epimorfismus, R C Ker ¢ a |G| > n,
je (X; R; @) prezentaci G, a plati |G| = n.

Diikaz. At N je nejmensi normalni podgrupa F(X), ktera obsahuje R a at
m: F(X) — F(X)/N je pfirozend projekce. Polozime-li H = F(X)/N, tak
podle pfedpokladu je |F(X)/N| < n, ¢li |[F(X) : N| < n. Protoze pred-
pokladdme R C Kery, je i N < Ker ¢, takze n < |G| = |F(X) : Keryg| <
|F(X):Kerp|-|Keryp: Nl =|F(X): N| <n. Musi tudiz platit |G| =n a
|Kerp: N| =1, ¢li Kerp = N. O

Ve zbytku této kapitoly se budeme vénovat konstrukci takzvaného vol-
ného soucinu grup.

Af G;, i € I, je neprézdny systém grup a at pro 4,5 € I, i # j, je
G; N Gj =1.

Pro kazdé i € I oznacme G;\ {1} symbolem G} a polozme V = | J,.; G}.
Af W je volny monoid slov nad V. Jednotkovym prvkem monoidu W je
prazdné slovo, a to budeme znacit 1. Abychom odli$ili operaci skladani slov
ve W od binarnich operaci grup G;, pouzijeme symbol « pro skladani slov.
Na W definujeme relaci ¢ tak, Ze (u,v) € o plati, pravé kdyz lze nalézt
up,ug € W, i €I awp,we € Gf takové, ze plati u = uj swy ewgsug a v =
ug o (wrwsg) sug. (Slovo v mé délku o jedna mensi nez u, je-li wy # wgl,
a o dvé mensi nez u, je-li wy = wy 1.) Nejmensi ekvivalenci na W, kterd
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obsahuje relaci p, ozna¢ime ~. Pritom u ~ v zfejmé plati praveé tehdy, 1ze-li
najit posloupnost u = ug, ..., uxr = v takovou, ze je k > 0 a pro kazdé i,
1<i <k, jebud (u;—1,u;) € 0 nebo (u;,u;—1) € p.

Z u ~ v zjevné plyne weu ~ wev a usw ~ vew pro libovolné w € W.
Je-li up ~ vy a ug ~ w9, tak mame wujeuy ~ vieus ~ vyevy. Oznatme
[u] t¥idu ekvivalence ~ obsahujici u. Pravé jsme ukazali, Ze na W/~ lze
vztahem [u] - [v] = [ue+v] korektné definovat bindrni operaci. Tato operace
je asociativni a [1] je jejim jednotkovym prvkem. Prou =wujse ... su, € W
polozme % = u;te ... -ul_l (kde inverzni operaci provadime v té grupé Gj,
do které prislusny prvek patii). Zjevné z (u,v) € g plyne (@,v) € o, takze
definice [u]~! = [u] je korektni. (Misto @ se obvykle také pise u~'.) Protoze
je ue@ ~ weu ~ 1, vidime, %e jsme na W/~ definovali strukturu grupy.
Této grupé se fika volny soucin grup G;, i € I.

Slovo u € W nazveme redukované, jestlize nelze nalézt v € W tak, aby
platilo (u,v) € o.

11.3 Lemma.  Kazda trida ekvivalence ~ obsahuje pravé jedno reduko-
vané slovo.

Diikaz. Neni-li slovo redukované, lze postupneé spojovat dvojice sousedicich
prvku téze grupy G;, i € I, a to az do chvile, kdy v ném zadnou takovou
dvojici nelze nalézt. Kazda tiida ~ tedy obsahuje alespon jedno redukované
slovo. Je vSak tfeba ukézat, ze pro kazda dvé redukovana slova u,v € W
z u ~ v plyne u = v.

Postupujme sporem. Pro kazdé u = uj « ... eu,, € W oznaéme [(u) jeho
délku, tedy I(u) = n. At u,v € W jsou rizna redukovand slova, u ~ v,

u = ug, ..., up = v, pri¢emz (u;—1,u;) € 0 nebo (u;,u;—1) € o pro kazdé
i, 1 < i < k. Predpoklddejme, Ze soucet l(ug) + --- + l(uy) je nejmensi
mozny. Spor obdrzime tak, Ze nalezneme posloupnost v = ug, ..., uj, = v,

ve které je (u}_;,u}) € o nebo (u},uj_ ) € o pro kazdé j, 1 < j < K/,
a Z?:o I(uf) < Zf:o [(ui)-

Protoze ug a uy, jsou redukovand, musi byt (uy,ug) € 0 a (ug—1, ux) € o.
Je tedy I(u1) > l(uo) a l(uk) < l(ug—1). At I(u;) nabyvé pro i = r nejveétsi
mozné hodnoty. Pak je 1 < r < k a plati (ur,ur—1) € 0 & (Ur,urq1) € 0.
Mtutzeme tedy u,_1 zapsat jako aem b, u,1 jako cen «d, pficemz existuji
i,jEl,e,f €Gfag,heGj,zeu =asesfeb=cegehed.

Protoze misto posloupnosti ug, ..., ur bychom mohli vySetfovat po-
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sloupnost wyg, ..., wug, lze pfedpokladat i(a) < I(c). Je-li I(a) = I(c), je
a=c,b=d,e=g, f =hai=j, takze je u,_1 = u,4+1 a podposloupnost
Up_1, Up, Up+1 1ze nahradit jednoclennou posloupnosti u,—1. Zbyva vysetfit
piipad I(a) < I(c).

At je l(c) = l(a) + 1. Pak ¢ = ave, f = g, i = j a b = hed, takze
Up = asesfohed up_1 = as(ef)shed a ur1 = ases(fh)e+d. Polozme
iy = ae(efh)ed. Misto posloupnosti w,_1, t,, uy4+1 1ze pouzit posloupnost
Upr—1, ﬂr; Up41-

Zbyvé pripad I(c) > l(a) 4+ 2. Potom b lze zapsat jako b’ «b” tak, Ze
c=asesfob, tudiz u, = aveefebegehed, up_1 = as(ef)eb ovgehed,
a Upy1 = asesfeb o(gh)ed. Polozime-li @, = as(ef)eb «(gh)ed, je
(Up—1,0r) € 0, (Ury1,0r) € o, takZe podposloupnost wu,_1, ur, ury1 lze
nahradit posloupnosti w,_1, @y, Uprt1. O

Vidime, ze dilkaz 11.3 se témeér doslova shoduje s dikazem 10.2. To je,
mimo jiné, ddno skute¢nosti, Ze volnad grupa F(X) je izomorfni{ volnému
soucinu cyklickych grup generovanych prvky volné baze X.

11.4 Dasledek.  Bud G = W/~ volny soucin grup G;, i € I. Pro kazdé
i € I at p; oznacuje zobrazeni G; — G, g — [g|. Pak pu;: G; — G je
monomorfismus grup pro kazdé i € I.

Diikaz. Ze jde o homomorfismus, je zfejmé, nebot pro g,h € G; plati
[g+h] = [gh]. Kazdé ze slov g, g € Gy, je redukované, a proto z 11.3 plyne,
Ze jde o monomorfismus. O

Protoze v kazdé tridé ekvivalence ~ lezi pravé jedno redukované slovo,
muzeme volny soucin grup G;, i € I, ztotoznit s mnozinou vSech redu-
kovanych slov. Nasobek dvou redukovanych slov v a v je pak redukované
slovo w, ve kterém se na styku slov u a v spoji prvky z téze grupy (pfitom
miZe vzniknout 1, takZe muze dojit k opakovanému spojovéani). Operace ve
volném soucinu se znaciva obvykle také -, symbol « jsme pouzili pouze pro
vétsi prehlednost.
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