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Minule jsme zavedli pojem matice A = (a1| . . . |an) lineárního
zobrazení FA : Rn → Rn a sou£in A s vektorem x ∈ Rn:

Ax ≡


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



x1
x2
...
xn



:= x1


a11
a21
...

an1

+ x2


a12
a22
...

an2

+ . . . xn


a1n
a2n
...

ann

 ≡ FA(x)

Ozna£íme-li ãi i-tý °ádek matice A, pak

FA(x)i ≡ (Ax)i = ai1x1 + ai2x2 + . . . ainxn ≡
n∑

j=1

aijxj ≡ ãi.x



Uvaºujme matici A =

(
1 2
1 3

)
a vektor b =

(
−1
1

)
Zajímá nás,

na jaký vektor zobrazí FA vektor b a které vektory se naopak
zobrazí na n¥j. V prvním p°ípad¥ snadno spo£teme, ºe

FA(b) =

(
1 2
1 3

)(
−1
1

)
=

(
1.(−1) + 2.1
1.(−1) + 3.1

)
=

(
1
2

)
V druhém hledáme obecný tvar vektoru x, pro který

FA(x) ≡
(
1 2
1 3

)(
x1
x2

)
≡
(
x1 + 2x2
x1 + 3x2

)
=

(
−1
1

)
,

coº je vlastn¥ soustava dvou rovnic pro dv¥ neznámé x1 a x2.
Kaºdá rovnice je rovnicí p°ímky v R2, jsou r·znob¥ºné, jediným
°e²ením (a tedy i jediným vzorem vektoru b v zobrazení FA) je
jejich pr·se£ík, vektor

x =

(
−5
2

)



Co kdybychom hledali pr·se£nici dvou rovin v R3? Soustavu

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

lze op¥t interpretovat jako rovnost vektor·

x1

(
a11
a21

)
+ x2

(
a12
a22

)
+ x3

(
a13
a23

)
=

(
b1
b2

)
Lineární kombinace na levé stran¥ odpovídá de�nici sou£inu
matice a vektoru, aº na to, ºe matice A nemá stejný po£et
°ádk· jako sloupc·. Poj¤me tedy tuto de�nici roz²í°it.

Definice

Nech´ m,n ∈ N a a1, . . . ,an jsou vektory z Rm, x ∈ Rn. Pak
de�nujme matici A = (a1| . . . |an) a její sou£in s vektorem x

Ax := x1a1 + . . .+ xnan ∈ Rm



Matice s m °ádky a n sloupci se ozna£uje jako matice m× n.
Pokud m = n, °íká se jí £tvercová. Rovnici nadroviny a.x = c
pak m·ºeme zapsat pomocí matice 1× n jako

(
a1 . . . an

)x1
...
xn

 = c

Matice vzniklá z matice A vým¥nou °ádk· za sloupce se nazývá
transponovaná:

AT ≡

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


T

:=


a11 . . . am1

a12
. . . am2

...
...

a1n . . . amn


S pomocí operace transponování m·ºeme rovnici nadroviny
napsat také jako aTx = c, p°i£emº sloupcový vektor a
interpretujeme jako matici n× 1.



Vra´me se k hledání pr·se£nice rovin a vezm¥me n¥jakou
konkrétní matici A a konkrétní vektor pravých stran b:

(
1 2 3
1 3 4

)x1
x2
x3

 =

(
1
1

)

�e²íme tedy soustavu lineárních rovnic (SLR)

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x1 + 3x2 + 4x3 = 1

Nahradíme-li druhou rovnici soustavy rozdílem druhé a první
rovnice, mnoºina °e²ení se nezm¥ní ♣. Novou soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + x3 = 0

vy°e²íme poloºením x3 := t ∈ R a dosazením do druhé a poté do
první rovnice: x = (1− t,−t, t)T = (1, 0, 0)T + t(−1,−1, 1)T .



Mnoºina °e²ení je tedy v souladu s o£ekáváním p°ímka. Prochází

bodem

1
0
0

 a má sm¥rový vektor

−1−1
1

.

Podobn¥ m·ºeme najít i parametrické vyjád°ení roviny
x1 + 2x2 + 3x3 = 1. Poloºíme neznámé x2 := t, x3 := s rovny
dv¥ma libovolným parametr·m a dopo£teme x1 = 1− 2t− 3s.
Vektorov¥ lze mnoºinu °e²ení zapsat jakox =

1
0
0

+ t

−21
0

+ s

−30
1

∣∣∣∣∣∣t, s ∈ R

 ,

tedy jako mnoºinu �bod plus lineární kombinace sm¥rových
vektor·� . Takový tvar má mnoºina °e²ení kaºdé SLR ♣.



Uvaºujme dv¥ zobrazení FA : Rn → Rm a FB : Rm → Rp.
Sloºené zobrazení FB ◦ FA : Rn → Rp je op¥t lineární a jeho
matici m·ºeme ur£it tak, ºe spo£ítáme obrazy vektor·
e1, . . . , en ∈ Rn:

(FB ◦ FA)(ei) = FB(Aei) = FB(ai) = Bai,

tedy pro obecný vektor x ∈ Rn

(FB ◦ FA)(x) = (Ba1| . . . |Ban)x

To nám dává návod, jak de�novat sou£in matic:

Definice

Nech´ A je matice m× n a B je matice p×m. Pak de�nujme

BA := (Ba1| . . . |Ban)

Z de�nice automaticky plyne, ºe FB ◦ FA = FBA. BA je matice
p× n, tedy má stejn¥ sloupc· jako A a °ádk· jako B.



Výhoda této de�nice je, ºe je konzistentní s d°íve de�novaným
sou£inem matice a vektoru. Element matice BA na pozici ij je

bi1a1j + bi2a2j + . . .+ bimamj ≡
m∑
k=1

bikakj ,

coº je vlastn¥ skalární sou£in b̃T
i .aj i-tého °ádku matice B a

j-tého sloupce matice A. Odtud je jednodu²e vid¥t, ºe

EmA = AEn = A,

kde Em, En zna£í jednotkovou matici m×m, resp. n× n.



Dal²í p°íznivou vlastností maticového násobení je jeho
asociativita, tedy rovnost (AB)C = A(BC), kdykoli mají
sou£iny alespo¬ na jedné stran¥ smysl. Plyne to z odvození

((AB)C)x = (FAB ◦ FC)(x) = FAB(FC(x)) =

= FA(FB(FC(x))) = (FA ◦ FBC)(x) = (A(BC))x,

do n¥jº posléze dosadíme za x v²echny prvky kanonické báze ei.

Sou£et matic (stejného typu) je de�nován podobn¥ jako sou£et
vektor·, tedy po elementech. Platí pak FA + FB = FA+B (♣).
Podobn¥ jako asociativita se pak ukáºe ♣ téº levá a pravá
distributivita maticového násobení, tedy

(A+B)C = AC +BC

A(B + C) = AB +AC,

kdykoli má alespo¬ jedna strana smysl.



Maticový sou£in ale ur£it¥ není komutativní. Je-li de�nován
sou£in BA, sou£in AB de�nován být nemusí, p°ípadn¥ nemusí
být stejného typu:

(
b1 . . . bn

)a1
...
an

 =

n∑
i=1

biai

a1
...
an

(b1 . . . bn
)
=

a1b1 . . . a1bn
...

. . .
...

anb1 . . . anbn


I v p°ípad¥, ºe jsou A i B matice n× n a tudíº i jejich sou£iny
AB a BA, obvykle se tyto sou£iny nerovnají. P°íklad uº jsme
vid¥li u rotací v prostoru, ale kaºdý si snadno m·ºe vyrobit
vlastní vygenerováním n¥jakých dvou �náhodných� 2× 2 matic.



Chceme-li nalézt inverzní zobrazení k FA : Rn → Rn, m·ºeme se
pokusit jej hledat ve tvaru FB pro n¥jakou matici B. Podmínka

∀x ∈ Rn : (FB ◦ FA)(x) = x ∧ (FA ◦ FB)(x) = x

znamená, ºe BA = AB = E (dosa¤te op¥t x := ei). Matice B s
touto vlastností se nazývá inverzní k A a zna£í se A−1. Je
snadné se p°esv¥d£it ♣, ºe taková matice je nejvý²e jedna a ºe z
její existence uº existence inverzního zobrazení plyne. Pro
p°ehlednost ji zde zna£me nadále B. Z rovnosti AB = E plyne,
ºe její i-tý sloupec spl¬uje rovnici Abi = ei. Dal²í postup
ukaºme na p°íkladu s konkrétní volbou A a i:1 2 3

1 3 4
1 0 2

x1
x2
x3

 =

1
0
0

 ,

v n¥mº jsme ozna£ili x := b1.



Soustavu lineárních rovnic je zvykem zapisovat ve tvaru
roz²í°ené matice soustavy 1 2 3 1

1 3 4 0
1 0 2 0


Kaºdý °ádek matice odpovídá rovnici roviny v R3, celá soustava
pak hledání pr·niku t°í rovin. Podobn¥ jako d°íve p°i hledání
pr·se£nice m·ºeme první rovnici ode£íst od druhé. V roz²í°ené
matici se to projeví jako p°i£tení (−1)-násobku prvního °ádku
do druhého. Následn¥ provedeme stejnou úpravu i se t°etím
°ádkem.  1 2 3 1

0 1 1 −1
1 0 2 0

 ∼
 1 2 3 1

0 1 1 −1
0 −2 −1 −1


Symbol ∼ se £te �se p°evede ekvivalentní úpravou na� .
Ekvivalentní úpravy jsou ty, které zachovávají mnoºinu °e²ení.



Po p°i£tení dvojnásobku druhého °ádku do t°etího dostáváme
soustavu 1 2 3 1

0 1 1 −1
0 0 1 −3

 ↔
x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + x3 = −1
x3 = −3

Z ní postupným dosazením získáme x3 = −3, x2 = 2, x1 = 6.
M·ºeme také dosazování nahradit dal²ími ekvivalentními
úpravami:

∼

 1 2 0 10
0 1 0 2
0 0 1 −3

 ∼
 1 0 0 6

0 1 0 2
0 0 1 −3


Získali jsme tak x = b1, první sloupec inverzní matice. Stejný
výpo£et s pravými stranami e2 a e3 dá zbývající dva.



Pravé strany nemají vliv na to, které ekvivalentní úpravy volíme,
m·ºeme tedy °e²it v²echny t°i soustavy naráz, symbolicky 1 2 3 1 0 0

1 3 4 0 1 0
1 0 2 0 0 1

 ∼
 1 0 0 6 −4 −1

0 1 0 2 −1 −1
0 0 1 −3 2 1


Zjistili jsme tedy, ºe matice za svislou £arou je jediná, která
spl¬uje rovnost AB = E. Vynásobením snadno ov¥°íme, ºe i
BA = E, tedy B = A−1. Víme ale, ºe tímto postupem získaná
matice bude vºdy dávat jednotkovou matici i p°i vynásobení z
druhé strany? A ºe lze vºdy bu¤ najít ekvivalentní úpravy,
kterými lze A−1 najít, nebo ukázat, ºe neexistuje?


