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Minule jsme zavedli pojem matice A = (aq|...|a,) linearniho
zobrazeni Fy : R™ — R" a soudin A s vektorem x € R™:
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Oznagime-li a; i-ty ¥adek matice A, pak
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Uvazujme matici A = <1 3> a vektor b = ( 1 ) Zajima nas,
na jaky vektor zobrazi F4 vektor b a které vektory se naopak
zobraz{ na néj. V prvnim p¥fpad& snadno spocteme, ze

o4 ()- (13- 0

V druhém hleddme obecny tvar vektoru x, pro ktery

F (X) _ 1 2 1\ _ (*1 + 229 . —1
A A1l 3 €T B xr1 + 3562 o 1 ’
coz je vlastné soustava dvou rovnic pro dvé neznadmé x1 a To.

Kazda rovnice je rovnici piimky v R?, jsou riiznobé&zné, jedinym
feSenim (a tedy i jedinym vzorem vektoru b v zobrazeni F4) je

= ()

jejich prusecik, vektor



Co kdybychom hledali prisecnici dvou rovin v R3? Soustavu
apry + a2 + a13T3 = by

a2121 + a2 + agzxrs = by

lze opét interpretovat jako rovnost vektort

1 aii g a12 4o a3\ _ (b1
ao1 a2 as3 bo

Linearni kombinace na levé strané odpovida definici soucinu
matice a vektoru, az na to, Ze matice A nema stejny pocet
Ffadk jako sloupci. Pojdme tedy tuto definici rozsifit.

DEFINICE
Necht m,n € N a ay,...,a, jsou vektory z R™, x € R". Pak
definujme matici A = (ai|...|a,) a jeji soudin s vektorem x

Ax :=z1a; + ...+ za, € R™



Matice s m Ffadky a n sloupci se oznacuje jako matice m x n.
Pokud m = n, ¥ika se ji ¢tvercovd. Rovnici nadroviny a.x = ¢
pak mizeme zapsat pomoc{ matice 1 x n jako

I

Il
Q

(a1 an)
Tn

Matice vznikla z matice A vymeénou fadki za sloupce se nazyva
transponovand:

T ail] ... Qmi
all a2 ce A1n .
AT = . . . . | @12 o am2
Aml Am2 ... Gmn
Alp  --- Qmn

S pomoci operace transponovani miizeme rovnici nadroviny
napsat také jako a’x = ¢, p¥icemz sloupcovy vektor a
interpretujeme jako matici n x 1.



Vratme se k hledani prisecnice rovin a vezméme néjakou
konkrétni matici A a konkrétni vektor pravijch stran b:

12 3\ (" 1
13 4/~
a3

Resime tedy soustavu linedrnich rovnic (SLR)

1+ 229+ 323 =1
1 +3x2+4x3=1

Nahradime-li druhou rovnici soustavy rozdilem druhé a prvni
rovnice, mnoZzina feSeni se nezméni &. Novou soustavu

T1 4+ 220+ 3x3 =1
To+ x3=0

vyfe§ime polozenim x3 :=t € R a dosazenim do druhé a poté do
prvni rovnice: x = (1 —t,—t,¢t)T = (1,0,0)" +¢(—~1,-1,1)T.



Mnozina feseni je tedy v souladu s o¢ekédvanim pifmka. Prochazi

1 -1
bodem [ 0| a ma smérovy vektor | —1
0 1

Podobné mtzeme najit i parametrické vyjadieni roviny

1 + 2x9 + 3x3 = 1. Polozime neznamé xo :=t, x3 := s rovny
dvéma libovolnym parametrim a dopocteme x1 =1 — 2t — 3s.
Vektorové lze mnozinu feSen{ zapsat jako

1 —2 -3
x=[0]+¢t[ 1 ]|+s| 0 |lt,seR},
0 0 1

tedy jako mnozinu ,bod plus linearn{ kombinace smérovych
vektori“. Takovy tvar m& mnoZina feseni kazdé SLR &.



Uvazujme dvé zobrazeni Fq : R® — R™ a Fg : R"™ — RP.
Slozené zobrazeni Fp o F4 : R™ — RP je opét linearni a jeho
matici miZzeme uréit tak, ze spocitdme obrazy vektort
ey,...,e, € R™

(FB ] FA)(ei) = FB(Aei) = FB(ai) = Bal-,
tedy pro obecny vektor x € R™
(FpoFa)(x) = (Bai|...|Ba,)x

To nam dava névod, jak definovat soucin matic:

DEFINICE
Necht A je matice m X n a B je matice p x m. Pak definujme

BA := (Bay|...|Bay)

7 definice automaticky plyne, ze Fg o F4 = Fpa. BA je matice
p X n, tedy méa stejné sloupci jako A a fadki jako B.



Vyhoda této definice je, Ze je konzistentni s d¥ive definovanym
souCinem matice a vektoru. Element matice BA na pozici ij je

m
biraij + bigagj + ... + bimamj = Z bk,
k=1

coz je vlastné skalarni soudin f);fp.aj i-tého Ffadku matice B a
j-tého sloupce matice A. Odtud je jednoduge vidét, ze

EnA=AE, = A,

kde E,,, E, znadi jednotkovou matici m x m, resp. n X n.



Dalsi piiznivou vlastnosti maticového nasobeni je jeho
asociativita, tedy rovnost (AB)C = A(BC), kdykoli maji
souciny alespon na jedné strané smysl. Plyne to z odvozen{

((AB)C)x = (Fap o Fc)(x) = Fap(Fo(x)) =
= Fa(Fp(Fo(x))) = (Fa o Fpe)(x) = (A(BC))x,

do néjz posléze dosadime za x v8echny prvky kanonické baze e;.

Soudet matic (stejného typu) je definovan podobné jako soucet
vektoril, tedy po elementech. Plati pak F4 + Fp = Faip ().
Podobné jako asociativita se pak ukaze & téZ leva a prava
distributivita maticového nésobeni, tedy

(A+ B)C = AC + BC
A(B + C) = AB + AC,

kdykoli mé alespoii jedna strana smysl.



Maticovy soulin ale ur¢ité neni komutativni. Je-li definovan
sou¢in BA, sou¢in AB definovan byt nemusi, pFfipadné nemusi
byt stejného typu:

ay n
(b1 bo) | 1 | =D bia;
n i=1
al a1by aiby,
(b .. b)) =]
an anb1 ... apby

I v ptipadg, Ze jsou A i B matice n x n a tudiZ i jejich souciny
AB a BA, obvykle se tyto souiny nerovnaji. P¥iklad uz jsme
vidéli u rotaci v prostoru, ale kazdy si snadno mtze vyrobit
vlastni vygenerovanim néjakych dvou ,ndhodnych“ 2 x 2 matic.



Chceme-li nalézt inverzni zobrazeni k F4 : R® — R™, miZeme se
pokusit jej hledat ve tvaru Fp pro néjakou matici B. Podminka

Vx € R": (FpoFy)(x) =x A (Fao0Fp)(x)=x

znamend, ze BA = AB = E (dosadte opét x := e;). Matice B s
touto vlastnosti se nazyvé inverzni k A a zna¢i se A~L. Je
snadné se presvédcit &b, ze takova matice je nejvyse jedna a Ze z
jeji existence uz existence inverzniho zobrazeni plyne. Pro
prehlednost ji zde zna¢me nadale B. Z rovnosti AB = E plyne,
7e jeji i-ty sloupec splituje rovnici Ab; = e;. Dalsi postup
ukaZme na ptikladu s konkrétni volbou A a :

1 2 3 T 1
1 3 4 zo |l =10],
1 0 2 T3 0

v némz jsme oznadili x := bj.



Soustavu linedrnich rovnic je zvykem zapisovat ve tvaru
roz§irené matice soustavy

N b~ W

1 2 1
1 3 0
10 0
Kazdy fadek matice odpovida rovnici roviny v R3, cela soustava
pak hledani priniku tif rovin. Podobné jako dfive pti hledan{
prusecnice miZeme prvni rovnici odeéist od druhé. V rozsitené
matici se to projevi jako pfi¢teni (—1)-nasobku prvniho fadku
do druhého. Nasledné provedeme stejnou tpravu i se t¥etim

fadkem.
1 2 3|1 1 2 3 1
01 1|-1 ~1 0 1 1 | -1
1 0 2|0 0 -2 —-1|-1

Symbol ~ se ¢te ,se pievede ekvivalentni pravou na“.
Ekvivalentni ipravy jsou ty, které zachovavaji mnozinu feeni.



Po pfi¢teni dvojnasobku druhého fadku do tFettho dostavame
soustavu

1 2 3|1 r1+2r2+3x3 =1
01 1]-1 <~ To+ x3=—1
0 0 1 —3 r3 = —3
Z ni postupnym dosazenim ziskdme x3 = —3, x9 = 2, 1 = 6.
Mizeme také dosazovan{ nahradit dalsimi ekvivalentnimi
ipravami:
1 2 0110 1 0 0| 6
~1 0 1 0] 2 ~|1 0 1 0] 2
0 0 1|-3 00 1|-3

Ziskali jsme tak x = by, prvn{ sloupec inverzni matice. Stejny
vypoclet s pravymi stranami es a es da zbyvajici dva.



Pravé strany nemaji vliv na to, které ekvivalentni dpravy volime,
muzeme tedy TeSit v8echny tii soustavy naraz, symbolicky

1 2 3]1 00 1006 -4 -1
13 4/01 0}~(01O0]2 -1 -1
10 2{0 0 1 001|-3 2 1

Zjistili jsme tedy, Ze matice za svislou ¢arou je jedind, ktera
spliiuje rovnost AB = E. Vynédsobenim snadno ovéiime, Ze i
BA = E, tedy B = A~!. Vime ale, Ze timto postupem ziskana
matice bude vzdy davat jednotkovou matici i pfi vynésobeni z
druhé strany? A Ze lze vZdy bud najit ekvivalentni tpravy,
kterymi lze A~! najit, nebo ukézat, Ze neexistuje?



