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Skaldrni sou¢in mame zatim definovany na R™ pfedpisem

n
xy=Y zmyi=xy
=1

Pomoci néj jsme pak zavedli velikost vektoru, vzdéalenost
vektort, ortogonalni doplnék, ortogonalni projekci, ortogonalni
matici a dalsi pojmy.

Budeme chtit tuto definici zobecnit na libovolny vektorovy
prostor V. Uvazujme jeho baze B, B’ a vektory u,v € V a
oznafme x := [u)?, x' := [P, y .= [v]B, y' := [v]P. Plati
x = Rx/, kde R je matice prechodu od B k B’. Pak

xTy = xTRT Ry’

Protoze RT R neni obecné jednotkovéa matice, vyrazy x'y a

x'Ty’ se ligi. Nelze tedy skalarni soucin vektort u,v € V

zadefinovat jednozna¢né pomoci jejich reprezentaci.



Ptipustme tedy, Ze skaldrnich sou¢ini na V miize byt vic. Jaké
vlastnosti maji splhovat?

DEFINICE
Necht V je vektorovy prostornad Ra g: V xV — R je
zobrazeni spliujici

1. Vu,v,w eV, r s eR:

g(ru+ sv,w) = rg(u,w) + sg(v, w)
g(u,rv + sw) = rg(u,v) + sg(u, w)

2. Yu,v eV :g(u,v) = g(v,u)
3. VueV,u#0:g(u,u) >0
Pak fekneme, ze g je skaldrni soucin na V.

Zobrazeni g : R” x R™ — R definované g(x,y) := x'y tyto
vlastnosti spliiuje & a nazyva se standardni skaldrni soucin na
vektorovém prostoru R".



Kazdé zobrazeni g : V x V' — R splitujici vlastnost (1), se
nazyva bilinedrni forma. Pokud B = (uq,...,uy), u,v € V, pak

n n n
glu,v) =g | Y mius, Y yyus | = > wiyg(ui,uy)
i—1 j=1

1,j=1

Matice G € R™", jejiz ij-ty element je g;; := g(u;, uj), se znaci
[9]B a nazyva matici, piipadné reprezentaci bilinedrni formy
vzhledem k bézi B. Pokud B’ = (u}, ..., u},), kde

up, = iy i (¢ili R = [Id]5,), pak

n n n
Iy — . | = T . ..
g(up?uq) =g E :npul,E :rjquj = E :sz-g”?“]q,
i=1 j=1 ij=1

neboli
lglp = G' = RTGR = (]f,)" [g]1d],



Matice bilinearni formy se tedy transformuje jinak nez matice
endomorfismu. Vlastnost (2) je ekvivalentni s tim, ze G je
symetrickd matice, mluvime o symetrické bilinedrni forme.
Vlastnost (3) znamena, Zze x! Gx > 0 pro libovolny nenulovy
x € R"™, takova matice (i forma) se nazyva pozitivné definitni.
Kdyby G = diag(g11, - - -, gnn), pak

XTGX:gHZL'%—F...—Fngl’i>0<:>\V/’L'E{1,...,n}lgii>0

U nediagonalni G stadi tedy najit R tak, aby G’ = RTGR
diagonélni byla, neboli reprezentovat g vzhledem k tzv. poldrn{
bazi. To jde vzdy é:

VETA

Kazdd symetrickd bilinedrni forma md poldrni bdzi.

Pokud g je symetrickd pozitivné definitni bilinedrni forma (a
tedy skalarni soucin), pak se jeji polarni béaze oznacuji jako béaze
ortogondlni. Je-li dokonce [g]p = F, je B ortonormdlni.



Uvazujme t¥eba g : R? x R? — R s pfedpisem

Pouzijeme-li jako R” matici vhodné fadkové tpravy, ziskime

won= (4 ) D 7)==

kde polarni bazi B = ((1,0), (—1,1)) ¢teme jako sloupce matice
prechodu R = [Id]%. Nasoben{ matic{ R zprava se chovd jako
sloupcova tprava odpovidajici fadkové tpravé RT. Vzhledem k
asociativité nasobeni matic je jedno, kterd z nich se provede
difv. Upravam typu G — RTGR se iika symetrické dpravy.
Tedy g je pozitivné definitni, B je ortogonélni béze,

B = ((1,0), 3(—1,1)) je baze ortonormalni &.



Pro V nad C uvedend definice nefunguje, uz standardni skalarni
soucin by nebyl pozitivné definitni:

(1 4 C):o, (0 ) (?):—1, (0 1+4) (122,):21'

DEFINICE
Necht V' je vektorovy prostor nad C. Zobrazeni g: V x V — C
je skaldrni soucin na V| paklize

1. Yu,v,weV,rseC:

g(ru+ sv,w) = 7g(u, w) + sg(v, w)
9(u,rv + sw) = rg(u, v) + sg(u, w)

2. Yu,v €V : g(u,v) = g(v,u)
3. VueV,u#0:g(u,u) >0



Standardni skaldrni souc¢in na C" je g(x,y) = xy.

Prvni ¢ast vlastnosti (1) se nazyva antilinearita v prvnim
argumentu, cela vlastnost pak seskvilinearita. Casto se
pouziva i konvence s antilinearitou v druhém a linearitou v
prvnim argumentu.

Matice seskvilinearni formy [g|p = G := (g(us, u;)) spliujici
vlastnost (2) je hermitovska, mluvime pak o hermitovské
seskvilinedrni formé.

Diky vlastnosti (2) je g(u,u) vidy v R, tedy vlastnost (3)
dava smysl. Komplexni skalarnf soucin je tedy hermitovska
pozitivné definitni seskvilinearni forma.

P¥i zménd baze G — RTGR, polarni baze se tedy da hledat
hermitovskymi tipravami (nejprve fadkova, pak komplexné
sdruzena sloupcové) a vzdy to jde .

Ortogonalni a ortonormalni baze jsou definoviny stejné. Je
praktické vztadhnout definici skaldrniho sou¢inu nad C i na
R a vSude pak jen ignorovat symboly komplexniho sdruzeni.



Dvojice (V,g), kde V' je vektorovy prostor a g skalarni soucin na
ném, se nazyva unitdrni prostor. Skalarni souc¢in budeme odted
znadit misto g(u,v) pouze (u,v). Definujeme pak

» Kolmost: u L v (u,v) =0

» Ortogondlni doplnék: M+ = {u € V|V € M :u L v}

Normu vektoru: ||ul| := <u u)

v

v

Vzddlenost vektori: p(u,v) := ||lu — v|

Uhel vektori: arccos W nad C nebo arccos % nad R

v

v

Ortogondlni projekci nav € V: P, : V =V, Py(u) = ”f;ﬁgv
» Ortogondlni projekcz' na og. doplnék: P, =1d —P,

Z rozpisu ||u + v||? = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) plyne tzv.
polariza¢ni identita

1
Re(u, v) = o (|fu+vl[* = [Jul* = [|v]*)

a pro u L v té&7 Pythagorova véta |Ju + v||? = ||ul|? + |lv||>.



TVRZENI
Necht' V' je unitdrni prostor nad F, u,v € V, v # o. Pak

1. P,, P,1 jsou linedrni zobrazeni

P,(v) = v, Ker P, = vt, Im P, = (v),
Ker P, = (v), ImP,1 = vt
P,oP, =P, PLoP, =P,

v

Ct o= W N

Vektor u lze jednoznacné zapsat jako | +uy, kde u) € (v),
uy L v. Navic pak v = Py(u) a uy = P,1(u).

6. [(u,v)] < |ull|v| a rovnost plati pouze pro u € (v).

Diikazy jsou analogické jako v prvni kapitole &. Ze Schwarzovy
nerovnosti pak plyne & trojuhelnikova nerovnost, tj. Vu,v € V :

[u+ o] < flull + [|v]]



Uvazujme posloupnost (wq,...,wx) ve V, pro kterou plati
(wi, w;) = ;5 (Kroneckerovo delta, tj. 1 pro i = j a 0 jindy),
takova posloupnost se nazyva ortonormdlni. Oznacme W <V
jejl linearnf obal, a Py : V — V zobrazeni

Py (u) := (w1, uywy + ... + (wp, w)w, = Zqu(u)

Pro zobrazeni Py plati &:
1. u € W pravé kdyz Py (u) = u; Ker Py = W, Im Py = W.
2. Yu e V 1 ||Pw(u)| < |lul|, pfi¢emz rovnost nastava pravé
kdyz u e W
3. Yoe W |lu— Pw(u)| <|lu—v|, pficemz rovnost nastava
praveé kdyz v = Py (u).
Tteti bod Fika, 7e Py (u) je vektor W, ktery je nejblize vektoru
u €V, a ze je tento vektor ur¢en jednoznac¢né. Tedy zobrazeni
Py je ortogondlni projekce na podprostor W a nezélezi, pomoci
které ortonormalni baze W jej zadefinujeme.



