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Skalární sou£in máme zatím de�novaný na Rn p°edpisem

x.y =

n∑
i=1

xiyi ≡ xTy

Pomocí n¥j jsme pak zavedli velikost vektoru, vzdálenost
vektor·, ortogonální dopln¥k, ortogonální projekci, ortogonální
matici a dal²í pojmy.

Budeme chtít tuto de�nici zobecnit na libovolný vektorový
prostor V . Uvaºujme jeho báze B,B′ a vektory u, v ∈ V a
ozna£me x := [u]B, x′ := [u]B

′
, y := [v]B, y′ := [v]B

′
. Platí

x = Rx′, kde R je matice p°echodu od B k B′. Pak

xTy = x′TRTRy′

Protoºe RTR není obecn¥ jednotková matice, výrazy xTy a
x′Ty′ se li²í. Nelze tedy skalární sou£in vektor· u, v ∈ V
zade�novat jednozna£n¥ pomocí jejich reprezentací.



P°ipus´me tedy, ºe skalárních sou£in· na V m·ºe být víc. Jaké
vlastnosti mají spl¬ovat?

Definice

Nech´ V je vektorový prostor nad R a g : V × V → R je
zobrazení spl¬ující

1. ∀u, v, w ∈ V , r, s ∈ R:

g(ru+ sv, w) = rg(u,w) + sg(v, w)

g(u, rv + sw) = rg(u, v) + sg(u,w)

2. ∀u, v ∈ V : g(u, v) = g(v, u)

3. ∀u ∈ V, u 6= 0 : g(u, u) > 0

Pak °ekneme, ºe g je skalární sou£in na V .

Zobrazení g : Rn × Rn → R de�nované g(x,y) := xTy tyto
vlastnosti spl¬uje ♣ a nazývá se standardní skalární sou£in na
vektorovém prostoru Rn.



Kaºdé zobrazení g : V × V → R spl¬ující vlastnost (1), se
nazývá bilineární forma. Pokud B = (u1, . . . , un), u, v ∈ V , pak

g(u, v) = g

 n∑
i=1

xiui,

n∑
j=1

yjuj

 =

n∑
i,j=1

xiyjg(ui, uj)

Matice G ∈ Rn×n, jejíº ij-tý element je gij := g(ui, uj), se zna£í
[g]B a nazývá maticí, p°ípadn¥ reprezentací bilineární formy
vzhledem k bázi B. Pokud B′ = (u′1, . . . , u

′
n), kde

u′p =
∑n

i=1 ripui (£ili R = [Id]BB′), pak

g(u′p, u
′
q) = g

 n∑
i=1

ripui,

n∑
j=1

rjquj

 =

n∑
i,j=1

rTpigijrjq,

neboli
[g]B′ ≡ G′ = RTGR =

(
[Id]BB′

)T
[g]B[Id]BB′



Matice bilineární formy se tedy transformuje jinak neº matice
endomor�smu. Vlastnost (2) je ekvivalentní s tím, ºe G je
symetrická matice, mluvíme o symetrické bilineární form¥.
Vlastnost (3) znamená, ºe xTGx > 0 pro libovolný nenulový
x ∈ Rn, taková matice (i forma) se nazývá pozitivn¥ de�nitní.
Kdyby G = diag(g11, . . . , gnn), pak

xTGx = g11x
2
1 + . . .+ gnnx

2
n > 0⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n} : gii > 0

U nediagonální G sta£í tedy najít R tak, aby G′ = RTGR
diagonální byla, neboli reprezentovat g vzhledem k tzv. polární
bázi. To jde vºdy ♣:

V¥ta

Kaºdá symetrická bilineární forma má polární bázi.

Pokud g je symetrická pozitivn¥ de�nitní bilineární forma (a
tedy skalární sou£in), pak se její polární báze ozna£ují jako báze
ortogonální. Je-li dokonce [g]B = E, je B ortonormální.



Uvaºujme t°eba g : R2 × R2 → R s p°edpisem

g(x,y) := xT

(
1 1
1 5

)
y ≡ x1y1 + x1y2 + x2y1 + 5x2y2

Pouºijeme-li jako RT matici vhodné °ádkové úpravy, získáme

RTGR =

(
1 0
−1 1

)(
1 1
1 5

)(
1 −1
0 1

)
=

(
1 0
0 4

)
=: [g]B,

kde polární bázi B = ((1, 0), (−1, 1)) £teme jako sloupce matice
p°echodu R = [Id]KB . Násobení maticí R zprava se chová jako
sloupcová úprava odpovídající °ádkové úprav¥ RT . Vzhledem k
asociativit¥ násobení matic je jedno, která z nich se provede
d°ív. Úpravám typu G→ RTGR se °íká symetrické úpravy.
Tedy g je pozitivn¥ de�nitní, B je ortogonální báze,
B̃ = ((1, 0), 12(−1, 1)) je báze ortonormální ♣.



Pro V nad C uvedená de�nice nefunguje, uº standardní skalární
sou£in by nebyl pozitivn¥ de�nitní:

(
1 i

)(1
i

)
= 0,

(
0 i

)(0
i

)
= −1,

(
0 1 + i

)( 0
1 + i

)
= 2i

Definice

Nech´ V je vektorový prostor nad C. Zobrazení g : V × V → C
je skalární sou£in na V , pakliºe

1. ∀u, v, w ∈ V , r, s ∈ C:

g(ru+ sv, w) = r̄g(u,w) + s̄g(v, w)

g(u, rv + sw) = rg(u, v) + sg(u,w)

2. ∀u, v ∈ V : g(u, v) = g(v, u)

3. ∀u ∈ V, u 6= 0 : g(u, u) > 0



I Standardní skalární sou£in na Cn je g(x,y) = x+y.
I První £ást vlastnosti (1) se nazývá antilinearita v prvním

argumentu, celá vlastnost pak seskvilinearita. �asto se
pouºívá i konvence s antilinearitou v druhém a linearitou v
prvním argumentu.

I Matice seskvilineární formy [g]B ≡ G := (g(ui, uj)) spl¬ující
vlastnost (2) je hermitovská, mluvíme pak o hermitovské
seskvilineární form¥.

I Díky vlastnosti (2) je g(u, u) vºdy v R, tedy vlastnost (3)
dává smysl. Komplexní skalární sou£in je tedy hermitovská
pozitivn¥ de�nitní seskvilineární forma.

I P°i zm¥n¥ báze G→ R+GR, polární báze se tedy dá hledat
hermitovskými úpravami (nejprve °ádková, pak komplexn¥
sdruºená sloupcová) a vºdy to jde ♣.

I Ortogonální a ortonormální báze jsou de�novány stejn¥. Je
praktické vztáhnout de�nici skalárního sou£inu nad C i na
R a v²ude pak jen ignorovat symboly komplexního sdruºení.



Dvojice (V, g), kde V je vektorový prostor a g skalární sou£in na
n¥m, se nazývá unitární prostor. Skalární sou£in budeme odte¤
zna£it místo g(u, v) pouze 〈u, v〉. De�nujeme pak

I Kolmost: u ⊥ v ⇔ 〈u, v〉 = 0

I Ortogonální dopln¥k: M⊥ = {u ∈ V |∀v ∈M : u ⊥ v}
I Normu vektoru: ‖u‖ :=

√
〈u, u〉

I Vzdálenost vektor·: ρ(u, v) := ‖u− v‖
I Úhel vektor·: arccos |〈u,v〉|‖u‖‖v‖ nad C nebo arccos 〈u,v〉‖u‖‖v‖ nad R

I Ortogonální projekci na v ∈ V : Pv : V → V , Pv(u) = 〈v,u〉
‖v‖2 v

I Ortogonální projekci na og. dopln¥k: Pv⊥ = Id−Pv

Z rozpisu ‖u+ v‖2 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉 plyne tzv.
polariza£ní identita

Re〈u, v〉 =
1

2
(‖u+ v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2)

a pro u ⊥ v téº Pythagorova v¥ta ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.



Tvrzení

Nech´ V je unitární prostor nad F, u, v ∈ V , v 6= o. Pak

1. Pv, Pv⊥ jsou lineární zobrazení

2. Pv(v) = v, KerPv = v⊥, ImPv = 〈v〉,
3. KerPv⊥ = 〈v〉, ImPv⊥ = v⊥

4. Pv ◦ Pv = Pv, Pv⊥ ◦ Pv⊥ = Pv⊥

5. Vektor u lze jednozna£n¥ zapsat jako u‖ + u⊥, kde u‖ ∈ 〈v〉,
u⊥ ⊥ v. Navíc pak u‖ = Pv(u) a u⊥ = Pv⊥(u).

6. |〈u, v〉| ≤ ‖u‖|v‖ a rovnost platí pouze pro u ∈ 〈v〉.

D·kazy jsou analogické jako v první kapitole ♣. Ze Schwarzovy
nerovnosti pak plyne ♣ trojúhelníková nerovnost, tj. ∀u, v ∈ V :

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖



Uvaºujme posloupnost (w1, . . . , wk) ve V , pro kterou platí
〈wi, wj〉 = δij (Kroneckerovo delta, tj. 1 pro i = j a 0 jindy),
taková posloupnost se nazývá ortonormální. Ozna£me W ≤ V
její lineární obal, a PW : V → V zobrazení

PW (u) := 〈w1, u〉w1 + . . .+ 〈wn, u〉wn ≡
k∑

i=1

Pwi(u)

Pro zobrazení PW platí ♣:
1. u ∈W práv¥ kdyº PW (u) = u; KerPW = W⊥, ImPW = W .

2. ∀u ∈ V : ‖PW (u)‖ ≤ ‖u‖, p°i£emº rovnost nastává práv¥
kdyº u ∈W

3. ∀v ∈W : ‖u− PW (u)‖ ≤ ‖u− v‖, p°i£emº rovnost nastává
práv¥ kdyº v = PW (u).

T°etí bod °íká, ºe PW (u) je vektor W , který je nejblíºe vektoru
u ∈ V , a ºe je tento vektor ur£en jednozna£n¥. Tedy zobrazení
PW je ortogonální projekce na podprostor W a nezáleºí, pomocí
které ortonormální báze W jej zade�nujeme.


