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KAPITOLA 1

Logika, mnoziny a zakladni
¢iselné obory

1.1. Logika

1.1.1. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formalné logicka spravnost
spociva ve spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi. V tomto oddilu se budeme
zabyvat logikou vyrokovou a predikatovou.

1.1.2. Vyrok je tvrzeni, o kterém ma smysl fici, Ze je pravdivé (plati), nebo ne-
ni pravdivé (neplati). Pokud vyrok plati, itkame, ze ma pravdivostni hodnotu 1,
pokud neplati, fikame, Ze ma pravdivostni hodnotu 0. Pouze nékteré spravné utvo-
fené gramatické véty jsou vyroky. Véty ,Cislo 4 je sudé.” a ,,Praha je hlavni mésto
Kanady.“ jsou vyroky, naproti tomu ,Ahoj!“ nebo ,,Kéz by uz byl konec.“ nikoli.
Tvrzeni ,Cislo 7™ je iracionalni.” je vyrok, i kdyz zatim neni znamo, zda pravdivy ¢i
nepravdivy. Z vyroki lze vytvaret nové slozitéjsi vyroky pomocilogickych operaci.
Se zakladnimi logickymi operacemi se nyni seznamime.

1.1.3. Negaci vyroku 4 rozumime vyrok ,Neni pravda, ze plati 4.“ K vyjadieni
negace vyroku A mtzeme také pouzit obrat ,,Neplati 4., pfipadné zménit prislus-
né sloveso ve vyroku pomoci predpony ,ne-“. Negaci vyroku A zna¢ime —A. Je-li
vyrok A pravdivy, pak je vyrok —A nepravdivy. Je-li vyrok A nepravdivy, pak je
vyrok —A pravdivy.

1.1.4. Konjunkci vyrokt 4 a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“ Dale
pouzivame také obraty ,Plati A a plati B.“, ,Plati A4 i B.“ Konjunkci vyrokti 4 a B
znac¢ime A A B, n¢kdy také A & B. Pokud jsou pravdivé oba vyroky 4 a B, pak je
konjunkce A A B pravdiva. Pokud je alespon jeden z vyrokii A a B nepravdivy, pak
je konjunkce A A B nepravdiva.

1.1.5. Disjunkci vyroki 4 a B nazveme vyrok ,Plati 4 nebo plati B.“ Disjunkci
vyrokti A a B znac¢ime A v B. Pokud je alespon jeden z vyrokt A a B pravdivy,
pak je disjunkce A v B pravdiva. Pokud jsou oba vyroky A a B nepravdivé, pak
je disjunkce 4 v B nepravdiva. Poznamenejme, ze disjunkce neni vylucujici, to
znamena, ze je pravdiva i v ptipadé, kdy plati oba vyroky A a B zaroven. Takto
pouzivame spojku ,nebo v matematice na rozdil od pfirozeného jazyka, kde mtize
mit i vyznam vylucovaci.



2 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

1.1.6. Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok)
B.“ Takové spojeni vyroki A a B zna¢ime A = B. Pokud A neplati nebo oba
vyroky A i B plati, pak jde o pravdivy vyrok. Pokud 4 plati a B neplati, pak jde o
vyrok nepravdivy. Vyroku A fikame pfedpoklad a vyroku B zavér. Pro vyjadieni
implikace pouzivame také nasledujici obraty.

Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.

Vyrok A implikuje vyrok B.

Z vyroku A plyne vyrok B.

Ptedpokladejme, ze plati vyrok A4, potom plati vyrok B.

Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.

Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Je-li predpoklad A4 nepravdivy, pak implikace A = B plati vidy bez ohledu na
platnost zavéru B. Jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoliv jiny vyrok.
Tato skute¢nost mize nékdy puisobit potize, které vyplyvaji z rozdilného pouzivani
obratu ,Jestlize plati A, pak plati B.“ v logice a v pfirozeném jazyce. V béiné fe-
¢i pouzivame tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li néjaka vécna souvislost mezi
predpokladem A4 a zavérem B, zatimco v logice pouzivame tento obrat i ke spojeni
vyroki, kde takova souvislost nemusi existovat, napiiklad ,Jestlize je medvéd ry-
ba, pak jsou Athény v Egypté¢.“ Pravdivost takového vyroku v logice zavisi pouze
na pravdivostnich hodnotach predpokladu a zavéru. Ackoliv pravdivost takovych
vyrokt miize pisobit nezvykle, je formalné logické pojeti implikace v matematice
velmi uzite¢né. Podrobnéjsi vysvétleni lze nalézt naptiklad v [18, I1.8].

1.1.7. Ekvivalenci vyrokii A a B nazyvame vyrok ,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz
plati vyrok B.“ Ekvivalenci vyrokii A a B zna¢ime A < B. Pokud A4 a B maji
stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A < B pravdivy vyrok. Pokud nemaji 4
a B stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A ¢ B nepravdivy vyrok. Ekvivalenci
vyjadiujeme také pomoci nasledujicich obratd.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.
e Vyrok 4 je ekvivalentni vyroku B.
e Vyrok 4 je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

1.1.8. Nasledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logic-

kych operaci v zavislosti na pravdivosti vyrokt 4 a B.

Al -4 A B|AANB|AVB|A=B|A& B

0] 1 0 0 o 0 1 1

1|0 0 1| 0 1 1 0
1 0] o0 1 0 0
1 1] 1 1 1 1

1.1.9. Pro zjednoduseni zapisu bude mit mezi logickymi operacemi negace pred-
nost pred ostatnimi operacemi. Napiiklad zapis =4 = B znamena (—A) = B.



1.1. LOGIKA 3

1.1.10. Véta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Necht A, B a C jsou vyro-
ky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroka
A, B, C.

(@) ~(—4) & A

(b) (AAB) < (BAA)

(© ((AAB)AC) & (AN (BAC))

(d) (Av B) & (BV A)

() ((AVvB)vC) & (AV(BV(O))

B (AV(BAC)) < ((AVB)A(AVC))
(g (AAN(BVC)) < ((AAB)V(AAC))

Diikaz. (a) Ptedpokladejme nejprve, ze vyrok 4 je nepravdivy. Potom je vyrok —4
pravdivy a vyrok —(—4) je nepravdivy. Vyroky A a —=(—A) maji stejnou pravdivostni
hodnotu, takze je vyrok —(—A4) < A pravdivy.

Nyni predpokladejme, Ze vyrok 4 je pravdivy. Potom je vyrok —A nepravdivy
a vyrok —(—A4) je pravdivy. Vyroky 4 a =(—A) maji stejnou pravdivostni hodnotu,
takze je vyrok —(—A4) & A opét pravdivy. Tim je ditkaz proveden. Predchozi tvahu
Ize prehlednéji zapsat pomoci nasledujici tabulky.

A=A | ~(=4) | ~(=4) & 4
0 1 0 1
1] o 1 1

(b) Kazdy z vyrokit A a B muze byt pravdivy nebo nepravdivy. Pouzijeme-li stej-
ny postup jako v predchozim ptipadé, je tfeba projit celkem ctyfi pripady. Tyto
piipady spolu s pravdivostnimi hodnotami ptislusnych vyroki jsou zachyceny v
nasledujici tabulce.

B|BAA|(AAB) & (BAA)

1

A B
0 0
0 1
1 0
1 1

—_ o O o>
-0 O o>

1
1
1
Posledni sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje pouze pravdivostni hodnotu 1,

takze uvazovana ekvivalence je vzdy pravdiva.

(c) Podobné¢ jako v predchozim pripadé¢ sestavime piislusnou tabulku. Zde je jiz
celkem osm moznosti pravdivostnich hodnot pro trojici vyrokt 4, B a C.
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A B C|AAB|BAC | (AANB)AC | AN(BAC)
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
I 1 1 1 1 1 1

Posledni dva sloupce pravdivostnich hodnot jsou shodné, takze dokazovana ckvi-
valence je vzdy pravdiva.

Ptipady (d)-(g) lze odvodit zcela obdobné a prislusné tabulky zde jiz uvadét ne-
budeme. n

1.1.11. Tyrzeni (b) a (c) Véty ukazuji, ze pokud chceme postupné spojit
vyroky Ay,..., A, pomoci konjunkce, pak nezalezi na poradi, v jakém uvazované
vyroky spojime. Napiiklad vyroky

A /\((Az/\A3)/\A4), ((A4/\A3)/\A1)/\A2
jsou ekvivalentni. V takovych pfipadech pak pouzivaime jednodussi zapis Ay A
Az A+ N Ay Tyrzeni (d) a (e) Véty umoznuji zavedeni obdobného zapisu
AV Ay V .-+ v Ay pro disjunkei. V pripadé konjunkce dokonce nékdy vynechava-

me symbol A a vyroky pouze oddé¢lujeme ¢arkami. Naptiklad vyrok ,Plati vyroky
A1, Az, A3.“ znamenad ,Plati vyrok Ay A Ay A A3.%

1.1.12. Véta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Necht 4 a B
jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost
vyrokii A a B.

(@) "(AAB) & (mAV —B)

(b) ~(Av B) & (mAA—B)

(c) /(A= B) < (AA—B)

(d) =(4 < B) & (4 < —B)

Diikaz. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot ukazme napiiklad platnost (d). Prav-
divost vyroki (a)-(c) lze dokazat obdobné.

A B|AsB|~(A&B)|As B

0 0 1 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0

Posledni dva sloupce jsou shodné, a tedy vyrok —=(4 < B) & (A & —B) je vzdy
pravdivy. [
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1.1.13. Véta (vztah implikace a ekvivalence). Necht A a B jsou vyroky. Potom jsou
vyroky A & B a (A = B) A (B = A) ckvivalentni, tj. vyrok

(A& B) & (A= B)A (B = A)) 1.1)
je vzdy pravdivy bez ohledu na pravdivost vyrokt A a B.

Diikaz. Opét pouzijeme tabulku pravdivostnich hodnot.

A B|A=>B|B=>A|(A=>BA(B=>4)| A5 B
0 O 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Posledni dva sloupce jsou shodné, a vyrok ([L.1) je tedy vzdy pravdivy. ]

1.1.14. Véta. Necht A, B a C jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vidy
pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroki 4, B, C.

(@) (A= B) & (=B = —A)
(b) (A= B) & (—mAV B)
(© ((AvB)=C) & (A= C)A(B=())

Diikaz. Tvrzeni plynou z nasledujicich tabulek pravdivostnich hodnot.

@

A B|-A|-B|A=B|-B=—-A|(A= B) & (—-B = -4)
0 O 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0] O 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1
(b)
A B|-A|A=B|-AVB|(A= B) & (-AV B)
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0] O 0 0 1
1 1 0 1 1 1

©
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A B C|AVB|(AVB)=C|A=C|B=C|A=C)AB=C)
0 0 0] 0 1 1 1 1
0 0 1| 0 1 1 1 1
0 1 0] 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 of 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1
11 0] 1 0 0 0 0
11 1 1 1 1 1 1

Sloupec pravdivostnich hodnot odpovidajici vyroku (4 v B) = C je shodny s
poslednim sloupcem, a proto je vyrok v bodé (c) vzdy pravdivy. ]

1.1.15. Tvrzeni ,Cislo x jeliché.“, kde x je proménna, je gramatickou vétou, nicmé-
né neni vyrokem, protoze jej nelze potvrdit ani vyvratit. Z uvedeného tvrzeni se

stane vyrok, pokud proménnou x nahradime konkrétnim ¢islem, napiiklad ,Cislo
7 je liché.” Pravé uvedeny piiklad motivuje nasledujici definici.

1.1.16. Definice. Vyrokova forma V(x,...,x,) je vyraz, z n¢hoz vznikne vyrok,

kdyz za proménné xy, ..., x, dosadime po fadé¢ prvky z danych mnozin My, M, ..., M,.
Takovou vyrokovou formu s n proménnymi a ptislusnymi mnozinami My, M, ..., M,
znadime

V()C],...,Xn), X1 €My, xp e My,...,x, € M,.

1.1.17. Pojem mnoziny v pfedchozi definici pouzivame v intuitivnim smyslu. Pro
nase uvahy nam zatim postaci toto (ne zcela presné) vymezeni: MnoZinou rozumime
kaZdé shrnuti urcitjch a navzdjem riznjch objektil (které nazyvame proky) do jediného celku. Je-li
a prvkem mnoziny A, pak piseme a € A. Pokud a neni prvkem A, piseme a ¢ A.
Jestlize kazdy prvek mnoziny A je i prvkem mnoziny B, potom fikame, ze A je
podmnozinou B a piseme A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera

neobsahuje zadny prvek. Zptesnujici vyklad je uveden v Oddilu B a Dodatku @

1.1.18. Necht vyrokova forma V' ma tvar ,.x je hlavni mésto Ceské republiky®, kde
za x dosazujeme prvky z mnoziny vsech ¢eskych mést. Pak V(Praha) je pravdivy
vyrok, ale vyrok V(Plzen) neplati.

1.1.19. Predikatem v logice rozumime vlastnost, kterou néjakému predmétu pfi-
suzujeme, nebo mu ji upirame. V je predikatem , byt hlavnim méstem Ceské
republiky®. Predikatova logika se vénuje studiu predikatd a vySetfovani vlastnosti
kvantifikace. Pojmem kvantifikace se nyni budeme zabyvat.

1.1.20. Definice. Necht V(x), x € M, je vyrokova formaa P C M.

(a) Vyrok ,,Pro kazdé x € P plati V(x).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vx € P: V(x).

Symbol ¥ nazyvame obecnym kvantifikatorem.

(b) Vyrok ,Existuje x € P takové, Ze plati V(x).“ zapisujeme ve tvaru
dx € P: V(x).
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Symbol 3 nazyvame existen¢nim kvantifikatorem.

(c) Vyrok ,Existuje pravé jedno x € P takové, ze plati V(x).“ zapisujeme ve tvaru
Alx € P: V(x).

1.1.21. Poznamka. Z typografického hlediska vznikly symboly V a 3 otoc¢enim

pismen A a E. Pismeno A vychazi z némeckého slova allgemein, a pismeno E patrné
z francouzského slova exister.

1.1.22 (kvantifikace pfes prazdnou mnozinu). Necht V(x), x € M, je vyrokova
forma. Jestlize P je prazdna mnozina, potom vyrok
Vx e P:V(x)
povazujeme za pravdivy. Na druhé strané vyrok
dx e P: V(x)
je zfejmé nepravdivy.
1.1.23. Pokud ma vyrokova forma vice proménnych, mizZeme z ni pomoci kvantifi-
katort vytvotit nové vyrokové formy s mensim poctem proménnych nebo dokonce
vyroky. Méjme vyrokovou formu V(x,y), x € My, y € M. Nyni miizeme vytvofit
nové vyrokové formy s jednou proménnou napftiklad takto:
Vx e My: V(x,y), dx € My: Vix,y),
Vy e My: V(x,y), dy € Ma: V(x,y).

V prvnim fadku jde o vyrokové formy s proménnou y a ve druhém s proménnou
x. Z téchto forem lze utvofit vyroky pouzitim dalsiho kvantifikatoru, napriklad

Vx e My: (Vy € My: V(x,y)), Jy € My: (3x € My: V(x,y)).
Vyroky uvedeného typu zapisujeme zpravidla jednoduseji nasledujicim zptisobem:
Vx e My Vy e My: V(x,y), dy €e M Ix € My: V(x,y).

Obdobné miizeme pomoci kvantifikatort vytvaret vyrokové formy a vyroky z vy-
rokové formy s vice nez dvéma proménnymi.

1.1.24 (intuitivni pojeti matematické logiky). V nasem textu se pridrzime intuitiv-
niho vyznamu kvantifikatori, tj. vyuzijeme toho, jak v bézné feci rozumime obra-
tam ,pro kazdé x“ a ,existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o ¢isté formalni pojeti
matematické logiky, nebot takovy piistup by pro svou naro¢nost nebyl pfiméteny
nasemu textu. Proto né¢které vlastnosti kvantifikatorti z tohoto oddilu nebudeme
dokazovat, nicmén¢ by tyto vlastnosti mély byt intuitivné zfejmé. V knize [16] je
mozné se seznamit s precizni vystavbou matematické logiky a jejimi hlubokymi
vysledky. Kniha vsak predpoklada obeznamenost s vy$si matematikou.

1.1.25 (ztzeni vyrokové formy). Uvedme nejprve dvé nasledujici vlastnosti. Necht
V(x),x € My, je vyrokova forma a M, C M;. Potom plati:

(@) (Vx € My: V(x)) = (Vx € Ma: V(x)),

(b) (3x € Mz: V(x)) = (3x € M;: V(x)).
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Vyrok (a) fika, Ze pokud vyrok V(x) plati pro kazdy prvek x mnoziny M, pak plati
i pro kazdy prvek x z mnoziny M,. Vyrok (b) tvrdi, Ze pokud v podmnoziné M,
existuje prvek x takovy, ze V(x) plati, pak takovy prvek nalezneme i v mnoziné M.
1.1.26 (poradi kvantifikatorti). Uvedme dale tfi zakladni vlastnosti tykajici se po-
tadi kvantifikatord, které budeme casto pouzivat. Necht V(x,y),x € M,y € M,
je vyrokova forma. Potom plati:

o (YxeM;VyeMy:V(x,y)) & (Yy e My Vx € My: V(x,y)),

e (AIxeMyIyeMy:V(x,y)) & (Iy € My Ix € My: V(x.y)),

e (IxeM VyeMy:V(x,y) = (Vy € My Ix € My: V(x,)).
Prvni dvé vlastnosti tikaji, ze poradi kvantifikatori stejného typu 1ze zaménovat, aniz
by se zménila pravdivostni hodnota vyroku. V posledni ze tif vyse uvedenych for-
muli je vsak pouze implikace, nikoli ekvivalence. Poradi obecného kvantifikatoru
a existen¢niho kvantifikatoru totiz obecné zaménit nelze, jak ukazuje néasledujici

priklad.
Necht A(m.d),m € M.d € D, znaci vyrokovou formu
»Muz m je otcem ditéte d.“, m e M,d € D,
kde M je mnozina vSech muzii a D je mnozina vsech déti. Vyroky

Vd e DIme M: A(m,d), dme MVd e D: Aim,d)

se lisi pouze poradim kvantifikatorti. Prvni vyrok tika, ze kazdé dit¢ ma svého otce.
Druhy vyrok tvrdi, Ze existuje muz, ktery je otcem vsech déti. Pravdivostni hodnoty
téchto vyrokii se tedy lisi.

1.1.27. Oznaceni. Necht V(x, y) je vyrokova forma, kde za proménné x a y bere-
me prvky mnoziny A. V takovém piipadé¢ vzhledem k zaménnosti kvantifikatort
stejn¢ho typu pouzivame ¢asto misto zapisu

Vxe AVye A: V(x,y)
zapis
Vx,y e A: V(x,y).
Podobné misto
dxeAdyeA: V(x,y)
piseme zkracené
dx,y € A: V(x,y).

Tuto konvenci budeme zfejmym zptisobem pouzivat i ve formulich, které obsahuji
vice nez dva kvantifikatory.

1.1.28. Oznaceni. Necht V' a P jsou vyrokové formy s proménnou x € M. Zapis
Vx e M, P(x): V(x), (1.2)

oznacuje vyrok
Vx e M: (P(x) = V(x)).
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Vyrok @) ¢teme: ,Pro kazdé x z M splnujici P plati V(x).“ Zapis
dx e M, P(x): V(x) (1.3)
oznacuje vyrok
dx e M: (P(x) A V(x)).
Vyrok @ ¢teme: ,Existuje x z M splnujici P, pro které plati V(x).“ Obdobny
zapis pouzivame i v piipadé¢, ze V je vyrokova forma o vice nez jedné proménné.
Vyse uvedena timluva zjednodusuje a zprehlednuje zapis formuli.

1.1.29 (negace vyroku s kvantifikatory). Necht V a P jsou vyrokové formy pro-
ménné x € M. Negaci vyroku

VxeM: V(x)
lze zapsat ve tvaru
dx e M: =V(x),

pricemz =V znadi vyrokovou formu, kterd po dosazeni za proménnou x urcuje

vyrok =(V(x)). Podobné negaci vyroku
dx e M: V(x)
lze zapsat ve tvaru
Vx e M:=V(x).
Negovat vyrok
Vx e M, P(x): V(x),
znamena negovat vyrok
Vx e M: (P(x) = V(x)).
Po provedeni negace dostaneme
Ix e M: —=(P(x) = V(x)),
takze podle Véty [.1.19(c)
Ax € M: (P(x) A=V(x)).
Posledni formuli lze prepsat ve tvaru
dx € M, P(x): =V (x).
Podobné lze odvodit, Ze negace vyroku
dx e M, P(x): V(x)
ma tvar
Vx e M, P(x): =V(x).

Pokud negujeme vyrok, ktery obsahuje vice kvantifikatort, postupujeme tak,
ze ve formuli zaménime obecné kvantifikatory za existencni, existen¢ni za obecné
a negujeme vyrokovou formu. Spravnost postupu vyplyva z predchoziho vykladu.
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1.1.30. Negaci vyroku

Vxe My Iy e My Vz € M3: V(x,y,2)
lze zapsat ve tvaru

dx e My Vy € My 3z € M5: =V (x,y,2).

S vyrokovymi formami a kvantifikatory se budeme v tomto textu setkavat ne-

ustéle. [:Tlohy k procviceni jsou uvedeny v Oddilu @

1.2. Zakladni metody diikazi

1.2.1. Mnozinu vSech pfirozenych cisel, tj. mnozinu vsech ¢isel 1, 2, 3,..., bu-
deme znacit N, mnozinu vsech celych ¢isel Z, mnozinu vSech racionalnich ¢isel,
tj. mnozinu ¢isel tvaru g, kde p € Z a ¢ € N, budeme znadit Q a mnozinu vsech
realnych ¢isel R. Iracionalnim ¢islem rozumime kazdé realné ¢islo, které neni raci-
onalni. Cisla z uvedenych mnozin miizeme porovnavat mezi sebou podle velikosti,
s¢itat, odecitat, nasobit a délit. Pro rovnost realnych ¢isel budeme pouzivat stan-
dardni symbol = a pro nerovnosti symboly <, >, <, >. Pro uvedené operace pak
symboly + (plus), — (minus), - (krat) a - (zlomkova ¢ara). Budeme predpokladat
znalost zakladnich vlastnosti téchto mnozin na trovni stfedoskolské matematiky,
tj. zejména znalost vlastnosti pocetnich operaci. Také pouzijeme tvrzeni, Ze mno-
zina prirozenych ¢isel je rovna mnoziné viech celych ¢isel, ktera jsou vétsinez 0, a
¢islo 1 je nejmensi prirozené ¢islo, tj. pro kazdé n € N plati n > 1. O mnozinach
N, Z,Q aR zde hovorime zejména proto, abychom je mohli pouzivat v ilustra¢nich
prikladech tohoto oddilu. Vice o nich fekneme v Oddilu @)ajejich presnému za-
vedeni se budeme vénovat v Dodatku .

1.2.2. V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvrzeni, ktera nedokazuje-
me. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. Vsechna dalsi tvrzeni jsou potom v ditka-
zech odvozovana z axiomu a tvrzeni jiz dokazanych. Matematické tvrzeni, kte-
ré povazujeme za dulezité nebo zajimavé samo o sob¢, vétsinou nazyvame vétou.
K oznaceni tvrzeni, které ma pomocny charakter, tj. potfebujeme jej pouze k di-
kazu jinych tvrzeni, pouzivame zpravidla slovo lemma.l Definice vymezuji nové
pojmy, véty a lemmata hovori o vlastnostech téchto pojmu a vztazich mezi nimi.
Matematicka teorie je tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty a dikazy.
Podrobng¢jsi vyklad o axiomech i samotném jazyce matematiky je uveden v Dodat-
ku @

Nejcastéji byva matematicka véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud
plati predpoklad A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych
uvah vedoucich od predpokladi véty k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dtikaza
patri:

e primy dtkaz,

18lovo lemma je stfedniho rodu.
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e nepiimy diikaz,

e dikaz sporem,

e ditkaz rozborem pripada,

e ditikaz matematickou indukci.

Tyto postupy nyni stru¢né vysvétlime a vyklad doplnime priklady. Uvedme jesté,
ze u slozitéjsich dikaz je ¢asto nutné pouzit i nékolika z vyse uvedenych postupt
a vzajemn¢ je kombinovat.

1.2.3 (pfimy dtikaz). M¢jme matematickou vétu ve tvaru implikace A = B pro
jisté vyroky A a B. Pfi pfimém diitkazu postupujeme takto: Predpokladame, ze vy-
rok A plati. Odtud odvodime platnost jistého vyroku Cy, pomoci C; dokazeme
pravdivost jistého vyroku C,, z n¢ho pak dokazeme Cs a tak dale, az z predpokla-
du platnosti vyroku C, dokazeme vyrok B. Odvodili jsme tedy nasledujici fetéz
implikaci

A=C, Ci=>C, C3 = C5,...,Ch1 = C,, C, = B,

ze kterého jiz plyne platnost implikace A = B. Chceme-li dokazat néjakou vétu
piimym dtikazem, je na nas, abychom nalezli vhodné stfedni ¢leny Cy, . .., Gy, které
nam umozni z predpokladu odvodit zavér. Jak je hledat v konkrétnim pripadé¢, na
to bohuzel zadny navod ¢i dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvirdi
¢innost a bez ur¢ité miry divtipu zadnou novou vétu dokazat nelze.

1.2.4 (nepiimy ditkaz). Tento typ diikazu je zalozen na ekvivalenci vyrokti A = B
a—B = —A4 (vizte Vétu (a)). Plati-li druhy vyrok, pak platii prvni. Staci tedy
nalézt jakykoli dikaz druhého vyroku.

1.2.5 (dikaz sporem). Tato metoda je zalozena na ckvivalenci vyroki A = B
a—~(AA-B) (vizte Vétu [[.1.19(c)). P¥i tomto zptisobu dokazovan{ predpokladame
platnost vyroku A A —B. Pokud se nam z né¢ho podaii odvodit vyrok C, ktery je
neplatny, pak nemuze platit ani vyrok A A =B (z platného vyroku nelze odvodit
vyrok neplatny). Plati tedy =(4 A —=B), neboli A = B.

1.2.6 (dtikaz rozborem piipadit). Ma-li dokazované tvrzeni tvar (AV B) = C, pak
podle Véty [1.1.14(c) stati dokazat tvrzeni A = C a B = C. V tomto dikazu tedy
nejprve dokazujeme zavér C za predpokladu, ze plati A. Pak dokazujeme C za
predpokladu, Ze plati B. Pti aplikaci této metody je tedy tfeba zapsat predpoklad
véty ve tvaru A V B tak, abychom pak mohli snaze odvodit A = C a B = C. Ani
zde neni k dispozici zadny algoritmus, jak takova 4 a B nalézt, a je tieba pouzit
vlastniho davtipu.

1.2.7 (dtkaz matematickou indukcf). Metodu dtikazu matematickou indukef 1ze
pouzit k diikazu vyroku tvaru
Vn € N: V(n), 1.4

kde V(n), n € N, je vyrokova forma. V prvnim kroku matematické indukce doka-
zeme platnost vyroku V(1). Ve druhém kroku pak dokazeme vyrok

vn e N: (V(n) = V(n+ 1)),
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neboli predpokladame platnost V(n) (tzv. indukéni predpoklad) a odvodime plat-
nost V(n + 1). Z téchto dvou kroka pak vyplyva platnost vyroku @)

V ptipadé, ze chceme dokazat vyrok tvaru
Vn e€Z,n>ng: V(n),

kdeng € ZaV(n),n € Z,n > nyg, je vyrokova forma, pak v prvnim kroku matema-
tické indukce dokazeme platnost vyroku V(ng). Ve druhém kroku pak dokazeme
vyrok
VneZ,n>ngp: (V(n) = Vn+ 1)).
Korektnost této ditkazové metody podstatné souvisi s konstrukcemi mnozin
prirozenych ¢isel a mnoziny celych ¢isel, kterym se budeme vénovat v Dodatku ﬁ,

1.2.8 (dikaz tplnou matematickou indukei). Necht V(n),n € N, je vyrokova for-
ma. Vyrok
Vn e N: V(n) (1.5)
je n¢kdy mozné dokazat pomoci Giplné matematické indukce, ktera sestava z ove-
feni nasledujicich tvrzent:
(a) plati V(1),
(b) pro kazdén € N plati
(VjeN,j<n: V()= Vn+1).
Krok (b) uplné matematické indukce se lisi od druhého kroku matematické in-
dukce popsané v paragrafu v tom, ze misto abychom predpokladali platnost
pouze V(n), ptedpokladame, ze plati vyroky V (1), V(2),...,V(n).
Ptedpokladejme, Ze plati (a) a (b). Ukazeme, ze pak plati (.5). Definujme
vyrokovou formu W(n),n € N, nasledujicim zptsobem: Vyrok W(n) fika, Ze pro
kazdé j € N, j <n, plati V(j). Matematickou indukci dokdzeme tvrzeni
Vn € N: W(n). (1.6)
Vyrok W(1) plati podle (a). Nyni predpokladejme, Ze pro néjaké n € N plati W(n).
Potom podle (b) plati V(n 4 1). Plati-li W(n) a V/(n 4 1), pak plati W(n 4 1). Podle
principu matematické indukce plati (@) Z vyroku @ pak okamzité plyne @

Dalsi varianty ditkazu matematickou indukei jsou uvedeny v prikladové ¢asti

této kapitoly (Oddil 1.9).

Pouziti vy$e uvedenych dikazovych metod priblizime v nasledujicich prikla-

dech.
1.2.9. Priklad. Dokazte, Ze pro kazdé a, b € R plati 1(a® + b?) > ab.

Reseni. Provedeme piimy ditikaz tvrzeni. Vezméme libovolna ¢isla a, b € R. Potom
plati (a—b)? > 0. Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a?—2ab +b? > 0. Odtud
jiz snadno plyne dokazovana nerovnost %(a2 + b?) > ab. *

1.2.10. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, Ze potom existuje k € N takové, ze n =
2k, nebo n = 2k — 1, pficemz oba piipady nemohou nastat zaroven. V prvnim
piipadé fikame, ze n je sudé, a ve druhém, ze je liché.
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Resené. K ditkazu prvni casti tvrzeni pouzijeme matematickou indukci. Pron =1
polozme k = 1. Potom mame 1 = 2.1 — 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
n € N, a chceme tvrzeni dokdzat i pro ¢islo n + 1. Podle indukéniho predpokladu
existuje k € N takové, ze n = 2k, nebon = 2k — 1. V prvnim pripadé¢ platin + 1 =
2k +1=2(k + 1) — 1, ve druhém n + 1 = 2k. V prvnim ptipadé je tedy hledanym
¢islem k + 1 a ve druhém k.

Pokud by ¢islo n € N bylo zaroven liché i sudé, pak by existovala k,/ € N
takova, zen = 2k = 2l —1. Potom 2(/ —k) = 1,atedy l —k = % Cislo —k je celé,
na rozdil od &isla %, coz je spor. Metodou diikazu sporem jsme odvodili i druhou
¢ast tvrzeni. Tim je tvrzeni prikladu dokazano. ry

1.2.11. Priklad. Nechtn € N a p € N je liché. Dokazte, ze potom p” je liché ¢islo.

Reéseni. Necht p € N je liché. Tvrzeni dokazeme matematickou indukci. Pron =1
je ¢islo p! = p liché podle piedpokladu. Predpoklddejme platnost tvrzeni pro
prirozené cislo n, tj. predpokladejme, Ze cislo p” je liché. Pak existuje k € N takové,
ze p" = 2k — 1. Existuje také [ € N takové, ze p = 2/ — 1. Potom plati

pPil=p"p=0Qk-1)-Ql 1) =22kl —k—-1+1)—1.

Déle plati 2kl —k — 1 +1=k(I — 1)+ I(k— 1)+ 1> 1,atedy 2kl —k —I + 1 € N.
Odtud plyne, ze &slo p"*! je liché. a

1.2.12. Pripomenme, ze ¢islo d € Z nazyvame délitelem ¢isla n € Z, znac¢ime
d | n, pokud existuje k € Z splnujici n = kd. Pro kazdé n € N je zfejmé 1 i n
délitelem n. Rekneme, e n € N je prvocislo, pokud n > 1 a jeho jedini kladni
délitelé jsou 1 a n. Naprtiklad ¢isla 2,3, 5,7, 11 jsou prvocisla.

1.2.13. Priklad. Necht n € N. Dokazte, ze potom existuje pravé jedna dvojice
k.l € N takovd, ze n = 2k=1(21 — 1).

Reseni. Pomoci Gplné matematické indukee nejprve dokdzeme existenci piislus-
nych k,l € N pron € N. Pak ukazeme i jednoznacnost k a [.

Pron = 1 polozimek = 1al = lamamen = 1 = 2'71(2-1-1). Pfedpokladej-
me, 7e kazdé j € N, j < n, lze vyjadtit ve tvaru 2¥=1(2/ — 1) pro vhodna k,/ € N.
Chceme ukazat, Ze i pro ¢islo n + 1 lze nalézt prislusna k,/ € N. Pokud je n + 1
¢islo liché, pak existuje I € N takové, ze n + 1 = 2/ — 1. Polozime k = 1 a tvrzeni
je dokazano. Pokud je ¢islo n + 1 sudé, pak existuje m € N takové, zen + 1 = 2m.
Ponévadz m < n, existuji podle indukéniho predpokladu ¢isla k7,1 € N takova,
7em = 2121’ = 1). Potom sta&{ polozitk =k’ +1al =1".

Zbyva dokazat, ze ¢isla k, I jsou pro dané n € N uréena jednoznac¢né. Piedpo-
kladejme, ze n = 287121 — 1) = 2¥'~1(21' — 1) pro k,1,k’, I’ € N. Ptedpokladejme,
ze k' > k, pak plati 2/ — 1 = 2=k (21" — 1). Cislo na levé strané rovnosti je liché,
zatimco ¢islo na pravé strané je sudé, coz je spor. Podobné vede ke sporu predpo-
klad k < k’. Musf tedy platit k = k’. Potom dostavame 2/ — 1 = 2/’ — 1. Odtud jiz
snadno plyne / = !’. Tim je dtikaz jednoznacnosti proveden. s
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1.2.14. Piiklad. Nechtn € N. Dokazte, Ze je-li n? sudé, potom je i n sudé.
Reseni. Podle Piikladu plati, ze pokud je n liché, pak je i n? liché. Odtud

plyne tvrzeni metodou neptimého ditkazu. Fy

1.2.15. Priklad (Hippasusg). Dokazte, ze &islo v/2, které je definovano jako kladné
feeni rovnice y? = 2 v oboru redlnych &isel, neni racionalni. Existenci a jednoznaé-

nost takového fedenf dokazeme pozdéji (vizte f.3.14).

Reseni. Provedeme ditkaz sporem. Predpokladejme, ze V2 je racionalni ¢islo. Po-
tom existuji p € N ag € N takova, ze V2 = 5. Navic mazeme predpokladat,
ze nejvyse jedno z Cisel p a g je sudé. Podle Prikladu lze totiz nalézt ¢isla
ki,11.k2. 1> z mnoziny N takovd, ze p = 2517121y — 1) a ¢ = 2¥271(21, — 1). Pak
sta¢i misto dvojice p a g uvazovat dvojici 2/ — 1 a 2k2=k1 (21, — 1), pokud k> > ky,
nebo 2K17k2(21; — 1) a 21, — 1, pokud k» < k;.

Z rovnosti v/2 = g plyne, ze p? = 242, a tedy &islo p? je sudé. Podle Prikla-
du dostavame, ze i p je sudé, a tedy p? = 4k, kde k € N. Z vychozi rovnosti
p? = 24> dostavame, ze g2 je sudé. Podle Piikladu [1.2.14 je &islo ¢ sudé. Odtud
plyne, ze p a ¢ maji spolecného délitele 2. To je ovéem spor s predpokladem, ze
nejvyse jedno z ¢isel p a g je sudé. Cislo v2 tedy neni raciondlni. *

1.2.16. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze potom je ¢islo n(n 4 1) sudé.

Reseni. Provedeme ditkaz rozborem piipadii. Mé&jme n € N. Pak plati, ze n je sudé,
nebo 7 je liché. Pokud je n sudé, pak je i ¢islo n(n 4 1) sudé. Pokud je ¢islo n liché,
pak je ¢islo n + 1 sudé, a proto je i &islo n(n + 1) sudé. Tim je dikaz proveden. &

1.2.17. Pii dikazu vyroku
Vx e M: V(x)

¢asto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovol-
né, tj. o x pfedpokladame pouze to, ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi
dedukcemi ukazeme platnost vyroku V(x) pro toto x. Tim je pak ditkaz proveden.

1.2.18 (konstruktivni a nekonstruktivni ditkaz). Pti dikazu vyroku
dx e M: V(x)

mame dvé moznosti. Bud primo nalezneme néjaké x € M, pro které plati V(x),
nebo takové x € M nenalezneme, ale dokazeme, ze alespon jedno musi existovat.
Tyto postupy nazyvame po fadé konstruktivnim ditkazem a nekonstruktivnim
ditkazem. Nekonstruktivni ditkaz také nékdy nazyvame existenénim ditkazem.

1.2.19. Priklad. Ukazte, Ze existuji iracionalni ¢isla a, b takova, ze al je ¢islo raci-
onalni.

2Hippasus (5. stol. pt.n.1.)
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Resent (konstruktiond ditkaz). Polozme a = v/2a b = log, 9, kde log, oznacuje loga-
ritmus o zakladu 2. Pfesnou definici vyrazu ab a logaritmt uvedeme v Kapitole E
Potom plati

ab = 282 _ 910530 _ glogy3 _ 3
Cislo \/_Jc iracionalni podle Piikladu [1.2.15. Staci tedy odvodit, ze ¢islo log, 9Je

iracionalni. Pouzijeme metodu dukazu sporem. Predpokladejme, ze log, 9 = q ,
kde p € Z a g € N. Ponévadz je &islo log, 9 kladné, musi byt p ptirozené. Potom

9 = 2logz9 — 25, atedy 97 = 27. Cislo 27 je sudé a podle Prikladu je éislo
94 liché, coz je spor. ry
Resend (nekonstruktiond ditkaz). Vyuzijeme opét iracionalitu ¢isla +/2. Pokud by ¢islo
«/Eﬁ bylo racionalni, pak bychom byli s ditkazem hotovi. Pokud by tomu tak
nebylo, pak by ¢isla ﬁﬁ a2 byla iracionélni, pfitom ale ¢islo

V2
(«/Eﬁ) =V2 =2
je racionalni. Tim je tvrzeni dokazano, nebot alespor jedna dvojice ¢isel

a=+~2,b=2 nebo a:«/zﬁ,b=x/§

splnuje zadani dlohy. Vyse uvedeny postup vsak netika, zda je fesenim prvni nebo
druha dvojice ¢isel.

Poznamenejme jeité, ze lze ukézat, ze &islo +/2° ~ je iraciondlni. Dikaz je viak
velmi obtizny ([[7, 15]). a*

1.2.20 (dtikazy nerovnosti). Mame-li dokazat nerovnost A < B mezi realnymi ¢isly
Aa B, asto postupujeme tak, ze nalezneme realné ¢islo C splnujiciA < CaC < B.
Odtud pak jiz plyne nerovnost A < B. Pti hledani ¢isla C jde o to, aby dikazy
nerovnosti A < C a C < B byly snazsi nez dikaz nerovnosti A < B. Cislu C nckdy
tikdme horni odhad &isla A a také dolni odhad ¢isla B. Samotnou nerovnost A < C
nebo C < B také n¢kdy nazyvame odhaden.

1.3. Mnoiiny

1.3.1. Nebudeme se zde zabyvat otazkou, co je obecné mnozina. Tento problém,
jenz se nachazi na pomezi matematiky a filosofie, je totiz velmi nesnadny a pre-
kracuje rimec tohoto textu. Zopakujme zatim pouze formulaci z paragrafu [1.1.17,
ktera fika, Ze mnozinou rozumime kazdé shrnuti uréitych a navzajem riiznych ob-
jektt, které nazyvame prvky, do jediné¢ho celku. Doplnujici informace jsou uvede-
ny v Dodatku . Pro systematicky vyklad teorie mnozin doporucujeme knihu [5].

Nyni zopakujeme pojmy z paragrafu a pridame nékolik dalsich.
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1.3.2. Mnozina je urc¢ena svymi prvky. Skutecnost, ze prvek a patfi do mnoziny 4,
znadime a € A, a skute¢nost, ze a do A nepatfi, zapiseme jako a ¢ A.

Mnozinu definujeme vyctem prvki, naptiklad piseme {1,2,3, 4,5}, nebo po-
moci vlastnosti, kterou museji splnovat jeji prvky, tj. piseme {x € M; V(x)}, kde M
je mnozina a V(x), x € M je vyrokova forma. Prikladem je zapis {x € N; x < 6}.

Prazdnou mnozinou nazyvame mnozinu, ktera neobsahuje Zadny prvek. Ozna-
¢ujeme ji symbolem @. Mnozinu, kterd neni prazdna, nazyvame neprazdnou.

1.3.3. Rekneme, e mno¥ina A je €asti mnoziny B nebo mnozina A4 je podmno-
Zinou mnoziny B, jestlize kazdy prvek mnoziny A je rovnéz prvkem mnoziny B.
Tuto skutecnost zna¢ime A C B (n¢kdy také piseme B O A) a tomuto vztahu mezi
mnozinami fikime inkluze. Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.
Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné prvky, neboli plati

soucasné¢ A C B a B C A. Neni tézké odvodit, ze pro libovolné mnoziny 4, B, C
plati

e A=A,

e jestlize A = B, potom B = A,

e jestlizeA=BaB =C,potomA4d=C.

Pokud si mnoziny A a B nejsou rovny, piSeme A # B. Rekneme, 7e mnoZina A
je vlastni ¢asti mnoziny B nebo A je vlastni podmnozinou mnoziny B, jestlize
ACBaA#B.

Necht X je mnozina. Mnozinu véech podmnozin X znac¢ime £ (X) a nazyvame
ji poten¢ni mnozinou mnoziny X. Z jazykovych diivodit budeme casto pouzivat
slovni spojeni ,,systém (pod)mnozin® misto ,,mnozina (pod)mnozin®“.

1.3.4. Oznaceni. (a) Nechtn € N a Ay,..., 4, jsou mnoziny. Potom zapis A, C

.-+ C A, znamena, ze plati inkluze Ay C A, A2 C Az,...,Ap—1 C A,. Obdobné
znaceni pouzivame i pro symbol D.

(b) Necht X je mnozinaan € N. Misto zapisux; € X,x, € X,...,x, € X budeme
casto pouzivat stru¢néjsi zapis x1,x2,..., X, € X.

Nyni zavedeme operace, které ze dvou (nebo vice) mnozin utvori dalsi mno-
Zinu.
1.3.5. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu vytvofenou viemi prvky,
které patii alespon do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B znacime
symbolem 4 U B.

Jeli A systém mmnozin, pak jeho sjednoceni | J 4 definujeme jako mnozinu
vsech prvki a, pro které existuje A € A takové, ze a € A.

1.3.6. Prinikem mnozin 4 a B nazveme mnozinu vech prvki, které nalezeji sou-
¢asné do Aido B. Prinik mnozin 4 a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li mnoziny
A a B prazdny prinik, fekneme o nich, ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik () A definujeme jako mno-
zinu vsech prvki a, které pro kazdé A € A splnujia € A. Rekneme, e systém o4 je
disjunktni, jestlize pro kazdé A, B € A splnujici A # B plati AN B = 0.
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1.3.7. Necht A = {{1,2,3},{3,4,7},{1,2,3,4,5}}. Potom | # = {1,2,3,4,5,7} a
NA = {3}

1.3.8. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnozinu prvkii, které patii do mnoziny A
a nepatii do mnoziny B. Rozdil mnozin A a B znac¢ime A\ B.

1.3.9. Nechtm e Na Ay,..., Ay jsou mnoziny. Kartézskym soucinem A4; x A, x
-+ X A;y nazveme mnozinu vsech usporadanych m-tic [ay.az, ..., anm], kde a; € 4;
prokazdéi € {1,...,m}. N¢kdy misto symbolu [a1,az, ..., apn] pouzivime symbol
(ay,az,...,anm). Plesnou definici pojmu usporadana n-tice lze nalézt v Dodatku @
Je-li A mnozinaan € N, pak misto A x --- x 4 piSeme A”.
—_—
n-krat

1.3.10. Poznamka. V operaci kartézského soucinu neni obecné mozné zaménovat
poradi mnozin. Pokud naptiklad A = {0}, B = {1}, pak A x B = {[0, 1]}, B x A =
{[1,0}, takie A x B # B x A.

1.3.11. Véta (de MorganovaE pravidla). Necht X je mnozina a #4 je neprazdny
systém mnozin. Pak plati

X\ JA=)X\4: 4 A}
a dale

X\ (A= JIX\4: 4c A}

Diikaz. Provedeme ditkaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dvé inklu-
ze, a sice

X\ JAC X\ 4: Ae A}
a zaroven
XA\ JAD X\ 4: 4€ A}

Jedix € X\ U A, znamena to, Ze x patii do X, ale nepatii do sjednoceni | #.
Tedy x ¢ A pro kazdou mnozinu A € A. To ale znamena, Ze pro kazdé A € A je
x e X\ A,atudiz x € ({X \ 4; A € A}. Tim je prvni inkluze dokazana.

Necht x € X \ 4 pro kazdou mnozinu 4 € A. Tedy x € X, ale x ¢ 4 pro
kazdoua A € A. Takze x ¢ | ». Tudiz x € X \ |J A, ¢imz je zavrsen dikaz druhé
inkluze.

Druhé de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobné. ]

1.4. Relace usporadani a zobrazeni

Relace usporadani.

3Augustus de Morgan (1806-1871)
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1.4.1. Definice. Necht 4 a B jsou mnoziny. Binarni relaci R mezi prvky mnozin
A a B rozumime libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu 4 x B. Pokud
[a,b] € R, pak fikame, Ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Piseme a R b. Pokud
A = B, tikame, Ze R je binarnirelace na A. Pokud nehrozi nedorozuméni, budeme
misto slovniho spojeni ,binarni relace” pouzivat slovo ,relace®.

Existuje mnoho piikladii matematickych objektt, které jsou relacemi. V tuto
chvili pro nas budou dilezité dva specialni typy relaci, totiz usporadani a zobraze-
ni. Nasledujici definice nam pomuze zavést prvni z nich.

1.4.2. Definice. Necht A je mnozina a R je relace na A. Rekneme, Ze R je

e reflexivni, jestlize plati

Vx e A:[x,x] € R,

symetricka, jestlize plati
Vx,y € A:[x,y] € R=[y,x] € R,

tranzitivni, jestlize plati

Vx,y,z € A: ([x,y] €ERAy,z] € R) = [x,z] € R,
e antisymetricka, jestlize plati
Vx,ye A:[x,y]€e R=[y,x] ¢ R,

slabé antisymetricka, jestlize plati
Vx,ye A: ([x,y]€ RA[y.x] €R) = x = y.

1.4.3. Definice. Necht A je mnozina a R je relace na A. Rekneme, 7e R je
e usporadani (nc¢kdy také ¢asteéné usporadani ¢i neostré usporadani),
jestlize je reflexivni, slab¢ antisymetricka a tranzitivni,
e ostré usporadani, jestlize je antisymetricka a tranzitivni,
e linearni usporadani, jestlize jde o usporadani takové, ze pro kazdé prvky
x,y € Aplati [x, y] € R nebo [y, x] € R.
1.4.4. Pravé definovany pojem usporadani je velmi abstraktni a pouziva se pro
porovnavani velmi rozmanitych objekt mezi sebou. Usporadani realnych ¢isel je
jenom jednim z mnoha prikladd usporadani. Toto usporadani je navic linedrni.
Podobn¢ ostra nerovnost mezi realnymi ¢isly je ostrym usporddanim ve smyslu
nasi definice.

1.4.5. Necht X je mnozina. Pak relace
R ={[A.B] € P(X)x P(X): AC B}

je usporadani na & (X). Pokud ma X alespon dva prvky, pak toto usporadani neni
linearni. Jestlize totiz existuji x,y € X, x # y, pak neplati ani {x} C {y} ani

{y} Cix}.
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1.4.6. Ptiklad. Na mnoziné N2 definujeme lexikografické usporadani <, nasle-
dujicim zpiisobem

[n1.12] <iex [M1,m2] & (n1 < my Vv (ny = my Any < my)).

Ovérte, ze relace <jex je opravdu usporadani.

Reseni. Reflexivita. Pro libovolné [ny,n,] € N? plati [n1, n2] <iex [11.12], nebot n; =
nyany <nj.

Slabd antisymetrie. Pokud [n1,n2] <iex [m1,m2] a zaroven [my, my] <iex [n1,n2], pak
nemiize platit ny < my ani m; < ny. Musi tedy platit n; = m,. Pak ovSem plati
ny < myamy < ny,aproto ny = my. Dokazali jsme tedy, ze [n1,n3] = [my, m2].

Tranzitivita. Necht [ny,n,], [my,ma], [k1,ky] € N? splnuji [n1,n2] <iex [m1,m2] a
[m1,m2] <iex [k1.k2]. Z prvniho vztahu plyne n; < m; a z druhého m; < k;.
Dostavame tedy n; < k;. Pokud plati dokonce ny < ki, pak [n1,n2] <iex [k1, k2].
Pokud n; = ki, pak plati také n; = my. Musi tedy platit n, < mz amy < k.
Odtud plyne nerovnost n, < kj. Tim je dokazan vztah [ny,ns] <iex [k1. k2]. Fy

Nyni uvedeme né¢kolik zakladnich pojmii, které souvisi s relaci usporadani.

1.4.7. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Rekneme,
ze prvek x € X je
e horni zavorou mnoziny 4, jestlize pro kazdé a € A platia < x,
e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati x < a.
Mnozina 4 je
e shoraomezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zavorou mno-
ziny A,
¢ zdola omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je dolni zavorou mno-
ziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

1.4.8. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a M C X. Rekneme,
ze prvek G € X je supremem mnoziny M, jestlize plati:

(a) G je horni zavorou mnoziny M,

(b) je-li prvek G" € X horni zavorou mnoziny M, potom G < G'.
Rekneme, Ze prvek g € X je infimem mnoziny M, jestlize plati

(a) g je dolni zavorou mnoziny M,

(b) je-li prvek g’ € X dolni zavorou mnoziny M, potom g’ < g.
1.4.9. Poznamka. V predchozich dvou definicich jsme pouzili symbol <, ktery se
pouziva zejména pro oznaceni usporadani na realnych ¢islech. Zde jej pro nazor-
nost pouzivame k oznacenti libovolné relace usporadani.

1.4.10. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Podle predchozi
definice je supremum A4 jeji nejmensi horni zavorou a infimum je jeji nejvétsi dolni
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zavorou. Supremum a infimum mnoziny 4 nemuseji existovat, pokud vsak existujf,
jsou uréena jednoznacné.

Odvodme toto pozorovani napiiklad pro infimum, v ptipadé suprema je moz-
né postupovat obdobné. Necht g; a g> jsou infima mnoziny A C X vzhledem k
usporadani < na mnoziné X. Potom g i g2 jsou dolni zavory mnoziny A. Podle
vlastnosti (b) z definice infima plati g; < g, a také g < g1. Ze slabé antisymetrie
relace usporadani pak plyne g, = g».

Pokud supremum mnoziny A (vzhledem k usporadani <) existuje, znac¢ime jej
sup A. Pokud existuje infimum mnoziny A, znac¢ime jej inf A.

Supremum a infimum budeme pouzivat zejména pfti studiu podmnozin reél-
nych ¢isel, pro ilustraci vsak uvedme nasledujici priklad, ktery vyuziva lexikogra-
fického usporadani dvojic pfirozenych cisel.

1.4.11. Piiklad. Necht < je lexikografické usporadani na mnoziné N2 (vizte
Priklad ) Dokazte, ze supremum mnoziny A = {[1,n] € N?; n € N} je rovno
prvku [2,1].

Reseni. Pro kazdé n € N podle definice plati [1,n] <ix [2, 1], &im je ovéfena pod-
minka (a) z definice suprema. Uvazujme prvek [a, b] € N2, ktery je horni zavorou
mnoziny A. Potom pro kazdé n € N plati bud I < a,nebo 1 =aan < b. Druha
moznost vsak nemtize platit pro kazdé n, nebot prirozené ¢islo b + 1 nesplnuje
nerovnost b + 1 < b. Plati tedy 1 < a, neboli 2 < a. Pak ovSem opét podle defi-
nice usporadani <., dostavame [2, 1] <iex [a,b]. Tim je ovéfena i podminka (b) z
definice suprema. *

1.4.12. Véta. Necht < je relace usporadani na mnoziné X, M C X je neprazdna

mnozina a necht existuje infimum a supremum mnoziny M. Potom plati inf M <
sup M.

Ditkaz. Mnozina M je neprazdna, takze mtzeme nalézt prvek a € M. Potom pla-
ti inf M < a, nebot infM je dolni zavorou M. Dale plati @ < sup M, nebot
sup M je horni zavorou M. Odtud diky tranzitivité usporadani dostavame nerov-
nost infM < sup M. ]

K pravé zavedenym pojmim suprema a infima se vratime v Oddilu @, kde
budou uvedeny dalsi ilustra¢ni piiklady.

Relace zobrazeni.
1.4.13. Definice. Binarni relaci F C A x B nazyvame zobrazenim z mnoziny A
do mnoziny B, jestlize plati
Vx € AVy1.y: € B: (([XJ’I] EFAx.p]eF)=y = yz).

1.4.14. Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak podle definice pro kazdé
x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, ze [x, y] € F. Pokud pro dané x € 4
takové y existuje, pak je tedy urceno jednoznacné a znacime je F(x).

1.4.15. Definice. Necht F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.
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¢ Defini¢nim oborem zobrazeni F nazyvame mnozinu
D(F)={xe A; Iy € B: F(x) = y}.
e Oborem hodnot zobrazeni F nazyvame mnozinu
H(F)={yeB;Ax e A: F(x) = y}.
e Grafem zobrazeni F nazyvime mnozinu
graf(F) = {[x,y] EAXB; xeDF)Ay = F(x)}.

1.4.16. (a) Zobrazeni jsme definovali pomoci pojmu relace. Pfi tomto piistupu
tedy ztotoZnujeme pojem zobrazeni a pojem grafu zobrazeni. V matematické ana-
lyze vsak casto chapeme zobrazeni F z mnoziny A do mnoziny B jako prifazent,
tj. prvkim x z jisté podmnoziny A je pfifazen jednoznacné urceny prvek F(x) z
mnoziny B. V takovém ptipadé pak zobrazeni a jeho graf chapeme jako dva rtizné
objekty, které si vsak vzajemné jednoznacné odpovidaji.
(b) Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak je F také zobrazeni z mno-
ziny C do mnoziny D, pokud F C C x D, neboli D(F) Cc C a #(F) C D.
Naptiklad zobrazeni F, které kazdému kladnému ¢islu x € R prirazuje realné
¢islo %, je zobrazenim z mnoziny kladnych redlnych ¢isel do mnoziny kladnych
realnych ¢isel, ale také zobrazenim z R do R.

1.4.17. Oznaceni. Necht 4 a B jsou mnoziny. Pak symbol F: A — B znamena,
ze F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a D(F) = A. Takové zobrazeni F
nazyvame také zobrazenim mnoziny A do mnoziny B. Na rozdil od zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny B, kde defini¢ni obor je pouze podmnozinou mnoziny 4,
je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B definovano pravé ve véech bodech mnoziny
A.

1.4.18. Zobrazeni F: A — B asto definujeme tak, ze pro kazdé x € A uréime
prvek F(x) € B.V takovém piipadé nékdy pouzivame zapis x = F(x), x € A. Je
tfeba si uvédomit, ze dva riizné predpisy mohou definovat stejné zobrazeni. Tak je
tomu napiiklad u nasledujicich dvou predpisii:

x> (x+ 132 xeR,
x> x2+2x+1, xeR.

1.4.19. Definice. Necht f: A — B je zobrazeni a necht M a P jsou mnoziny.
e Obrazem mnoziny M pii zobrazeni f rozumime mnozinu

{yeB:IxeM:x e D(f)A f(x) =y}

kterou znac¢ime f(M).
e Vzorem mnoziny P pii zobrazeni f rozumime mnozinu

{x € A4; f(x) € P},
kterou znaéime f~1(P).

1.4.20. Definice. Rekneme, #e zobrazeni f: A — B je
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o prosté (injektivni), jestlize plati
Vx.yeA: (f(x) = f(y) = x=y),
e ,na“ (surjektivni), jestlize plati
VyeBidxe A: f(x)=y,
e bijekce (vzajemné jednoznaéné zobrazeni), jestlize je prosté a ,na“.

1.4.21. Abychom mohli fici, ze néjaké zobrazeni je ,na“, musi byt zadana koncova
mnozina B. Odtud vyplyva, Ze pojmy surjektivity a bijektivity zobrazeni zavedené
v Definici predstavuji vlastnosti zobrazeni f a zaroven mnoziny B.

1.4.22. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Potom pfimo z definic dostavame,
ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu f(A).

1.4.23. Definice. Necht f: A — B je zobrazenia C C A. Pak zobrazeni g: C —
B definované predpisem x — f(x), x € C, nazyvame restrikci nebo ziizenim
zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni g znacime f|c.

1.4.24. Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano
piedpisem (g o f)(x) = g(f(x)) pro viechna x € D(f) takova, ze f(x) € D(g).
Zobrazeni g o f nazyvame sloZenym zobrazenim (slozenim zobrazeni) f a g,
pricemz g nazyvame vnéj$§im zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.

1.4.25. Definice. Necht f/: A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazeni f~!: f(A) —
A definované pro y € f(A) predpisem f~1(y) = x, kde x € 4 je jednozna¢né ur-
¢eno vztahem y = f(x), nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

1.4.26. K zobrazeni, které neni prosté, nelze definovat inverzni zobrazeni. Prikla-
dem je funkce f: R — R definované predpisem f(x) = x? pro x € R.

1.4.27 (sjednoceni a prinik indexovaného systému). Necht X a I jsou mnoziny
a pro kazdé a € I je definovana mnozina 4, C X. Mame tedy dano zobrazeni
o — Ay, mnoziny I do potenéni mnoziny £ (X). Takové zobrazeni nazyvame inde-
xovanym systémem mnozin. Uvazujme systém A = {A € P(X); Ja € [: A = Ay}.
Pak mnozinu [ A oznacujeme také symbolem | ,¢; A« Pokud je navic I neprazd-
na mnozina, pak mnozinu () A oznacujeme (), ¢; Aa-

Na zavér tohoto oddilu uvedeme definice dvou typti zobrazent, se kterymi bu-
deme casto pracovat.

1.4.28. Definice. Necht 4 je neprazdna mnozina.

(a) Kone¢nou posloupnosti prvki 4 rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1, ..., n},
kde n € N, do mnoziny A. Pokud k — ag, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak
tuto Posloupnost znacime {ay }}_,. Prvek a nazyvame k-tym ¢lenem této posloup-
nosti.

(b) Nekonecnou posloupnosti prvkit A rozumime kazdé zobrazenin — a,,n € N,
mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znaci-
me {an };>, ptipadné jen {a, }. Prvek a, nazyvame n-tym ¢lenem této posloupnosti.
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1.4.29. Posloupnost miize byt definovana také rekurentné. Méjme neprazdnou
mnozinu A. Pfi rekurentnim zadani posloupnosti je obvykle explicitné predepsan
¢len a; € A nebo nékolik prvnich ¢lenti ay,as,...,a, € A pro néjaké n € N a je
stanoven predpis, podle kterého je mozné pro kazdé j € N, j > n, ur¢it hodnotu
ajy1 € A na zaklad¢ znalosti hodnoty a;, pfipadné né¢kterych dalsich jiz znamych
hodnot ag, kde k < j. Existence a jednoznac¢nost takto zadané posloupnosti je
ovérena ve Veété ??.

Nejcast¢jsi zptsob zadani rekurentni posloupnosti {x,}52; vypada nasledov-
né. Je dana neprazdna mnozina A a zobrazeni g: A — A. Prvek x; € Ajedana
Xp = g(xp—1) pron € N,n > 1.

Prikladem takové posloupnosti je posloupnost definovana predpisem x; = 1,
Xn4+1 = 2X,, nebot staci polozit A =R a g(x) =2x, x e R.

1.5. Mnozina reéln)’rch Cisel

Vlastnost existence suprema.

1.5.1. Ciselné obory ptirozenych, celych, raciondlnich a realnych ¢isel maji pro
dalsi vyklad zasadni vyznam. Jejich presnd konstrukce vsak neni snadna, a proto ji
provedeme az v Dodatku . V dalsim vykladu vystacime se stfedoskolskymi po-
jmy, které doplnime o vlastnost existence suprema. V Definicich a jsme
zavedli pojem horni zavory, dolni zavory, omezenosti mnoziny a pojmy suprema a
infima pro obecné usporadani. Nyni tyto pojmy pouzijeme pro mnozinu realnych
¢isel s uvedenym usporadanim <. Vlastnost existence suprema realnych ¢isel lze
pak formulovat nasledovné.

Kazda neprazdna shora omezena podmnozina R ma supremum.

Mnozina realnych ¢isel spolu s jejim usporddanim a s operacemi scitani a nasobeni
je zkonstruovana tak, ze pravé uvedenou vlastnost ma. Vlastnost suprema je diile-
zitd, nebot n¢které hlubsi véty o realnych cislech bychom bez ni nemohli dokazat.

Vlastnosti pocetnich operaci a usporadani. V tomto textu predpokladame
znalost zakladnich pravidel pro praci s usporadanim realnych cisel a s operacemi
s¢itani a nasobeni. V dalsim si véak n¢které vysledky pfipomeneme a také zavedeme
znaceni, které budeme pouzivat.

1.5.2. Oznaceni. (a) Necht m,n € Z, m < n, apro kazdéi € {m,...,n}jea; € R.
Potom symbolem >, ai znalime soudet viech realnych ¢isel ap, . .., an, tedy

n
Zai =am +amy1 + - +ap-1 +an.
i=m
Je-lim > n, pak klademe

n
Zai =0.

i=m
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(b) Nechtm,n € Z,m < n,aprokazdéi € {m,...,n}jea; € R. Potom symbolem
[1i—, ai zna¢ime soucin viech redlnych ¢isel ap, . . ., an, tedy

n
l_[ ai =am - Am+1-°"+Adn—1"dn.
i=m

Je-lim > n, pak klademe

n
Hai=1.

i=m
Pripomenme jesté, ze pokud a € R an € N, pak symbol a” znaci soucin
a-a---a-a.
n krat
Pokuda € R,a # 0,an € N, pak symbol ™" znaci soucin

aligleg gt

n krat
Pro a € R definujeme symbol a° jako 1. Zde nedefinujeme novou podetni operaci,
ale pouze uzite¢nou zkratku, kterd zjednodusuje zapis n¢kterych vyrazi. Toto je
tfeba mit na paméti zejména v piipadé, kdy a = 0.
(c) Pro kazdé n € N U {0} definujme symbol n!, ¢teme n faktorial, takto: 0! = 1 a
n!=n-(n—1)!'pron € N. Pokud n € N, pak je ¢islo n! souc¢inem ¢isel 1,...,n.

(d) Pro n,k € N U{0},k < n, definujeme kombinaéni &islo (}), ¢teme 7 nad k,

predpisem
(n) . n!
k)] (n—k)\k!

1.5.3. Presné vzato jsou definice souctu a soucinu kone¢né mnoha redlnych &isel
induktivni. Mame-li definovan soucet (soucin) n realnych ¢isel, mtizeme definovat
soucet (soucin) n + 1 realnych ¢&isel. Z téchto definic by mély také vychazet dika-
zy béznych pravidel pro pocitani s kone¢nymi soucty a souciny, jako je napiiklad

vzorec
n3 na n3
Z ap = Z ap + Z Aan,
n=njy n=nj n=np+1
kde ny < n» < nj3 jsou pfirozena ¢isla a ay,,...,an; jsou realna ¢isla. Zde vsak

volime vy$e uvedeny neformalni vyklad, nebot jeho presnost je pro nas text dosta-
Cujici.

Uvedme nasledujici pozorovani, které je uzite¢né pfi praci se soucty realnych
¢isel.
1.5.4. Nechtm,n,p € Z,m <n,aprokazdéi € {m,...,n}jea; € R. Potom plati

n+p

n
§ a; = E di—p,
i=m

i=m+p
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nebot v obou souctech séitdme redlna &isla a,y, . . ., ay.
1.5.5. Véta (binomicka véta). Pro kazdé n € N U {0} a pro kazda a,b € R plati
—~ (n kpk
(a+b)" = kg (k)a"_ b*. 1.7)

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Pro n = 0 a libovolnd a,b € R

plati

(a+b)° =1,

0
Z (O)ao_kbk = (O)aobo = 1.
k 0

k=0

Odtud dostdvame @ pron = 0.
Predpokladejme, ze n € N U {0}, a,b € R a vztah @ plati. Pak diky induk¢-

nimu predpokladu a algebraickou tpravou dostaneme

(@a+b)"" ' =@+b)"-(a+b)= (Z (Z)a”_kbk> (a+b)
k=0
_ (M gtk N (M) ik kel
Z X a b —I-Z i a " p T,
k=0 k=0

Podle pozorovani v [1.5.4 obdrzime
P

n n+1

M\ n—kpk+1 _ n +1—k pk
Z (k)a” b = Z (k - l)a” b,
k=0 k=1
a tedy
n n n+1 n
b n+l _ n—k+lbk n+l—kbk
(@+b) kg(k) +,§ e

n n
— gt Z (Z)an—k—i-lbk + Z (k n 1)an+l—kbk 4 prtl
k=1 k=1

n+ 1) PR ((’1) ( n )) n—k+1pk (” + 1) n+1
= a"tl 4 Z + a b* + prl
( 0 fat k k—1 n+1
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Dokazované tvrzeni nyni plyne z nasledujictho vztahu, ktery plati pro kazdé n, k €
N,k <n:

n! n!

n n _ . !
(k) + (k— 1) Sk Ik =)

_ n! 1 1
= (n—k)!(k—l)!'<E+n+1—k)

B n! n—+1 _(n+1
_(n—k)!(k—l)!'(n—#l—k)k_( k )
||

Nasledujici piiklad obsahuje zobecnéni zndmych vztahtia*~b? = (a—b)(a+b)
aa®—b3=(a—>b)a?®+ab + b?).

1.5.6. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N a pro vechna a,b € R plati
n
a"—b" = (a—b)- Yy a" P
k=1

Reseni. Vztah odvodime upravou pravé strany:

(Cl —b) . ian—kbk—l — ian—i-l—kbk—l _ ian—kbk
k=1 k=1 k=1
n n—1
=a" + Zan+l_kbk_l _ Zan—kbk _pn
k=2 k=1
n—1 n—1
=a" + Zan—kbk _ Zan—kbk —_p"
k=1 k=1
=a" —b".

1.5.7. Priklad. Nechtg € R\ {1} an € N U {0}. Potom plati

+1

n k_ 1_qn
Zq - 1—¢q :
k=0

Resent, Pouzijeme Piiklad 1.5.4 proa = 1,b = g a na misto ¢isla n dosadime n + 1.
Pak s pomoci [1.5.4 obdrzime

n+1

n
1—¢""'=(1-9)) ¢*'=0-9) ¢~
k=1 k=0

Odtud jiz snadno plyne dokazovany vztah, nebot 1 — g # 0, a tedy mtizeme ob¢
strany rovnosti vydélit ¢islem 1 —g¢. *
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Absolutni hodnota realného ¢&isla.

1.5.8. Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu jako

x| = X, pokud x > 0,
) =x, pokud x < 0.

1.5.9. Neni tézké si rozmyslet, Ze pro kazdé x € R plati:

(@) |x[ =0,

b)) x| =04 x =0,
© [x]=[=x],

(@ [Ixl] = Ix[,

() YA eR: |Ax| = |A|-|x],

(O |x] = max{x,—x}.
Geometricky miizeme absolutni hodnotu ¢isla x interpretovat jako vzdalenost bo-
du x od pocatku na realné ose. Vyraz |x — y| pak nazveme vzdalenosti bodu x od

bodu y.

Nasledujici nerovnost budeme pfi praci s absolutni hodnotou ¢asto pouzivat.
Jeji nazev pochazi z jejiho zobecnéni pro komplexni ¢&isla, které vyjadiuje nerov-
nost mezi souc¢tem délek dvou stran trojihelnika a délkou zbyvajici strany.
1.5.10. Véta (trojuhelnikova nerovnost). Pro kazda a,b € R plati
la + b| < la| + |b]. (1.8)

Dikaz. Necht a,b € R. Z [L.5.9(f) okamzité vyplyva, 7e plati a < |a| a b < |b].
Odtud dostavame a+b < |a|+|b|. Opétz (f) snadno vyplyva, ze plati |a| > —a
a|b| > —b. Odtud dostavame —(a+b) < |a|+|b|. Podle definice absolutni hodnoty
plati |a + b| = a + b nebo |a 4+ b| = —(a + b). V obou piipadech tedy dostavame

la + b| < |a| + |b], ¢imzZ je nerovnost @ dokazana. ]
1.5.11. Dusledek. (a) Pro kazda x, y € R plati
|lx| = [yl| < lx =¥l (1.9)

(b) Pro kazda x, y,z € R plati

Ix =yl <|x—zl+lz—yl. (1.10)
Diikaz. (a) Necht x,y € R. Polozme v ([.§) nejprve a = y, b = x — y. Obdrzime
x| = |y +x—y| < |y|+|x—y|. Plati tedy |x| — |y| < |x—y|. V (.§) dale polozme
a =x,b=y—x.Dostaneme |y| = |x + y — x| < |x| + |y — x| = |x| + |x — y|. Plati
tedy —(|x| — [y]) < |x — y|. Z obdrzenych nerovnosti jiz plyne (@

(b)V @ polozmea = x—z,b = z—y, adostaneme pozadovanou nerovnost. ®

1.5.12. Poznamka. N¢kdy byva trojihelnikovou nerovnosti nazyvana nerovnost
{0,

1.5.13. Lemma. Necht a,b € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové, ze pro
kazdé e € R, e > 0, plati |a — b| < K¢, potom a = b.
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Diikaz. Provedeme diikaz sporem. Predpokladejme, ze ackoli jsou podminky lem-
matu pro realna &isla a, b splnény, jsou ¢isla a a b rizna. Predpokladejme nejprve,
ze a > b. Polozme ¢ = 5% (a — b). Cislo ¢ je kladné, a proto podle predpokladu
plati0 < |a —b| < Ke = %(a — b). Odtud vyplyva 0 < a —b < %(a —b), coz je
spor. Pokud a < b, pak polozime ¢ = ﬁ(b — a) a spor obdrzime obdobné jako v
predchozim pripadé. [

Dalsi vlastnosti suprema a infima.

1.5.14. Usporadani < na mnoziné R je linearni, a proto je ¢islo G € R supremem
mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(@) G je horni zavorou mnoziny M,

(b) VG' eR,G' < G3Ix e M: G’ < x.
Pokud je totiz G supremem mnoziny M, pak je G horni zavorou M, a tedy spliiuje
(@). Jestlize G’ € R,G" < G, potom G’ neni horni zavorou M. Odtud plyne, ze
existuje x € M takové, ze G’ < x. Tim je ovéfena podminka (b).

Nyni predpokladejme, Ze G € R spliiuje podminky (a) a (b). Potom je G horni
zavorou mnoziny M. Pfedpokladejme, Ze G’ € R je horni zavorou M. Chceme
ukazat, ze plati G < G’. Pfedpokladejme, ze tomu tak neni. Potom diky linearité
usporadani < dostavame G’ < G. Podle vlastnosti (b) existuje x € M takové, ze
G’ < x, coz je ovsem spor s predpokladem, ze G’ je horni zavorou mnoziny M.

Zdtraznéme, Ze linearitu usporadani < jsme vyuzili v okamziku, kdy jsme z
predpokladu, ze neplati G < G’ odvodili nerovnost G’ < G. Pro obecné uspora-
dani takové odvozeni nelze provést.

Obdobné ¢islo g € R je infimem mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(¢) g je dolni zavorou M,
(d Vg eR,g<g' IxeM: x<g.

1.5.15. Véta (o existenci infima). Necht M C R je zdola omezena neprazdna mno-
zina. Potom existuje infimum mnoziny M a oznacime-li

—M ={xeR; —x € M},
pak plati inf M = —sup(—M).

Diikaz. Mnozina —M je zfejmé neprazdna. Necht K € R je dolni zavorou mnoziny
M. Pro kazdé x € —M plati —x € M, takie K < —x, tedy x < —K. Odtud plyne,
ze —K je horni zavorou mnoziny —M . Mnozina —M je tedy shora omezena. Z ??
plyne existence suprema mnoziny —M, které oznac¢ime symbolem G. Dokazeme,
ze prvek ¢ = —G je infimem mnoziny M tak, ze ovéfime podminky (c) a (d) z
charakterizace infima v .

Pro kazdé x € M plati —x € —M, tedy —x < G, takze g < x. Cislo g je proto
dolni zavorou mnoziny M. Tim jsme ovéfili podminku (c). Pfedpoklidejme, ze
g €Rag < g’ Polozme G' = —g’. Potom G’ < G, a z vlastnosti (b) v tedy
vyplyva, ze existuje y € —M takové, ze G' < y, takie —y < g’. Protoze —y € M,
ovétili jsme 1 podminku (d) v . Tim je dtikaz proveden. [
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1.5.16. Definice. Necht M C R.
e Rekneme, 7e a je nejvétsim prvkem (maximem) mnoziny M, jestlize a €
M aa je horni zavorou mnoziny M.
e Rekneme, e b je nejmensim prvkem (minimem) mnoziny M, jestlize
b € M ab je dolni zavorou mnoziny M.

1.5.17. Pokud maximum a minimum mnoziny M existuji, pak jsou uréeny jedno-
zna¢né. Ma-li totiz mnozina M dvé maxima G1, G2, pak G, i G jsou horni zavory
M. Plati tedy G; < G2 a G2 < Gy, a proto G; = G,. Obdobné se dokaze jedno-
zna¢nost minima. Minimum a maximum mnoziny M znac¢ime po fadé min M a
max M.

1.5.18. Véta. Necht M C R.
(a) Ma-li mnozina M maximum, pak ma i supremum, které je rovno jejimu
maximu.
(b) Ma-li mnozina M minimum, pak ma i infimum, které je rovno jejimu mi-
nimu.
Diikaz. (a) Predpokladejme, ze G = max M. Pak je G horni zavorou M, a tedy je
splnéna podminka (a) z [[.5.14. Je-li nyni G’ < G, pak G je prvek M vétsinez G', a
i

tedy je splnéna i podminka (b) z [L.5.14. Proto je ¢islo G supremem mnoziny M.
Tvrzeni (b) lze dokazat obdobné. ]

1.5.19. Priklad. Nechtx,y € R a A = {x, y}. Pak existuje maximum i minimum
mnoziny A.

Reseni. Budeme postupovat rozborem pripadi. Méme tedy prvky x,y € R. Z li-

nearity uspofadani R plati x < y nebo y < x. V prvnim pfipad¢ je ziejmé
max{x,y} =y, min{x,y}=x,

v ptipadé¢ druhém plati

max{x,y} =x, min{x,y}=y.

Y
1.5.20. Oznaceni. Nechtn € N aay,...,a, € R. Potom zapis a; < --- < a,
znamena, ze plati nerovnosti a; < a», a» < as,...,an—1 < a,. Obdobné znaceni

pouzivame i pro dalsi typy nerovnosti.

1.5.21. Definice. Nechta,b € R, a < b. Definujeme mnoziny

(a,b) ={x € R; a < x < b}, [a,b] ={x e R; a < x < b},

(a,b] ={x € R; a < x < b}, [a,b) ={x e R; a < x < b},
(—00,b) = {x e R; x < b}, (—00,b] = {x € R; x < b},
(a,00) ={x € R; a < x}, [a,00) ={x € R; a < x},

(—o00,00) = R.
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Pak mnoziny (a,b), (=00, b), (a,00) a (—00, 00) nazyvame otevienymi intervaly,
mnozinu [a, b] nazyvame uzavienym intervalem a mnoziny [a,b), (a, b], (—o0,b] a
[a, 00) nazyvame polouzavienymi intervaly.

1.5.22. Prazdna mnozina je také intervalem, nebot (a,a) = @ pro kazdé a € R.
Také kazda jednoprvkova podmnozina R je intervalem, nebot [a,a] = {a} pro
kazdé a € R.

Nasledujici lemma udava uzite¢nou charakterizaci intervalu. Chceme-li uka-
zat, ze jista mnozina je intervalem, staci ovéfit podminku ze znéni lemmatu, ktera
i1ka, ze mnozina s kazdymi dvéma svymi body x a y obsahuje i vSechny body mezi
x a y. Neni tedy tfeba hledat piislusné krajni body intervalu. Lemma pouzijeme

naptiklad v ditkazu Véty .
1.5.23. Lemma. Necht M C R. Mnozina M je interval pravé tehdy, kdyz plati
Vx,yeMVzeR: (x<z<y=2z€eM). (1.11)

Rada matematickych vét mé tvar ekvivalence. Jejich diikaz ¢asto vedeme tak,
ze dokazeme postupné dvé implikace. Pro zjednoduseni a zptehlednéni zapisu bu-
deme obcas pouzivat symboly = a <=, které uvedou piislusné ¢asti dtikazu.

Diikaz Lemmatu @ = Predpokladejme, z2e M = (a,b), kdea,b e Raa < b. Pro
ovéteni podminky Cll]) vezméme x,y € M a z € R takové, ze x < z < y. Potom
platia < x <z <y <b,atedy z € M. Tim je podminka po uvedeny typ
intervalu ovérena. Pro ostatni typy intervalii je ovéfeni obdobné.

& Predpokladejme, ze mnozina M splnuje . Pokud M = @, pak je M
interval. Neni-li M omezena zdola ani shora, pak M = R = (—o00, +00). Vezmeme-
li totiz libovolné ¢islo z € R, pak existuje x € M, x < z (nebot M neni zdola
omezena) a také existuje y € M, z < y (protoze M neni shora omezena). Podle
predpokladu tedy plati z € M.

Je-li M omezena a neprazdna, pak klademe G = supM a g = inf M. Plati
(g.G) C M. Je-litotiz z € (g, G), pak podle definice infima existuje takové x € M,
ze x < z, podobné podle definice suprema existuje y € M, z < y. Podle naseho
predpokladu je tedy z € M. Dale je M C [g, G], nebot g je dolni zavorou M a G
je horni zavorou M. Mnozina M je tedy interval s krajnimi body g a G, pficemz
kazdy z nich mtze (ale nemusi) patfit do M.

V ostatnich piipadech, kdy je M omezena pouze zdola a kdy je M omezena
pouze shora, lze tvrzeni dokazat obdobné. [

1.5.24.Véta. Nechtn,m € Z,n <m. Pakn +1 <m.

Diikaz. Provedeme ptimy dikaz. Jelikoz n < m, je m — n kladné celé ¢islo. Tedy
m — n je ptirozené ¢islo, a proto 1 < m — n. Tim je tvrzeni dokazano. ]

1.5.25. Véta (existence celé ¢asti). Pro kazdé x € R existuje pravé jedno k € Z
takové, zek < x <k + 1.
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Diikaz. Nejprve sporem dokazeme jednoznacnost ¢isla k s uvedenymi vlastnostmi.
Necht existuji k, j € Z takova, zek # j,k <x <k+1laj <x < j+1.Bezujmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze j < k. Potomk < x ax —1 < j, takze
0<k—j <1.Protozek — j eZa0<k—j,plynezVéty,iel <k-—j.
To je spor s tim, Ze k — j < 1. Dokazali jsme tedy, Ze existuje nejvyse jedno Cislo s
uvedenymi vlastnostmi.

Nyni dokazeme, ze pro dané x € R prislusné &islo existuje. Oznaéme M =
{ne€Z n < x} Cislo x je horni zavorou mnoziny M, a proto je M shora ome-
zena. Ukazeme, ze M je neprazdna. Predpokladejme, Ze tomu tak neni. Pak pro
kazdé n € Z plati, ze x < n, a proto je mnozina Z zdola omezena. Mnozina Z je
neprazdna, a tak existuje infimum g € R mnoziny Z. Pak pro kazdé n € Z mame
g<n.JelineZ,pakin—1e€Z,aproto g < n—1. Pro kazdé n € Z potom
plati g + 1 < n. Prvek g + 1 je tedy dolni zavorou mnoziny Z, coz je spor s tim, Ze
g = infZ. Mnozina M je tudiz neprazdna.

Existuje tedy supremum G € R mnoziny M. Potom existuje k € M takové, ze
G—1<k.PakplatiG <k + 1,atedy k + 1 ¢ M. Odtud a z faktu k € M plyne
keZak<x<k+1. [ ]

1.5.26. Definice. Necht x € R. Potom ¢islo k € Z spliujici k < x < k + 1
(jehoz existenci a jednozna¢nost zaru¢uje Véta [L.5.25), nazyvame celou &asti &isla
X a znac¢ime jej [x].

1.5.27. Véta (Archirnédova vlastnost R). Ke kazdému x € R existuje n € N spl-
nujici x < n.
Diikaz. Necht x € R. Nyni staci polozit n = max{[x] + 1, 1}. ]
1.5.28. Lemma. Necht 4, B C R jsou neprazdné mnoziny splnujici

Yae AVb e B:a <b.
Pak existuje sup A a inf B a plati sup A < inf B.

Ditkaz. Vezméme ag € A a by € B libovolné. Dle predpokladu je ag dolni zavorou
B a by horni zavorou A. Diky neprazdnosti obou mnozin tedy existuje sup 4 a
inf B. Protoze

Vb € B: b je horni zavorou A,

plati
Vbe B: supA <b.

Tedy sup A4 je dolni zavora B, z ¢ehoz plyne sup 4 < inf B. ]

1.5.29. Véta (hustota Q vR). Nechta,b € R,a < b. Potom existuje y € Q takové,
Zea <y <b.

*Archimédés (287 pt.n.1. - 212 pt.n.1.)
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Diikaz. Podle Véty existuje ke kladnému ¢islu ﬁ éislo n € N takové, ze
plati < n.Jetedy na + 1 < nb. Polozime y = ["’lnﬁ Potom y € Q a podle
Véty plati
na [nal+1 na+1 nb
< <

a=—< < — =b.
n n n n

1.5.30. Véta. Necht M C N je neprazdna mnozina. Potom existuje minimum
mnoziny M.

Diikaz. Jelikoz M C N, je 1 dolni zavorou M. Proto existuje infimum mnoziny M,
které oznac¢ime symbolem g. Z definice infima plyne, Ze existuje a € M splnujici
g<a<g+ % Dokazeme, Ze a = min M. Necht tedy b € M je libovolné. Chceme
ukazat, ze a < b. Tuto nerovnost dokazeme sporem.

Predpokladejme tedy, ze b < a. Plati g < b. Protoze a — b je kladné celé ¢islo,
platia —b € N. Tedy 1 < a — b. Plati tak

1 1
l1<a-b< ——g=_.
= g+t;78=;5
Tedy 2 < 1, coz je spor s tim, ze 1 je nejmensi pfirozené Cislo. Plati tedya < b, aa
je tak minimem mnoziny M. [

1.5.31. Oznaceni. V dal$im vykladu budeme pouzivat i zapisy x > y a x > y,
které po radé znamenaji totézcoy <xay < x.

1.6. Konec¢né a spoetné mnoziny

Pojem ,,pocet prvktt mnoziny® je mozné rozsifit i na pripady, kdy je uvazova-
na mnozina neckone¢nd. Potom misto tohoto pojmu pouzivime pojem ,mohutnost
mnoziny“. Jeho ptesné zavedeni vsak presahuje ramec naseho textu a je mozné jej
nalézt napriklad v knize [B]. V tomto oddilu pouze ukazeme jeden ze zptsobii jak
porovnavat mnoziny co do velikosti, ktery s pojmem mohutnosti pracuje implicit-
né. Podame také presnou definici kone¢nych a nekoneénych mnozin.

1.6.1. Definice. (a) Rekneme, ze mnozina A ma stejnou mohutnost jako mnozina
B, jestlize existuje bijekce A na B. Znadime A ~ B.

(b) Rekneme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mno-
zZiny B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Znac¢ime A < B.

(c) Rekneme, Ze mnozina A ma mensi mohutnost nezZ mnozina B, jestlize existuje
prosté zobrazeni A do B a pfitom A a B nemaji stejnou mohutnost. Zna¢ime 4 < B.

1.6.2. Oznaceni. Necht A je mnozina. Zobrazeni Id4: A — A definované predpi-
sem Idg(a) = a, a € A, nazyvame identickym zobrazenim.

1.6.3. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
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(@) A=4,
(b) pokudA<BaB <C,pak4=<C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Idy4 je zfejmé prosté zobrazeni mnoziny A do mno-
ziny A, a tedy A < A.

(b) Podle predpokladu existuji prosta zobrazeni f: A — Bag: B — C. Slozené
zobrazeni g o f je dobfe definovano na mnoziné 4 a ma hodnoty v mnoziné C.
Pokud (g o f)(x) = (g o f)(»), pak f(x) = f(y), nebot g je prosté. Ze vztahu
f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To znamena, ze zobrazeni g o f
je prosté, coz dokazuje vztah 4 < C. [}

1.6.4. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(a) A~ A,
(b) pokud A ~ B, pak B ~ A4,
(c) pokudA~ BaB~C,pakA~C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Idy4 je bijekce mnoziny A na mnozinu A4, a proto
A=~ A.

(b) Ptedpokladejme, Ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni f je
prosté, a proto existuje zobrazen{ f~!. Defini¢nim oborem zobrazen{ f~! je mno-
zina B a jeho obor hodnot je roven A. Zobrazeni f':4—B je tedy ,na“. Pokud
pro x,y € B plati f~1(x) = f~1(y), potom x = f(f"1(x)) = /(f 1() = y,a
zobrazeni f~! je tedy prosté. Dostdvame tak, Ze zobrazeni f~! je bijekce, a proto
ma mnozina A stejnou mohutnost jako mnozina B, tj. B ~ A.

(c) Podle predpokladu existuje bijekce f mnoziny A na mnozinu B a bijekce g
mnoziny B namnozinu C. Slozené zobrazeni go f je dobfe definovano na mnoziné
A ama hodnoty v mnoziné C. Pokud (g o f)(x) = (g o f)(y), pak f(x) = f(»),
nebot g je prosté. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To
znamena, ze zobrazeni g o f je prosté. Pro kazdy prvek ¢ € C existuje prvek b € B
takovy, ze g(b) = ¢, nebot g je ,na“. Pro prvek b existuje prvek a € A takovy, ze
f(a) = b,ncbot f je ,na“. Potom plati (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Zobrazeni

g o f je tedy ,na“. Tim je tvrzeni dokazano. [

1.6.5. Véta (Cantorovaﬂ—BernsteinovaE véta). Necht X aY jsou mnoziny splnujici
X =Y azaroven Y < X. Pak X a Y maji stejnou mohutnost.

K dtikazu Cantorovy-Bernsteinovy véty pouzijeme nasledujici lemma. Ptipo-
menme, ze symbol P (X) znaci potencni mnozinu (vizte .

1.6.6. Lemma. Necht X je mnozinaa H: P(X) — £ (X) je zobrazeni splnujici
podminku

VA, B e P(X): AC B= H(A) C H(B). (1.12)
Potom existuje C C X takové, ze H(C) = C.

5Georg Cantor (1845-1918)
6Felix Bernstein (1878-1956)
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Ditkaz. Definujme € = {4 € P(X); A C H(A)}. Ukazeme, ze C = |J€ je hleda-
nou mnozinou. Ziejmé plati C C X. Pokud 4 € €, potom A C C podle definice C.
Diky () pak plati H(A) € H(C). Dohromady tedy mame A C H(A) C H(C).
Z této uvahy a definice C dostavame C C H(C). Nyni znovu pouZzijeme
pro dvojici mnozin C a H(C) a dostaneme H(C) C H(H(C)). To znamena, zZe
H(C) e €,atedy H(C) C C. Tim je rovnost H(C) = C dokazana. [

Diikaz Vety[1.6.3. Podle predpokladu véty existuji prosta zobrazeni f: X — Y a
g:Y — X. Definujme zobrazeni H: £(X) — £ (X) predpisem

H(A) =X \g(Y\ f(4)).

Pokud U C V C X, potom f(U) C f(V),atedy také Y \ f(V) C Y \ f(U). Od-
tud jiz snadno odvodime inkluzi H(U) C H(V). Zobrazeni H tedy splnuje pred-
poklady Lemmatu , s pomoci kterého nalezneme mnozinu C C X splnujici
H(C) = C. Pak plati

C=H(C)=X\g(Y\ f(O)).
Odtud plyne X \ C = g(Y \ f(C)). Zobrazeni g|y\ s(c) je tedy prosté zobrazen{
mnoziny Y \ f(C) namnozinu X \ C. Potom ¢ 'x\c je prosté zobrazen{ X \ C na

Y \ f(C). Ponévadz f|c je prosté zobrazeni C na f(C), je nasledujici zobrazeni
h: X — Y hledanou bijekci mezi mnozinami X a Y

f(a) proa € C,

h(a)=1{"_
g (a) proa € X \ C.
Z nasledujici véty vyplyva, ze pro kazdou mnozinu existuje mnozina, ktera je

»vetsi“ ve smyslu Definice [L.6.1].
1.6.7. Véta (Cantorova véta). Necht X je mnozina. Pak X < #(X).

Ditkaz. Zobrazeni¢: X — P (X) definované predpisem ¢(x) = {x}, je prosté, takze
plati X < P(X).

Zbyva ukazat, Ze mnoziny X a #(X) nemaji stejnou mohutnost. Provedeme
dtkaz sporem. Predpokladejme, ze existuje bijekce ¢: X — P (X). Ozna¢me 4 =
{x € X: x ¢ ¢(x)}. Zobrazeni ¢ je bijekce, a proto miizeme nalézt a € X takové, ze
¢(a) = A. Pokud a € A, pak podle definice mnoziny A plati a ¢ ¢(a), coz je spor,
nebot ¢(a) = A. Pokud a ¢ A, pak podle definice mnoziny 4 platia € ¢(a) = 4,
coz je opét spor. Tim je predpoklad existence bijekce ¢ ptiveden ke sporu a tvrzeni
je dokazano. ]

1.6.8. Definice. Necht A je mnozina. Rekneme, e mno¥ina A je

e kone¢na, pokud je bud prazdnd, nebo existuje n € N takové, Ze X ma
stejnou mohutnost jako {1, ..., n},

e nckonecna, pokud neni kone¢na,

e spocetna, jestlize je kone¢na nebo ma stejnou mohutnost jako N,

e nespocetna, pokud neni spocetna.
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1.6.9. Lemma. Necht m,n € N. Potom {1,..., ny =~ {1,..., m} pravé tehdy, kdyz

m=n.

Ditkaz. Pokud m = n, potom {1,..., ny~{l,..., m} podle Véty (a).

Opacnou implikaci dokazeme pomoci matematické indukce podle m. Predpo-
kladejme, ze m = 1 a {1} ~ {1,...,n}. Potom existuje bijekce ¢: {1} — {1.....n}.
Plati tedy ¢(1) = 1 a také ¢(1) = n. Musi tedy platit n = 1, a proto m = n.

Predpokladejme platnost tvrzeni pro m € N. Dale predpokladejme, ze pro né-
jakén e N plati{1,..., ny ~{1,...,m+1}. Existuje tedy bijekce ¢: {1,...,m+1} —
{1,..., n}. Pak existuje jednoznacné urcené cislo kg € {1,..., m + 1} takové, ze
@(ko) = n. Definujme pomocné zobrazeni y: {1,..., m} — {1,..., n — 1} predpi-
sem

o) = o(k), pokud k € {1,...,m}\ {ko},
e +1), pokudk =koakee{l,...,m}.
Zobrazeni y je dobfe definované s hodnotamiv mnoziné {1, ..., n—1}. Ovéime, ze
jde o bijekci mnoziny {1, ..., m} namnozinu{l,..., n—1}. Zobrazenije ,na“, nebot

obor hodnot obsahuje vsechny prvky mnoziny {1, ..., ni\{pko)} =1{1,..., n—1}.
Piedpokladejme nyni, ze ¥ (k) = ¢ (k') pro k. k" € {1,...,m}. Pokud k = ko, pak
ko € {1,....m} a (k) = ¥(ko) = ¢(m + 1). Diky prostoté ¢ plati k' = ko = k.
Pokud k # ko, pak diky prostoté ¢ musi byt k" # ko. Potom ale plati ¥ (k) =
p(k) = (k') = ¥ (k). Odtud plyne k = k’. Zobrazeni ¥ je tedy prosté.

Mame tedy {1,..., n—1}y~{l,..., m}. Podle indukéniho predpokladu dosta-
vamen —1 =m,atedyn =m + 1. [

1.6.10. Pokud X ~ {1,..., n} pro jisté n € N, pak je toto n ur¢eno podle Lem-
matu jednoznacné. Toto pozorovani je dulezité pro korektnost nasledujici
definice.

1.6.11. Definice. Pokud je mnozina X prazdna, pak fikame, ze pocet prvki mno-
ziny X je roven 0. Pokud X ~ {1,..., n} pro jisté n € N, pak fikame, Ze pocet
prvki mnoziny X je roven n. Pocet prvki kone¢né mnoziny X znacime | X|.

1.6.12. Pokud jsou mnoziny X a Y konec¢né a maji stejnou mohutnost, pak jsou
ob¢ prazdné nebo obé¢ neprazdné. V prvnim pripadé X = Y a pocet prvka X a
Y je roven 0. Ve druhém pripadé existuji m,n € N takova, ze X ~ {1,...,m} a
Y ~ {1,...,n}. Potom podle Véty dostavame {1, ..., m} ~ {l,...,n}, a tedy
podle Lemmatu platim = n, neboli | X| = |Y].

Pokud jsou X aY kone¢né a maji stejny pocet prvkii, pak jsou opét obé prazdné
nebo obé neprazdné. V prvnim pripadé¢ X = Y a X ~ Y. Ve druhém pripadé
existuje n € N takové, ze X ~ {l,...,n}aY ~ {1,...,n}. Potom podle Véty
dostavime X ~ Y.

Plati tedy, ze dvé kone¢né mnoziny maji stejnou mohutnost, pravé kdyz maji
stejny pocet prvkd.

1.6.13. Véta. Necht A C R je kone¢na mnozina. Potom je mnozina A omezena.
Je-li navic A neprazdna, pak existuje jeji maximum a minimum.
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Diikaz. Je-li A prazdna, pak je zfejmé omezena, nebot kazdé x € R je zaroven horni
i dolni zavorou mnoziny 4.

Necht je A neprazdna. V tomto pripadé provedeme diikaz matematickou in-
dukci podle poctu jejich prvka. Je-li A jednoprvkova, je tvrzeni ziejmé. Predpo-
kladejme nyni, ze tvrzeni plati pro kazdou mnozinu o n prvcich. Necht 4 je mno-
zina o n + 1 prvcich, tj. existuje bijekce ¢: {1,...,n + 1} — A. Polozme B =
{o(1),...,9(m)}. Pak B C R ma n prvka, a tedy je dle indukéniho predpokladu

omezena a existuje jeji maximum G’ a minimum g’. Polozme
g =min{p(n +1),¢'}, G =max{pn +1),G’}.
CislagaG jsou dobrte definovana dle Prikladu . Dale plati
Vie{l,....n+1}: g <) <G.

Tedy g je dolni zdvora mnoziny A a G je horni zavora mnoziny A. Proto je mnozina
A omezena. Protoze g',G' € ¢({1,...,n}) C A, je g.G € A. Nalezli jsme tedy
minimum i maximum mnoziny A. Dle principu matematické indukce tedy tvrzeni
plati pro vsechny kone¢né podmnoziny 4 C R. [

1.6.14. Véta. Mnozina N je nekonec¢na.

Diikaz. Provedeme dtikaz sporem. Pfedpokladejme, ze mnozina N je kone¢na. Pod-
le Véty je potom mnozina N omezena, a tedy existuje jeji horni zavora v
R, kterou oznacime K. Potom podle Archimédovy vlastnosti relnych cisel (Vé-
ta existuje n € N takové, ze n > K. Tudiz K neni horni zavorou mnoziny
N, coz je spor. [ ]

Nasledujici lemma miize byt ponékud prekvapivé, protoze ukazuje, Ze mnozi-
nu N x N je mozné prosté zobrazit do N.
1.6.15. Lemma. Zobrazeni ¢: N x N — N definované predpisem
en.m)=m+m?*+n, (m,m)eNxN,
je prosté.

Diikaz. Predpokladejme, ze plati ¢(n,m) = @(n’,m’) pro (n,m),(n’,m’) € N x N.
Potom mame
' +m +1D)2>0 +m)?+n" =o', m) = en,m)
=m+m?+n>mn+m?
Odtud plyne nerovnost n’ + m’ + 1 > n + m. Potom mame n + m < n' + m’.
Obdobn¢ odvodime nerovnost n’ +m’ < n + m. Musi tedy platitn’ +m’ = n 4 m.

Odtud a z rovnosti ¢(n,m) = @(n',m’) plynen = n’, a tedy také m = m’. Zobrazeni
¢ je tedy prosté. |

1.6.16. Lemma. Necht A, B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni. Pak f(4) <
A.
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Diikaz. Korektni diikaz se opira o axiom vybéru, coz je vyrok, jehoz platnost pri
praci s mnozinami predpokladame. Zde je jedna z jeho moznych formulaci:

Jelib — Cp.b € I, indexovany systém neprazdnjch mnozin, potom existuje zobrazeni
@1 I = Upes Cp takové, Ze pro kaidé b € I plati (b) € Cp.
Dalsi vysvétleni je uvedeno v Dodatku .

Pokud je mnozina A prazdna, potom tvrzeni zifejmé plati. Pokud je mnozina
A nepréazdna, potom polozime I = f(A) a Cp, = f~1({b}) pro b € I. Podle axi-
omu vybéru existuje zobrazeni ¢: f(A) — A takové, Ze pro kazdé b € f(A) plati
@(b) € f'({b}). Zobrazeni ¢ je prosté. Pokud totiz ¢(b) = ¢(b’), potom plati
b= f(p()) = f(e®d)) =b". Dostaviame tedy f(A) < A. n

1.6.17. Véta (vlastnosti kone¢nych mnozin).

(a) Necht 4 je kone¢nd mnozina a B C A. Potom B je kone¢na.

(b) Necht 4 je kone¢na mnozina, jejimiz prvky jsou kone¢né mnoziny. Po-
tom | # je kone¢na mnozina.

(c) Nechtn e N a A4y,..., A, jsou kone¢né mnoziny. Potom A4; x --- x 4, je
kone¢nd mnozina.

(d) Necht 4 je kone¢na mnozina, B je mnozinaa f: A — B je zobrazeni.
Potom f(A) je kone¢na mnozina.

Diikaz. (a) Nejprve matematickou indukcei podle n dokazeme, ze je-lin e Na A C
{1,...,n},potomje mnozina A kone¢na. Je-lin = la A C {1}, pak bud je 4 prazdna
mnozina, nebo A = {1}. V obou ptipadech piimo z definice plyne, ze mnozina A
je konec¢na.

Predpokladejme nyni, ze kazda podmnozina mnoziny {1,...,n} je konecna.
Necht 4 je podmnozina mnoziny {1,...,n + 1}. Pokud A C {1,...,n}, pak je 4
kone¢na mnozina podle indukéniho predpokladu. V opa¢ném pripadé plati

A= (ANn{l,....n})U{n+1}.

Pak je mnozina B = A N {l,...,n} kone¢na. Je-li B prazdna, pak 4 = {n + 1}
a existuje bijekce mnoziny {1} na mnozinu A. Je-li B neprazdna, potom existuji
k € N a bijekce ¢: {1,...,k} = B. Definujme y: {1,...,k + 1} — A predpisem

(i) proi € {1,...,k},

vi) = n+1 proi=k+1.

Pak v je bijekce {1,...,k + 1} na A, a tedy A je kone¢na mnozina.
Predpokladejme nyni, Ze A je kone¢na neprazdna mnozina a B je jeji neprazd-
na podmnozina. Pak existuje n € N a bijekce ¢: A — {1,....n}. Potom je zob-
razeni ¥ = ¢|p bijekci mnoziny B na mnozinu ¢(B). Podle prvni ¢asti dikazu je
mnozina ¢(B) konecna, tj. existuje m € N a bijekce w: ¢(B) — {1,...,m}. Pak
w o Y je bijekce mnoziny B na mnozinu {1,...,m}, takze mnozina B je kone¢na.

(b) Nejprve dokazeme, ze sjednoceni dvou kone¢nych mnozin je kone¢na mnozi-
na. Necht tedy C a D jsou kone¢né mnoziny. Je-li alespon jedna z nich prazdna,
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pak tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme tedy, Ze jsou obé neprazdné. Potom exis-
tujim,n € N abijekcea: C — {1,...,n},B: D — {1,...,m}. Definujme zobrazeni
y: D\C — {n+1,...,n+m} predpisem y(x) = f(x)+n,x € D\C. Pak zobrazeni
¢: CUD —{l,...,n 4+ m} definované predpisem

_ a(x), xecC,

vl = y(x), xe D\C,

je prosté zobrazeni mnoziny C U D do mnoziny {I,...,n 4+ m}, nebot zobrazeni
a|c, Y|p\c jsou prosta a

a(C)yny(D\C)c{l,...,n}N{n+1,....,n+m} =0.

7 Y/

dokazané ¢asti (a). Mnozina C U D je kone¢na, nebot podle [1.4.29 plati C U D ~
¢(C U D).

Pokud je mnozina 4 koneé¢na, pak je bud prazdna nebo ma n prvku, kde n €
N. V prvnim piipad¢ je jeji sjednoceni praizdnou mnozinou, a je tedy konecné.
Ve druhém pripadé dokazeme tvrzeni matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni
ztejmé plati. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n € N. Necht tedy A =
{A1,.... Ayy1}, kde 4;,i = 1,...,n 41, jsou dané kone¢né mnoziny. Potom podle
indukéntho predpokladu je [ J;_; A; kone¢nou mnozinou. Pak je ale mnozina

Plati ¢(C U D) C {l1,...,n + m}, a mnozina ¢(C U D) je tedy kone¢na podle jiz
h

n+1 n
U Ai = (U Ai) U Ap+1
i=1

i=1

konec¢na dle prvni ¢asti diikazu. Tim je podle principu matematické indukce tvr-
zeni dokazano.

(c) Podobné jako v (b) sta¢i dokazat, ze kartézsky soucin dvou kone¢nych neprazd-
nych mnozin 4 a B je konecny. Méjme m,n € N a bijekce a: 4 — {1,...,n},
B: B —{1,...,m}. Necht ¢ je zobrazeni z Lemmatu . Pak zobrazeni ¢ defi-
nované predpisem

Y(a,b) = p(a(a), (b)), (a.b) € AxB,

je prosté zobrazeni mnoziny A x B do kone¢né mnoziny {1,...,(n + m)* + n}.
Mnozina (A x B) je tedy konecna podle jiz dokazané casti (a). Odtud plyne i
konecnost mnoziny A x B, nebot A x B ~ ¥(4 x B).

(d) Diky Lemmatu Vl'me, ze f(A) < A, . existuje prosté zobrazeni ¢ : f(A) —
A. Potom je mnozina ¥ ( f(A)) podmnozinou kone¢né mnoziny 4, a je tedy podle
(a) konecna. Mnozina f(A) je tedy konecna, nebot f(A4) ~ ¥ (f(A)). [
1.6.18. Lemma. (a) Mnozina 4 je spocetna pravé tehdy, kdyz plati 4 < N.

(b) Necht A je neprazdna mnozina. Potom je mnozina A spocetna pravé tehdy,
kdyz existuje zobrazeni f: N — A, které je ,na“.
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Diikaz. (a) = Pokud je 4 spocetna, pak je bud kone¢na, nebo A ~ N. V prvnim
pripadé¢ je A bud prazdna nebo existuje n € N takové, ze A ~ {1,...,n}. Ziejmé
tedy plati A < N.

Pokud A ~ N, pak také zfejmé A4 < N.

< Necht f: A — N je prosté zobrazeni. Mnozina f(A) je bud omezena, nebo
neomezena. Predpokladejme nejprve, ze nastava prvni moznost. Potom existuje
¢islo K € R, které je horni zdvorou mnoziny f(A). Podle Véty existujen € N
takové, ze K < n. Potom plati f(4) C {1,...,n}. Podle Véty [1.6.17(a) je f(A)
kone¢nd mnozina. Vzhledem k tomu, ze A ~ f(A) podle [1.4.29, dostavame, Ze
mnozina A je konecna, a tedy spocetna.

Predpokladejme nyni, Ze mnozina f(A4) neni omezena. Induktivné budeme
konstruovat posloupnost ptirozenych ¢isel {ny ;22 ;. PoloZzmen; = min f(4). Pred-

pokladejme, ze pro k € N jsou jiz definovana ¢isla ny,...,ng. Mnozina f(A4) \
{ni,...,nx} je neprazdna, nebot f(A) je necomezend. Polozime ng41 = min(f(4)\
{n1,...,ng}). Tim je konstrukce posloupnosti provedena podle Véty ??. Zobrazen{

¢: k = ng.k € N, je podle konstrukce prosté a plati ¢(N) = f(A4). Podle
plati ¢(N) ~ N, a tedy f(4) ~ N. Odtud dostavame 4 ~ N, nebot 4 ~ f(A)
podle . Mnozina 4 je tedy spocetna.

(b) = Podle jiz dokazaného bodu (a) existuje prosté zobrazeni g: A — N. Mno-
zina A je neprazdna, takze muzeme nalézt prvek a € A. Zobrazeni f: N — 4
definujeme predpisem

g '(n), pokudn e H(g),

Jm =y, pokud n € N\ #(g).

Potom zfejmé f(N) = A.
< Predpokladejme, ze f: N — A je zobrazeni, které je ,na“. Potom podle
plati A < N. Mnozina 4 je tedy spocetna podle jiz dokazané ¢asti (a). m

1.6.19. Véta (vlastnosti spocetnych mnozin).

(a) Necht 4 je spocetna mnozinaa B C A. Potom je mnozina B spocetna.
(b) Necht A je spocetna mnozina, jejimiz prvky jsou spocetné mnoziny. Po-
tom je mnozina | 4 spocetna.
(¢) Nechtn € N a 4,,..., A, jsou spocetné mnoziny. Potom je mnozina
Ay x -+ x Ay spocetna.
(d) Necht A4 je spocetna mnozina, B je mnozinaa f: A — B je zobrazeni.
Potom je mnozina f(A) spocetna.
Ditkaz. (a) Necht B C A a A je spocetnd. Potom Idg: B — A je prosté zobrazeni,
a plati tedy B < 4. Ponévadz A < N podle Lemmatu (a), dostdvame B < N
podle Véty (b) a mnozina B je tedy spocetna podle Lemmatu (a).
(b) Oznatme 4 = {4 € A; A # 0}. Potom U A = | 4. Pokud A =0, po-
tom je mnozina J A prazdna, a tedy spocetna. V opa¢ném piipad¢ existuje podle

Lemmatu (b) zobrazeni f: N — 4, které je ,na“. Pro kazdé A € A existuje
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zobrazeni g4: N — A, které je ,na“. Definujme zobrazeni ¥ : N x N — | J A pred-
pisem ¥ (n,m) = gfm)(m). Zobrazeni ¥ je ,na“. Pro kazdé x € [J 4 totiz existuje
A € A takové, ze x € A. Existuji tedy n,m € N takova, ze f(n) = A a g4(m) = x.
Potom v/ (n,m) = grm(m) = ga(m) = x.

Podle Lemmat a [1.6.1§(a) je mnozina N x N spocetn4, a tedy existuje
zobrazeni s mnoziny N na mnozinu N xN (Lemma (b)) Potom je zobrazeni
¥ o h zobrazenim mnoziny N na mnozinu (J#, coz podle Lemmatu (b)
dokazuje spocetnost mnoziny | 4.

(c) Podobné jako v ditkazu bodi (b) a (c) Véty staci dokazat, ze kartézsky
soucin dvou spocetnych mnozin 4 a B je spocetny. Kartézsky souc¢in A x B je
roven sjednoceni |, 4{a} x B. Ztejmé plati {a} x B ~ B. Mnozina A x B je tedy
spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin a podle (b) je tedy spocetna.

(d) Necht A je spocetnd mnozina a f: A — B je zobrazeni. Vime z Lemma-

tu , ze plati f(A) < A. Protoze A < N, dostavame podle Véty (b)
f(4) < N. Odtud plyne podle (a) spocetnost f(A). [

1.6.20. Priklad. Dokazte, ze mnozina racionalnich ¢isel Q je spocetna.

Reseni. MnoZina Z je spocetna, nebot je sjednocenim mnoziny kladnych ¢isel, mno-
ziny zapornych ¢isel a jednoprvkové mnoziny obsahujici ¢islo 0. Mnozina Z x N
je tedy podle Véty (c) spocetna. Zobrazeni f: Z x N — Q definované pred-
pisem f(p,q) = pq~' zobrazuje Z x N na Q. Podle Véty (d) je mnozina Q

spocetna. S

1.6.21. Priklad. Necht ¢ je disjunktni systém neprazdnych otevienych intervalt
v R. Dokazte, Ze potom je systém ¢ spocetny.

Reseni. Pro kazdé J € ¢ nalezneme racionalni &slo ¢; € J. Pak je zobrazeni defi-
nované predpisem J = gy, J € &, prostym zobrazenim mnoziny ¢ do spocetné
mnoziny Q, tedy ¢ je také spocetna. *

1.6.22. Priklad. Necht 4 je nckone¢nd mnozina. Dokazte, zZe potom A obsahuje
nckonecnou spoc¢etnou podmnozinu.

Resent. Definujme induktivné posloupnost {a,}72 | nasledovné. Zvolme a; € A li-
bovolné. Predpokladejme, ze pro n € N jsme jiz definovali prvky ay, ..., a,. Mno-
zina A\ {ay,...,a,} je neprazdna, nebot A4 je neckonecna. Prvek a, 4, zvolme libo-
volné z této mnoziny. Mnozina {a,: n € N} je nckone¢na dle Véty , a tim je
dtkaz proveden. *

1.6.23. Poznamka. MnozinaR je nespocetna. Dikaz provedeme az v Piikladu
a jinym zptisobem v paragrafu [10.10.3(.
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1.7. Vlastnosti elementarnich funkci

Reidlna funkce f jednérealné proménné (dale jen funkce) je zobrazeni f: M —
R, kde M je podmnozinou mnoziny realnych ¢isel.

V tomto oddilu uvedeme definice nékterych pojmii, které jsou dulezité pri
zkoumani realnych funkci. Dale se seznamime s elementarnimi funkcemi, tj. s po-
lynomy, exponencidlou, logaritmem, odmocninami, obecnou mocninou, gonio-
metrickymi funkcemi a cyklometrickymi funkcemi. Uvedeme souhrny jejich za-
kladnich vlastnosti, ze kterych lze odvodit vsechna pocetni pravidla stfedoskolské
matematiky. V Kapitole B pak nékolik takovych odvozeni provedeme.

1.7.1. Definice. Necht J C R je interval. Rekneme, Ze funkee f: J — R je
e rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati

f(x1) < f(x2),

e klesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati

S(x1) > f(x2),

e neklesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé xi,x, € J, x; < xp, plati

f(x1) = f(x2),

e nerostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < xp, plati
f(x1) = f(x2).

1.7.2. Definice. Monoténni funkci (respektive ryze monoténni funkci) na inter-
valu J C R rozumime funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci (respektive ros-
touci nebo klesajici) na J.

1.7.3. Definice. Necht f: A —>Ra M C A. Rekneme, 7e fje

shora omezena na M, jestlize mnozina f(M) je shora omezena,
zdola omezena na M, jestlize mnozina f(M) je zdola omezena,
omezena na M, jestlize mnozina f(M) je omezena,

konstantni na M, jestlize pro véechna x,y € M plati f(x) = f(y).

1.7.4. Definice. Necht f: 4 — Ra M C A. Rekneme, 7e f je
e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = — f(x),
e suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = f(x),
e periodicka s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f)
platix +a € OD(f),x—a e D(f)a f(x +a) = f(x).

1.7.5 (algebraické operace s funkcemi). Necht M jemnozina, f: M — R, g: M —
R a ¢ € R. Pak definujeme funkce f + g, fg, cf na mnoziné M predpisy

(f+8x) = f(x)+gkx), xeM,
(fe)(x) = f(0)g(x), xeM,
(cfHilx)=cf(x), xe M.
Je-li g(x) # 0 pro kazdé x € M, pak definujeme

/ f(x)
(E)(x): g(jcc)’ xeM.
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1.7.6. Véta. Necht M je neprazdna mnozinaa f: M — Rag: M — R jsou
zobrazeni.

(a) Jestlize f a g jsou shora omezena, potom
sup(f + g)(M) < sup f(M) + sup g(M).

(b) Jestlize f a g jsou zdola omezend, potom
inf(f + g)(M) > inf f(M) + infg(M).
Diikaz. (a) Mnoziny f(M)a g(M) jsou neprazdné a shora omezené, a proto existuji
jejich suprema, ktera oznacime po fadé A a B. Necht x € M. Potom z definice
suprema plyne f(x) < A a g(x) < B, a tedy také f(x) + g(x) < A + B. Protoze
x € M bylo zvoleno libovolné, je A+ B horni zavorou mnoziny (f +g)(M). Odtud
plyne tvrzeni (a).

(b) Dtikaz tvrzeni (b) je obdobny ditkazu tvrzeni (a). [

1.7.7. Necht a,b € R. Definujme funkci f: R — R predpisem f(x) = ax + b.
Takto definovana funkce se nazyva afinni. Pokud je b = 0, fikame, ze f je line-
arni. Zde definujeme pojem linearni funkce jinak, nez je obvyklé na stfedni skole,
protoze v pokrocilejsich matematickych textech se uziva pravé uvedené definice.

1.7.8. Nechta,b,c € R. Definujme funkci f: R — R predpisem f(x) = ax? +
bx + c. Je-lia # 0, pak se takto definovana funkce nazyva kvadraticka.

1.7.9. Polynomem budeme rozumét kazdou funkci P tvaru
P(x) =ao+aix +---+anx", xeR, (1.13)

kden € NU{0}aag,ay,...,a, € R. Cislaag, . .., ay se nazyvaji koeficienty polyno-
mu P. Nulovym polynomem rozumime konstantni nulovou funkci definovanou
na R.

Ditkaz nasledujiciho tvrzeni a diikaz tvrzeni z dalsiho paragrafu jsou uvedeny
v Dodatku ??. Pro kazdy nenulovy polynom existuji jednoznacné urcend &isla n e
N U {0},a9,...,a, € R,a, # 0, takova, ze

P(x)=ap+aix+--+a,x", xeR.
Pak fikame, ze stupen polynomu P je roven n. Stupen nulového polynomu defi-

nujeme jako —1. Stupen polynomu P znacime st P.

1.7.10. Realnym kofenem polynomu P rozumime kazdé ¢islo x € R splnujic
P(x) = 0. Necht P je polynom tvaru ), kde a, # 0. Potom existuje nejvyse n
realnych korfent polynomu P.

Pro polynomy stupné 1 a 2 je mozné ur¢it hodnoty realnych kofentt pomoci
nasledujicich vzorca. Rovnice ax + b = 0, kde a,b € R,a # 0, ma pravé jeden
realny koten —%. Odvozeni je snadné. Uvazujme rovnici

ax* +bx+c =0, (1.14)

kdea,b,c € R,a # 0. Oznaéme D = b%>—4ac. Cislo D nazyvame diskriminantem

rovnice ). Pokud D > 0, pak ma rovnice pravé dva realné koreny —b42-a«/5 a
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—b;_;ﬁD_ Pokud D = 0, pak ma rovnice prav¢ jeden realny koten ;—g Pokud D <0,
pak rovnice nema realné koteny.

1.7.11 (déleni polynomii). Necht P a Q jsou dva polynomy, pticemz polynom Q
neni nulovy. Pak existuji jednoznac¢né urcené polynomy R a Z takové, ze P =
RO+ ZastZ <stQ.

Polynomy R a Z hledame pomoci nasledujiciho algoritmu. Pokud st 9 > st P,
pak staci polozit R rovno nulovému polynomu a Z = P. Pokud st Q < st P, pak
nalezneme takové a; € R a ky € N U {0}, Ze st(P — a1 x¥1 Q) < st P. Tento krok
potom opakujeme, pficemz misto polynomu P uvazujeme polynom P — axk1Q,
pokud nema tento polynom stupen mensi nez polynom Q. Timto zpiisobem ob-
drzime ay,...,a; €e Raky,... k; € N takova, ze plati st(P — a1x¥1Q —ax*2Q —
<o —ayx*1 Q) < st 0. Potom polozime R(x) = apx¥ + ...+ aqxkaZ = P - RO.
1.7.12. Piklad. Vydélte polynom P(x) = 2x3 4 4x? — x + 2 polynomem Q(x) =
x4+ x + 2.

Reseni. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeného v . Polynom Q vy-
nasobime vyrazem 2x a vysledek odeéteme od P. Obdrzime
Pi(x) = P(x) —2xQ(x) = 2x3 4+ 4x% —x + 2 —2x(x® + x +2) = 2x% — 5x + 2.

Polynom Q vynasobime vyrazem 2 a vysledek odec¢teme od P;. Obdrzime

Py(x) = Pi(x) —20(x) =2x2 —5x +2—-2(x*> + x +2) = —7x — 2.
Potom mame

P(x)=(02x+2)Q(x)—7x —2.
*

1.7.13. Nechtk € N. Potom k-tou odmocninou nazyvame inverzni funkci k funk-
cix — xk, x € [0,00), je-li k sudé, a k x — xk x e R, je-li k liché. Znac¢ime
x > {/x. Definice je korektni, nebot v obou pripadech uvazujeme inverzni funkci
k funkci, ktera je na svém defini¢nim oboru rostouci.

1.7.14. Racionalni funkci rozumime kazdou funkci tvaru g, kde P, Q jsou po-
lynomy, pticemz Q neni nulovy polynom. Definiénim oborem takové funkce je
mnozina R \ {x € R; Q(x) = 0}. Polynom Q neni nulovy, takze racionalni funkce
je definovana v kazdém bodé R vyjma nejvy$e kone¢né mnoha bodi (vizte [1.7.10).

1.7.15. Exponencialni funkce, kterou budeme znacit exp, ma defini¢ni obor roven
R a obor hodnot roven (0, 00). Tato funkce splnuje nasledujici podminky:

e Vx,y € R: exp(x + y) = exp(x) - exp(y),

o Vx e R: exp(x) > 1+ x.
Odtud lze odvodit nasledujici uzitecné vlastnosti exponencialni funkce:

e cxp je rostouci funkce na R,

o cxp(0) =1,

o Vx e RVn e Z: exp(nx) = (exp(x))",
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e Vx e R,x > 0: exp(x) > L.

Hodnotu funkce exp v bod¢ 1 zna¢ime symbolem e a nazyvame ji Eulerovym cis-
lem

Osrazek 1. Graf exponencialni funkce

1.7.16. Logaritmicka funkce, kterou budeme znacit log, je funkce inverzni k funk-
ci exponencialni. Jeji definiéni obor je tedy roven (0, 00) a obor hodnot roven R.
Tato funkce splnuje nasledujici podminky:

e Vx,y € (0,00): log(xy) = log(x) + log(y),

e Vx € (0,00): log(x) < x —1.
Odtud lze odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti logaritmické funkce:

funkce log je rostouci na intervalu (0, 00),
log(1) =0,

Vx € (0,00) Vn € Z: log(x") = nlogx,
Vx € (1,00): log(x) > 0.

Osrazex 2. Graf funkce logaritmus

"Leonhard Euler (1707-1783)
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1.7.17. Nechta € R, a > 0. Pro x € R definujeme obecnou mocninu a* pred-
pisem a* = exp(xloga). Proa € R an € Z jsme vsak symbol a” jiz defino-
vali v Oznacenf (b) Pokud je @ > 0, mame pro tento symbol dvé definice.
Nova definice se vSak v tomto pripadé shoduje s predchozi definici, nebot plati
exp(nlog(a)) = exp(log(a™)) = a”. Funkce a* je rostouci na R pro a € (1,00) a
klesajici na R pro a € (0, 1).
Pro kazdéa e R,a > 0, x, y € R plati
° ax+y =a* ,ay,
o (a¥)y =a*.
Oba vztahy snadno ovétime pouzitim zakladnich vlastnosti exponencialni a
logaritmické funkce. Plati

a**t’ = exp((x + y) log(a)) = exp(xlog(a) + y loga)
= exp(xlog(a)) - exp(yloga) = a* -a”,
(a*)” = exp(ylog(a™)) = exp(y log(exp(xloga)))
= exp(yxloga) = exp(xyloga) = a*”.
1.7.18 (vlastnosti funkci sinus a kosinus). Funkce sinus, znac¢ime sin, a kosinus,
znacime cos, maji definiéni obor roven R a obor hodnot roven intervalu [—1, 1].
Tyto funkce splnuji nasledujici podminky:
funkce sin a cos jsou 2w-periodické,
Vx,y € R: sin(x 4+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
Vx,y € R: cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),
sin je licha funkce a cos je suda funkce,

ST Y L s PV ,

existuje jednozna¢né urcené kladné ¢islo 7 takové, Ze sin je rostouci na
I = N

[0, 7], sin(0) =0 asin(F) = 1.

<N
-

Osrazek 3. Grafy funkci sinus a kosinus

1.7.19 (vlastnosti funkci tangens a kotangens). Funkce tangens, znac¢ime ji tg, a
kotangens, znacime ji cotg, definujeme predpisy

tg(x) = Z;‘:(();)) x €eR\{Z +kn; ke,
cotg(x) = <) xeR\{kn: k e Z}.

sin(x)’
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e funkce tg a cotg jsou m-periodické,

+
e Vx,ye (%, %), x+ye (-2, %) tglx +y) = —;ﬁ‘t’;x)‘fgf(yy)).

~—n =% 0 7 /= =z 0 z 32”
Osrazex 4. Graf funkce tangens OsrAzex 5. Graf funkce kotangens

1.7.20. Nasledujici tabulka obsahuje funkéni hodnoty goniometrickych funkei v
nc¢kterych vyznaénych bodech.

funkce | O Z | T | 5 | %
sin |0] 3|45 21
cos 1 ‘/75 ﬁ % 0
tg 0 JLE 1|3
cotg V3|1 % 0

1.7.21. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zptisobem

arcsin = (sin |[,%’%])_1, arccos = (cos |[0,7r])_1,

arctg = (1glz.3) - arccotg = (cotg|o.m) -

Uvedené definice cyklometrickych funkci jsou korektni, nebot uvazované restrikce
goniometrickych funkei jsou prosté.
Nyni uvedeme zakladni vlastnosti cyklometrickych funkei:
e funkce arcsin je licha,

e arcsin(—1) = -7, arcsin(0) = 0, arcsin(ﬁ) =

arccos(—1) = m, arccos(0) = 7, arccos(“/TE) =

Vx € [-1,1]: arcsinx + arccosx = 7,

,arcsin(l) = 7,
0

,arccos(1l) =0,
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D(arctg) = R,

H (arctg) = (—7%. %),
arctg je rostouci a licha funkce na R,
arctg(0) = 0, arctg(l) = 7, arctg(—1) = —7,
D(arccotg) = R,

# (arccotg) = (0, ),

arccotg je klesajici funkce na R,
arccotg(0) = 7, arccotg(l) = %
Vx € R: arctgx + arccotg x =

[SIE T

/2

— /2T

OsrAzex 6. Grafy funkei arkussinus a arkuskosinus

\ﬂ
/2

—/2T

Osrazek 7. Grafy funkci arkustangens a arkuskotangens
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1.8. Teoretické a pocetni priklady

1.8.1. Priklad. Zformulujte negaci vyroku
VeeR,e>03FeR,§>0VxeR: (0O<|x—1|<d§=>|x—-3|<e). (1.15)

pomoci postupu uvedeného v paragrafu . Dale rozhodnéte, zda plati uvede-
ny vyrok nebo jeho negace.

Reseni. Opakované pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu k vyjadreni ne-
gace uvedeného vyroku.
—|(V8€R,8>038€R,8>0‘v’xeR:(0<|x—l|<8=>|x—3|<£))
386R,8>O—|(38€R,8>0‘v’xeR:(0<|x—l|<8=>|x—3|<£))
FeecRe>0VEeRE>0-(VxeR: (0<|x—1<8§=|x—3| <¢))
JeeR,e>0V§eR§>0IxeR: =(0<|x—1| <8 =|x—3|<¢)
Podle Véty 1.1.19(c) 1ze posledni vyrok zapsat ve tvaru
JeeR,e>0VEeR,6>0IxeR: (0< |x =1 <dA|x=3]>¢).

Polozme ¢ = 1 a k libovolnému § > 0 definujme x = 1— %. Plati [x — 1] = ‘%, a
tedy 0 < |x — 1] < 8. Navic pro |x —3| =2+ % plati |x — 3| > 1 = e. Dokazali jsme
tedy, Ze zadany vyrok neplati. Fy

1.8.2. Priklad. Necht V(x),x € M, je vyrokova forma. Napiste negaci vyroku
x e M: V(x) (1.16)

pomoci postupu uvedeného v paragrafu [[.1.29.

Resend. Vyrok () lze zapsat ve tvaru

(Bxe M:v) A (Yyze Mo (VO AVE) =y =2)) (1.17)

Prvni vyrok v predchozi konjunkei tka, ze existuje alespon jeden prvek x € M
takovy, ze plati V(x). Druhy vyrok v konjunkci fika, ze pokud existuji prvky y a z
takové, ze plati V(y) a V(z), pak jsou si rovny. Podle [1.1.29 a Véty [1.1.19 1ze zapsat
negaci vyroku () ve tvaru

(Vx eM: ﬂV(x)> v (Ely,z eM: (VO)AVE) Ay # z)).

Neformalné Ize posledni vyrok vyjadrit takto: bud pro zadné x € M neplati V(x),
nebo existuji dvé rizna y,z € M, pro ktera plati V(y) a V(z). *

1.8.3. Priklad. Nechf 4 = {x € Q: x > 0 Ax? < 2}. Pak 4 je shora omezena
podmnozina v Q, kterd v Q nema supremum, tj. neexistuje racionalni ¢islo ¢ € Q
s vlastnostmi z Definice .
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Reseni. Mno%ina A je zfejmé neprazdna, nebot 0 € A, a shora omezena, a to na-
priklad ¢islem 2. Pro kazdé ¢islo x € Q, které je vétsi nez 2, totiz plati nerovnosti
2<22<x?a tedy takové x neni prvkem mnoziny A.

Postupujme nyni sporem a predpokladejme existenci ¢isla g € Q, které by
bylo nejmensi horni zdvorou mnoziny A. Ukazeme, ze pak plati ¢ = 2. Pokud
by totiz bylo ¢ < 2, tj. ¢ < +/2, pak diky Vété nalezneme raciondlni ¢&islo
g € (¢, v2). Pak 0 < ¢’ a (¢")? < 2, tj. ¢ € A. To je ovsem ve sporu s nerovnosti
g < q', tedy s faktem, Ze ¢ je horni zavora mnoziny A.

Pokud by bylo g > V2, opét diky Véte existuje ¢’ € QN (+/2,q). Pak pro
kazdé p € A plati p < ¢’, nebot v opacném piipadé bychom dostali z nerovnosti
2 < (¢')* < p* < 2 spor. Raciondlni &islo ¢’ je tedy horn{ zdvora mnoziny 4, kterd
je ostfe mensi nez g, coz je spor s faktem, Ze ¢ je nejmensi horni zavora mnozina
A.

Zbyvia tedy jedina moznost, totiz ze ¢> = 2. To je ale spor s Vétou [.2.15, a

proto supremum mnoziny A v mnoziné racionalnich ¢isel neexistuje. Fy
1.8.4. Priklad. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati ) ;_, (5) = 2".

Reéseni. Provedeme primy dikaz. Vzorec plyne z binomické véty (Véta [1.5.5), nebot
pro kazdé n € N plati

Y=+ =3 (Z)lkl”‘k =3 (Z)
k=0 k=0
&

1.8.5. Priklad (soucet aritmetické fady). Necht a,b € R. Dokazte, ze pro kazdé
n € N plati

> (ai +b) = L((n + Da +2b)n. (1.18)
i=1

Reseni. Pron = 1 je leva strana rovna Si_@i+b)y=a+ba pravé 1(2a + 2b) =
a+b. Pron = 1 tedy tvrzeni plati. Pfedpokladejme platnost vztahu (L.1§) pro
pevné dané n, tj.

Z(ai +b) = %((n + 1)a + 2b)n.
i=1
Chceme dokazat, ze plati

n+1
> (ai +b) = ((n +2)a + 2b)(n + 1). (1.19)
i=1

Levou stranu ([L.19) miizeme rozepsat jako

n+1 n
> (@i +b) = (Z(ai + b)) + (a(n + 1) +b).

i=1 i=1
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Sumu v zavorkach na pravé strané ale umime secist podle indukéniho predpokla-
du. Provedenim algebraickych tprav pak dostaneme

n+1

> (@i +b)
i=1

(Z(ai + b)) + (a(n + 1) +b)
i=1

_ ] ((n + Da + 2b)n+(a(n + 1) + b)

((n +2)a +2b)(n +1).

N = N

Tim je dtkaz proveden. -
1.8.6. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati 2" > n.
Reseni. Pron = 1 je nerovnost splnéna, nebot 2! = 2 > 1. Predpoklddejme, Ze
nerovnost plati pro n € N, tj. plati 2" > n. Potom také plati

"t =2.2">2n=n+n>n+1l.

Tim je nerovnost ovétena pro n+1 a tvrzeni je podle principu matematické indukce
dokazano. -

1.8.7. Piiklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N, n > 3, plati 2n? > (n + 1)%.
Reseni. Tvrzeni plati pro n = 3, nebot
2-32=18>16= 3+ 1)%

Predpokladejme nyni platnost nerovnosti pro néjakén € N,n > 3. Pfredpokladame
tedy 2n% > (n + 1)2. Potom

2n+1D)? =20 4+4n+2>n+1)>+4n +2
=n’4+6n+3=mn>+4n+4)+ 2n—1)
=n+2>+@2n—-1)>n+2)>

Tim je dokonéen indukéni krok. Z principu matematické indukce nyni vyplyva
pozadované tvrzeni. *

1.8.8. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N, n > 4, plati 2" > n2.

Resend. Opét pouzijeme princip matematické indukce popsany v paragrafu m,
pricemz v prvnim kroku dokazeme vyrok pro n = 4. Tvrzeni pro n = 4 plati, nebot
2* = 16 > 16 = 4. Nyn{ ué¢inime indukéni predpoklad, Ze pro néjaké n € N,
n > 4, plati 2" > n? a budeme se snazit dokazat 2"*! > (n + 1)2. Z indukéniho

predpokladu a Prikladu plyne
2L =2.2" > 2502 > (n + 1)%

Podle (modifikovaného) principu matematické indukee tedy tvrzeni plati pro viech-
nan > 4. rs
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1.8.9 (varianta matematické indukce). Necht V(n),n € N, je vyrokova forma. Exis-
tuji ptipady, kdy je vhodné vyrok

Vn e N: V(n) (1.20)

dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera spociva v ovéteni nasleduji-
cich tvrzeni:

(a) plati V(1) a V(2),

(b) pro kazdén € N plati V(n) = V(n + 2).
Dokazeme, Ze z (a) a (b) plyne . Matematickou indukci ovérme platnost tvr-
zeni

VneN: V(2n-—1). (1.21)

Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot plati V(1). Predpokladejme, ze tvrzeni ) plati
pro n, tj. plati V(2n — 1). Podle (b) dostavame, Ze plati i vyrok V(2n 4 1). Tim je
podle principu matematické indukee, ktery byl popséan v paragrafu [[.2.7, dokazan
ok (L21)

Obdobné dokiZzeme tvrzeni
Vn € N: V(2n). (1.22)

Nyni ovéfime platnost . Nechtn € N. Potom podle Piikladu [1.2.10 exis-
tuje k € N takové, ze n = 2k — 1 nebo n = 2k. V prvnim pripadé¢ plati ([1.20
podle ([1.21) a ve druhém piipadé plati podle (1.29). Tim je tvrzeni (.20
dokéazano.

Pouziti této varianty matematické indukce ilustruje nasledujici priklad.

1.8.10. Priklad (Bernoulliova nerovnost). Dokazte, ze pro kazdé n € N plati
Vxe[-2,00): (1 +x)">1+nx. (1.23)

Reseni. Matematickou indukci ve varianté z dokazeme platnost ([1.23) pro kaz-
dén € N. Pron = 1 vztah zfejmé plati. Pro n = 2 plyne (1.23) z nasleduji-
ctho odhadu:
(1+x)?=14+2x+x>>1+2x.
Tim je ovéfen bod (a) v [1.8.9. Pfedpoklddejme, 7e pro n € N plati (.23). Pou-
zitim zfejmé nerovnosti (1 + x)? > 0, ktera plati pro kazdé x € R, dostdvdme z
indukéniho predpokladu
A+ )" =04+ x)"1+x)?> 1 +nx)(1 + x)?
=14+ n+2)x+ Q2+ x)nx?+x2.

Protoze x%2 > 0 pro kazdé x € Ra 2+ x > 0 pro kazdé x € R,x > -2, plati
Q+x)nx24+x2>0 pro kazdé x € R, x > —2. Odtud dostavame pro kazdé x > —2
nerovnost (1 + x)"*2 > 1+ (n + 2)x. Tim je dokdz4na implikace (b) podle ,

a tedy i Bernoulliova nerovnost. ry

1.8.11. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati n! < ("—erl)n
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Reseni. Tvrzeni dokazeme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé
plati. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n € N. Podle Bernoulliovy nerovnosti

(Piiklad [1.8.10) plati

n 4 2\n+1 1 n+1 1
=1 >1 1)- =2»
(n-l—l) (+n+l) - +(n+)n+1

odtud plyne 2(n + 1)"*! < (n 4+ 2)"*!. Pouzijeme-li indukéni predpoklad a pravée
odvozenou nerovnost, obdrzime

(n+l)!=n!-(n+l)§(#)n-(n—f-l)

_2-(71—{—1)”"‘1< n+ 2\n+l1
- on+1 —( 2 ) :

&»

1.8.12 (dalsi varianta matematické indukce). Necht V(n),n € N, je vyrokova for-
ma. Existuji pfipady, kdy je vhodné vyrok

Vn e N: V(n) (1.24)

dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera sestava z ovéteni nasleduji-
cich tvrzeni:

(a) plati V(1),

(b) pro kazdén € N plati V(n) = V(2n),

(c) prokazdén € N,n > 1, plati V(n) = V(n —1).

Dokézeme, Ze z (a)-(c) plyne (1.24). Nejprve pomoci matematické indukce popsa-
név odvodime platnost vyroku

Vm e N: V(2™). (1.25)

Z (a) a (b) plyne platnost V(2). Necht nyni V(2™) plati pro néjaké m € N. Pak
2mtl =2.2™M atedy V(2™ *!) plati podle (b). Tim je tvrzeni dokézano.

Platnost tvrzeni ([.24) dokézeme sporem. Ptedpokladejme, 7e existuje ng € N
takové, ze V(ng) neplati. Polozme

B ={j e N; j <2"0 aV(j) neplati}.

Cislo 1 je dolni zavorou mnoziny B a ¢islo 2" je horni zavorou mnoziny B. Mnozi-
na B je podmnozinou N, takze z jeji omezenosti plyne, Ze je kone¢na. Mnozina B
je neprazdnd, nebot podle nascho piedpokladu V(n¢) neplati a diky Piikladu [I.8.6
mame ng < 2", takze ng € B. Mnozina B ma tedy maximum podle Véty [L.6.13.
Oznatme G = max B. Plati tudiz G + 1 ¢ B. Ponévadz podle (1.25) plati V(2"0),
atedy 2”0 ¢ B, dostavame G < 2"°. Odtud plyne, ze tvrzeni V(G + 1) plati. Podle
(c) tedy plati i V(G), coz je spor s G € B. Tim je nase tvrzeni dokazano.

Pouziti pravé uvedené varianty matematické indukce ukazeme v nasledujicim

prikladu.
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1.8.13. Priklad (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem). Do-
kazte, ze pro véechnan € N a pro kazdé x;, x2, ..., x, € [0, c0) plati nerovnost

X1+x24+--+x, T (1.26)

n

Reseni. Postupné ovétime (a)-(c) z [[.8.13, pticemz V(n), n € N, je tvrzent, které
i1ka, ze pro kazdé x, x2,...,x, € [0, 00) plati nerovnost .

(a) Ziejmé plati Z- > /X1 = x.

(b) Nejprve ovéfime platnost nerovnosti @ pro n = 2. Pro libovolné 4, B €
[0, 00) plati podle Prikladu
A+ B

> JAB. (1.27)

Nyni predpokladejme, ze pro néjaké n € N plati V(n). Budeme dokazovat tvrzeni
V(2n). Méjme x1,X2,...,X2, € [0,00). Pouzijeme indukéni predpoklad nejprve
pro n-tici xi,. .., X, a poté pro n-tici X, 41, ..., X2,. Dostaneme

X1+ X2+ -+ X2p 1(X1 +x2+ -+ xp 4 Tt +Xn+2+"'+xzn)
2n 2

n n

(1.28)

1
> E(Vxlxz“'xn + z/xn+1xn+2"'x2n)-

Nerovnost ([1.27) pouZijeme pro nezdporna &isla
= Yx1xa--Xp a B = YXpp1Xnt2 - X2n.

Obdrzime nerovnost

1
5(2/X1X2---xn + YXnt1Xnt2 Xon) = \/Q/XMz---xn X Xn1Xn+2 - Xon.

Tento odhad spolu s dava

X1+ X2+ -+ Xop
2n

1
23 (Y/X1X2 - Xn + 4/ Xni1Xnt2 - X2n)

> \/k’/xlxz"‘xn’ X Xn+1Xn42 Xan
= 2«"/)61)62 o X2p.
Tim je dokazano tvrzeni V(2n), a tedy i bod (b).

(c) Ptedpokladejme, ze plati V(n) pro néjaké n € N, n > 1. Budeme dokazovat tvr-

zeni V(n—1). Necht x1, x, ..., x,—1 jsou libovolna nezaporna realna ¢isla. Oznac-
me
p=X +x2+"'+xn—1'
n—1
Pouzijeme indukéni predpoklad pro n-tici ¢isel yy, ..., y, definovanou predpisem

Y1 =2X1, Y2=2X2, ... Yn—-1=Xp—1, Yn=D.
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Z indukéniho predpokladu pak plyne, ze
Yi+Ya+-4
n

> YY1Y2 - V- (1.29)
Dale plati

yi+ty+--+yn (—-1)D+D _p
n B n B
g/ylyz...ynz (’/xle...xn_l.Z/B.

Pak mtzeme prepsat ([1.29) ve tvaru
D > Yx1xyXp—1 \/n D.

Odtud odvodime
x x oo x _ #
LRI D (Y ) = YR,

¢imz jsme dokazali tvrzeni V(n—1), a tedy i bod (c) varianty matematické indukce z
1.8.19. Tim je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem dokazéna.
*

1.8.14. Poznamka. Necht V(n),n € N, je vyrokova forma. Nasledujici obrazk
neformalné¢ zachycuji, jak ve variantach matematické indukce z paragrafii

a dochazi k ovérovani platnosti vyroki V(n).

/VW\”.””/M

1 2 3 4 5 n n+1

1 2 3 4 5 n

@=cocccos
5 n 2n

OBRAZEK 8.

1.8.15. Priklad. Ukazte, ze kazdé n € N,n > 1, je délitelné prvocislem.
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Resen, Pouzijeme tplnou matematickou indukci (vizte . Cislo 2 je prvocislo,
a proto tvrzeni plati. Necht n € N,n > 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
kazdé k € N splnujici 2 < k < n. Necht D je mnozinavsechd e N, 1 <d <n+1,
kteradélin+1. Pokud je D prazdna mnozina, pak je n+1 prvocislo, a indukéni krok
je v tomto piipadé hotov, nebot prvocislo n 4+ 1 déli n + 1. Predpokladejme tedy,
ze D # @. Vezméme d € D. Podle indukéniho predpokladu existuje prvocislo p,
které déli d. Protoze d délin + 1, déli p také n + 1 a tvrzeni je dokazano. -

1.8.16. Piiklad (Eukleidésd). Ukazte, e mnozina prvocisel je nekonec¢na.

Reseni. Provedeme diikaz sporem. Predpokladejme, ze existuje pouze kone¢né mno-
ho prvocisel. Necht py, pa, . ... pi jsouvsechna prvodisla. Polozme p = (pi1p2--- pr)+
1. Tvrdime, ze p je prvocislo. Pokud by tomu tak totiz nebylo, existovalo by i €
{1,...,k} takové, ze p; déli p (Priklad ). Tedy p = pin pro néjaké n € N.
Pak ale

l=p—pi-pk=pin—pi-px = pi(n— p1-+- pi—1Pi41-"* Pk)s
takze p; déli 1, coz je spor. Tedy p je prvocislo, které je vsak vétsi nez libovolné z
prvodisel py,. .., px. To je ale spor s nasim predpokladem. *

1.8.17. Priklad (vlastnosti praniku). Necht 4, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte,
ze potom plati:

(@ 6NnA=0,

(b) AnNA=A4,

(c) ANB =BNA,

(d) AN(BNC)= (AN B)NC,

(e) ANB C A,

() jestlizeC C AaC C B,pak C C (AN B),

() A= AN B pravé tehdy, kdyz A C B,

(h) jestlizeAC BaC C D,pak (AN B) C(CND).

Reseni. Tvrzeni snadno plynou pfimo z definic priniku a inkluze. Dokazme vsak
alespon tvrzeni (g). Je-li A C B, pak z (f) mame A C AN B, protoze A C BiA C A.
Obracena inkluze plyne z (¢). Tedy A = AN B.

K dtkazu obracené implikace predpokladejme platnost rovnosti A = A N B.
Pak z (e) plyne A = AN B C B. a

1.8.18. Priklad (vlastnosti sjednoceni). Necht 4, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte,
ze potom plati:

(a) U A =4,

(b) AUA = 4,

() AUB = B U 4,

(d) AU(BUC)=(AUB)UC,

(e) AC AUB,

() jestizeAC CaB CC,pak(AUB) CC,

8FEukleidés (asi 325 pt. n. 1. - asi 260 pt.n.1.)
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(g) A= AU B pravé tehdy, kdyz B C 4,
(h) jestlizeAC BaC C D,pak (AU B) C (C UD).

Reseni. Tvrzeni plynou snadno z definic sjednoceni a inkluze. Fy

1.8.19. Priklad (obraz mnoziny a mnozinové operace). Necht X, Y jsou mnoziny,
f:X =Y jezobrazenia A, B C X.
(a) Dokazte, ze pokud A C B, pak plati f(4) C f(B).
(b) Dokazte, ze plati f(AU B) = f(A) U f(B).
(c) Dokazte, ze plati f(A N B) C f(A) N f(B). Dokazte, ze inkluzi nelze
obecné nahradit rovnosti.

Resend. (a) Predpokladejme, ze y € f(A). Potom existuje x € A takové, ze f(x) =
y. Pak plati také x € B,atedy y = f(x) € f(B). Tim je inkluze f(4) C f(B)

dokéazana.

(b) Protoze A C AU B, plati podle jiz dokazaného tvrzeni (a), ze f(A) C f(AUB).
Obdobné¢ mame f(B) C f(AU B). Tedy f(A) U f(B) C f(AU B).

Nyni dokazeme opacnou inkluzi. Je-li y € f(AU B), potom existujex € AUB
takové, ze f(x) = y. Pakbud x € 4,atedy y = f(x) € f(A),nchox € B, a
pak y = f(x) € f(B). V obou ptipadech, které se nemusi vylucovat, dostavame
y € f(AU f(B). Tedy f(AUB) C f(A)U f(B). Dohromady tedy plati f(AUB) =
f(A)U f(B).

(c) Ponévadz plati AN B C Aa AN B C B, dostavame podle tvrzeni (a), ze
f(ANB) C f(A)a f(AN B) C f(B). Odtud pak plyne f(AN B) C f(A)N f(B).

Dokazeme, ze inkluzi nelze obecné nahradit rovnosti. Uvazujme mnoziny X =
Y = {0, 1}, zobrazeni f: X — Y definované predpisem f(0) = f(1) = 0 a mnozi-
ny A = {0}, B = {1}. Pak AN = @, atedy f(A) =@, ale f(A) = f(B) = {0}, takze
f(A) N f(B) ={0}. Tudiz f(AN B) # f(4)N f(B). *

1.8.20. Priklad (vzor mnoziny a mnozinové operace). Necht X,Y jsou mnoziny,
f:X =Y jezobrazenia A, B C Y. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(a) Pokud A C B, pak f~1(4) C f~1(B).

(b) Plati /-1 (AU B) = f~1(A) U f~1(B).

(© Plati f~1(AN B) = f~1(4)n f~1(B).

(d) Plati f~(A\B) = f~H(A)\ f1(B).
Reseni. () Jestlize x € f~1(A), potom f(x) € A. Pak také f(x) € B, atedy x €
f7(B).
(b) Podle bodu (a) plati f~'(4) C f~Y(AUB)a f~(B) C f~'(AU B). Odtud
plyne inkluze f~'(4) U f~'(B) C f7'(4 U B). Piedpoklddejme, Ze plati x €
/7Y (AU B). Potom f(x) € AU B. Plati tedy f(x) € A nebo f(x) € B. V prvnim
piipadéplatix € f~'(4)avedruhémx € f~!(B). Platitedy x € f~1(4)Uf~'(B).

(c) a (d) Dtikazy lze provést obdobné jako v predchozich pripadech. a
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1.8.21. Priklad (dalsi vlastnosti obrazu a vzoru). Necht X, Y jsoumnoziny, f: X —
Y je zobrazeni.

(a) Dokaizte, ze pro kazdé A C X plati A C f~1(f(A)).

(b) Necht #(f) =Y. Dokazte, ze pro kazdé B C Y plati f(f~'(B)) = B.

(c) Dokazte, ze f je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu 4 C X

plati f71(f(4)) = A.
(d) Dokazte, ze f je ,na“ pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu B C Y plati
f(f71(B)) = B.
Reseni. (a) Jestlize x € 4, potom f(x) € f(A). Pak dostavame x € f~1(f(A)).
(b) Necht B C Y. Pokud y € B, pak existuje x € X takové, ze f(x) = y, nebot
H(f) =Y.Potomx € f~1(B),atedy y = f(x) € f(f~'(B)). Pfedpokladejme
nyni y € f(f7'(B)). Potom existuje x € f~'(B) takové, ze f(x) = y. Odtud
plyne y = f(x) € B, coz dokazuje druhou inkluzi.
() Necht f: X — X jeprostéa 4 C X.Z (a) vime, e A C f'(f(A)). M¢jme tedy
x € f7H(f(A)). Pak existuje x” € A4 takové, Zze f(x) = f(x’). Protoze zobrazeni f
je prosté, plati x = x’, a tedy x € A.
Neni-li f prosté, existuji dva riizné prvky x,x" € X takové, ze f(x) = f(x').
Polozme A = {x}. Pak x" € f71(f(A)),atedy A # f71(f(A)).
(d) Diikaz je podobny jako v (c). -

1.8.22. Priklad (hustota R\Q vR). Nechta,b € R,a < b. Potom existuje z € R\Q
takové, zea < z < b.

Ditkaz. Podle Véty existuje racionalni ¢islo y € (a, b). Podle téze véty apliko-
vané na interval (y, b) nalezneme racionalni ¢islo y’ € (y, b). Polozme z = y—}—y,T_zy.
ProtoZe +/2 > 1, mame

y =y , ,
a<y<z=y-+ <y+4+ —y)=y <b.
y y 7 y+0O'=y)=y

Kdyby bylo ¢islo z racionalni, pak by také ¢islo V2 = J;/_;yy bylo racionalni, coz

by bylo ve sporu s Ptikladem . Cislo z je tedy iracionalni, a tim je tvrzeni

dokazano. -

1.8.23. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = {l ne N}.

o

Reseni. Protoze zfejmé max M = 1, plati podle Véty také sup M = 1. Dale
plati, ze viechny prvky v M jsou kladné, a tak je 0 dolni zavorou M. Zda se, Ze ¢isla
z mnoziny M mohou byt ,libovolné mala®, a tedy zadné kladné ¢islo by nemélo
byt dolni zavorou M. Proto je 0 vhodnym kandidatem na infimum M. Ukazeme,
ze opravdu plati inf M = 0. Ovétime platnost podminek (c) a (d) z [[.5.14.

Platnost prvni podminky plyne z toho, ze pro kazdé n € N plati % > 0. Pro
ovéteni druhé podminky musime ukazat, ze

VyeR,y>03IxeM:y>x.
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M¢jme tedy y € R,y > 0, dano. Z Véty plyne existence ptirozeného cisla n
spliyjictho n > 1. Pak % €EMa % < y. Tim jsme pro ¢islo 0 ovérili podminky (c)
a(d)z , a plati tedy inf M = 0. -

1.8.24. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = [0, 1).

Reseni. Proto¥e min M = 0, plati podle Véty také inf M = 0. Snadno odhad-
neme, Ze supremem mnoziny M bude patrné 1. Tuto domnénku nyni dokazeme.

Platnost podminky (c) z plyne pfimo z definice intervalu. Pro ovéfeni
podminky (d) dokazeme

VyeR,y<13xe[0,1): y < x.
Necht tedy y € R, y < 1. Polozme x = max{0, %(1 + y)}. Diky tomu, ze plati
y < 1, dostavame 0 < x < 1, a tedy x € [0,1). Z nerovnosti y < 1 dale plyne

odhad y < %(1 + ), aproto y < x. Tim je podminka (d) ovéfena, a tedy skutecné
supM = 1. ¥y

1.8.25. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = {ﬁ; p.q € N}.

Reésend. Pro p,qg € N je hodnota zlomku ﬁ kladné ¢islo mensi nez 1.
Provedme nyni nasledujici neformalni tvahu. Necht p = 1a g je ,velké® &islo.
Pak zlomek ﬁ bude ,,blizko” 0. Obdobné, je-lig = 1 a p je ,velké &islo, pak je

zlomek ﬁ = ﬁ »blizko® 1. Jako rozumna se tedy jevi domnénka, Ze inf M = 0
asupM = 1.

Dokazeme nejprve inf M = 0. Platnost podminky (c) z plyne z nerov-
nosti p’fq > 0, ktera plati pro kazdé p,q € N. Pro ovéreni druhé podminky mame
dokazat

VyeR,y>03p,g e N: y> .
ptq
M¢éjme y € R, y > 0, dano. PoloZzime p = 1 a nalezneme pomoci Vétyq eN
splnujici ¢ > ﬁ Pak ﬁ = ﬁ < y. Tim jsem dokon¢ili dtikaz, ze inf M = 0.

Nyni ovétime, ze sup M = 1. Protoze plati ﬁ < 1 pro kazdé p,q € N, je
podminka (a) z splnéna. Pro ovéteni podminky (b) mame dokazat
p
p+gq
Polozme g = 1. Z Véty nalezneme p € N spliujici p > % Pak plati
ﬁ = # > y. Ovérili jsme, ze sup M = 1. -
1.8.26. Priklad. Uvazujme funkci f(x) = x + %, x € (0, 00).
(a) Dokazte, ze funkce f je klesajici na (0, 1], rostouci na [1, c0) a v bodé 1
ma minimum.
(b) Dokazte, ze funkce g = f0,1], 7 = f[1,00) JSOU prosté.
(c) Dokazte, ze plati H(f) = H#H(g) = H(h) = [2,00). Naleznéte inverzni
funkci k funkcim g a h.

VyeR,y<13dp,gqeN:y<
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(d) Naleznéte fo fad(fof).

Reésend. (a) Vezméme 0 < x < y < 1. Pak je nerovnost f(x) > f(y) ekvivalentni s
nerovnosti
OG-0 -xy)
Xy
ktera plati diky nerovnosti xy < y? < 1. Obdobné ovéifime, Ze f roste na intervalu
[1,00). V bodé¢ 1 ma tedy minimum, jehoz hodnota je f(1) = 2.

9

(b) Funkce g je klesajici na (0, 1] a funkce & rostouci na [1, 00). Jsou tedy prosté.

(c) Protoze je g klesajici na (0,1] a g(1) = f(1) = 2, zjevné plati #(g) C [2,00).
M¢éjme nyni dano y € [2, 00). Pak rovnice x + % = ymadle dva koteny
1 1
x| = E(y + \/y2—4), Xy = 5()}- \/y2—4).

Protoze hledame x splnujici g(x) = y v intervalu (0, 1], je timto hledanym x ¢islo
X2, nebot x; € [0, 1], jak Ize snadno ovétit. Tedy #(g) = [2, 00).

Pro y € [2,00] jsem nalezli x = %(y — v y? — 4) spliujici g(x) = y. Protoze jiz
vime, ze g: (0, 1] — [2, 00) je bijekce, plati

1
g = E(y V2 —4), y €[2,00).
Obdobné odvodime, ze # (h) = [2,00) ah™(y) = 1(y + y/y% —4) pro y € [2,00).
Zrejmé tedy H (f) = [2, 00).
(d) Protoze #H(f) = [2,00) C (0,00), je f o f dobte definované a pro kazdé x e
(0, c0) plati
1

1
X+ <

(f o @) = F(F0) = x4+ +

_xr41 X
X x24+1

Dile plati dle (c) a (a)
H(f o f)=F(£(0.09)) = (12.0)

C[f(2),00) = [g,oo)

M¢jme nyni dano z € [%, 00). Dle (b) a (c) existuje y € [1, 00) splnujici f(y) = z.
Protoze je h rostouci, plati y > 2, jinak by totiz platilo z = f(y) < f(2) = %, coz
by byl spor. Opét podle (c) existuje x € [1, 00) splnujici f(x) = y. Tedy

(fe HX) =f(f)=f) =z
ad(fof)D[3.00).Tedy H(f o f)=][3.00). *
1.8.27. Priklad.

Resent. .






KAPITOLA 2

Limita posloupnosti

9.1. Uvod

V bézném zivoté se Casto setkavame s posloupnostmi realnych ¢isel. Muze jit
napiiklad o posloupnost meteorologickych méreni teploty vzduchu, o posloup-
nost makrockonomickych dat jako je napiiklad inflace nebo nezaméstnanost a po-
dobné. Takové posloupnosti sestavaji z koneéného poctu ¢lenti. Formalni defi-
nice kone¢né posloupnosti realnych ¢isel vypada nasledovné (srovnejte s Defini-

cf [1.4.28(a)).

2.1.1. Definice. Kone¢nou posloupnosti realnych ¢isel rozumime kazdé zobraze-
ni mnoziny {1,...,n}, kde n € N, do mnoziny realnych ¢isel R. Pokud k +— ay,
k € {1,/. c n}, je,takvové zobr/azeni, pak tuto Posloupnost znacime {ag}y _ - Cislo
ajy nazyvame k-tym ¢lenem této posloupnostl.

V tadé modeli z riznych védnich obort se pouzivajii posloupnosti, které maji
nekonecny pocet ¢lent. Zde je formalni definice (srovnejte s Definici (b)).

2.1.2. Definice. Nekonecnou posloupnosti realnych ¢isel rozumime kazdé zobra-
zenin — a,,n € N, mnoziny ptirozenych ¢isel N do mnoziny realnych cisel R.

v/ o0 V7 v o A~ Ve 7/
Takovou posloupnost obvykle znadime {an 52, ptipadné jen {a,}. Cislo a, nazy-
vame n-tym ¢lenem této posloupnosti.

V dalsim textu budeme posloupnosti rozumét vzdy nekone¢nou posloupnost.

2.1.3. Nyniuvedeme dva jednoduché modely z oblasti bankovnictvi. Klient banky
siuni ulozi ¢astku ve vysia korun ¢eskych s rocnim trokem p procent. Po uplynuti
jednoho roku bude tedy ztistatek na Gétu roven (1 + p)a, kde p = 755. Na konci
n-tého roku bude potom ztstatek a, roven (1 4+ p)"a. Posloupnost {a,}32, tedy
vyjadfuje vyvoj stavu konta na konci jednotlivych let.

Ve druhém prikladé piij¢i banka klientovi ¢astku ve vysi a korun ceskych s
urokem p procent na dobu jednoho roku. Po uplynuti lhity musi tedy dluznik
zaplatit ¢astku (1 + p)a, kde opét p = 55. Pokud by banka rozdélila rok na dv¢
pulro¢ni trokovaci obdobi, byla by dluzna ¢astka na konci prvniho pilroku rovna

1+ g)a a na konci roku by musel klient zaplatit ¢astku (1 + g)za. Pokud by banka
rozdélila rok na n stejné dlouhych tdrokovacich obdobi, musel by klient na konci

roku zaplatit ¢astku b, = (1 + 5)"41.

61
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Nyni se miizeme ptat, zda budou hodnoty a, nebo b, s rostoucim n rist. Po-
kud ano, mohou rist ,nade vsechny meze® nebo se budou ,blizit“ k né¢jaké hod-
not¢? K zodpovézeni téchto otazek pouzijeme vysledky, které odvodime v této
kapitole.

Pomoci posloupnosti s nekone¢nym poctem ¢lenti miizeme také aproximovat
hodnotu jistého ¢isla A, které je pro nas z néjakého divodu zajimavé. Cleny takové
posloupnosti by mély s rostoucim n stale presnéji aproximovat hodnotu A. Takto
postupoval Archimédés, kdyz pocital délku obvodu kruhu pfiblizné pomoci obvo-
du pravidelného mnohothelnika. Cim mél mnohothelnik vice stran, tim byl jeho
obvod lepsim priblizenim skute¢nému obvodu kruhu.

V uvedenych piikladech, ke kterym se jesté pozdéji vratime, jsme neformalné
uzili slov ,blizit se“ a ,,pfiblizovat se“ o ¢lenech posloupnosti. V této kapitole dame
témto obratiim presny matematicky vyznam zavedenim pojmu limita posloupnos-
ti. Pojem limity ma pro matematickou analyzu zasadni vyznam a v tomto textu se s
nim budeme setkavat témér neustale. Jesté pred jeho zavedenim se budeme kratce
zabyvat zakladnimi vlastnostmi posloupnosti.

2.1.4. Symbol {a,};2, oznacuje posloupnost, tedy zobrazeni z N do R, zatimco
symbol {a,; n € N} zna¢i mnozinu vsech cleni posloupnosti {a,};2,, jde tedy o
podmnozinu R. Zname-li {a,}2,, pak zname i {a,; n € N}, ale nikoli naopak.
Zadani posloupnosti krom¢ informace o oboru hodnot totiz navic udava poradi
prvki z tohoto oboru. Naptiklad posloupnostia, = (—1)" ab, = (-1)"*!,n € N,
jsou sice rtizné, ale maji stejné mnoziny ¢lend, nebot {a,; n € N} = {b,: n € N} =

{—1,1}.
2.1.5. Definice. Necht ¢ € R. Posloupnost a, = ¢, n € N, se nazyva konstantni.
2.1.6. Mnozina vsech ¢lent konstantni posloupnosti je jednoprvkova.

2.1.7. Dalsimijednoduchymi piiklady posloupnosti, s nimiz se jesté setkame, jsou
{n}a {%} Mnozinu vsech ¢lenti posloupnosti tvori v prvnim pripadé mnozina N,
ve druhém pripadé mnozina {%; n € N}.

V nasledujicich tfech prikladech jsou posloupnosti zadany rekurentné (viz 1.4.29).

2.1.8. Fibonacciovall posloupnost je déna nasledujicim zpiisobem: a; = 1,4, = 1
a pro kazdén € N, n > 3, plati a, = an—» + an—1. Zde je prvnich osm ¢lent této
posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Dalsi informace o Fibonacciové posloupnosti
lze nalézt naptiklad v knize [6].

2.1.9. Polozme p; = 2. Predpokladejme, Ze pro né¢jaké n € N jiz mame definovan
¢len p,. Podle Prikladu je mnozina prvocisel nekone¢na, a proto je mnozi-
na A, = {k € N; k > py.k je prvodislo} neprazdnd. Podle Véty [1.5.3( m4 tato
mnozina nejmensi prvek. Polozme p,41 = min 4,. Tim jsme rekurentné defino-
vali nekonec¢nou posloupnost {p,}, kde p, je n-té prvocislo, tedy p; = 2, p, = 3,

1Leonardo Fibonacci (asi 1170-1250)
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p3 =5,pa =17, ps =11, ps = 13, ... Podotknéme, ze urcit n-ty clen této posloup-
nosti pro dané n € N je obecné velice obtizné. Dalsi informace o prvodislech je
mozné nalézt napiiklad v knize [#].

Zadani posloupnosti mtze byt n¢kdy velice osobité, jak ukazuje nasledujici

priklad.

2.1.10. Posloupnost, oznacovana v anglicky psané literatufe vyrazem look and say
sequence, jejiz zacatek ma tvar

1, 11, 21, 1211, 111221, ...,

je zadana nasledujicim predpisem: a; = 1 a pro kazdé n € N dostaneme hodnotu
¢lenu a, 41 ,specialnim prectenim® ¢islic v dekadickém zapisu ¢lenu a,,. Clena; =
1 pre¢teme jako ,jedna jednicka®, coz zapiseme ve tvaru a, = 11. Clen a, precteme
jako ,dv¢ jedni¢ky“ a dostaneme a3z = 21. Timto zpisobem postupujeme dale.
Naptiklad ¢len ag ziskame prectenim ¢lenu as = 111221 ve formé ,,tii jednicky, dvé
dvojky, jedna jednicka®, takze as = 312211. Posloupnost je tedy zadana rekurentné
a presna formulace jeji definice by vyzadovala jesté jisté uisili. Dalsi informace o této
kuriézni posloupnosti lze nalézt napiiklad v ¢lanku [3].

Nyni zavedeme nékolik novych pojmi, které popisuji dilezité zakladni vlast-
nosti posloupnosti.

2.1.11. Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e shora omezena, jestlize mnozina viech ¢lent této posloupnosti je shora
omezena,
e zdola omezena, jestlize mnozina vsech ¢lenti této posloupnosti je zdola
omezena,
e omezena, jestlize mnozina véech ¢lend této posloupnosti je omezena.

2.1.12. Posloupnost {a,} je tedy shora omezena pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo
K € R takové, ze pro véechna n € N plati a, < K. Podobn¢ posloupnost {a,}
je zdola omezena pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R takové, ze pro vechna
n € N plati a, > K. Kone¢né omezenost posloupnosti {a,} je charakterizovana v
nasledujicim lemmatu.

2.1.13. Lemma. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Pak {a,} je omezena
pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R takové, ze pro véechnan € N plati |a,| < K.

Ditkaz. = Diky omezenosti mnoziny {a,; n € N} nalezneme ¢isla 4, B € R tako-
va, ze pro kazdé n € N plati A < a, < B. Polozme K = max{|A|, |B|}. Pak zfejmé
plati —K < a, < K, a tedy |a,| < K pro véechnan € N.

&  Necht K € R splnuje |a,| < K pro vsechnan € N. Pak —K < a, < K pro
vsechna n € N, a tedy mnozina ¢lent posloupnosti {a,} je omezena. ]

2.1.14. Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
o neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a, < a,41,
e rostouci, jestlize pro kazdé n € N platia, < an41,



64 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

e nerostouci, jestlize pro kazdé n € N plati a, > an41,
o Kklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a, > an41.

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je monotdénni, jestlize je nerostouci nebo neklesa-
1 p P J J J

jici. Rekneme, ze posloupnost {a,} je ryze monoténni, jestlize je rostouci, nebo
klesajici.

2.1.15. Poznamka. Upozornéme na to, ze vyrok ,,Posloupnost {a, } je neklesajici.*
neni negaci vyroku ,,Posloupnost {a, } je klesajici.“ Naptiklad posloupnost {(—1)"}
neni klesajici, aviak neni ani neklesajici. Podobn¢ je tomu s vyroky ,Posloupnost
{an} je nerostouci.“ a ,,Posloupnost {a,} je rostouci.”.

2.1.16. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Potom {a,} je neklesajici pravé
tehdy, kdyz plati

Vm,ne N m<n:a, <a,.

Implikaci = lze dokazat snadno matematickou indukci, opa¢na implikace je zfej-
ma. Obdobna tvrzeni plati i pro ostatni typy monotonie.

2.1.17. Definice. Necht g € R a o € R. Potom posloupnost {ag"}52 | nazyvame
geometrickou posloupnosti.

2.2. Vlastni limita posloupnosti

Dalsi vyklad za¢neme dvéma piiklady. Uvazujme nejprve posloupnost {a,}
definovanou predpisem a, = (=1)" pro n € N. Zda se byt zfejmé, ze pro tuto
posloupnost nelze nalézt néjaké realné ¢islo, k némuz by se jeji ¢leny ,blizily® (vizte
Obrazek [I).

Necht nyni a, = 1+ (—%)", n € N. Nasledujici obrazek zachycuje chovani
prvnich deseti ¢lent této posloupnosti.

OBRAZEK 1.
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V tomto piipadé se naopak zda byt ziejmé, ze cleny posloupnosti {a,} se s ros-
toucim n ,,blizi“ k ¢islu 1. Tento intuitivni nahled nyni vyjadfime pomoci matema-

ticky ptesnych pojmi.

2.2.1. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R. Rekneme, Ze
posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4, jestlize plati

VeeR, e>0Impe NVneN, n>ng: |a, — A| <e. 2.1

2.2.2. Chceme-li tvrdit, ze limitou posloupnosti {a, } je realné ¢islo A, musime ov¢-
fit podminku @) Pro libovolné zadané kladné ¢islo € musime nalézt prirozené
¢islo (index) ng takové, aby byla odchylka kazdého ¢lenu posloupnosti s indexem
n vétsim nebo rovnym tomuto ng od hodnoty A mensi nez ¢, tedy |a, — 4| < e.
Jinymi slovy, pro libovolné ¢ € R, ¢ > 0, hledame takové ng € N, aby platil vyrok

VneN,n>ny: la, — A| <e. 2.2

Nalezené ng bude obecné zaviset na volbé & (viz nasledujici dva obrazky).

Na Obrazku E vidime jednu z moznych voleb ¢isla ng pro zadané e. Na Obraz-
ku g bylo zadano &’ mensi nez €. Pro toto nové zadani ovSem index n¢ jiz podmin-
ku %} nesplnuje, nebot existuji n € N, n > ng, pro ktera nerovnost |a, — A| < &’
neplati. Proto musime nalézt jiny index ny, (vétsi nez ng), aby podminka @, kde
€ je zaménéno za &' a ng je zaménéno za ny, byla splnéna.

Afgfomtmm e T
L . ¥ _ TThThmTiToo
A T I e — R,
A —et---- 2 o e e e e e e e m o *
no | | ng
OBRAZEK 2. OBRAZEK 3.

2.2.3. Na ovéfovani podminky @ je mozné také nahlizet jako na hru, v niz se
utkaji dva hraci. Prvni hra¢ (nas protivnik) voli v prvnim tahu hry kladné realné
¢islo e. Nasim tikolem (v roli druhého hrace) je zvolit ve druhém tahu hry pfirozené
¢islo ng. Ve tretim (poslednim) tahu hry voli prvni hrac¢ pfirozené ¢islo n € N spl-
nujici n > no. Pokud |a, — A| > &, vyhrava prvni hra¢, v opa¢ném pripadé vitézime
my. Pokud dokazeme vyhrat libovolnou takovou partii, je limitou posloupnosti
{a,} cislo A. Vsimnéme si, Ze ve druhém tahu volime n, aniz bychom védéli, které
n zvoli nas protivnik v tahu nasledujicim. Tato skute¢nost odpovida poradi kvan-
tifikatortt v podmince @)



66 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.2.4.Véta (jednoznacnost limity). Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isela 4, B €
R. Predpokladejme, ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou A4 a zaroven posloup-
nost {a,} ma limitu rovnou B. Potom plati A = B.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity existuji pfirozena Cisla ny4, np
takova, ze pro kazdén € N,n > ny, je |a, — A| < e apro kazdén € N, n > np, je
lan — B| < €. Polozme ng = max{n4,np}. Potom plati ng > nq ing > np, a tedy
|lany — A| < €1 |an, — B| < &. Odtud a z trojihelnikové nerovnosti mame

|A— B| =|A—any + an, — B|
S!A—an0‘+’an0—B]<8+8:2a.

Protoze |A — B| < 2e prokazdée € R, & > 0, je podle Lemmatu |A—B| =0,
ncboli 4 = B. |

2.2.5. Oznaceni. Jestlize posloupnost {a, } ma limitu, pak tato limita je urcena jed-
noznac¢né a oznacujeme ji symbolem lim;, o @,. Je-li limitou posloupnosti {a,}

Ve / Y7 4 M n%w 7 M
realné ¢islo A, pak piseme lim, o0 a, = A neboa, —  A. Nehrozi-li nedorozu-
m¢éni, piseme nékdy pouze lima, = 4 nebo a, — A.

2.2.6. K zavedeni symbolu lima, potfebujeme tvrzeni Véty . Kdyby totiz
posloupnost méla vice nez jednu limitu, pak by nebylo jasné, co symbol lima,
vlastn¢ oznacuje a rovnost lima, = A by nedavala smysl.

2.2.7. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel. Rekneme, Ze {a,} kon-
verguje (je konvergentni), jestlize existuje 4 € R takové, ze lima, = A, neboli
plati

JAeRVeeR, e>03mgeNVneN, n>ng: |la, — A| <e.

Je-li posloupnost konvergentni, fikdme téz, Ze ma vlastni limitu. Jestlize posloup-
nost nema vlastni limitu, pak fikame, ze diverguje (je divergentni).

2.2.8. Priklad. Nechtc € Raprokazdén € N platia, = c. Dokazte, zelim, o0 an =
c.

Reseni. Zvolme libovolné ¢ € R, & > 0. Polozme ng = 1. Potom pro kazdé n € N,
n > ng, mame |a, —c| = |c —c| = 0 < ¢, takze podle definice limity dostavame
lima, = c. ry

Nasledujici ptiklad ukazuje, ze hodnota limity konvergentni posloupnosti ne-
musi byt prvkem mnoziny jejich ¢clent.
2.2.9. Priklad. Dokazte, Ze lim,—oo + = 0.

n

Reseni. Zvolme ¢ € R, & > 0. Podle Archimédovy vlastnosti relnych &isel (Vé-
ta [.5.27) existuje ng € N takové, ze 1 < ng. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati
1 1 v 17 7 s 1 1 v

7 =g <& Pro kazdé n € N dale plati ,; > 0, a tedy ,; > —e. Odtud plyne, ze
pro kazdé n € N, n > no, plati —& < % < ¢. To podle definice limity znamena, ze
lima, = 0. s
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2.2.10. Priklad. Dokazte, ze lim, o0 =1.

e}

Resend. Nejprve si uvédomime, ze pro kazdé n € N plati

n—@m+2) -2
n+2 n+2

_ 2
Con+2

n+2_

; ‘

Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze 0 < '10% < e.

Tuto vlastnost ma jakékoli ng € N splnujici no > % — 2. Existence takového ny

vyplyva z Archimédovy vlastnosti realnych ¢isel (Véta . Potom pro kazdé

v+ v ;2 2 ,
n € N,n > ny, zfejmé plati w2 S oz <& Pro tato n € N dostdvame
2 2
<

n+2 " nog+2

n
n+42
Podle definice limity tedy plati

< é&.

_1‘2

lim " =1
n—oon + 2

»

2.2.11. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Je uzite¢né uvédomit si, jak vypa-
da negace vyroku ,{a,} je konvergentni“. Posloupnost {a, } nckonverguje, tj. nema
vlastni limitu, pravé tehdy, kdyz plati

VAeRIeeR,e>0VnpeNIneN,n>ng: |a, — A| > ¢

2.2.12. Priklad. Dokazte, Ze posloupnost {n4} nema vlastni limitu.

Resend. Necht A jelibovolné redlné ¢islo. Polozme ¢ = 1. Zvolme ng € N. S pomoci
Archimédovy vlastnosti (Véta ) nalezneme n € N takové, ze n > max{|A| +
1,no}. Pak plati n* > n > |4| + 1, a tedy podle Diisledku (a) plati

[n* —A| =n* — A = |A| + 1 - |A] = 1.
Podle .2.11 je tedy posloupnost {n*} divergentni. *

Mame-li dokazat, ze zadana posloupnost nema vlastni limitu, pak musime pro
kazdé ¢islo A € R ukazat, Ze A neni limitou této posloupnosti. Pfedpokladame
tedy, Ze A je libovolné realné ¢islo a v zavislosti na ném volime vhodné e € R, & > 0.
V predchozim piikladu bylo sice mozné pracovat s libovolnym kladnym realnym
¢islem ¢, ale v dal$ich dvou tlohach bude volba vhodného ¢ hrat dilezitou roli.

2.2.13. Piiklad. Dokazte, Ze posloupnost {(—1)"} nema vlastni limitu.
Reseni. Necht A je libovolné realné ¢islo. Polozme e = 1. Je-li A > 0 ang € N, pak
volime n € N, n > ng, n liché. Potom plati
(1) —Al=|-1-A|=1+A4>1=¢
JeliA <0ang € N, pak volime n € N, n > ng, n sudé. Potom plati
[(—D)"—A|=|1-A|l=1-A4A>1=c¢.

Posloupnost {(—=1)"} tedy nema vlastni limitu. a*
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2.2.14. Poznamka. Na rozdil od Prikladu nelze pfi feseni Prikladu

volit ¢ libovolné. Napiiklad volba ¢ = 3 by k feseni nevedla. Cislo ¢ zde musime
zvolit ,,dostateéné malé®.

V Piikladu jsme na zakladé¢ definice ovérili, ze ¢islo 1 je olpravdu limitou
posloupnosti {24} ve smyslu Definice P.2.1. V Piikladech aP.6.9 jsme uzili

této definice k dikazu neexistence vlastni limity ptislusnych posloupnosti. Defi-
nice sama nam ale nedava navod, jak limitu vypocitat. V dalsi ¢asti této kapitoly
odvodime véty, které objasni zakladni vlastnosti limit a dale budou uzite¢né pri

vypoctech limit konkrétnich posloupnosti.

2.2.15. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel, 4 € R alima, =
A. Necht existuje ny € N takové, ze a, = b, pro kazdé n € N, n > ny. Pak také
limb, = A.

Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n, € N splnujici
VneN, n>ny: |la, — Al <e.
Polozme ng = max{n,n,}. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati
|by — A| = |a, — A| < e.
Tedy limb, = A. ]

2.2.16. Poznamka. Predchazejici vétu lze formulovat 1 nasledujicim zptsobem.
Zménime-li u dané konvergentni posloupnosti {a, } kone¢né mnoho ¢lent, pak ma
nov¢ vznikla posloupnost {b, } stejnou limitu jako posloupnost {a, }. Pokud je totiz
mnozina {n € N; a, # b,} kone¢na, potom je omezena, a tedy existuje n; € N
takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, = b,.

2.2.17. Necht ¢ € R a {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Necht existuje n; € N
takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, = c. Potom lim, .o a, = c, jak

vyplyvé z Ptikladu a Véty R.2.15.
Nyni zformulujeme nékolik podminek ekvivalentnich podmince @ v defi-

nici limity posloupnosti. Casto je totiz snazsi overit nékterou z téchto podminek
namisto podminky ptvodni.

2.2.18. Lemma. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a 4 € R. Pak lima, = 4
pravé tehdy, kdyz existuje K € R, K > 0, takové, ze plati

VeeR,e>03ng e NVneN, n>nyg: |a, — A| < Ke. 2.3)

Diikaz. = Necht lima, = A. Pak z definice limity plyne, ze @) plati pro K = 1.
< Necht K € R, K > 0, je ¢islo splnujici ). Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Polozme
' = £. Podle (.3) k tomuto &' existuje ny € N takové, Ze pro viechna n € N,
no, plati|a, — A| < K¢’ = e. K zadanému ¢ > 0 jsme tedy nasling € N takové,

&
n=
ze pro vSechnan € N, n > ng, mame |a, — A| < . Jinymi slovy lima, = A. [ |
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2.2.19. Lemma. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a 4 € R. Potom lima, =
A pravé tehdy, kdyz existuje g9 € R, g9 > 0, takové, ze plati

VeeR,e€(0,60)Ing e NVneN,n>ng: la, — A| <e. 2.4

Diikaz. = Poloime g9 = 1. Potom @) plyne z definice limity a , kde
klademe M, = (0,00), M = (0,1) a V(¢) je vyrokova forma
dnge NVneN,n>ny: |la, — A| <e.

&  Zvolmee € R, & > 0. Polozme ¢ = min{e, 22}. Potom ¢’ € (0, &), a tedy

podle @) k nému existuje no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati

lan — Al < &’ < e. Tedy lima, = A. [

v

2.2.20. Z Lemmatu plyne, Ze pro ovéieni existence limity posloupnosti staci
vysetfitjen € z intervalu (0, £9), kde &9 je libovolné malé pevné stanovené ¢islo. Staci
se tedy zabyvat jen ,malymi hodnotami® ¢, coz v dal$im textu usnadni nékteré

dikazy.
2.2.21. V definici limity posloupnosti (Definice miize byt nerovnost n > ng

ekvivalentné nahrazena nerovnosti n > ng. Podobné nerovnost |a, — A| < ¢ miize

byt ekvivalentné nahrazena nerovnosti |a,—A| < e. Prvniz téchto tvrzeni je snadné.
Pro ditkaz druhého tvrzeni si nejprve uvédomime, ze z podminky trivialné

plyne vyrok

VeeR, e>03ngeNVneN, n>ng: la, — A| <e. (2.5)
Jestlize naopak plati @), potom

VeeR,e>03Imye NVreN, n>ng: la, — A| <2e.
Odtud pomoci Lemmatu vyplyva @

Nasledujici dvé véty ukazuji vztahy mezi limitami posloupnosti {a,} a {|a,|}.
2.2.22. Véta. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel, A € R alima, = A. Pak
lim |a,| = |A|.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze
VneN,n>ng: |la, — Al <e.

Potom pro kazdén € N,n > ng, plati podle Dsledku [L.5.11)(a) odhad ||a,|—|A4]| <
lan — A| < &. Celkem tedy mame

VeeR,e>03dnge NVneN,n>ng: ||an| — |A|| <e.
To ale podle definice znamena, ze lim |a, | = |A]. ]
2.2.23. Poznamka. Opacna implikace ve Vété obecné neplati. Naptiklad
posloupnost {(—1)"} nema vlastni limitu (viz Priklad , ale lim |[(—=D)"| =
lim1 = 1. Pokud ovsem A = 0, pak opac¢na implikace plati, jak ukazuje nasle-
dujici véta.
2.2.24. Véta. Necht {a,} je posloupnost redlnych cisel. Potom plati: lima, = 0
pravé tehdy, kdyz lim |a,| = 0.
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Diikaz. Podle definice limity je lima, = 0, pravé kdyz
VeeR,e>03Imge NVrneN,n>ng: |a,| <e,
zatimco lim |a,| = 0, pravé kdyz
VeeR,e>03ng € NVneN,n=>ng: ||as]| <e.
Protoze ||an || = |a,|, jsou oba vyroky ekvivalentni. [

Nyni se budeme vénovat vztahu mezi existenci vlastni limity a omezenosti po-
sloupnosti.

2.2.25.Véta. Necht {a,} je konvergentni posloupnost realnych ¢isel. Potom je {a, }
omezena.

Diikaz. Necht {a,} je konvergentni posloupnost realnych ¢isel. Existuje tedy A € R
takové, ze lima, = A. Polozme ¢ = 1. Podle definice k tomuto ¢ existuje ng € N
takové, ze pro kazdén € N, n > no, je |a, — A| < 1. Mnozina {|a,|; n € N,n < no}
je konecna, a tedy je podle Véty omezena. Necht M € R je jeji horni zavora.
Potom

M, jestlizen e N, 1 <n < no,

|an| =< . .y
|[A] +1, jestlizen € N,n > ny.

Nyni polozme K = max{M, |A| + 1}. Pak pro véechnan € N plati |a,| < K, a tedy
je posloupnost {a, } omezena. |

2.2.26. Z Véty vyplyva, ze kazda neomezena posloupnost je divergentni.

2.2.27. Poznamka. Omezenost posloupnosti neni postacujici podminkou pro jeji
konvergenci. Naptiklad posloupnost {(—1)"} je omezena, avsak neni konvergentni.

2.2.28. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Jestlize {ng}32 , je ros-
touci posloupnost ptirozenych ¢isel, pak {an, }32 , nazyvame vybranou posloup-
nosti z posloupnosti {a, }, pfipadné podposloupnosti posloupnosti {a, }.

2.2.29. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Nasledujici posloupnosti jsou
vybranymi posloupnostmi z posloupnosti {a, }:

(@) posloupnost {asr—1}32, ¢lenti s lichym indexem®a posloupnost {ax }5>
¢lents se ,sudym indexem®, kde prislusnymi posloupnostmi {ny} jsou po
fadé {2k — 1} a {2k};

(b) posloupnost {axy1}52,, kdeny =k + 1,k € N;

(c) posloupnost {a;2}¢2 |, kde ng = k2, k € N;

(d) posloupnost {ap, }32, kde px je k-té prvocislo, k € N.

2.2.30. Poznamka. Posloupnost {n;}3> | v Definici urcuje vybér téch ¢lent
posloupnosti {c/zn 192 1> které se objevi v podpv(/)sloupnosti {an, },‘z"zl. Posloupnost
{nk g2, musi byt podle definice rostouci. Naptiklad posloupnostiaz, az,az,as, ...
nebo as,az,ay,as.as, ae, ... obecné neurcuji podposloupnost posloupnosti {a,}.
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2.2.31. Necht posloupnost {a,} je zadana predpisem a, = (—1)",n € N. Uvazuj-
me jeji podposloupnosti {azk—13}52 ,, {d2k 15 @ {ag2}>, - Posloupnost {azr 1152,
je konstantni a splnuje limg o0 a2x—1 = —1. Také posloupnost {az;}%2 , je kon-
stantni a splnuje limg oo @2x = 1. Koneéné posloupnost {a;2}22 ; splyvé s ptivodni
posloupnosti, a tedy je divergentni.

\% jsme k zadané divergentni posloupnosti nalezli dv¢ jeji konvergent-
ni podposloupnosti s riznymi limitami a jednu jeji divergentni podposloupnost.
Posloupnosti vybrané z divergentni posloupnosti mohou tedy konvergovat k riiz-
nym limitdm nebo mohou divergovat. Pro posloupnosti vybrané z konvergentni
posloupnosti je situace jednodussi, jak ukazuje nasledujici véta.

2.2.32. Véta (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnych

éisel, 4 € R, lim,00an, = A a {nk}z—, je rostouct poslupnost prirozenych cisel.
Potom plati limg o an, = A.

K ditkazu véty budeme potiebovat nasledujici lemma.

2.2.33. Lemma. Necht {n;}22, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Potom
pro kazdé k € N plati ng > k.

Diikaz. Dtukaz provedeme matematickou indukei podle k. Protoze n € N, zfejmé
mame n; > 1. Predpokladejme, ze pro néjaké k € N plati ny > k. Potom plati
Ng41 > N > k, nebot {ny} je rostouci. Z Véty plyne, Ze ngyy > k + 1. Tim
je tvrzeni podle principu matematické indukce dokazano. |

Diikaz Véty . Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. K nému existuje n* € N takové,
ze

VneN, n>n*: |la, — A| <e. (2.6)
Pro kazdé k € N,k > n*, plati diky Lemmatu nerovnost ny > k > n*, a tedy
podle ©.6) dostaneme |a,, — A| < e. Tim je véta dokéazéana. |

2.2.34. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Jestlize existuji dvé podposloup-
nosti posloupnosti {a, } majici rizné vlastni limity, pak je {a,} divergentni. Kdyby
totiz posloupnost {a,} méla vlastni limitu 4, pak by obé podposloupnosti musely
mit podle Véty limitu A, coz by byl spor.

2.2.35. Predchozi odstavec nam umoznuje dokazat, ze lim{(—1)"} neexistuje, ji-
nym zpisobem nez v Prikladu P.2.13. Oznatime-li a, = (~1)", n € N, pak pod-
le jelimg o0 azr = 1 alimg_ o ask—1 = —1. Nalezli jsme dvé podposloup-
nosti s riznymi limitami, a tedy lim{(—1)"} neexistuje.

V dalsi ¢asti tohoto oddilu ukazeme, jak pojem limity souvisi s aritmetickymi
operacemi a relaci uspotradani na mnoziné realnych ¢isel.
2.2.36. Véta (aritmetika limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel,
A,B eR,lima, = Aalimb, = B. Potom plati:

(@) lim (a, + b,) = A+ B,
(b) lim (a, - b,) = A- B,
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(c) je-li B # 0ab, # 0 provsechnan € N, pak lim Z—Z = %.
Dikaz. Zvolme ¢ € R, & > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla ny, np
takova, ze pro kazdé n € N, n > ny, je |A —an| < ¢ apro kazdén € N, n > np,
je |B —by| < e. Polozime-li ng = max{n4,np}, pak pron € N, n > no, plati obé
uvedené nerovnosti.

(a) Z trojihelnikové nerovnosti (Véta plyne, ze pro kazdé n € N, n >
no, plati

|(@n + bn) — (A + B)| = |(an — A) + (by — B)|
<l|an —A| + |by — B| < e+ & =2e.
Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Lemmatu E.2.la pro K = 2.

(b) Posloupnost {b, } je konvergentni, a tedy podle Véty R.2.23je také omezena.
Jinymi slovy existuje L € R, L > 0, takové, ze pro vSechna n € N plati |b,| < L.
Upravou vyrazu a,b, — AB a pouzitim trojihelnikové nerovnosti (Véta
dostavame pro kazdé n € N, n > ny,

|anbn — AB| = |(anby — b A) + (bpA — AB)|
< lanby — by A| + |by A — AB|
= |bn|lan — Al + |Al|bn — B|.

Pro kazdé n € N, n > ng, dale plati
|bu| lan — A| + |A||by — B| < Le + |Ale = (L + |A))e.
Tudiz pro kazdé n € N, n > ny, plati
|anby, — AB| < Le + |Ale = (L + |A])e.
Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Lemmatu pro K = L + |A|.

(c) Obdobnymi tpravami jako v dtikazech predchozich tvrzeni dostavame pro
kazdén e N

an  A|_|anB—bA| |a,B—AB+ AB — Ab,
by B| bu B - bn B
B— AB AB — Ab
< |4 " 2.7)
b, B b, B
4]
= —la, — Al + b, — B].
By 19 = AL 5 177 1o~ B

Podle definice limity existuje ke kladnému ¢islu % |B| takovén; € N, Ze pro véechna
neN,n>ny,plati

1
B —bal < 5 |BI. (2.8)
Podle Dusledku (a) a @) pro kazdé n € N, n > ny, plati

1
[1B] = 1bal| < |B = bal < 5 IBI. (2.9)
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Vzhledem k tomu, Ze navic plati |B| — |b,| < ||B| — |b,,||, dostavame podle @)
pro kazdé n € N, n > ny, nerovnost |B| — |b,| < % |B|, a tedy také

1 2
< —. (2.10)
|bn|  |B]
PoloZme
2 2|A]
K = max{—, .
|B|" B2
Pak podle @ a ) mame pro kazdén € N, n > ny,
an Al 2 24|
In Sl Z g, — A+ 2 b, — B
< K(lan — A| + |bn — B]).
Polozme n, = max {ng,n}. Pro kazdé n € N, n > n,, potom mame
a, A
— — —| < 2Ke.
b, B
Dokazované tvrzeni pak plyne z Lemmatu . [

V dalsim textu se budeme nékdy odkazovat na dil¢i tvrzeni (a), (b), (c) Vé-
ty po fad¢ jako na vétu o limité souctu, vétu o limité soucinu a vétu o limité

podilu.
2.2.37. Piiklad. Dokazte, Ze plati lim, o0 nLZ =0.

Reseni. Tvrzenivyplyva z Piikladu a véty o limité soucinu (Véta R.2.36(b)) pro
posloupnosti {a,} = {bs} = {1}. *

2.2.38. Podstatnym predpokladem véty o aritmetice limit (Véta je konver-
gence posloupnosti {a,} a {b,}. V ptipadé, kdy jedna ¢i obé posloupnosti divergu-
ji, nelze o konvergenci posloupnosti definované jako jejich soucet, soucin ¢i podil
obecné nic fici. Uvedeme nékolik priklada.
e Necht {a,} = {(—1)"} a {b,} = {(—1)"}. Pak jsou obé¢ posloupnosti diver-
gentni, ale lima,b, = 1.
e Necht {a,} = {n?} a {b,} = {%}, a tedy {anb,} = {n}. Pak {a,} a {a,b,}
diverguji podle Véty a {b,} konverguje podle Piikladu .
e Necht {a,} = {n} a {b,} = {nlz} Pak {a,} diverguje, {b,} konverguje
podle Prikladu afanb,} = {%} konverguje.
Situace vypada obdobné i v piipadé ostatnich aritmetickych operaci. Konstrukce
piislusnych piikladii nenf obtizna.

V dal$im vykladu se nam bude hodit nasledujici obecnéjsi verze véty o limité
souctu.
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2.2.39.Véta. Necht/ € Naf{all,..., {ai}jsou posloupnostirealnych ¢isel, 4; € R,
j=1,....,alima; = Aj, j =1,....1 Potom plati

l l
lim Zaj = ZA .
n—00 n J
j=1 j=1
Obdobné tvrzeni lze zformulovat i pro souéin kone¢né mnoha posloupnosti.

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci. Pro/ = 1 je tvrzeni trivialni. Predpokla-
dejme nyni jeho platnost pro/ € N. Mdme-li / + 1 posloupnosti {a}},..., {a} ™'} s
limitami A; € R, j =1,...,/ + 1, pak plati

I+1 l
lim a’ = lim ( al al+]) = lim a/ + lim a!*!
n—)OOZ n n—>oo (Z n) + n n—)OOZ n + n—>oo n
j=1 j=1 j=1
I+1

(ZA )+Al+1 _ZAJ7

pricemz druha rovnost plyne z Véty 2.2.36 -(a) a tieti z indukéniho predpokladu.
Tvrzeni tykajici se sou¢inu kone¢né mnoha posloupnostilze dokazat obdobné.
]

2.2.40. Priklad. Vypocitejte limy o0 2n2tr"7

Resent. Pro kazdé n € N plati

n?+n n?+n ,%2 1+

=

w2+ wmr+7 LT 24 %
Podle Piikladu je limyo 2 = 0 a podle Piikladu je limyoo 1 = 1.
Tedy limy—o0 (1 + 1) = 1. Podobné odvodime limy0 (2 + 2 ) = 2. Podle véty
o limité podilu (Véta 2.2.36(c)) dostavame
1 + 1 _limy Lo (1+ L) 1

lim —.
n>00 2 + - hmn%oo(Z + 2) "2

P1i po¢itani limit posloupnostl obvykle zapisujeme vypocet stru¢néji. V nasem

piikladu by zkraceny zapis vypadal nasledovné:

1+ l 1imn—>oo(1 + l)

lim L 2.11
M2 L im0 1D
Mmool limise, @.12)
lim; 5002 + limy 500 7 - limy 00 -3
1+0 1
0 2 2.13)

T217.0 2
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Napiseme-li v priibéhu vypoctu nejprve rovnost , musime si byt védomi toho,
ze zatim nevime, zda tato rovnost plati. Rovnost bude platit, pokud ukazeme, ze
obé¢ limity ve zlomku na pravé strané¢ existuji a limita ve jmenovateli je nenulova.
Podobné rovnost (R.19) bude platit, pokud ukazeme, e vsechny limity jsou vlastni
a vysledny vyraz ve jmenovateli je nenulovy Hodnoty limit ve vyrazu v (2.19) viak
jiz znamea Vypocet @ ukazuje, Ze vyraz veJmenovatehJe nenulovy. Dostavame
tak platnost prvni rovnosti ve @ a diky tomu i platnost rovnostl‘,@) Odtud
potom dostavame platnost rovnosti (.11), a tim korektnost celého fesent.

P1i pocitani limit musime kazdy krok vypoctu zdavodnit. Nékdy jde jen o al-
gebraickou tpravu pocitaného vyrazu, casto pak pouzivame vétu o aritmetice li-
mit, ptipadné jiz vypocitané limity. Bez zdivodnéni jako naptiklad v predchozim
odstavci neni resent iiplné. Pozdéji v pokrocilejsich castech skript jiz nebudeme po-
drobnd zdivodnéni uvadét, coz ale neznamena, ze jsme je neprovedli. ry

Nasledujici vysledek obsahuje Jednoduche ale uzite¢né tvrzeni o limité po-
sloupnosti definované jako sou¢in omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou
limitou.

2.2.41. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel, pricemz lima, =
0a {b,} je omezena. Potom lima,b, = 0.

Diikaz. Protoze {b,} je omezena, existuje ¢islo K > 0 splnujici [b,| < K pro vSechna
n € N. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Protoze lima, = 0, existuje ng € N takové, Ze pro

véechnan € N, n > ny, plati |a,| = |a, —0| < e. Pro kazdén € N, n > ng, tudiz
plati

|anby — O] = |anbn| = lan||bs| < Ke.
Tedy podle Lemmatu plati lima,b, = 0. [ ]

2.2.42. Poznamka. Tvrzeni Véty m neplyne z véty o limité soudinu (Véta R.2.36 R.2.36(b)),

protoze posloupnost {b,} nemusi mit vlastni limitu.
2.2.43. Piklad. Dokate, e lim & = o.

Resend. Tvrzeni plyne z Véty .2.41], nebot posloupnost {(—1)"} je omezend alim 1 =
0. *

V predchozich vétach jsme uvedli nékolik dilezitych souvislosti mezi pojmem

limity a operacemi na mnozin¢ realnych cisel. Nyni se zaméfime na vztah mezi
pojmem limity a relaci usporadani na mnoziné realnych ¢isel.

2.2.44. Véta (limita a usporadani). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnych
éisel, A, B € R, lima, = Aalimb, = B.

(a) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny,
platia, < b,.

(b) Necht existuje n* € N takové, ze pro kazdé n € N, n > n*, plati a, > b,.
Potom A > B.
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Diikaz. (a) Polozme e = %(B —A). Pak podle definice limity existuje n; € N takové,
ze pro kazdén e N,n > ny, platia, < A+ ean, € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > ny, plati b, > B — e. Polozme ny = max{ny,n,}. Potom pro kazdé n € N,
n > no, plati
A+ B
2

(b) Predpokladejme pro spor, ze plati A < B. Potom podle tvrzeni (a) exis-
tuje no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > nyg, plati a, < b,. Polozme m =
max{no,n*}. Pak dostavame a,, < by < am, coz je spor. [

2.2.45. Poznamky. (a) Véta nam poskytuje moznost odhadnout shora nebo
zdola hodnotu limity dané posloupnosti, o niz vime, ze konverguje, ale jejiz limitu
nezname, pomoci jiné posloupnosti, jejiz limitu zname.

(b) V tvrzeni Véty P.2.44(b) nelze nerovnosti a, > b, a A > B nahradit ne-
rovnostmi a, > b, a A > B. Polozme napiiklad a, = % ab, =0,n € N. Potom
ztejmé plati a, > b, pro kazdé n € N, plati vsak A = B = 0.

ap <A+e= =B—-¢e¢<b,.

2.2.46. Véta (o dvou straznicich). Necht {a,}, {b,} a {c,} jsou posloupnosti spliu-
jict:
(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdén € N, n > no, platia, < ¢, < b,
(b) {an} a{bs} jsou konvergentni a plati lima, = limb,.

Potom je {c,} konvergentni a plati limc, = lima,.

Ditkaz. Ozna¢me lima, = A. Necht ¢ € R, e > 0. K nému podle predpokladu (b)
existujiny,no € N takova, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati

A—e<a, <A+e
a pro kazdé n € N, n > n,, plati
A—e<b, < A+e.
Odtud a z predpokladu (a) plyne, ze pro kazdé n € N, n > max{ng,ny,n»}, plati
A—e<a, <c, <b, <A+e,
atedy |c, — A] <e. [
2.2.47. Véta (existence k-té odmocniny). Necht k € Nax € R, x > 0. Potom
existuje pravé jedno y € R, y > 0, spliiujici y* = x.
Diikaz. Je-li x = 0, potom ziejmé plati 0F = 0.
Predpokladejme, Ze x > 0. Definujme mnoziny
My = {y €[0,00); y* <x},
M, = {y €[0,00); y* = x}.

Ukazeme, ze mnozina M, je shora omezena. Rozlisime dva ptipady. Predpokla-
dejme nejprve, Ze plati x < 1. Potom pro kazdé y € M plati yk < x < 1. Pokud
by platilo y > 1, pak podle Véty ??(a) dostdvame y* > 1¥ = 1, coz by byl spor.
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Musi tedy byt y < 1a¢islo 1 je tak horni zavorou mnoziny M. Ve druhém piipadé
budeme predpokladat, ze x > 1. Potom pro kazdé y € M; plati yk <x < xk.Od-
tud plyne x > y. Cislo x je tedy horni zavorou mnoziny M;. Mnozina M, je navic
neprazdna, nebot 0 € M. Z ?? vyplyva, ze M; ma supremum, které ozna¢ime y;.

Mnozina M, je zfejmé zdola omezena, nebot naptiklad 0 je jeji dolni zavorou.
Navic je neprazdna, nebot max{l, x} € M,. Tedy M, ma infimum, které oznac¢ime

Y2.
Protoze pro kazdé y € My, y' € M, plati y < y’, dostavame dle Lemma-

tu vnost y1 =< y2. Dale plyne z vlastnosti mocniny (vizte Vétu ??) a
Lemma|[l.5.23, Ze My i M; jsou intervaly. Necht y € [0, 00). Potom z linearity uspo-
tadani realnych ¢isel plyne, ze bud y* < x nebo y*¥ > x, a tedy [0,00) = M; U M.

Dokazeme, ze y, > 0. Predpokladejme, ze y, = 0. Pak pro kazdé ¢ € (0,1)
plati e € M,. Tedy x < ek <& To podle Lemmatu znamena, ze x = 0, coz
je spor. Tedy y, > 0.

Nyni dokazeme, ze y; = y,. Jiz vime, ze y; < y». Pfedpokladejme, Ze y; < y».
Potom plati

1
E(yl + y2) € My U M = [0, 00),

coz je spor. Tedy y; = y». Oznacme tuto spole¢nou hodnotu jako y. Polozme

Kk
C = Z (l)yk_l.
I=1

Pak C > 0.
Nechte € R, e > 0,je dano. Najdemen € N takové, ze % < n zaroven y—% >0

(obé Ize zatidit pomoci Véty [1.5.27). Pak y — 1 € My, y + 1 € M, a tedy

1k k u k k—1 1 ! k 1 k
xz (= =y Y ) 2 ey
=1

1k k « k k—1 1 ! k 1 k
xf(y+;) =y + ly ; =y +;C<y + .
=1

Tedy
‘x - yk‘ <e.
Podle Lemmatu tak dostavame x = y*.
Jednoznac¢nost pak plyne z Véty ??. ]

2.2.48. Definice. Nechtk e Nax e R, x > 0. Potom ¢islo y € R, y > 0, splnujici
y¥ = x (jehoz existenci a jednoznaénost zaru¢uje Véta .2.47), nazyvame k-tou
odmocninou z ¢isla x a znad¢ime jej §/x.
2.2.49. Véta (vlastnosti k-té odmocniny). Necht k € N.

(@) Prokazdéx,y e R,0 <x <y, plati {/x < &/y.
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(b) Prokazdéx e R,x > 1, plati §/x < x.
(¢) Prokazdé x e R,0 < x <1, plati £/x > x.
p

Diikaz. Viechna tvrzeni plynou z odpovidajicich tvrzeni pro k-tou mocninu realné-
ho ¢isla, kterd jsou uvedena ve Vété ??. ]

2.2.50. Priklad. Spoctéte lim /1 + %

Reseni. Ztejmé plati pro kazdé n € N nerovnosti 1 < 1+ 1 < (1 + 1)2. Podle
Véty tedy pro pro kazdé n € N plati nerovnosti 1 < /1 4+ 1 <1+ 1. Vzhle-

dem k tomu, ze lim 1 = lim(1 + %) = 1, dostavame podle véty o dvou straznicich
(Véta .2.46), ze lim /1 + 1 = 1. N
2.2.51. Priklad. Necht k € N, A € R a {a,} je posloupnost nezapornych cisel
splnujici lima, = A. Dokazte, ze A > 0 a lim, o ¥/a, = YA.
Reseni. Nezépornost &isla A plyne z Véty (b) Predpokladejme nejprve, ze
A = 0. Zvolme ¢ € R, & > 0, libovolné. Pak existuje nyg € N takové, Ze pro kazdé
n € N,n > no, plati a, < ek. Pro takovd n € N ale diky monotonii odmocniny
(VétaR.2.49(a)) mame 0 < %/a, < e. Dostavame tedy lim, 00 /@, = 0 = VA.
Nyni predpokladejme, ze A > 0. Pak podle Prikladu pro kazdé n € N
plati

Ya, - V4|
ap, — A
(&an)k =1 + (Kan)* 2 VA + -+ Yan(VAKR2 4 (VA1

— 4.

1
Emmn

Odtud a pouzitim rovnosti lim,_ W lan — A| = 0 obdrzime podle Vé¢-

ty limy oo | 4@ — V4| = 0. Podle Véty platf limy, oo ( &/an — &/4) =
0. Odtud diky vété o limité souctu (Véta (a)) dostavame lim, o ¥a, =
YA s
2.2.52. Priklad. Dokazte, ze lim 2/n = 1.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze prokazdén € Nje ¥/n > 1, mlzeme psat ¥/n = 1+6,,
kde 6, > 0. Pron € N, n > 2, plati podle binomické véty (Véta D

nn—1) nn—1)

2 2

dostavame pro kazdé n e N, n > 2,

n=>0+6)">1+nb, + 62 > 62

Protoze pron € N,n > 2, platin — 1 > 7,

_ 2
> n(n 1)932

62

n
Tn
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Odtud a z monotonie odmocmny (Véta P.2.49 (a)) pron € N, n > 2, plyne % >
6,. Podle Piikladu 2.2.9 , Pr kladu .25 prok =2az véty o limité soucinu (Vé-

ta 2.2.36(b)) dostaneme lim 2 = 0 takze podle Véty P.2.46 mame lim 6, = 0.
Odtud plyne dokazované tvrzeni. *

2.2.53. Priklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Dokazte, ze lim %/c = 1.

Reseni. Necht nejprve ¢ > 1. Pomoci Archimédovy vlastnosti (Véta [1.5.27) nalezne-

me 79 € N takové, ze ng > ¢. Potom pro kazdén € N,n > ng, plati 1 < ¥c < ¥n.
Z véty o dvou straznicich (Véta a Prikladu 2 plyne lim f = 1.

Necht nyni ¢ € (0,1). Potom podle véty o limité podilu (Véta P.2.36(c)) a
podle jiz dokazaného tvrzeni plati

limi’/gzlimL:

1 _l_
’\'/g lim’\’/g 1

2.3. Nevlastni limita posloupnosti

Posloupnost {a,} definovana predpisem a, = n, n € N, je sice divergentni,
ma vsak nasledujici vlastnost. Pro libovolné K € R existuje ng € N takové, Ze pro
kazdé n € N, n > ny, plati a, > K. Vskutku, sta¢i pomoci Archimédovy vlastnosti
(Véta [1.5.27) nalézt ng € N, ng > K. Obdobnou vlastnost ma napiiklad posloup-
nost {b,} definovana predpisem b, = —n2,n € N, pri¢emz nerovnost a, > K je
nahrazena nerovnosti b, < K. Ob¢ vlastnosti mtizeme chapat jako jisté typy limit-
niho chovani posloupnosti, i kdyz jiné, nez je konvergence k realnému ¢&islu, kterou
jsme studovali v predchazejicim oddilu. Tyto typy limitniho chovani formaln¢ za-
vedeme v nasledujici definici.

2.3.1. Definice. Rekneme, e posloupnost {a,} ma limitu rovnou co (¢teme plus
nckonec¢no), jestlize
VK eR3Inge NVneN,n>ng: a, > K.

Rekneme, zZe posloupnost {a,} ma limitu rovnou —oo (¢teme minus nekoneéno),
jestlize

VK e Rdng e NVn e N,n > ng: a, < K.
Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekoneénu, fikdme, Ze ma ne-
vlastni limitu.

2.3.2. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou oo, pak fikame, ze diverguje k oco.
Jestlize méa posloupnost limitu rovnou —oo, pak fikame, Ze diverguje k —oo.

2.3.3. Priklad. Dokazte, ze limn = co.
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Reseni. Zvolme K € R. Z Archimédovy vlastnosti realnych ¢&isel (Véta ) vy-
plyva existence ng € N splnujiciho n9 > K. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati
n > no > K, ¢imz je tvrzeni dokazano. ry
Nasim cilem nyni bude rozsitit n¢které poznatky z predchazejictho oddilu i
pro nevlastni limity. K tomuto tcelu nejprve rozsifime realnou osu o prvky oo a
—oo a odpovidajicim zptisobem rozsifime také operace s¢itani a nasobeni a relaci
usporadani.
2.3.4. Definice. Rozsifenou realnou osou budeme nazyvat mnozinu R U{oo, —oo}
a budeme ji znacit R*. Na mnozinu R* rozsifime aritmetické operace a relaci uspo-
radani definované na R nasledujicim zptisobem.
Operace s¢itani:
e Vae{—o0}UR: —o0+a=a+ (—0) = —00,
e YVae RU{oo}:00+a=a+ oco=o00,
e —(00) = —00, —(—00) = 0.
Operace nasobeni:
Va € (0,00) U {oo}: a-00=00-a = o0,
Ya € (0,00) U {oo}: a-(—o0) = (—00) -a = —o0,
Va € {—oo} U (—00,0):a-00=00-a = —o0,
Va € {—oo} U (—00,0): a - (—00) = (—00) -a = o0,
(00)7! =0, (—00)"! = 0.
Relace usporadani:

e VaeR: —oc0<a,a < oo,
e —00 < 0.

2.3.5. Operace scitani a nasobeni nejsou definovany pro vSechny dvojice z R*.
Presnéji, nasledujici vyrazy nejsou definovany:
00+ (—0), —o0o+o00, 0-00, 00-0, 0-:(—00), (—00)-0.

2.3.6. Véta. Pro kazdé x,y,z € R* plati nasledujici rovnosti, pokud je vzdy ale-
spon jedna strana rovnosti definovana:

(@ x+y=y+x,

b x+y)+z=x+Q +2),

(©) xy = yx,

d (xy)z =x(2),

() x(y +2) =xy + xz.
Diikaz. Viechna tvrzeni plynou z Definice a z vlastnosti s¢itani a ndsobeni
realnych ¢isel pomoci rozboru jednotlivych pripadt, kdy postupné rozlisujeme,
zda prvky x, y a z jsou realné, nebo se rovnaji oo, nebo se rovnaji —oo. ]

Pravé provedené rozsifeni mnoziny realnych ¢isel nam umoznuje definovat po-

jmy suprema a infima pro libovolné podmnoziny R.

2.3.7. Definice. Necht A C R a G € R*. Predpokladejme, ze plati nasledujici
podminky:
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(@) Yae A:a <G,

(b) VG' e R*,G' < G3Jae€ A: G' <a.
Pak G nazyvame supremem mnoziny A. Podobné definujeme infimum mnoziny
A.

2.3.8. Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych ¢isel se pojem
suprema zavedeny v Definici shoduje s pojmem zavedenym v Definici )
Supremum shora neomezené mnoziny je rovno oo a supremum prazdné mnoziny je
rovno —oo. Podobné infimum zdola neomezené mnoziny je —oo a infimum prazdné
mnoziny je oo.

V nasledujicim textu budeme jiz vzdy pouzivat pravé uvedenou rozsifenou
definici suprema a infima. Budeme je v$ak i nadéle znacit symboly sup a inf.

2.3.9. Absolutni hodnota je na mnoziné R* definovana predpisem |x| = max{x, —x},
a tedy |oo| = oo, |—00| = oo0.

2.3.10. Definice je doplnénim Definice o ptipady, kdy limitou je bud
oo nebo —oo. Vime tedy, co znamena, ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4,
kde bud 4 € R, necbho A = o0, necho A = —oo. Nasledujici véta ukazuje, ze vé-
ta o jednoznacnosti limity (Véta zUstava v platnosti 1 pro takto rozsifenou
definici.

2.3.11. Véta (jednoznacnost limity). Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a
A, B € R*. Predpokladejme, ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4 a zaroven
posloupnost {a,} ma limitu rovnou B. Potom plati A = B.

Diikaz. Méjme posloupnost {a,}. Dokazali jsme jiz, Ze nejvyse jedno realné ¢islo
muze byt limitou posloupnosti {a,} (Véta ). Zbyva dokazat, Ze nemiize nastat
zadny z pripadi:

e posloupnost {a,} je konvergentni a sou¢asné ma limitu oo,

e posloupnost {a,} je konvergentni a soucasné ma limitu —oo,

e posloupnost {a,} ma limitu co a souc¢asné —oo.

Predpokladejme, ze posloupnost {a,} je konvergentni a soucasné ma limitu
oo. Podle Véty je posloupnost {a,} omezena, a tim spi$ je omezena shora.
Tudiz existuje K € R takové, ze a, < K pro kazdé n € N. Protoze ale souc¢asné ma
posloupnost {a,} limitu oo, existuje prirozené ¢islo ng takové, ze pro kazdén € N,
n > ng,jeap, > K, coz je spor.

Ve zbyvajicich dvou pripadech je dikaz obdobny. |

2.3.12. Ma-li posloupnost {a,} nevlastni limitu, oznacujeme hodnotu této limity
opét symbolem lim a,,. Pideme tedy lima, = oo nebolima, = —oc. Ke korektnimu
zavedeni tohoto znaceni potfebujeme Vétu . Kdyby totiz posloupnost méla
vice nez jednu limitu (vlastni ¢i nevlastni), pak by nebylo jasné, co symbol lima,
vlastné oznacuje a rovnost lima, = A by nedavala smysl (pro srovnani viz p.2.6).
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2.3.13. Poznamka. Pro kazdou posloupnost realnych ¢isel {a, } nastava pravé jed-
na z nasledujicich moznosti:
vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,

existuje

lim a, nevlastni, tj. je rovna co nebo —oo,

neexistuje.

2.3.14. Definice. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozZinu
tvaru B(c,e) = (¢ —¢,¢c +¢), kdee € R, & > 0. Okolim bodu oo rozumime kazdou
mnozinu tvaru B(co, ¢) = (%, ), kde ¢ € R, & > 0. Okolim bodu —oco rozumime
kazdou mnozinu tvaru B(—o0, &) = (—o0, —%), kdee € R, ¢ > 0.

9.3.15. Lemma. Necht A, 4 € R*, A * A. Potom existuje ¢ € R, & > 0, takové, ze
A ¢ B(A,e).

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze A € R. Jei také A € R, pak polozime ¢ =
#. Potom ztejmé plati A ¢ B(A,¢). Je-li A = 0o nebo A = —o0, zvolime ¢ € R,
e > 0, libovolné a opét dostaneme A4 ¢ B(A,¢).

Nyni predpokladejme, ze A = oo. Je-li A € R, polozime ¢ = ﬁ. Odtud
opét plyne, ze A ¢ B(A, e). Je-li A = —o0, zvolime ¢ € R, & > 0, libovoln¢ a opét
obdrzime 4 ¢ B(A,¢). }

Ptipad A = —o0 je obdobny piipadu 4 = oo. [

Zaveden{ pojmu okolf (Definice .3.14) ndm umoziuje ekvivalentné formulo-
vat pojem limity posloupnosti (vlastni i nevlastni) jedinou formuli. To je naplni
nasledujici véty.

2.3.16. Véta. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R*. Pak lima, = 4
pravé tehdy, kdyz plati

VeeR,e>03nge NVn e N,n>ng:a, € B(4,¢). (2.14)

Diikaz. Necht A € R. Potom je vyrok a, € B(A, ¢) ekvivalentni vyroku |a, — 4| < ¢.
Takze v tomto ptipadé je formule (2.14) shodna a formulf (.1).

Necht A = oo. Predpokladejme nejprve, ze lima, = A. Necht ¢ € R, & > 0.
Vime, ze pro K = % existuje ng € N takové, ze pro kazdén € N, n > ny, plati a,, >
K. To podle definice okoli bodu co znamena, ze a, € B(c0, ¢), a tedy formule (2.14)
plati.

Nyni naopak piedpokladejme, Ze plati (2.14). Zvolme K € R. K nému nalez-
neme ¢ € R, ¢ > 0, nasledujicim zpisobem. Je-li K < 0, zvolime ¢ € R, ¢ > 0,
libovolné. Je-li K > 0, polozime ¢ = % V obou pripadech pak plati % > K.
K tomuto & pak nalezneme no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
an € B(oo,¢). Potom plati a, > % > K, atedy a, > K. Odtud plyne lima, = 4.

V ptipadé 4 = —oo je diikaz obdobny. [ |

7 Y7

Ve zbyvajici ¢asti tohoto oddilu uvedeme obecnéjsi varianty n¢kterych vét, kte-
ré jiz zname z predchazejictho textu. Zatimco se vsak diive uvedena tvrzeni tykala
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pouze vlastnich limit, zde budou véty formulovany i pro nevlastni limity. Nejprve

uvedeme obdobu Véty .

2.3.17.Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel, 4 € R* alima, =
A. Necht existuje ny € N takové, ze a, = b, pro kazdé n € N, n > ny. Pak také
lim b, = A.
Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n, € N splnujici

VneN, n>ny:a, € B(A,¢).
Polozme ng = max{ny,n,}. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati b, = a,, a tedy
bn € B(A, ¢). Odtud vyplyva, ze limb, = A. [ |
2.3.18. Poznamka. Z predchozivéty plyne nasledujici zobecnéni Poznamky .
Zménime-li u posloupnosti realnych ¢isel {a,} splnujici lima, = A, kde 4 € R*,
kone¢né mnoho ¢lent, pak ma nové vznikla posloupnost opét limitu A.

Nasledujici tvrzeni je obdobou Véty .
2.3.19. Véta. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel, 4 € R* a lima, = A. Pak
lim |a,| = |A|.

Dikaz. Je-li A € R, pak tvrzeni plyne z Véty . Necht A = oo. Pak z predpo-
kladu lima, = A plyne existence ng € N takového, Ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati a, > 0, a tedy |a,| = a,. Tudiz podle Véty plati lim |a,| = lima,.

Protoze lima, = oo a |oo| = oo, plyne odtud, Ze lim |a,| = |A].

Kone¢né necht A = —oco. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Potom existuje ng € N takové,
ze prokazdén € N,n > no, platia, € B(—o0, ¢), a tedy také —a, € B(oo, ¢). Odtud
plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati —a, > 0, a tedy |a,| = —a,. To znamena,
ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a,| € B(0o,¢). Protoze |A| = oo, dokazali jsme,
ze lim |a,| = |A]. [

Nésledujici véta je jistou jednostrannou obdobou Véty 2.2.25.

2.3.20. Véta. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a lima, = oo. Potom je
posloupnost {a,} zdola omezena.

Diikaz. Polozme K = 1. Podle Definice k tomuto K existuje ng € N takové,
ze pro kazdé n € N, n > ng, platia, > 1. Mnozina {a,; n € N,n < no} je konecna,
a tedy je podle Véty omezend. Necht M € R je néktera jeji dolni zavora.
Potom
. M, jestlizen e N,1 <n < ny,
"= )1, jestlizen € N,n > ny.

Pro vsechna n € N tedy mame a, > min{M, 1}, takze posloupnost {a,} je zdola

omezena. -
2.3.21. Obdobné jako ve Véte Ize dokazat, ze je-li {a, } posloupnost realnych
¢isel alima, = —oo, potom je posloupnost {a,} shora omezena.

Nasledujici véta je obdobou Véty pro nevlastni limity.
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2.3.22. Véta (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnych
¢isela A € R*. Necht {ay, }72 | je vybrana posloupnost z posloupnosti {a, }. Jestlize
lim, o0 an = A, pak také limy_, oo an, = A.

Diikaz. Necht {ny}32 , je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, kterd uréuje nasi
vybranou posloupnost. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému existuje n* € N takové, ze

VneN,n>n*:a, € B(A,¢). (2.15)
Pro kazdé k € N,k > n*, plati diky Lemmatu nerovnost nx > k > n*, atedy
podle ) dostaneme a,, € B(A,¢). Tim je véta dokazana. [

Tvrzeni véty o limité vybrané posloupnosti (Véty a £.3.29) nelze obré-
tit. Jako priklad mize opét poslouzit posloupnost {(—1)"} a jeji podposloupnost
{(—=1)%,}2_ . Nicméné plati nasledujici tvrzen{, které v daldfm textu jesté vyuzijeme
(naprtiklad v Kapitole é

2.3.23.}7éta. I/\Teclzl/t'l eN a;{nv}c},‘z"zl, (31, {nf{},‘z":l jsou rostouci posloup-
nosti pfirozenych ¢isel takové, ze

{n,i; jell,... I, keN}:N. (2.16)
Necht A € R* a {a,} je posloupnost realnych cisel takova, ze pro kazdé j €
{1,....1} plati limg_, o a,j =A. Potom lima, = A.

k
Diikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme k1, k», ..., k; € N takova, Ze

VkeN, k>ki: anl € B(A,¢),
VkeN, k>k,: a2 € B(A,¢),

2.17)
VkeN, k>k;: ank € B(A,¢).
Polozme ny = max{n}{l,niz,...,nfq}. Zvolme n € N, n > ng. Diky podmin-

ce (0.16) existuji j € {1,...,l} ak € N takova, e n = n,{. Potom plati
n‘é:nznozn{q.

Posloupnost {n]}?° | je rostouci, a proto k > kj. Podle j-t¢ podminky v (2.17)
dostaneme a, = a,j € B(A, ¢), ¢imz je tvrzeni dokazano. ]
k

2.3.24. Poznamka. Specidlnim piipadem predchozi véty je nasledujici tvrzeni.
Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Necht A € R a plati

lim ayr = lim asry1 = A.
—00 k—o00

Potom lim,, s a, = A.
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2.3.25. Ve Vété .3.23 je diilezité, aby pocet posloupnosti {n}}2 , {n2}% , ...,
{”2}1?;1 byl kone¢ny. Pro nekonecny pocet téchto posloupnosti tvrzeni neplati,
jak ukazuje nasledujici priklad.
2.3.26. Priklad. Definujme posloupnost {a,} predpisem

a, = (1", neN.

Dale definujme pro kazdé j € N posloupnost prirozenych ¢isel {ni}f=1 predpisem

Vl']i= k, k=<j,
2k, k> j.

okazte, ze {ni; j. k € = N, pro kazdé j € N je posloupnost {n’ }$° . rostouci
Dokazte, ze {ny: j.k € N N, pro kazdé j € N je posloupnost {n} } | rost
aplatilimg_,a_; = 1, pfesto ale lima, neexistuje.

e

Reéseni. Necht j € N. Potom je posloupnost {ni},‘zozl zfejmé rostouci a navic plati
{ni; J.k € N} = N. Déle pro kazdé k € N,k > j,je n,i sudé, atedyani = 1. Tudiz

1imk_,ooa ;=1 L]
3

Nasledujici véta je zobecnénim véty o aritmetice limit (Véta .

2.3.27. Véta (aritmetika limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel,
A,B e R*,lima, = Aalimb, = B. Potom plati:
(@) lim (a, + b,) = A+ B, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,
(b) lim (a, - by) = A- B, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,
(o) je-li b, # 0 pro vSechnan € N, pak lim Z—Z = %, pokud je vyraz na pravé
stran¢ definovan.

Diikaz. Tuto vétu lze dokazat obdobné jako Vétu . Uvedeme pouze ditkaz
tvrzeni (b), a to v ptipadé, kdy A e R, 4 # 0,2 B = —o0.
Chceme tedy dokazat, ze

00, pokud 4 <0,

lim (- bn) = —00, pokud 4 > 0.
Necht nejprve A < 0a K € R. Polozme ¢ = —%. Z predpokladu lima, = Aaz
definice limity vyplyva existence takového n; € N, ze pro kazdé n € N, n > ny,
platia, € (A—¢s A+ ¢) = (%,%
existence takového n, € N, Ze pro kazdé n € N, n > n», plati b, < min{0,
Polozme ng = max{n,n,}. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati

Ab,

). Podobné¢ z predpokladu limb, = —oo plyne
2K
2Ky

an - by > > K,

takze lim (a, - b,) = co. V ptipadé 4 > 0 lze tvrzeni dokazat obdobné. [



86 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.3.28. Predpoklad, Ze vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze z véty o
aritmetice limit (Véta .3.27) vynechat. Polozme napiiklad {a,} = {ﬂ}, n e N.

n
Potom lima, = 0, ale lim % = lim(—1)"n neexistuje ani nevlastni.

2.3.29. Vime-li pouze, ze lima, = oo a limb, = —oo, pak odtud nemtzeme vy-
vodit zadnou informaci o existenci nebo hodnoté lim(a, + b,). Necht napriklad
A eR,{a,} ={n}alb,} = {—n + A}. Pak

lima, = oo, limb, =—-00 a lim(a, + b,) = A.
Vyraz oo — oo nelze tedy definovat tak, aby pro takové posloupnosti platila véta
o limité souctu. Existence a piipadné i hodnota lim(a, + b,) zavisi na jemnéjsim
chovani posloupnosti {a,} a {b,}.
2.3.30. Necht/ € N a{a)},...,{a’} jsou posloupnosti realnych ¢isel, 4; € R¥,
j=1,....0l,adédlelima; = 4;,j =1,...,1. Potom plati

l l
lim Za,{ = ZAj,
n—)oojz1 ia

pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan. Obdobné tvrzeni lze zformulovat i pro
h

soucin kone¢né mnoha posloupnosti. Ditkaz 1ze provést obdobné jako ve Vété

Z odstavce vyplyva, ze pro vypocet lim $*, kde limb, = 0, nemiizeme
bezprostiedné pouzit vétu o limité podilu (Véta R.3.27(c)), nicméné plati nasledu-
jici véta.

2.3.31.Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel, pricemz pro kazdé
n € N plati b, # 0. Necht A e R*, 4 > 0,lima, = A4, limb, = 0 a existuje ng € N
takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > 0. Potom lim Z_Z = 0.
Diikaz. Posloupnost {Z—Z}je dobfe definovana, nebot b, # 0 pro kazdén € N.

Predpokladejme nejprve, ze A € R, A > 0. Zvolme K € R. Polozme ¢ = %. K
nému existuje n; € N takové, ze

A A
VneN,nznl:an>A—8=A—5=—.

Polozme L = max{l, K}. Pak existuje n, € N takové, ze
A
Vn e N, nznzzbn<i.

Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,ny,n,}, plati

a tedy lim Z—Z = 00.
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Necht nyni A = co. Zvolme opét K € R. Polozme L = max{l, K}. Pak existuji
ni,n, € N takova, Ze

VneN, n>ny:a, >1,

1
VneN,nanzbn<Z.
Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,n,n,}, plati
a 1
—~ > =L>K.
b 1
Tim je tvrzeni dokazano. [ |

Nasledujicf vétu je mozno dokazat obdobné jako Vétu P.2.44.
2.3.32. Véta (limita a usporadani). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnych
éisel, A, B € R*, lima,, = Aalimb,, = B.

(a) Necht A4 < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,n > ny,
platia, < b,.

(b) Necht existuje n* € N takové, ze pro kazdén € N,n > n*, plati a, > b,.
Potom A > B.

Pro nevlastni limity plati nasledujici dvé varianty véty o dvou straznicich.

2.3.33. Véta. Necht {a,} a {c,} jsou posloupnosti spliujici:
(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, platia, < cp,
(b) lima, = occ.
Potom plati lim ¢, = oo.
Ditkaz. Zvolme L € R. K nému nalezneme n; € N takové, ze pro kazdé n € N,

n > ny,platia, > L. Pro kazdé n € N,n > max{ng,n}, pak plati ¢, > a,, a tedy
¢n > L. Tim je dokazano, ze lim¢, = oo. [ ]

Podle predchozi véty staci nalézt pouze jednoho ,straznika® k dikazu tvrzeni
lime¢, = oo. Nasledujici véta je jeji zfejmou obdobou pro posloupnosti s limitou
—00.

2.3.34. Véta. Necht {b,} a {c,} jsou posloupnosti splnujici:

(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > c,,
(b) limb, = —oc.

Potom plati lim ¢, = —o0.

2.3.35. Priklad. Dokazte, Ze plati

00, pokud ¢ € (1, 00),
lim g = | b pokudg =1,
n—00 0, pokud g € (—1,1),

neexistuje, pokud ¢ € (—oo0, —1].



88 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Resen, Predpokladejme nejprve, ze ¢ > 1. Pak mtizeme psat qg=1+h,kdeh > 0.
Odtud a z Bernoulliovy nerovnosti (Ptiklad 1.8.10) plyne¢" = (1 +h)" =1+ hn
pro kazdé n € N. Zfejmé lim(1 + hn) = 00, a podle Véty R.3.33 mame lim ¢" = oo.

Pokud ¢ € (0, 1), pak podle piedchoziho odstavce plati lim(g~1)" = oco. Apli-
kaci Véty m P.3.27 dostaneme

limg" =1 L 0
mg = Iim — =
@=H"
Prog = 0ag = 1 je tvrzeni zfejmé. Pro ¢ = —1 plyne tvrzeni z P¥{kladu .2.13.
Pokud g € (—1,0), pak lim|¢"| = lim|g|" = 0, a tedy podle Véty R.2.24 také

limg™ = 0.

Je-likoneéné g < —1, pak ¢ > 1,atedy madme lim ¢*" = lim(¢?)" = oco. Potom
plati podle véty o limité¢ sou¢inu (Véta (b)) lim ¢g?"*! = lim¢(¢?)" = —oo.

Nalezli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami, a tedy limita ptvodni
posloupnosti neexistuje. S

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti pojmy limity a suprema mnoziny.

2.3.36. Véta. Necht M C R je neprazdna mnozina, G € R*. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(i) Plati G = sup M.
(i) Cislo G je horni zavorou M a existuje posloupnost {x,} bodii z M splnu-
jici limx, = G.

Ditkaz. ()= (1) Je-li G = sup M, pak G je Zfejmé horni zavorou M.

Pokud G = oo, pak M neni shora omezena, a tedy pro kazdé n € N existuje
X, €M splnujla X, > n. Podle Véty -Je pak limx, = 0o = G.

V ptipadé, ze G € R, pak podle definice suprema ke kazdému n € N existuje
X, € M splnujici x, > G — % Protoze G je horni zavorou M, je automaticky
xn < G pro kazdé n € N. Podle véty o dvou straznicich (Véta tedy mame
limx, = G.

(i)=(@) Zvolme G’ € R, G’ < G. Pak z definice limity plyne, Ze existuje
no € N pro které x,, > G'. (V ptipadé G = oo to plyne piimo z definice, v pfipadé¢
G € R staci v definici vzit e = G — G’.) Nasli jsme tedy prvek z mnoziny M, ktery
je vétsi nez G', ¢imz jsme ovérili podminku (b) z definice suprema.

2.3.37. Poznamka. Obdobné tvrzeni plati i pro infimum.

2.3.38. Priklad. Nechtk € N, A € R* a{a,} je posloupnost nezapornych realnych
¢isel splnujici lima, = A. Dokazte, ze potom A > 0 a plati

YA, pokud 4 € R,

lim ¥/a, =
im 3/ 00, pokud 4 = oo.

Reseni. Pokud 4 € R, pak tvrzeni vyplyva z Prikladu .
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Necht A = oo a K € R. Pak existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > ng, plati a, > |K|¥. Potom podle monotonie odmocniny (Véta ) pro
kazdén € N, n > ng, mame %/a, > |K| > K, tedy lim £/a, = oc. Fy
V nasledujicich ptikladech ukazeme pouziti vyse vylozenych vét.
2.3.39. Priklad. Vypoctéte lim(v/n + 1 — /n).

Reseni. Podle Pi{kladu P.3. a Piikladu £.3.3§ dostaneme lim «/n = o0. Odtud a z
véty o limité vybrané posloupnosti (Véty .2.39) dale plyne, ze limv/n +1 = oo
To znamend, ze pro vypocet zadané limity nemtizeme uzit vétu o aritmetice limit
piimocarym zptisobem. Upravime proto nejprve zadany vyraz tak, aby bylo mozné
bezprostfedné pouzit vétu o aritmetice limit. Pron € N plati

_ Vn+1+n 1
e v = sy -y sy

Pak podle véty o limité¢ podilu (Véta P.3.27(c)) mtizeme pocitat
lim(v/n + 1 — 4/n) = lim

1
NZES RSN

&»

2.3.40. Poznamka. Na zavér tohoto oddilu jesté uvedeme nasledujici mozné rozsi-
feni pojmu posloupnost. Posloupnosti realnych ¢isel budeme rozumét kazdé zob-
razeni mnoziny A C Z do R, pficemz A je zdola omezena a existuje ng € N takové,
ze{n € N;n > no} C A. Obecnéjsi definici chceme postihnout zejména nasledujici
dva piipady: jednak posloupnosti tvaru n — a,, n € N U {0} (znac1me {an}n 0)
a jednak posloupnostl jejichz ¢leny jsou deﬁnovany pro kazdé ptirozené n vyjma
kone¢né mnoziny, napiiklad posloupnost { 5}, jejiz defini¢ni obor je N\ {7}. V
téchto pripadech zistavaji v platnosti vsechny poznatky o posloupnostech, které
jsme dosud odvodili. V piipadech, které budou vyzadovat jisté modifikace, na né
vzdy explicitné upozornime.

2.4. Hlubsi véty o limitach

Uvedeme nejprve dilezitou vlastnost monoténnich posloupnosti.

2.4.1. Véta (limita monoténni posloupnosti). Necht {a,} je monoténni posloup-
nost realnych ¢isel. Potom existuje lim a,. Je-li navic {a, } neklesajici, pak lima, =
sup{an: n € N}. Je-li {a,} nerostouci, pak lima, = inf{a,; n € N}.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze posloupnost {a,} je neklesajici. Necht navic
{a,} neni shora omezena. Potom sup{an, n € N} = 0o. Zvolime K € R. K nému
nalezneme index n¢ € N takovy, Ze a,, > K. Protoze {a,} je neklesajici, plati dlky
R.1.16 pro kazdé n € N, n > ng, nerovnosti a, > an, > K. Odtud vyplyva, ze

lima, = .
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Nyni predpokladejme, ze {a,} je shora omezena, tedy sup{a,; n € N} € R.
Zvolime ¢ € R, & > 0, a ozna¢ime A = sup{a,: n € N}. Z definice suprema plyne,
ze existuje ng € N takové, Ze a,, > A — €. Protoze vsak {a,} je neklesajici, je
A—¢e < au, < a provsechnan € N, n > ng. Nerovnost a, < A + ¢ plati dokonce
pro viechna n € N, nebot 4 je horni zavorou mnoziny vsech ¢lent posloupnosti
{an}. Ke zvolenému ¢ jsme tedy nalezli ng € N takové, ze

VhneNn>ny:A—e<a, <A+e.

To podle definice limity znamena, ze lima, = A.

Nyni predpokladejme, ze {a,} je nerostouci. Pak lze tvrzeni dokazat obdob-
né, mizeme ale také postupovat nasledujicim zptisobem. Snadno nahlédneme, ze
posloupnost {—a,} je neklesajici. Podle jiz dokazané ¢asti véty je tedy lim(—a,) =
sup{—a,: n € N}. Podle Véty [1.5.15 odtud plyne, e lim(—a,) = —inf{a,; n € N}.
Koneéné podle véty o limité sou¢inu (Véta 2.3.27(b)) dostavame

lima, = lim(-1)(-a,) = —lim(—a;) = inf{a,; n € N}.

2.4.2. Dusledek. Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni.
Podobn¢ kazda nerostouci zdola omezena posloupnost je konvergentni.

Diikaz. Necht {a,} je neklesajici shora omezena posloupnost realnych ¢isel. Z Ve-
ty vyplyva, ze lima, = supf{a,; n € N}. Z omezenosti posloupnosti shora
dale plyne, ze sup{a,; n € N} € R. Posloupnost {a,} je tedy konvergentni. Je-li
posloupnost {a, } nerostouci a zdola omezena, pak lze dikaz provést obdobné. m

Véta umozinuje ovérit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutné
ji explicitné vypocitat. V nékterych pripadech je ale informace o existenci limity
nezbytnou soucasti jejtho vypoétu. Tento jev ilustruje nasledujici priklad.

2.4.3. Priklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Spoctéte limitu posloupnosti {a,}, kterd je
zadana nasledujicim zptisobem:

a; = JJ/c, ant1 = +/a, +¢ prokazdén € N. (2.18)

Reseni. Nejprve si uvédomime, e posloupnost {a, } je dobte definovan. Prvni ¢len
je definovan explicitné a je nezaporny. Predpokladame-li, ze a, je definovano a je
nezaporné, pak je definovano i a, 41 a je nezaporné. Podle principu matematické
indukce je pak posloupnost {a,} definovana a jeji ¢leny jsou nezaporné.
Jellic =0, pak pro kazdé n € N plati a, = 0, a tedy lima, = 0.
Predpokladejme tedy, ze ¢ > 0. Nejprve dokazeme, Ze posloupnost {a,} je
monoténni. Ziejmé plati a; < a,. Jestlize pro néjaké n € N plati a,—; < a,, pak

an = \/an—1+c < \/an+c =dn+1-

Podle principu matematické indukce je tedy posloupnost {a,} rostouci.
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Nyni dokdzeme, ze posloupnost {a, } je shora omezend. Zejmé platia; < /c+
1. Predpoklddejme, ze pro néjaké n € N plati a, < /c + 1. Potom

an+1=«/an+c<\/\/5+l+c<\/c+2\/2+1
=\yWe+1)2=Ve+1

Z principu matematické indukee tedy plyne, zZe pro vSechnan € N jea, < /c + 1,
takze {a,} je shora omezend. Ovérili jsme, ze posloupnost {a,} spliuje predpo-
klady véty o limité monoténni posloupnosti (Véta ) Podle této véty ma tedy
posloupnost {a,} vlastni limitu. Ozna¢me ji symbolem A.

Poslednim krokem fe$eni bude vypocet hodnoty 4. Z (.18) plyne, 7e pro kaz-
dén e N plati aZ | = a, + ¢. Z véty o limit¢ vybrané posloupnosti (Véta
odvodime, Ze také lima, 11 = A, a z véty o aritmetice limit (Véta dostane-
me vztahy lima2 | = A? alim(a, + ¢) = A + ¢. Ziskali jsme kvadratickou rovnici
A2 =A+c pro neznamou hodnotu 4, o které zatim vime jen, Ze existuje. Vypo-
¢tem zjistime, Ze A je rovno bud %(1 + 1+ 4c¢) nebo %(1 — /1 +4c). Hodnota
%(1 — +/1 + 4c) viak nemiize byt limitou posloupnosti {a,}, protoze je to zaporné
¢islo a vSechny prvky posloupnosti {a, } jsou nezaporné. To by bylo ve sporu s Vé-
tou (b) (do niz bychom dosadili B =0a b, = 0,n € N). Odtud vyplyva, ze
lima, = %(1—}—«/1—}—40). 2
2.4.4. Dulezitou soucasti feseni predchazejiciho prikladu bylo ovéfeni existence
limity posloupnosti {a, }. Bez tohoto kroku by bylo feseni netplné. Uvazujme po-
sloupnost {b, } definovanou rekurentné predpisem

bl = —1, bn+1 = —bn, neN,

Za predpokladu, ze lim b, existuje a je rovna prvku 4 € R*, bychom podobné jako
v tfe$eni Prikladu odvodili, ze A = —A4, a tedy A = 0. Limita posloupnosti
{b,} ale neni rovna 0, nebot b, = (—1)" pro kazdé n € N, jak Ize snadno ovérit.

2.4.5. Priklad. Pron € N definujeme

1 n 1 n+1
a,,:(1+_), bn=(1+—) |
n n

Dokazte, ze posloupnost {a,} je rostouci a shora omezena a posloupnost {b,} je
klesajici a zdola omezend, a tedy jsou ob¢ posloupnosti konvergentni, a ze navic
platilima, = limb,.

Reseni. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Piiklad [[.8.10) plyne od-

had
1 n+2 1
14— 1+ —.
( + n(n + 2)) it n

Algebraickymi Gpravami odtud odvodime nerovnost

n+D2\""? 41
(n(n+2)) ~ n

’
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n n4+1 n+2 n42 n+2
> b
n+1 n n+1

NG n42\"?
b, = > =byi1.

Odtud vyplyva, ze posloupnost {b,} je klesajici.
Nyni dokazeme, ze posloupnost {a,} je rostouci. Necht n € N. Potom z Ber-

noulliovy nerovnosti (Ptiklad plyne, ze

a tedy

jinymi slovy

1 n —1
=) > 14n— > 1-—
( (n+1)2) e P | Ry

Odtud dostaneme
nn+2)\" n+1
> .
((n + 1)2) n+2

Tedy

(n+1D2\" " +2
n(n+2) n+1"
Dokazali jsme, Ze pro kazdé n € N plati

n+1 n< n4+2 n+1
a, = = dad s
n n n+ 1 n+1

takze posloupnost {a,} je rostouci.
Z monotonie posloupnosti {a,} a {b,} dostaneme, ze pro kazdé n € N plati

2=a1<a, <b, <b; =4.

Z véty o limité monoténni posloupnosti (Véta tedy plyne, ze existuji vlastni
limity lima, = A alimb, = B. Podle véty o limité a usporadéani (Véta 2.2.44) plati
A, B € [2,4]. Podle véty o limité podilu (Véta R.3.27(c)) tedy dale plati

. by B
lim — = —.
n—00 @, A

Podle definice posloupnosti {a,} a {b,} dale plati

b 1
lim = = lim (1+—)=1.
n—>00 Ay, n—00 n

Tedy A = B. Tim je tvrzeni dokazano. ry

1 n
e = lim (1 + —) )
n—oo n

2.4.6. Definice. Oznadime
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Z Prikladu Vypl}’/vé, ze toto Cislo je dobfe definovano. Cislo e nazyvame Eu-
lerovym &islem A

2.4.7. Véta (BolzanoE—Weierstrass). Necht {a, } je omezena posloupnost realnych
¢isel. Potom existuje vybrana posloupnost {a,, }3> ,, ktera je konvergentni.

Diikaz. Posloupnost {a,} je omezena, a proto existuji m, M € R takova, ze m <
an, < M pro kazdé n € N. Polozme oy = m, f1 = M. Predpokladejme, zZe pro
néjakék € N mame zvolena¢islaay,...,ax api, ..., Pi. Jelimnozina{n € N; a, €
[otg, a";ﬂ"]} nckoneéna, pak polozime ag41 = g a fry1 = “";ﬁk
{n e N; a, € |, “";ﬁ"]} konec¢na, pak polozime ag 41 = “"';ﬁk a Bri1 = Pr. Pro
kazdé k € N platf o < i a [ax41. Bry1] C ek Bi]- Navic fr —ay = 222

Posloupnost {a } je neklesajici a posloupnost { B } je nerostouci. Navic pro kaz-
dé k € N plati ax < Bix < 1, takze posloupnost {ax} je shora omezena. Obdobné
lze dokazat, ze posloupnost {B;} je zdola omezena. Tudiz existuji vlastni limity
posloupnosti {ag} a {Br}. Oznaéme A = limag a B = lim fi. Protoze 4, B € R, je
B — A definovany vyraz. Z véty o aritmetice limit plyne, ze lim(By —ax) = B — A.
Jest

. Je-li mnozina

. . M—-—m
e e e = i, e =0
takZze A = B.

Polozme n; = 1a predpokladejme, ze pro néjaké k € N mame zvolena priroze-
nacislan; <np <--- < ny takova, Zze provsechna j e N, j < k,platianj € [, Bl
Podle vyse uvedené konstrukce je mnozina {n € N; a, € [@x41.Br+1]} nekonec-
na. Tudiz také mnozina {n € N; n > ng, a, € [ax41.Br+1]} je nekonecna. Tedy
existuje ng41 € N takové, ze ngyy > ng a dny,, € (@41, Pr+1]. Potom pro kazdé
k € N plati o < an, < Bk.Dle véty o dvou straznicich tedy plati limy_, o an, = A.
Protoze A € R, nalezli jsme konvergentni podposloupnost posloupnosti {a,}. =

2.4.8. Necht {a,} je shora omezena posloupnost realnych ¢isel. Polozime-li b, =
supfax; k € N, k > n}, n € N, pak je {b,} nerostouci posloupnost realnych ¢i-
sel. Podle véty o limité monoténni posloupnosti (Véta tedy existuje lim b,,.
Necht je posloupnost {a, } zdola omezena. Polozime-lic, = inf{ay; k € N, k > n},
n € N, pak je {c, } neklesajici posloupnost realnych ¢isel, a tedy lim ¢, opét existuje.
Tyto tvahy ukazuji, ze nasledujici definice je korektni, nebot v ni uvedené limity
existuji.

2.4.9. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel. Pak definujeme

lim sup{ax; k € N, k > n}, jeli {a,} shora omezena,

n—o0o

limsupa, = o
n—>oco 0, je-li {a,} shora neomezena.

?Leonhard Euler (1707-1783)
3Bernard Bolzano (1781-1848)
4Karl Weierstrass (1815-1897)
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Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a,}. Obdobn¢ definujeme
limes inferior posloupnosti {a,} predpisem

o lim inf{ag; k € N, k > n}, je-li{a,}zdola omezena,

liminfa, = {7~ L

n—>00 —00, je-li {a,} zdola neomezena.
Pokud nemitize dojit k nedorozuméni, budeme misto symbolt limsup, | _a, a
liminf, o a, psat pouze limsupa, aliminfa,.

2.4.10. Poznamka. V literatute se ¢asto vyskytuji symboly lim a, a lim a,, oznacu-
jici lim sup a, a liminfa,, v nasem textu je ale nebudeme pouzivat.

2.4.11. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Na rozdil od limity posloupnosti,
ktera nemusi existovat, hodnoty lim sup a, alim infa, existujia splnujilimsup a, €
R*, liminfa, € R*. Z definice limes inferior a limes superior plyne, ze liminfa, <
lim sup a,. Hodnoty lim sup a, a liminfa, se nemusi rovnat, jak ukazuje nasledu-
jici priklad.

2.4.12. Priklad. Dokazte, Ze limsup(—1)" = 1 aliminf(—1)" = —1.

Resend. Posloupnost {(—1)"} je omezena, nebot pro kazdé n € N plati [(—1)"| = 1.
Odtud vyplyva, ze

limsup(—1)" = lim sup{(-1)*; k e N, k > n}.
n—>00
Pro libovolné n € N existuje sudé ¢islo k > n. To znamena, ze
sup{(-D¥; keN, k>n} =1,

a tedy
limsup(—=1)" = lim 1 =1.

n—>o00

Obdobné lze dokazat, ze lim inf(—1)" = —1. *

2.4.13.Véta. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isela A € R*. Potom lima, = 4
pravé tehdy, kdyz lim supa, = liminfa, = A.

Dikaz. = Predpokladejme nejprve, ze plati A € R. Posloupnost {a,} je konver-
gentni, a tedy podle Véty R.2.25 omezenéd. Mizeme tedy definovat posloupnosti
realnych cisel {b,} a {cu}, kde b, = suplax; k € N, k > n}ac, = inflax; k €
N, k > n}, n € N. Pak je posloupnost {b,} nerostouci a posloupnost {c, } neklesa-
jici. Navic ztejmé plati ¢, < b, pro kazdé n € N. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému
nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a, — A| < e. Protoze
pro kazdé n € N, n > no, plati a, > A — ¢, z definice infima dostavame nerovnost
Cny = A — e. Podobné lze odvodit nerovnost b,, < A + ¢. Pak pro kazdé n € N,
n > no, plati
A_efcnofcnfbnfbnofA‘f'&

Podle véty o limité¢ a usporadani (Véta (b)) dostavame

A—¢ <liminfa, <limsupa, < A +e¢.
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Vzhledem k tomu, Ze £ bylo zvoleno libovolné¢, plati podle Lemmatu limsupa, =
liminfa, = A.

Je-li A = oo, pak {a,} neni shora omezena, ale je omezena zdola (Véta .
Tedy podle definice dostavame lim sup a, = oo aliminfa, = limc,. Necht K € R.
K nému existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, > K, a tedy
také ¢, > K. Odtud plyne lim ¢, = oo, a tudiz liminfa, = oco.

Je-li A = —o0, postupujeme obdobné jako v predchéazejicim pripadé.

< Nejprve opét predpokladejme, ze plati A € R. Potom je podle definice limes
superior a limes inferior posloupnost {a, } omezena. Necht posloupnosti {b,} a {c,}
jsou definovany stejn¢ jako v predchozi ¢asti diikazu. Potom pro kazdén € N plati
¢n < an < by. Navic z predpokladu vyplyva, ze limc, = limb, = A. Pomoci véty
o dvou straznicich (Véta 2.2.46) tedy dostdvame lima, = A.

Necht A4 = oo. Potom je podle Véty posloupnost {a,} zdola omezena,
takze je mozné definovat posloupnost {c, } jako vyse. Je zfejmé, ze pro kazdén € N
plati ¢, < a,. Z definice limes inferior navic vime, ze liminfa, = limc,, a tedy
podle predpokladu plati lim ¢, = co. Podle Véty tedy plati lima, = oo.

Jestlize A = —oo, pak lze tvrzeni dokazat obdobné jako v ptipadé, kdy 4 = oo,
pfi¢emz misto Véty R.3.33 je tieba pouzit Vétu . ]

2.4.14. Véta. Necht {x,} a {y,} jsou posloupnosti realnych ¢isel. Potom

(@) liminfx, + liminfy, < liminf(x, 4+ y,), pokud je vyraz na levé stran¢
definovan,

(b) limsup(x,+y») < limsup x, +lim sup y,, pokud je vyraz na pravé strané
definovan.

Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni (b). Nejprve predpokladejme, Ze limsupx, +

lim sup y, = oco. Potom je dokazovana nerovnost trivialni. Necht nyni lim sup x, +

lim sup y, < oo. Potom jsou nyni obé posloupnosti {x,}, {y,} shora omezené, a te-

dy také posloupnost {x, + y,} je shora omezena. Takze pro kazdé n € N plati

rovnost
lim sup(x, + yn) = nli)rglo sup{xg + yk; k € Nk > n}. (2.19)

Ozna¢me
Zn = sup{xx; k € N,k > n} + sup{yx: k € N,k >n}, neN.
Potom je posloupnost {z,} nerostouct, a tedy podle véty o limit¢ monoténni po-
sloupnosti (Véta mé limitu. Navic z Véty [[.7.6(a) plyne pro kazdé n € N
sup{xx + yk; k e N,k > n} < z,.

Podle véty o limité a usporadani (Véta (b)) plati

lim sup{xy + yx: k e N,k > n} < lim z,. (2.20)
n—00 n—>o0
Z definice limes superior a véty o limité souctu (Véta (a)) pak dostavame
lim z, = limsup x, + limsup y,. (2.21)
n—>0o0

Koneéné z (2.19), (2-20) a (2.21) plyne dokazované tvrzeni.
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Tvrzeni (a) je mozné dokazat obdobné. ]

2.4.15. Véta. Necht {x,} a {y,} jsou posloupnosti realnych ¢isel. Predpokladejme,
ze plati
dng e NVn e N,n >ng: x, < yy.

Potom limsup x, < limsup y, aliminfx, <liminfy,.

Diikaz. Odvodime pouze prvni nerovnost, druhou lze dokazat obdobné. Pokud
je posloupnost {y,} shora neomezena, pak limsup y, = oo a nerovnost zfejmé
plati. Pokud je posloupnost {y,} shora omezena, pak je shora omezena i posloup-
nost {x,}. Dokazovana nerovnost potom plyne z nerovnosti sup{xyg; k > n} <
sup{yk; k > n},n € N, az véty o limité a usporadani (Véta .3.39(b)). ]

2.4.16. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a 4 € R*. Rekneme, 7e
A je hromadna hodnota posloupnosti {a,}, jestliZe existuje vybrana posloupnost
{an, 152, z posloupnosti {a,} takova, Ze plati limg o0 an, = A. Mnozinu véech
hromadnych hodnot posloupnosti {a,} zna¢ime H({a,}).

2.4.17. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a {a,, }32 , je jeji podposloupnost.
Potom plati H({as,}3>,) C H({an}), nebot vybrana posloupnost z podposloup-
nosti posloupnosti {a, } je také vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }. Jsou-li
totiz {ny}32, a {k;}32, rostouct posloupnosti posloupnosti piirozenych ¢isel, pak
také {ny, }72, je rostouci posloupnost ptirozenych isel.

2.4.18. Priklad. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel a m € N. Dokazte, ze
H({an+min=1) = H({an}).

Resen. Posloupnost {a,4m}ae; je podposloupnosti posloupnosti {a, }, takze inklu-
ze H({an+m}3>,) C H({an}) plyne zR.4.17. Dokazeme opa¢nou inkluzi. Necht 4 €
H({an}). Pak existuje posloupnost {ay, }> | vybrana z posloupnosti {a,} splnujici
limg 00 @, = A. Posloupnost {ng 4, }72, je rostouci posloupnost ptirozenych ¢i-
sel. Ponévadz podle Lemmatu pro kazdé k € N plati ng4,, > k +m > m, je
{an 1mire, Vybranou posloupnosti z posloupnosti {@,+m}5e,. Podle Véty
potom limy_, Angyy = A, aproto A € H({an+mpey)- S

2.4.19. Priklad. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel splnujicia < a, < b
pro néjakda a,b € R, a < b, a pro kazdé n € N. Necht A je hromadna hodnota
posloupnosti {a, }. Dokazte, Ze potom A4 € [a, b].

Resent. Necht {ng} je rostouci posloupnost indexti takovd, ze limg o0 an, = A.
Polozme by = a pro k € N. Potom limg_,oc by = a a pro kazdé k € N plati
an, > bi. Podle Véty (b) plati A > a. Obdobné¢ lze dokazat, ze A < b.

Y

Tvrzeni je dokazano.

2.4.20.Véta. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Potom lim sup a, aliminfa,
jsou hromadnymi hodnotami posloupnosti {a, } a pro kazdou hromadnou hodno-
tu A posloupnosti {a,} plati liminfa, < A < limsupa,.
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Ditkaz. Oznac¢me limsupa, = A. Predpokladejme nejprve, ze A € R. Pak {a,}
je shora omezena. Polozme b, = sup{ax: k € N, k > n}. Pak je posloupnost
{b,} nerostouci a limb, = A. Protoze limb, = A, existuje m; € N takové, zZe
bm, < A + 1. Z definice by, vyplyva, ze existuje n; € N, ny > my, spliujici b, >
an, > by, — 1. Pak plati |b,,, —am,| < 1. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké k € N
mame urcena prirozena ¢islamy,...,mg any, ..., ng. Protoze limb, = A, existuje
miy1 € N takové, ze myg 1 > my a by, <A+ k;+1 Z definice by, ., vyplyva, ze
existuje ng 41 € N, takové, Ze ngy1 > mp 1 @bmy > angyy > by — ﬁ Takto
postupné definujeme viechny cleny posloupnosti {ng}g>, a {my}3> . Pro kazdé
k € N pak plati
2 2 2

lan, — Al < lan, —bm; | + |bm, — Al < % + e
a tedy lima,, = A. Odtud vyplyva, ze A € H({a,}).

Predpokladejme nyni, Ze A = oo. Potom je posloupnost {a,} shora necomeze-
na. Existuje tedy n; € N takové, Ze a,, > 1. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké k € N
jsme jiz urcili pfirozena &isla ny, ..., ng. Mnozina {a;; j > ni} je shora ncomeze-
na. Mizeme tedy nalézt ngyy € N, ngyq > ng, takové, ze an, ., > k + 1. Podle
Véty plati limg _, o @y, = 00, takze oo € H({a,}).

Kone¢né predpokladejme, ze A = —oo. Podle plati liminfa, < —oo,
tedy liminfa, = —oo. To podle Véty znamenad, ze lima, = —oo. Odtud
bezprosttedné vyplyva, ze A € H({a,}), nebot posloupnost {a,} je svou vlastni
podposloupnosti,

Dokazali jsme, ze limsupa, € H({a,}). Obdobné lze dokazat, ze liminfa, €
H({an}). Zbyva dokazat, ze pro kazdou hromadnou hodnotu A posloupnosti {a, }
platiliminfa, < A <limsupa,.

Predpokladejme, ze y € H({an}). Je-li limsupa, = oo, pak zfejmé plati y <
limsupa,. Je-li limsupa, < oo, pak je posloupnost {a,} shora omezena a pro
kazdé n € N plati a, < b,. Necht {ni} je rostouci posloupnost ptirozenych cisel
splnujici limg_,o an, = y. Potom pro kazdé k € N plati a,, < by, ,a tedy dle véty
o limité a usporadani (Véta R.3.39(b)) plati y < lim sup a,. Obdobné lze dokézat,

ze y > liminfa,. Tim je dikaz véty proveden. [

2.4.21. Dusledek. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel. Potom je mnozina
H({an}) neprazdna.

Diikaz. Podle Véty obsahuje mnozina H({a,}) prvek limsup a,, je tedy ne-
prazdna. ]

2.4.22. Dusledek. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Potom platilim supa, =
max H({a,}) aliminfa, = min H({a,}).

Diikaz. Tvrzeni plyne bezprostiedné z Véty . ]

2.4.23. Dusledek. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isela A € R*. Je-lilima, =
4, pak H({a,}) = {4},
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Ditkaz. Podle Véty plati limsupa, = liminfa, = A, takze tvrzeni plyne z
Véty .4.20. "

2.4.24. Priklad. Nechta, = (—1)",n € N. Dokazte, ze H({a,}) = {—1, 1}.

Reseni. Protoze podposloupnosti {axc}32 ; a {axk+1}5~, posloupnosti {a,} splnuji
limg oo dor = 1 alimg_ o0 ask+1 = —1, dostavame inkluzi H({a,}) D {—1, 1}.
Opacnou inkluzi dokazeme sporem. Necht existuje 4 € R* takové, ze 4 €
H({an}) \ {—1,1}. Potom existuje podposloupnost {a,, }3> , posloupnosti {a,} ta-
kova, ze limg_,o0 an, = A. Podle Lemmatu existuje &1 € R, g1 > 0, takové,
7e—1¢ B(A,e1)aey € R, ey > 0, takové, ze 1 ¢ B(A, &3). Polozme ¢ = min{eq, &5}.
Potom B(A,¢) N{—1,1} = @. Pro kazdé k € N plati bud a,, = 1neboa,, = -1,
a tedy an, & B(A,¢), coz je ve sporu s tim, Ze limg_, o0 an, = A. Odtud plyne
H({an}) C {—1,1}. Tim je tvrzeni dokazano. *

Na zavér tohoto oddilu uvedme jesté Bolzanovu—Cauchyoqu podminku. Jeji
vyznam ukazuje pak nasledujici véta.

2.4.25. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel. Rekneme, Ze {a,} spl-
nuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku, jestlize

VeeR,e>03nge NVm,n e N,n >ng,m > nyg: la, —an| <e.

2.4.26.Véta. Posloupnost {a, } ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyz splnuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku.

Ditkaz. = Predpokladejme nejprve, Ze posloupnost {a, } ma vlastni limitu a oznac-
me tuto limitu 4. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Z definice limity k tomuto & nalezneme
no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > nyg, plati |a, — A| < . Potom pro kazdé
m,n € N,m > ng,n > no, plati

lan —am| < lan — Al + |A —am| < &+ & = 2e.

Posloupnost {a,} tedy splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

< Nyni naopak predpokladejme, ze posloupnost {a,} splnuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme no € N takové,
ze prom,n € N, m > no, n > ny, plati |a, — am| < €. Potom pro m = ng do-
stavame pro kazdé n € N, n > ng, nerovnosti a,, — & < a, < dn, + €. Mnozina
{aj; j € N, j > no} je tedy omezena. Mnozina {a;: j € N, j < no} je kone¢na,
a proto je také omezena. Odtud plyne, ze posloupnost {a,} je omezena, takze mu-
zeme definovat posloupnosti {b,} a {c,} jako v textu pred Definici . Z definice
téchto posloupnosti vyplyvaji pro kazdé m € N, m > ng, odhady

Qny — & < Cm < by < an, + ¢,

a tedy také

an, — € < liminfa, <limsupa, < an, +¢.

5 Augustin Louis Cauchy (1789-1857)



2.5. TEORETICKE PRIKLADY K LIMITE POSLOUPNOSTI 99

Odtud dostavame liminfa, € R, limsupa, € R a
0 < limsupa, —liminfa, < 2e,
a tedy, protoze & bylo zvoleno libovolné,
liminfa, = limsupa, € R.

Oznacime-li A = liminfa,, pak podle Véty plati lima, = A. Jak vime,

A € R, takze posloupnost {a,} ma vlastni limitu. [

9.4.97. Véta (Borelova vétall). Necht 1 je uzavieny interval a § je mnozina ote-
vienych intervalt takova, ze I C |J 8. Potom existuje kone¢na mnozina 8, C S
takova, ze I C | 8o.

Dikaz. Necht I = [a,b], kde a,b € R, a < b. Ozna¢me symbolem M mnozinu
vsech x € [a,b], pro které existuje kone¢na mnozina 8, C & takova, ze [a,x] C
(U 8x. Dle predpokladu existuje otevieny interval I, € § splnujicia € I,. Polozme
84 = {1,}. Potom je zfejmé 8, kone¢na mnozina a plati[a,a] C | 84. Tedya € M,
takze mnozina M je neprazdna. Navic je zfejmé b horni zdvorou mnoziny M, a tedy
M je shora omezena. Oznac¢me y = sup M. Z vyse uvedenych faktd vyplyva, ze
y € la,b]. Protoze I, je otevieny interval, existuje x € [a,b], x > a, takové, ze
x € I,. Pak zfejmé plati [a, x] C | J 84, a tedy x € M. To znamena, ze y > a.

Dokazeme, ze y € M. Dle ptedpokladu existuje otevieny interval I, € § spl-
nujici y € 1. Tedy existuje § € R, § > 0, takové, ze y =6 > aa (y —6,y] C I,.
Polozme z = y — % Potom z < y, a tedy dle definice suprema existuje konec¢na
mnozina §, C & splnujici [a, z] C |J 8. Polozme &, = 8§, U {I,}. Potom je §, ko-
necna mnozina otevienych intervalti. Predpokladejme, ze x € [a, y]. Je-lix € [a, z],
potom x € | J8;. Je-li x € (z,y], potom x € I,. V kazdém pripadé plati x € (J 8y,
takze [a, y] C |J4&y. Odtud vyplyva, ze y € M.

Zbyva dokazat, ze y = b. Predpokladejme, ze y < b. Potom existuje otevieny
interval J, € § splnujici y € Jy. Tedy existuje ¢ € R, & > 0, takové,ze y + e <ba
[v.y+e¢) C J,. Potom pomoci obdobné tivahy jako vyse l1ze dokazat, ze y +c € M.
To je spor s definici suprema. Dokazali jsme tedy, ze b = supM a b € M. Odtud
vyplyva tvrzeni véty. [ ]

2.5. Teoretické priklady k limité posloupnosti

2.5.1. Priklad. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R. Dokazte, ze
lima, = A pravé tehdy, kdyz pro kazdé e € R, & > 0, je mnozina

neN;a, g(A—¢e A+ e)}

koneéna.

6Emile Borel (1871-1956)
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Reseni. <  Zvolme ¢ € R, & > 0. Polo¥me
ng=max{n e N; a, ¢ (A—¢,A+¢)} + 1.
Potom pro kazdén € N, n > ng, platia, € (A —¢&, A + ¢). Protoze ¢ bylo zvoleno
libovolné, dokazali jsme, ze lima, = A.
= Zvolmee € R, ¢ > 0. Z definice limity k tomuto ¢ existuje ng € N takové,
zeprokazdén € N,n > ng, plati|a,—A| < e. Mnozina{n € N; a, ¢ (A—e, A+¢)}je
tudiz podmnozinou koneéné mnoziny {n € N; n < ng},atedy je samakoneéna. &

2.5.2. Priklad. Dokazte, Ze lim % =0.
n

Reseni. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle Archimédovy vlastnosti realnych ¢isel k nému

nalezneme ng € N takové, Ze ng > Elz Potom pro kazdé n € N platin > 8%, a tedy

«/Lﬁ < ¢. Zaroven ziejm¢ pro kazdé n € N plati —¢ < \/Lﬁ Tedy pro kazdén € N

plati |\/L7; — 0] < ¢. Podle definice limity odtud vyplyva, ze lim \/LZ =0. *
2.5.3. Priklad. Nechta € R,k € N aa > 1. Dokazte, ze
nk
lim — = 0.
n—oo g

Resend. Nejprve dokazeme tvrzeni pro k = 1. Ozna¢me ¢ = a — 1. Potom ¢ > 0, a

tedy pro kazdé n € N, n > 2, plati podle binomické véty (Véta

NIRRT o (k)k . (2) _ %
k=0

Tudiz pro kazdé n € N, n > 2, plati
0 < n - 2 2
— <n = .
a® — nn+ 12 2m+1)
Protoze Iim m = 0, plyne z véty o dvou straznicich (Véta , ze lim % =
0.

Necht nyni k € N. Ozna¢me b = ak.Pakb > 1, a tedy dle jiz dokazané casti
tvrzeni plati lim 77 = 0. Podle véty o aritmetice limit (Véta 2.2.36(b)) plati
k k
lim = = lim (i) =0* = 0.
an bn

Tvrzeni je dokazano. Fy

2.5.4. Priklad. Nechta € R, a > 0. Dokazte, ze

Resent. Z Archimédovy vlastnosti realnych &isel (Véta [1.5.27) vyplyva existence &is-
lam € N splnujictho m > a. Pro kazdé n € N, n > m, potom plati

n

a a a a a a

a a
2 3 mm+1m+2 n—1 n

a
n! 1
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Potom pro kazdé j € N, j <m — 1 plati

a
—=a
J
aprokazdé j e N,m < j <n—1 plati
a
- =<1
J
Celkem tedy dostavame odhad
a a a a a a a a<am
1 23 mm+1m+2 n—1n" n’

Pro n € N oznadime

m n

a a
a, =0, b,=—ac, = —.
n n!
Potom pro kazdén € N, n > m, platia, < ¢, < b, a navic
lim a, = lim b, = 0.
n—>00 n—>oo

Podle Véty o dvou straznicich (Véta tedy dostavame

n! 1 2 3 n—1 n
n  non on n n
Postupné¢ odhadneme kazdy ¢initel v tomto soucinu a dostaneme
n! 1 1
_S_.l.l...1-1=—'
n” n n
Pro n € N oznadime
1 n!
a, =0, bn:—acn:—n.
n n
Potom pro kazdé n € N plati a, < ¢, < b, anavic

lim a, = lim b, = 0.
n—>oo n—>oo

Podle Véty o dvou straznicich (Véta tedy dostavame

. n!
lim — =0
n—oo ph

2.5.6. Priklad. Dokazte, ze
lim ¥n! = .

n—o0
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Reseni. Zvolme n € N. Potom zfejmé plati

mznt- -2 [2] = [2]".
a tedy
Vnt > \/[27 = \/@
Déle ziejmé plati
fim 5] =
Z Véty tudiz vyplyva, ze také lim, o0 ¥/n! = 0. Fs

2.5.7. Priklad. Dokazte, Ze

lim logn = oo.

n—>oo
Reseni. Necht K € R. Musime nalézt ng € N takové, aby pro kazdé n € N, n > ny,
platilo logn > K. Tato nerovnost je podle vlastnosti logaritmu a exponencialni

funkee (Véta [.7.16(h)) ckvivalentni nerovnosti
n> ek, (2.22)
Podle Archimédovy vlastnosti realnych cisel (Véta ) existuje no € N takové,

ze ng > eX (naptiklad mtizeme volit ng = [eX] + 1). Potom pro libovolné n € N,
n > no, plati ). Tim je tvrzeni dokazano. ry

2.5.8. Priklad. Nechtg € R a @ € R. Dokazte, Ze posloupnost {ag”}52, je mono-
tonni prave tehdy, kdyz ¢ > 0 nebo o = 0.

Resent. Je-li o = 0, pak je posloupnost {ag"}52, konstantni, a tedy monoténni.
Predpokladejme, ze o > 0. Je-li ¢ € [0, 1], pak pro kazdé n € N plati ¢"*! < ¢",a
tedy také ag"*! < ag™. Posloupnost {og"}32, je tedy v tomto piipadé nerostouci.
Jelig € [1,00), pak pro kazdé n € N plati ¢"*t! > ¢", a tedy také ag"*! > ag™ a
posloupnost {ag"}52 , je tedy v tomto ptipadé neklesajici. Obdobné lze dokazat, ze
je-lia < 0, pak je posloupnost {ag” }52 | neklesajici pro kazdé g € [0, 1] a nerostouct
pro kazdé g € [1, 00).

Predpokladejme, ze @ > 0 a ¢ < 0. Pak pro kazdé n € N sudé plati ag” > 0 a
pro kazdé n € N liché plati ag” < 0. Odtud plyne, Ze pro kazdé n € N sudé plati
aq" < ag"t! a pro kazdé n € N liché plati g™ > ag"*'. Posloupnost {ag"}32,
tedy neni monoténni. Obdobné lze dokazat, ze posloupnost {ag” }52 | neni mono-
ténni, je-lie < 0a g < 0. Tvrzeni je dokazano. *

2.5.9. Priklad. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel splnujici
lim (a,,+1 —an) =0.
n—oo
Dokazte, Ze pro mnozinu hromadnych hodnot této posloupnosti plati

H({an}) = {c € R*; liminfa, < ¢ < limsupa,}.
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Reseni. Oznaéme a = liminfa, a b = lim supa,. Z Véty plyne inkluze ,,C*
a fakt, ze a,b € H({an}). Stadi proto dokazat, ze kazdy prvek intervalu (a, b) lezi
v mnoziné¢ H({a,}). Necht tedy ¢ € (a,b) je dano. Zvolme § € R, § > 0, splnujici
a <c—38 <c+d < b. Hlavni myslenka diikazu spociva v ovéteni nasledujiciho
pozorovani:

VeeR,e€(0,) VkeNIneN:n>k&a, € (c—s,c¢+e¢).

Abychom tento fakt dokazali, uvazujme dané ¢ € (0,00) a k € N. Nalezneme
Jo € N takové, ze jo > kaproj € N, j > jo, plati |aj+1 —aj\ < &. Protoze
a < ¢ — 5, z definice limes inferior existuje j; € N, ji > jo, spliujicia;, <c—§
a protoze ¢ + 5 < b, z definice limes superior existuje j> € N, j» > ji, splhujici
aj, > ¢ + 5. Polozme

N:{Nﬂ[jl,jz]:aj <c—§}.

Protoze j; € N, je N neprazdna kone¢na mnozina, a existuje tak m = maxN.
Protoze j, ¢ N, platim < j,. Pfirozené ¢islo k = m + 1 pak spliuje j; <k < jr a
k ¢ N.Proto ap > ¢ — 5. Dostavame tak

& &
C_Efak:am+l=am+1_am+am<5+c_izc+_~
Cislokje tedy pozadovany index, nebot k > m > j; > jo >k a
< 8< < _|_8< +
c—e<c—-—<aq<c+=-<c+e
2 = =T,

Tim je diikaz pozorovani dokoncen.

Pomoci pravé ovéreného pozorovani jiz dtikaz tvrzeni snadno dokonéime. Po-
loZme g = %, k € N, a induktivné nalezneme rostouci posloupnost indexi {rny}
splnujici a,, € (¢ — &k, c + ex). V prvnim kroku indukce nalezneme pomoci pozo-
rovani pouzitého pro k = I index ny > 1 takovy, zZe a,, € (c —¢&y,c +&1). Mame-li
nyni jiz nalezena ptirozena ¢islany < ny < --- < ng splnujici a,, € (c —¢&j,c + &)
pro j € {l,...,k}, pouzijeme pozorovani pro prirozené ¢islo ng k nalezeni indexu
Niy1 > ng takového, ze an, | € (¢ — exq1.¢ + ex41)-

Tim jsme nalezli posloupnost {a,, } vybranou z posloupnosti {a,}, ktera kon-
verguje k ¢, jelikoz

li —c| < lim 2¢, = lim —— = 0.
iy leme el = i 200 = i 5
Tedy ¢ € H({a,}) a diikaz tvrzeni je dokoncen. *

2.5.10. Priklad. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi cleny. Dokazte, Ze plati

lim inf

an+1 an+1
n—00  dp n '

< liminf ¢/a, <limsup ¥a, <limsup
n—00

n—00 n—>00 a
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Resend. Nejprve dokazeme prvni nerovnost. Oznaéme B = lim inf%. Pokud
B = 0, pak dokazovana nerovnost zfejmé plati. Pfedpokladejme nyni B > 0. Zvol-
me K € R takové, Ze B > K > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze

an+1
VneN,n>ngy: nt > K.
dap

Pro kazdé n € N,n > ny, plati

1
an dp—1 Anp+1 " _
i, = ( A, ) = (KT 0ay,)

ap—1 An—2 ang
Z Véty dostaneme
liminf %/a,, > liminf (K”_"Oa,,o)
Pomoci Ptikladu spocteme
lim (K” "0g, )

n—>o0

Podle Véty tedy také plati
lim 1nf(K" "0q, )% =K,

n—>00

3=

=

S|

= nhm K (K_”Oano) = K.

takze celkem dostavame

liminf ¥/a, > K.
Diky volbé K odtud plyne

liminf %/a, > B.

n—>00
Tim je dokdzana prvni nerovnost. Druha nerovnost platl' podle . Zbyva pro-
vést ditkaz tfeti nerovnosti. Ozna¢me A = lim sup "+‘ . Potom 4 € R*, 4 > 0.
Pokud A = oo, pak dokazovana nerovnost zfejmé platl Predpokladejme tedy, ze
A € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, Ze

a
VneN,n>ny: ntl < A+es.
an
Pro kazdé n € N,n > nyg, plati
1
ap Aap—1 a 1 n _ 1
[ :( n Cnol | Zhod ano) < ((A+8)"ay)" . (2.23)
ap—1an—2 Apg

Z Veéty dostaneme
lim sup ¥/a, <limsup ((4 + &)" "an,)
Pomoci Ptikladu spo(:teme
1
nlggo 4+ 8)"_”051,,0) hm (A +&) (A4 e)ay,)" = A+e.
Podle Véty tedy také plati
lim sup ((4 + &)""an,)

n—>00

S|

3=

=A+e,
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a tedy celkem dostavame
limsup ¥a, < A+e.
Diky volbé ¢ odtud plyne, ze limsup /a, < A. Tim je dokdzana treti nerovnost.
Y

2.5.11. Priklad. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a {by }32 ; je posloupnost
realnych cisel splnujicich by € H({a,}) pro kazdé k € N. Necht dale b € R* a
limg_, o0 bx = b. Dokazte, ze potom b € H({a,}).

Reéseni. Polozme ¢ = 1. Nalezneme k; € N takové, Ze bi, € B(b.1). Z definice
hromadného bodu plyne, ze pak existuje n, € N takové, ze a,, € B(b, 1).

Necht j € N a predpokladejme, ze jiz mame urcena pfirozend cislany, na, -+, nj.
Potom existuje k;+1 € N takové, ze by, , € B(b, ]%) Nalezneme ;4 € N tako-
vé, Zenjy1 >njadan; ., € B(b, jﬁ).

Podle principu matematické indukce takto zkonstruujeme rostouci posloup-
nost ptirozenych ¢&isel {n;}?2, spliujic limj o0 an;, = b. Tedy b je hromadnym
bodem posloupnosti {a,}. *

2.5.12. Priklad. Nechta € R\ Q. Dokazte, ze pro hromadné body posloupnosti
{an} = {na — [na]} plati H({ax}) = [0, 1].

Reseni. Nechte € R, ¢ € (0, %), ax € (e,1—¢). Nalezneme m € N takové, ze m > %
Nyni dokazeme, ze plati vyrok

1
dpe€Z3IqeN: |lag—p| < — <e. (2.24)
m

Prok €{0,...,m} polozme x; = ak—[ak]. Pak pro kazdé takové k plati x; € [0, 1).
Interval [0, 1) je sjednocenim m intervala tvaru

0.1y, [L,2) .. =1

m’ U m/
Existuje tedy alespon jeden z uvedenych intervalti, ktery obsahuje dva ¢leny po-
sloupnosti {x}}_,. Predpokladejme, ze jde o prvky x; a x;, kde i < j. Pak plati
|x; —xi| < % Polozme p = [oj] — [wi]ag = j —i. Potom p € Z,q € N a plati

. . . 1
lge = pl = | = e = (fej] = [wiD)| = |x; = xi] < —.

Tim je dokdzéna platnost vyroku (2.24).

Dokazeme, ze g — p # 0. Kdyby ga — p = 0, pak by a = 5, coz neni mozné,
protoze « je iracionalni.

Nalezneme ng € Z splnujici

no(qae — p) € (x —e,x + ¢). (2.25)

Odtud plyne, ze ng # 0,nebot 0 ¢ (x —¢, x +¢). Dale plati [ng(axg — p)] = 0, a tedy
nop = [noaq].

Je-ling > 0, polozime n = noq. Potomn e Naz vyplyva, ze

an = nooqg — [noaq] € (x —e,x +¢),
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tedy |a, — x| < e. Podobn¢ jako v feseni Prikladu odtud vyplyva, ze x €
H({a,}). Protoze ¢ i x € (0,1) byla zvolena libovolné, plyne odtud, ze (0,1) C
H({a,}). Podle Piikladu dostavame [0,1] ¢ H({an}). Inkluze H({a,}) C
[0, 1] plyne z Véty . Tim je tvrzeni dokazano. 2

2.5.13. Priklad (Stolzova véta). Necht {a,} je posloupnost realnych ¢&isel a {b,} je
rostouci posloupnost kladnych realnych ¢isel spliujici lim b, = oco. Necht 4 € R*.
Predpokladejme, ze plati
. Aup4+1 — Ay
lim ——— = A.
m bn+1 - bn
Dokazte, ze potom lim Z—Z = A.

Reseni. Polosme ag = by = 0. Predpokladejme nejprve, ze A > —o0. Zvolme « €
R,a < A. K nému nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > k¢ plati
ar —dg—1

> .
by — br—y

Nechtn € N, n > kgy. Potom

ko n
a ar — dg—1 ar —dg—1
b_n =2 ~ b T 2 by
k=1 n k=ko+1 n

Pro druhy s¢itanec na pravé stran¢ posledni rovnosti plati odhad

Xn: kg = Ak—1 _ Xn: bk—bk—1_ak—ak—1>abn—bko
B by bk —bp_1 — by

n

k=ko+1 k=ko+1

Protoze podle véty o aritmetice limit a z predpokladu lim b, = oo plyne, ze

a navic zfejm¢

n
dostavame celkem

.. ap
lim inf — > «.
n—>oo n

Protoze a < A bylo zvoleno libovolné, plyne odtud
liminf 2" > A.
n—>00 n

Tato nerovnost plati tedy pro kazdé A € R*, nebot pro A > —oo jsme ji pravé
dokazali a pro A = —oo0 je trivialni. Obdobnym zptisobem odvodime nerovnost

. [25%
limsup — < 4.
n—>o0 n
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Odtud plyne
lim iorolf‘bz—: = lim sup “_ = lim Z_ = A
Tvrzeni véty je dokazano. rs

2.5.14. Priklad. Dokazte, ze kazda posloupnost realnych ¢isel ma monoténni pod-
posloupnost.

Reseni. Necht {a,}22, je posloupnost realnych cisel. Predpokladejme nejprve, ze
pro kazdé m € N ma mnozina {a,;: n € N, n > m} nejvétsi prvek. Oznac¢me
no = 0. Nalezneme n; € N takové, Ze

an, = max{a,; n > 1}.

Piedpokladejme nyni, ze mame nalezena pfirozena Cisla ny,n,,...,ng. Zvolime
Ng41 € N, Np41 > Ng takové, ze

Anyyy = max{an; n > ng + 1}.

Podle principu matematické indukce takto zkonstruujeme rostouci posloupnost
ptirozenych cisel {ng}72 | splnujici

an; = max{ay; n >nj—1 +1}, j=2,... .k

Posloupnost {a,, }72 , je pak vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, };> | a zfej-
m¢ je nerostouci.

Nyni predpokladejme, Ze existuje m € N takové, Ze mnozina {a,: n € N, n >
m} nema nejvétsi prvek. Potom pro kazdé m’ € N, m’ > m nema mnozina {a,; n >
m'’} nejvétsi prvek. Polozme ny = m. Predpokladejme nyni, Ze mame zvolena pfiro-
zena Cisla ny,na, ..., ng. Mnozina {a,; n > ni} nema podle predpokladu nejvétsi
prvek. Protoze je a,, jejim prvkem, existuje ngy; > ny takové, ze

Anpyy > Any-

Podle principu matematické indukce takto zkonstruujeme rostouci posloupnost
p p d| p p
ptirozenych ¢isel {ng}72 | spliujici

Any < lp, <+ <dp.

Posloupnost {a,, }3>, je pak vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, };2 | a zfcj-
m¢ je rostouci. Tim je tvrzeni dokazano. *

2.5.15. Poznamka. Priklad Ize nasledujicim zptsobem vyuzit k alternativ-
nimu dikazu Bolzanovy-Weierstrassovy véty. Je-li {a,} omezena posloupnost re-
alnych ¢isel, 1ze z ni vybrat podle Pifkladu P.5.14 vybrat monoténni podposloup-
nost, ktera bude opét omezena. Takova posloupnost je konvergentni podle Di-

sledku .
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2.6. Pocetni priklady k limité posloupnosti
2.6.1. Piiklad. Necht x € R, x # % a posloupnost {a,}72 ;| je definovana predpi-

sem
x3 "
a, = , neN.
3x—2

Vysettete, pro ktera realna cisla x je posloupnost {a,} monoténni a urcete typ jeji
monotonie v zavislosti na parametru x.

Reseni. Pro kazdé x € R, x # %, je {an} geometricka posloupnost. Pro kazdé x e
v/ 3 v/ . , ;
R\ {%} oznadéime ¢y = 7> . Podle Piikladu Je tato posloupnost monoténni

3x—2"
pravé tehdy, kdyz plati g, > 0. Navic je konstantni pravé pro g, € {0,1}. Bude

uzite¢né si uvédomit, ze pro kazdé x e R, x # %, plati
X2 =3x4+2=(x-1)>*x+2).

Jelix e (% 00), je gx > 0. Pro tato x déle plati, ze x> —3x +2 > 0, tj. g > 1.
Navic g > 1 pro x € (3,00) \ {1} agx = 1 pro x = 1. Tedy posloupnost {a,} je
rostouci pro x € (% 00) \ {1} a konstantni pro x = 1.

V pifpadé x € (—o0, 2) plati gx > 0 pravé tehdy, kdyz x < 0. Déle je gx > 1
pravé tehdy, kdyz x3 — 3x + 2 < 0, coz nastévé pravé pro x € (—oo, —2). Nakonec
si povSimneme, ze g, € {0, 1} pravé tehdy, kdyz x € {0, —2}. Zadana posloupnost
je proto rostouci pro x € (—oo, —2), klesajici pro x € (—2,0) a konstantni pro x €
{—2,0}.

Shrneme-li prechazejici avahy, dostavame, ze

je rostouci pro x € (—00,-2) U (3, 1)U (1,00),
() je klesajici pro x € (=2,0),
" je konstantni pro x € {—2,0,1},

neni monoténni pro  x € (0, % .
ry

2.6.2. Piiklad. Dokazte, ze posloupnost {a,} = {(=1)" (3 — 2)} nema vlastn{ li-
mitu.

Reseni. Necht A je libovolné realné ¢islo. Polozme & = 5=. Necht ng € N je libo-
volné.
Predpokladejme nejprve, ze A > 0. Zvolme n € N liché a spliujici n >

max {19, 9}. Potom }f —2Z> i — % > 0, a tedy

1 2 1 2 1 2
iy (==Y —dl = =) (-=-Z44)|=--Z+14
(G2 (G5 a) a0

1 2 1 2 1
>———>—————:8,
4 n~—4 9 36

jinymi slovy |a, — A] > e.
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Nyni ptedpokladejme, ze A < 0. Zvolmen € N sudé a splnujicin > max {n, 9}.

Potom plati
1 2 1 2 1 2
4 n 4

n 4 n
1 2 1 2 1
T s
4 n—4 9 36
a tedy opét |a, — A| > &. Podle tedy posloupnost {a,} nema vlastni limitu.
*
2.6.3. Priklad. Spoctéte limitu
2n% +n—3

lim
n—co  p3—1

r5 v 7 7 2 —_— . 7 o A4 v
ReSeni. Vyraz Z”nj_"l 2 je podilem hodnot dvou polynomt v bodech n, pfi¢emz po-

lynom v ¢itateli ma stupen 2 a polynom ve jmenovateli ma stupen 3. Vydélime
¢itatele i jmenovatele vyrazem n3, tedy mocninou ¢isla n odpovidajici vy$simu z

obou stupni. Podle Véty o aritmetice limit (Véta ) postupné dostaneme
2n% +n-3 _

2l 1 _ 3
. 2

llm —_— = llm . nT  n7
n—o0 n3—1 n—»00 _ 1

. 1 . 1 . 3
limy .00 25, + limy 00 3= lim,, - o0 =

lim, oo 1 —limy, 0o n%
04+0-0
_ 000,
1-0

2.6.4. Priklad. Nechta,b € (0,1). Spoctéte limitu
l+a+a>+---4a"
im .
n>ool4+b+b24.--+bn
Resent. Z Ptikladu plyne, Ze
l+a+--+a" (1-b)(1—a"t")
l+b+--+b"  (1—a)(l—brtl)
Z Prikladu a Véty o aritmetice limit (Véta ) dostavame

lim1—a"™' = lim 1= lim a lim &" = 1
n—>o0 n—>oo n—->oo n—>o0

a obdobné také

lim 1 —p"t1 = 1.
n—o0

Z véty o aritmetice limit pak vyplyva, ze
l1+a+...+4d" I 1-b 1imn_,oo(1—a”+1)_l—b

nLHOIOI—i-b—i—...+b” _nin&l—a'limnﬁoo(l—b"H) T 1l-a’
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2.6.5. Priklad. Spoctéte limitu

(n + 4190 — (n 4 3)100
o (n + 2)100 _ ;100

Reseni. Necht n € N. Potom z binomické véty dostaneme

100

(n+4)1%° =n'" 4 (1(1)0)41199 +y (1(.)0)4in1°°_i
i \ !
a podobné
100
100 100\ _. .
100 _ 100 99 i 100—i
(n+3)1 =p —l—(l)Sn +Z(i)3n .
=2
Tedy
10 100\ _ _
(n + 4)100 _ (l’l + 3)100 — 100n99 + Z( ] )(41 _31)n100—l.
i
i=2
Obdobnym postupem lze dokazat, ze
100100\ ‘
(f’l + 2)100 _nIOO — 2007’[99 + Z ( ] )2ln100—l.
i
i=2

Odtud a z Véty o aritmetice limit (Véta R.3.27) vyplyva, ze

y (n+H% —(n +3)1°
. (n + 2)100 _ 4100

100n%° + /25 (19°) (4 —31)n100—1

1
noyo0 200199 + legg (1?0)21'”100—1'
100+ 319 (W) ~3) L 1

Tt 200+ 109 (19920 L 2

i ni—1

2.6.6. Priklad. Spoctéte limitu

lim (Vn2 +n—vn2 +1).
n—>00

Resend. Bude uziteéné si uvédomit, ze vétu o aritmetice limit (Véta nemiize-
me pouzit primo, protoze

lim vn2+n=00 a Ilim vn?2+1= o0,

n—oo n—>o00

a tedy vyraz
lim va2+n— lim vn?2+1
n—>oo n—>oo
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neni definovan. Zapiseme vyraz Vn2 +n—+/n2 + 1 ve tvaru zlomku
vn24+n—+/n2+1
1 9
a tento zlomek roziif{me vyrazem v/n2 + n + +/n? + 1. Dostaneme
(Vn2+n—~n?+1)(Vn2+n+ Vn2+1)
Vn24+n+Vn?+1
n4+n—m>+1)

U2+ +Vn?+ 1
n—1

VP rn+nZ+ 1

Nyni rozsitime vysledny zlomek vyrazem % Dostaneme

Vn2+n—+n2+41=

1
n

\/1+5+\/1+ni2'

Vn2+n—+n2+1=

Podle Piikladu plati

. 1
lim 4/14+ - =1.
n

n—oo

Protoze pro kazdé n € N plati

1 1
15\/1+—25\/1+—,
n n

plyne odtud a z véty o dvou straznicich (Véta ), Ze

. 1
Ilim /1 + — =1
n—oo n

Celkem tedy z véty o aritmetice limit (Véta ) vyplyva, ze

lim;, 500 1 —limy 00 %

lim (V2 +n—+vn2+1) =
nmee limy oo /14 5 + limyoo /1 + 5
10 1

1+1 2

2.6.7. Priklad. Spoctéte limitu
lim (Vn+ 1= In).

Reseni. Podobné jako v predchazejicim ptikladu, ani zde nelze thned vyuzit véty o
aritmetice limit. ProtozZe

(Vn+ 1= Im) (V@ + D2+ Sn+ 130+ Vn?) = 1,
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plati
1
V¥ T- Yn= -
Y+ 12+ In+1¥n+ In?
Tento zlomek roziffime vyrazem ——. Dostaneme
n2

1
3
Vn+1-n= 2 .
Ja+bz+ i+
n n

Pro kazdé n € N dale plati

1 1 1
15{/1+—5§/(1+—)2§1+—,
n n n

a tedy z Véty o dvou straznicich (Véta dostaneme

lim 14 L = lim Ja +1)2 =1.
n—00 n n—o00 n
Z Piikladt a vyplyva, ze

i 1

im =
n—>oo 3/;2
Kombinaci odhadt pak pomoci véty o aritmetice limit (Véta dostaneme

0.

lim (Y1~ Vi) = e
e limp—oo /(1 4+ 12 4+ limpooo /1 + 2+ limyooo 1
0
RS

2.6.8. Piiklad. Vypoctéte lim(v4n2 —n —2n).

Reseni. Uvédomime si, ze nelze uzit vétu o limité souctu, protoze lim v4n? —n =

oo alim/n(dn —1) = oo (Véta (b) a Priklad a lim(-2n) = —oo0.
Nejprve rozsitime n-ty ¢len nasi posloupnosti vyrazem

V4n2 —n +2n

V4n? —n +2n

a pouzijeme vzorec (a —b)(a + b) = a* —b?, kde polozime a = v4n2 —n, b = 2n.
Dostaneme tak

/an? — ) _
v4n2—n—2n:(v4n2—n—2n>- nonten k .
Van2 —n+2n 4n2 —n+2n
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Tento zlomek jesté rozsifime vyrazem % a dostaneme

-1
NA4n?2 —np —2n = —.
4-142

Protoze posledni rovnost plati pro kazdé n € N, obdrzime podle Véty a
Prikladu

lim(v4n2 —n— 2n) = lim _—1 = —l.

1 T4
4—-+2

v v,y - nJ/2n+5-332n
2.6.9. Priklad. Vypoctéte lim e Y

Reseni. Nejprve provedeme nasledujici neformdlni Gvahu. Cisla 5 a 8, ktera vystupu-
ji pod druhymi odmocninami, jsou mala ve srovnani s n, které neomezené roste.
Jestlize tato ¢isla zanedbame, budou ve zlomku figurovat nasledujici mocniny pro-

vvV/

. 3 1 3 4 . . , R T
ménnén:n2,n3,n2 an3. Nejvyssiexponent je % Na zakladé této predbézné tvahy

wrve , 3
roz$itime zlomek vyrazem n~2. Dostaneme tak

5 4
nVan+5-332m 2t 34w
\/n3+8+v3n4 ll_i_n%_{_i/g

Limitu posledniho vyrazu snadno spoc¢teme na zaklad¢ Véty o aritmetice
limit a Prikladu :

Y2+ 2-394  lim,/2+ 2 —3lim {4 v

lim =

,H+%+V§ hmﬂ+%+h@@

2.6.10. Priklad. Spoctéte limitu

lim n(vn?+1— vn2 +1).
n—o0
Reéseni. Pro kazdén € N plati
I+ 1—vn2+ 1= Y@® + 12— Y2 + 1)3.
Dile pro kazdé a,b € R plati
(@® —b%) = (a —b)(a@® + a*h + a>b* + a®b> + ab* + b°).

Tuto identitu aplikujeme na ¢isla

a=Ym3+1)2 a b= Yn2+1)3
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a dostaneme
Vn3+1—yn2 +1= (0 4 1*— (2 4 1)
Y@+ D0+ Jm3+ 182+ 1)3 + ...+ Ym2+ D15

Tento zlomek rozsifime vyrazem ,%5 a obdrzime

1 1 1
=3, +2-5-33
o/(1+ )10+ /(1 + )81+ L)3+...+ 81+ )15
n3 n3 n2 n2

—3+21-3%

S+ 50+ 0+ %0+ 53+ Y+
Kombinaci Ptikladt 2.2.9, R.2.37, 2.2.51) a véty o aritmetice limit (Véta R.3.27) ko-

“
neéné dostaneme

Vnd3+1—vVn2+1=

a tedy

n(¥Vn3 +1—v/n2 +1) =

— 1
lim n(3/n3+1—\/n2+ = —=—.

2.6.11. Priklad. Spoctéte limitu
lim n(V3 - V2).
n—>o0

Reseni. Pokud bychom ihned pouzili vétu o limité soucinu, tak dostaneme neurcity
vyraz oo - 0. Zkusime si tedy zadany vyraz nejprve upravit za pouziti vzorce

(@ —b")y = (a—b)@ ' +a" b+ ...+ b"1).

Snadno dostaneme
n n n n V3n—1 V322 4+ . V2n—1
=3y = iA=L
V34 3n=2 84 o+ Vond
_ Ji(3-2)
V3t 4 Y322 4 VT

Nyni si stac¢i uvédomit, zZe ve jmenovateli posledniho zlomku je n ¢lent z nichz
kazdy je vétsi nez 1, a odhadneme tedy

0<Vn(¥3-%2) < v
n
Z1lim, o \/LZ = 0 dostavame, ze hledand limita je rovna 0 podle véty o dvou straz-
nicich. rY
2.6.12. Priklad. Spoctéte limitu
3n + n2

lim ———.
n—o0 n3 + n!
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3" +n2
n3+n! . O .
a vyraz n!. Z ptedchazejicich ptikladt vyplyva, Ze bude vyhodné rozsitit citatele i

ReSeni. Vyraz obsahuje krom¢é mocnin ¢&isla n navic exponencialni vyraz 3"

jmenovatele vyrazem % Dostaneme

3n n2 . 3n . n2

. 3" +n? Lo+ limysee 3y A+ limysee By

lim 3 o= = L= : :
n

n—oo n° + n! n—o00 5 + 1

Podle Prikladu pro a = 3 mame

. ER :
limy— 00 %5 4 limy .0 1

n—oo p!
Podle Piikladd a a podle Véty o limité soucinu (Véta R.3.27(b)) je
2 2 An
lim ™ = lim =2 —0.0=0,
n—oo n! n—o0 21 pl
Obdobné¢ lze dokazat, ze plati
3
lim - 0.
n—oo n!

Podle Véty o dvou straznicich (Véta tedy dostavame

0.

1l>m 3 ! - . n3 . - O 1 -
n—oo n3 4+ n! lim;— 00 ot lim;, 500 1 +

2.6.13. Piiklad. Spoctéte limitu

. /nZsin(n!)
lim ———=.

n—o0o n+1
Resen. Z Véty [1.7.18(a) vyplyva, ze pro kazdé n € N plati
—1 <sin(n!) < 1.

Déle pro kazdé n € N plati

3

N

ns _n 1 - 1
n+l n+13Yn =~ Yn'
Kombinaci odhadt dostavame pro kazdén e N

1 n? n2sin(n!) n? 1
< < < <.
mT n+17 n+l1 " n+l1" ¥n
Podle Piikladu plati
1
n—oo J/n
a tedy také
. 1
lim ——— =0,
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Pron € N oznaéme

1 1 In? sin(n!)
a"Z_S_ﬁ’b”:?a_\/ﬁ a CnZT.

Potom pro kazdé n € N plati a, < ¢, < b, anavic
lim a, = lim b, = 0.
n—o00 n—>o0
Podle Véty o dvou straznicich (Véta tedy dostavame
3 2 1
. A/n?sin(n!
lim s _

n—o0o n+1

Iy
2.6.14. Priklad. Spoctéte limitu
lim Vn2 427 4 3n,
n—>oo

Reseni. Podle Piikladu [1.8.§ pro kazdé n € N, n > 4, plati

n? <2" < 3",
Pro kazdé takové n € N tedy plati

3= V3" < Vn242n 430 < Y31 L 30 130 =343,

Podle Ptikladu a véty o aritmetice limit (Véta 2.3.27) plati

lim 3V/3 = 3.

n—>0o0o
Pro n € N oznacime

an =3, by= 3, ¢, = Vn2+4+2n 430

Potom pro kazdé n € N, n > 4 plati

ap < cp < by
a

lim a, = lim b, = 3.
n—>oo n—>0o0
Z véty o dvou straznicich (Véta tedy plyne, ze
lim Va2 427 43n =3,
n—>00
Iy

2.6.15. Piiklad. Necht a, = [/n3 + 8nZ — ¥/n3 + 2n2],n € N. Spoététe lima,.
Reseni. Oznaéme b, = v/n3 + 8n2 — /n3 + 2n2,n € N. Pak
6 2
by = !

(13 + 8n2)3 + (3 + 8n2)(n3 + 2n2))3 + (n® + 2n2)3
6

) (1+%)3 +((1+§)(1+§))% +(1+%)%'
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Limita posloupnosti {b,} je tedy rovna 2. Protoze

2 1 2
8)\3 8 2\3 2\3
3<(1+—) +((1+—)(1+—)) +(1+—) . neN,
n n n n
mame b, < 2 pro kazdé n € N. Zvolme nyni ng € N takové, ze b, > 1 pro kazdé
n € N,n > ng. Pro tato n pak plati 1 < b, <2, atedy
lim a, = lim [by,] = lim 1= 1.
n—>oo n—>0oo n—>0oo

2.6.16. Priklad. Spoctéte limitu

) 100
lim

n—00 ﬁ

Reseni. Na vétsinu jednoduchych prikladii s celymi ¢astmi staci pouzit elementarni

odhad

n3 — [ﬁ] 100

x —1 < [x] < x pro véechna x € R.
Diky tohoto odhadu dostaneme
3 3 3 3
NG ~ 5] o —(%—1)1002@.
Jn - Jnoo T Jn Jn

Vzhledem k lim;, o0 % = 0 dostavame, ze hledand limita je rovna 0 podle véty o

dvou straznicich. "
2.6.17. Piiklad. Spoctéte limitu
Tim. sin(%).
Reseni. Necht A € R ang € N. Polozme ¢ = 1. Je-li A > 0, pak polozime n =
4ng + 3. Potom ziejmé platin > ng a
|sin(n7n)—A| =|-1-Al=14+4>1=¢
Je-li A <0, pak polozime n = 4n¢ + 1. Potom opét n > ng a navic plati
|sin(%)—A| —l—Al=1-A>1=¢s
Z kombinace obou pripadt vyplyva vyrok
VAeRIc€R, 6>0VnpeNIneN, n>np: |sin(%)—A| > 6.
Z plyva, ze posloupnost sin(%") nemad vlastni limitu. Z vlastnosti funkce

§in (Véta[l.7.18(a)) plyne, ze pro kazdé neN plati —1= sin(%) < 1. Posloupnost
je tedy omezenad, a proto nemutze mit ani nevlastni limitu. &
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2.6.18. Priklad. Spoctéte limitu
lim (—=1)" Va(v/n +1—/n).

Reseni. Pro kazdé n € N oznadime

an = (=1)"Vn(¥n +1—/n).
Pro kazdé n € N vyjadiime vyraz +/n + 1 — /n ve tvaru zlomku

vn+1 «/_
1
a tento zlomek roz§ifime vyrazem +/n + 1 + /n. Dostaneme
e Y I LR A ) (O R S R S
Vn+1+.n Vn+1+.Jn

a tedy

N
Vn(vn+1—n)= \/_-I-\/ﬁ

Posledni zlomek rozsitime vyrazem f a dostaneme

AT = ) = e
1+ +1

Podle véty o aritmetice limit (Véta 2.3.27) a Piikladu tedy plati
lim van(vn +1—.n) ==
n—>o0

Odtud a opét z véty o aritmetice limit dostaneme, ze pro kazdé k € N plati
1

lim as = =,
k—o00 2k 2
zatimco 1
lim a =——,
LI dajet1 2
Odtud a z plyne, Ze lim a,, neexistuje. ry

2.6.19. Priklad. Spoctéte limitu

i 2-n! (nn)+n
m —sm .
n—oo \ (n —1)! 427 2

Reseni. Pron € N oznaéme

2-n! . <n7t>+
ap = ——————sin|— n.
T =1l +2n 2
Pro kazdé n € N mame
2-n! 2n

(n=DI+2m 14 2
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Podle Ptikladu 2.5.4 a Veéty - plati

n—1
Al TR T

Tedy opét podle Véty dostavame
. 2-n! . 2
Im | —————+n)=lmn|———+1] =00
n=oo \ (n = 1) 42" nee! \ 14 2o

i 2-n! n _ 2 4t =
nooo\ n—Dlyor ) TR\ T 2 -
CESY
Protoze

0, ne{2k; keN},
. (nm
s1n(—)= 1, nel{dk+1; keN},
—1, ne{d4k —1; k € N},
dostavame celkem

lim dgg4+1 =00 a lim dgf—1 = —0OQ,
k—o0 k—o00
a tedy podle Véty lim a, neexistuje. ry

2.6.20. Priklad. Zjistéte, zda posloupnost {W} m4 limitu. Pokud ano,
vypoctéte ji.

NG
nich je omezena, nebot kazdy jeji ¢len je roven bud L hebo 2 5. Druha posloupnost

Reseni. Zadana posloupnost je souc¢inem posloupnosti {( 1() +2} a {ZL,,} Prvni z

ma limitu rovnou 0. Podle Véty m ma tedy posloupnost {%} limitu
rovnou 0. &

2.6.21. Piiklad. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti {a,}, jestlize
5
ar =10 a ayy1 =6——, neN.
dp

Resend. Predpokladejme nejprve, Ze posloupnost ma vlastni limitu, kterou oznaci-
me A. Kombinaci (b) a véty o limit¢ vybrané posloupnosti (Véta 2.2.32) pak
dostaneme

lima,+, = A.

Z véty o aritmetice limit (Véta obdrzime
5 5
lim(6—2)=6-2,
. ( an) >

5
A =lima,4+; = lim (6— —) =6—
dnp

a tedy

5
1



120 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Tento vztah chapeme jako rovnici pro neznamou A. Rovnice ma dvé fesent, a sice
A=1aA=>5.

Zatim jsme dokazali pouze nasledujici implikaci: je-li posloupnost konvergent-
ni, pak plati bud A = 1 nebo A = 5. Zatim v$ak nevime, zda posloupnost néjakou
limitu ma. To se nyni budeme snazit dokazat, a to pomoci véty o limité monoténni
posloupnosti (Véta R.4.1). Vzhledem k tomu, 7e a; = 10 a navic, jak snadno ové-
fime dosazenim, plati a> < ay, je pravdépodobné, ze limitou posloupnosti, pokud
néjaka existuje, je spise ¢islo 5 nez ¢islo 1 a ze posloupnost je klesajici.

Dokazeme matematickou indukci, ze pro kazdé n € N platia, > 5. Pron =1
je toto tvrzeni zfejmé. Predpokladejme tedy, ze pro néjaké n € N plati a, > 5.

Potom

5 5
apy1 =6—— >6——-=275,
an 5

a tvrzeni tedy vyplyva z principu matematické indukee.
Nyni dokazeme, ze posloupnost {a,} je klesajici. Zvolme n € N. Chceme do-
kazat, ze

5
an >an+1 :6__7
an
jinymi slovy
an_6+i _ 4y —6ay+5 _ (an—5)(an—1) o
an an an

Posledni nerovnost ovsem snadno plyne z toho, ze a, > 5.

Dokazali jsme, ze posloupnost {a,} je klesajici a ze pro kazdé n € N plati
an > 5, takze {a,} je zdola omezena. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
(Véta ) je tedy {a,} konvergentni. Ozna¢me jeji limitu symbolem A. Podle
uvahy v prvni ¢asti feseni musi platit bud 4 = 1 nebo 4 = 5. Z toho, ze pro kazdé
n € N plati a, > 5, vyplyva podle véty o limité¢ a uspotadani (Véta (b)), ze
A > 5, takze moznost A = 1 je vylouc¢ena. Muzeme tudiz ucinit zavér, ze

lim a, = 5.
n—>oo

&»

2.6.22. Priklad. Nechta,a; € R, a; < ap, a pro kazdén € N, n > 2, je hodnota
a, zadana predpisem
ap + ap—1
2
Rozhodnéte, zda existuje lima, a pokud ano, spoctéte ji.

an+1 =

Resend. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé k € N plati
Aok—1 < A2k41 < A2k+2 < d2k- (2.26)
Ze zadané nerovnosti a; < a vyplyva, ze
a +ax a +ap

az = < =a
3 ) > 2
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ap + ax ay + a
az = ) > ) =daj.

Odtud dale plyne, ze

as+ax ax+as

ag = > < 5 =daj
a podobné
az+a az+as
ag = > = das.
2 2

Kombinaci odhadt dostaneme

a; <az <dag <dj,
coz je ( pro k = 1. Pfedpokladejme, Ze (2.26) plati pro n&jaké k € N. Pak z
nerovnosti dog+1 < dag+o odvodime

A2k+1 T A2k+2

= d2k+3-
) +

A2k+1 <
Z této nerovnosti dale plyne

A2k+2 + A2k+1 - Aok+2 + A2k+3

A2k +3 = = d2k+4-
+ ) 5 +
Koneéné z nerovnosti a1 < dag 42 dostaneme
_ Q42 T Aok41
a2k+3 = - 5 < dzk+2,
a tedy
A2k +3 + A2k+2
Aoga = ——F—— < dok+2.
2
Ove¢tili jsme tedy platnost nerovnosti (2.26) pro kazdé k € N.
Z plyne, ze posloupnost {a2,}72, je klesajici, posloupnost {a2,-1}0>,

je rostouci a pro kazdé n € N plati a1 < a, < a,, takze posloupnosti {a,,}22 , a
{azn—1}52, jsou omezené. Podle véty o limité¢ monoténni posloupnosti (Véta
tedy existuji vlastni limity

lim a, = A a lim as,—; = B.
n—>oo n—>oo

Ze vztahu
a _ap—1 +ay
n+1 — —2
vyplyva, ze
A+ B
p=22
2

atedy A = B. Ob¢ posloupnosti {az,}52; a {azx—1}52, tedy konverguji ke stejné
limité.
Necht k € N, k > 2. Prepiseme vzorec definujici ax ve tvaru

Ag+1 — Ak = dk—1 — dk+1-
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Necht n € N. Potom pro hodnoty k = 2,3, ..., n postupné dostaneme
asz —dz =day; —as,

a4 — a3z = dz — dg,

ap—1 —dp—2 = dp—-3 —dp—1,

ap —dp—1 = dp—2 —dap,

ap+1 —dp = dp—1 —dp+1-
Seétenim vsech téchto rovnosti dostaneme vztah

ap+1 —dz =4d1 + Az —ay —dp+1-

Odtud plyne, ze
A—ay=a1+a,—A— A,
a tedy
2
g Gt
3

»

2.6.23. Priklad. Posloupnost {a,} necht je zadana rekurentné pomocivztahiia; =
laapy = ﬁ, n € N. Ukazte, ze tato posloupnost ma limitu a spoctéte ji.

Resend. Definujme funkce

fO) = 80 = S0 = 5, xelo.1]

Necht ¢ znadi kotfen kvadratické funkce x? + x — 1 nachézejici se v intervalu [0, 1],
tj.c = %(\/g— 1). Protoze g(x) = 1— Hix,je g naintervalu [0, 1] rostouci a pomoci
elementarniho vypoctu ovéiime, ze

e rovnice g(x) = x ma v intervalu [0, 1] pravé jeden kofen, a to c,

e x <g(x)<cprox e[0,c)ac <x < g(x)prox e (c1].
Jelikoz pro kazdé k € N plati arkyo = g(azk) a axx+1 = g(azk—1), dostavame z
vlastnosti funkce g nerovnosti

Ay < Ag < <ok <Aof42 < C < lpg4+1 < dApk—1 < +-<az<ai, k € N.

Posloupnosti {as } a {asx—1} jsou tedy monoténni a omezené, coz znamena podle
Véty P.4.1), Ze jsou konvergentni. Ozna¢me a = limay, a b = limayk—;. Protoze
k42 = glaz) = ;igif , dostavame z véty o aritmetice limit (Véta R.2.36) rovnost
a = g(a). Proto a = ¢. Obdobn¢ odvodime, ze b = ¢, a tedy lima, = %(«/5 -1
(vizte Vétu . rs

2.6.24. Priklad. Spoctéte limitu

1\"
lim (1 + —) .
n—o0o 2n
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Reseni. Podle véty o limité vybrané posloupnosti (Véta R.2.32), Piikladu R.4.5, a
Definicie plati
1 2n
lim (1 + —) =e.
n—o00 2n

Tudiz podle Prikladu dostavame
) 1 n ] 1 2n
Im {1+ — ) = lim 1+ — = Je.
n—oo 2n n—o0 2n

2.6.25. Priklad. Spoctéte limitu

1 n
lim (1 - —) .
n—o00 n

Reseni. Pro kazdén € N plati

Tedy jest

. n" . 1
lim |1-—) = lim ——.
n—o00 n n—o00 (1 + m)

Diky Ptikladu , Definici avété o limité vybrané posloupnosti (Véta )

vime, ze
1 n
lim (1 + ) =e.
n—o0o n—1

Podle véty o limité podilu (Véta (c)) je tedy
n
lim (1 — l) = l
n—o0 n e

2.6.26. Priklad. Spoctéte limitu

n
1
lim Y .
nlfo‘ok:l k(k + 1)

Resent. Pro kazdé k e N plati

I 1
k(k +1) k k+1
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(3=7r1)
+ —_ =
n n+1

a tedy

" 1 1 1 11 1 1
QWZ(T‘EF(E‘E)*(E‘Z)*

=1

Odtud vyplyva, ze

R 1 . 1
)L%gk(k—m—n%(l—nﬂ)—L

2.6.27. Priklad. Spoctéte limitu

T 1 1 1

Reseni. Pro kazdé J €N, j>2,plati

21 _G=DG+D

2P Jj?
a tedy pro kazdé n € N mame

’

1 —
2

(1_1)(1_L) (1_L)22.2.3;5...("—2)".<"—1>(”+1)
22 32 ) n2 22 2 2 (n_l)z n2
_In+1
T2 o

Tedy

. 1 3 5 2n —1
lim —- - =
n—oo2 4 6 2n
Reseni. Pro n € N oznadime
1 3 5 2n —1 2 4 2n
p= =+~ 2 a by==-—-
2 4 6 2n 3 5 2n +1

Potom pro kazdé n € N plati

1 2 3 4 2n—-1 2n 1
apby = - 2. 2.2 ...
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, Vs . 2j—1 2j . \

2l < 4] -
Navic pro kazdé j € {1,2,...,n} mame T 5747 @ soucinem téchto n nerov
nosti dostaneme a, < b,. Tedy

1
0<a, < Vapb, < ——.
— n = n¥n _— m
Odtud dostaneme, ze
. 1 3 5 2n —1
lim —---—--.. = 0.
n—»o002 4 6 2n






KAPITOLA 3
Ciselné f'ady

Nejen v matematice, ale i ve fyzice, chemii, ekonomii a dalsich védach, se
casto setkavame s posloupnostmi, které vznikaji nasledujicim zpisobem. Je da-
na posloupnost realnych cisel {a,}52, a nova posloupnost ma nasledujici ¢leny:
aiy,ay +az,a; +az +as, ..., tj. m-ty ¢len nové posloupnosti je souctem prvnich m
¢lenti posloupnosti {a,}. Tato situace nastava tak casto, Ze stoji za to témto speci-
alnim posloupnostem vénovat zvlastni kapitolu.

P1i vy$etfovani konvergence posloupnosti vzniklych uvedenym zpisobem se
snazime secist nekone¢né mnoho realnych ¢isel. Tato operace ovsem vyzaduje pres-
nou definici a pravidla pro korektni zachazeni s nckone¢nymi soucty.

3.1. Zakladni pojmy

3.1.1. Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢&isel. Symbol Y ;2| a, na-
zyvame nekoneénou radou, pripadné zkracené fadou, pricemz ¢islo a, je n-tym
dlenem fady 72 | a,. Polozime-li prom € N

Sm=a1+axy+ -+ am,
s 7 v/ , v 7 v , v v o0
nazyvame ¢islo s, m-tym €asteénym souctem tady » 7 a,.

3.1.2. Definice. Soucet fady ) .2, a, je limita posloupnosti {s,,}, pokud tato li-
mita existuje. Soucet fady budeme znadit symbolem ) ;2 a,. Rekneme, Ze fa-
da >0, an je konvergentni, je-li jejim soudtem redlné &islo. Rekneme, Ze fada
> an-je din:rgentpi, jestliie. limy— o0 Sm nee>.<istuje n.ebojc nevlastni.

Pro jemn¢jsi rozliSeni mezi dvéma riznymi typy divergentnich fad budeme
nékdy fikat, Ze fada Y _,~; a, diverguje k oo, respektive diverguje k —oo, jestlize
limm._w'o Sm = 00, r.espektive limm_.,oo Sm = =00, a ze ze fada Y, | an diverguje
(osciluje), jestlize lim,, o0 5, neexistuje.

3.1.3. Poznamka. Symbol > 72 | a, znadi jednak fadu, jednak soucet fady, pokud
tento soudet existuje. Symbol Y77 | a, mizZeme pouzit k oznaéeni prvku z mno-
ziny R* az po ovéfeni, Ze prislusna fada ma soucet. Potom uvedena dvojznacnost
nepusobi zadné potize.

127
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3.1.4. Poznamka. Podle chovani posloupnosti ¢asteénych soudtti {s,,} fady > p; an
miizeme provést toto rozliSent:

vlastni, pak jde o konvergentni fadu,

existuje 00, pak rada diverguje k oo,

lim s,,, nevlastni a je rovna

—o0, pak rada diverguje k —oo0,
neexistuje, pak rada diverguje (osciluje).

3.1.5. Poznamka. Pojem neckone¢né fady je mozné zobecnit v podobném smyslu,
jako jsme to provedli pro posloupnosti v Poznamce . Nechtk € Z a{an}2,
je posloupnost realnych ¢isel (ve smyslu rozsitené definice uvedené v Poznam-
ce 2.3.40). Potom symbol ">, a, oznaluje ¥adu, kde s¢itaci index probihd mno-
zinu Z N [k, o0). Existuje-li limita posloupnosti {s}5_, , kde
Sm = Ak + ag+1 + -+ am,

pak tuto limitu nazyvame souctem rady a znacime ji opét Zzozk a,. Rekneme, e
fada > - 4 a, je konvergentni, je-li jejim souétem redlné ¢islo. Rekneme, Ze fada
> ey an je divergentni, jestlize limy,—, 0 5, neexistuje nebo je nevlastni. Pro jed-
noduchost se az na drobné vyjimky v této kapitole omezime na fady tvaru Y ;2 | a,.
Jejich piipadné zobecnéni pro fady tvaru Y .2 ay, je vétsinou zcela pfimodaré.

3.1.6. Priklad. Dokazte, ze fada ) _,—;(—1)" je divergentni.
Reseni. Pron € N oznatme s, = Y j_;(—1)¥. Potom plati:

. = —1, je-linliché,
"o, je-lin sudé.

Odtud plyne, ze lim s, neexistuje. Rada Y22 (=1)" tedy diverguje (osciluje). &

3.1.7. Definice. Necht g € R. Potom fadu }_,- ¢" nazyvime geometrickou fa-
dou a ¢islo g jejim kvocientem.

3.1.8. Priklad. Necht ¢ € R. Dokazte, Ze fada Z;io q" konverguje pravé tehdy,
kdyz |g| < 1.

Reseni. Pron € N oznatme s, = S _0qk. Jestlize ¢ # 1, pak podle Piikladu
platis, = %.

Predpokladejme, zZe |g| < 1. Potom plati lims, = ﬁ, a tedy fada ), ¢"
konverguje.

Nyni prfedpokladejme, ze |g| > 1. Jestlize ¢ > 1, pak z vyse uvedeného vyply-
va, 7e lims, = oo. Rada 3°°° ¢" tedy diverguje. Jestlize ¢ = 1, pak s, = n + 1,
a tedy lims, = oo, takze fada Y20 q" diverguje. Jestlize ¢ = —1, pak fada diver-
guje podle Prikladu . Predpokladejme kone¢né, ze g < —1. Polozme a = |q|.
Potom

1+a”

— 14a ’
Sn =) 1gn

1+a

je-li n liché,
je-lin sudé.
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Odtud vyplyva, ze limsups, = oo a liminfs, = —oo. To podle Véty zZna-

mena, 7e neexistuje lim s,. Rada Y02/ ¢" tedy diverguje. *

3.1.9. Priklad. Nechtg € R, |¢| < 1,ak € N U {0}. Dokazte, Ze potom plati

o k

q
n __
=1
n=k
Reseni. Prom € N, m > k, plati
m i m—k f 1 _ qm_k+]
n __ n __
I R
n= n=0
Odtud plyne, ze
m —k+1 k
) ) 1—q™
lim Z ¢" = lim ¢* a q
m—o00 m—o00 1-— q 1-— q
n=k
Tim je tvrzeni dokazano. rs
3.1.10. Priklad. Dokazte, ze fada ) o, m je konvergentni a jeji soucet je ro-
ven 1.

Reseni. Pron € N oznatme s, = Y j_; ﬁ Podle Prikladu dostavime
n

d 1 ) 1
Zk(k+1) _nlinéozk(kﬂ) =1

k=1 k=1

3.1.11. Priklad. Dokazte, ze fada ) 2, %je divergentni a jeji soucet je oo.

Reseni. Posloupnost &asteénych soulti {s,} uvedené fady je zfejmé rostouct. Z véty
o limit¢ monoténni posloupnosti (Véta vyplyva, ze existuje lims,, kterou
oznac¢ime symbolem A. Navic plati A = sup{s,: n € N}, atedy A > 5; > 0. Doka-
zeme, Ze {s, } nesplnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku (viz Definici . K

tomu staci nalézt € € R, & > 0, splnujici
Vnpe Ndm,n e N, m,n>nqg: |sy —sm| > ¢.

Polozme ¢ = % Necht ng € N. Polozme n = ng am = 2ng. Pak m,n > ng a plati

2ng 1
|Sn — Sm| = S2ng — Sng = Z %
k=no+1
v s 71 1 /v
Pro kazdé k € N, k < 2ny, plati ¢ > Tng - Tudiz
1 1
[Sp — Sm| > no=— == =¢.

2”0 2
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Posloupnost {s, } tedy nesplnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Odtud a z Vé-
ty vyplyva, ze posloupnost {s,} nema vlastni limitu, takze A ¢ R. Protoze
A >0, plati 4 = oo. *

3.1.12. Definice. Radu Y3, ! nazyvime harmonickou ¥adou.

3.1.13. Poznamka. Vsimnéme si rozdilu mezi tlohou vyjadtit hodnotu souctu da-
né fady (pokud existuje) pomoci znamych konstant a tilohou rozhodnout, zda da-
na rada konverguje ¢i diverguje. Regen{ prvni tlohy dava vysledek i pro druhou.
Ur¢it soucet dané rady miize byt vSak velmi obtizné az nefesitelné. V takovém pii-
pade¢ je pro nas otazka konvergence tady velice dalezita.

3.1.14. Pro nckone¢né fady plati tvrzeni obdobné Vété , tedy Ze zména ko-
ne¢né mnoha ¢lend fady nema vliv na konvergenci ¢i divergenci fady ¢i na existen-
ci jejtho sou¢tu. Pfesnéji, mame-li dvé fady Y 77 an a > pe; by, pro néz existuje
ny € N takové, ze a, = b, pro kazdén € N, n > ny, pak Y 2, a, konverguje (re-
spektive ma soudet) pravé tehdy, kdyz Y17 | b, konverguje (respektive mé soudet).
Zménou kone¢né mnoha ¢lent fady vsak mizZeme samoziejmé zménit hodnotu
souctu rady.

Nyni uvedeme jednoduchou nutnou podminku konvergence rady.

3.1.15. Véta (nutnd podminka konvergence fady). Nechtfada ) ;2 | a, konvergu-
je. Potom lima, = 0.

Ditkaz. Pron € N U {0} oznaéme s, = Y p_, ax. Potom a, = s, — 5,1 pro kazdé
n € N. Podle predpokladu véty existuje vlastni lims,. Podle existuje také
lims,_; a plati lims,_; = lims,. Podle Véty tedy plati lima, = lim(s, —

Sp—1) = lims, —lims,—_; = 0. [ |

3.1.16. Opacna implikace v tvrzeni Véty neplati. Plati naptiklad lim % =0,
av$ak podle Ptikladu jetada )52, 1 divergentni.
3.1.17. V n¢kterych pripadech lze pouzit Vétu k odvozeni divergence rady.

Jestlize {a,} je posloupnost redlnych ¢isel a neplati lima, = 0, pak jefada ", a,
divergentni. Napiiklad lim(—1)" neexistuje, a tedy rada ).~ , (—1)" diverguje. V¢&-
113 GBK:

ta 5 nam tak poskytuje jiné feseni Piikladu

3.1.18. Véta (Bolzanova-Cauchyova podminka konvergence fady). Necht} 12 | a,
je fada. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(1) Y_p=; an je konvergentni,

(i) plati vyrok
m
Z ar| < e. 3.1

k=n

VeeR,e>03dnoe NVm,ne N,m >n > ny:

Ditkaz. Pron € NU{0} polozme s, = > _, ax. Potom pro kazdém,n € N, m > n,
plati Y7, ak = Sm — sn—1. Vyrok @) tedy plati pravé tehdy, kdyz

VeeR,e>0Imge NVm,n e N,m>n>ng: |sm—sSp—1| <e.
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To podle Véty nastava pravé tehdy, kdyz posloupnost {s, } spliuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku, tedy pravé tehdy, kdyz je fada Y -, a, konvergentni. Od-
tud plyne tvrzeni. ]

3.1.19. Nenf t&zké si rozmyslet, ze vyrok (B.1) je ekvivalentni vyroku
m
D

k=n

IC eR, C>0VeeR,e>0dIngoe NVm,ne Nym>n >ny: < Ce.

3.1.20. Véta. Nechtfady > 02 an a Y no; by maji soucet.

(a) Necht @ € R a vyraz @ ), ap je definovan. Potom maé fada ), aa,
soucet aplati > oo aa, =y o, an.

(b) Necht je vyraz Y ;2 an + Y pey by definovian. Potom mé fada )"~ (an +
by) soulet a plati Y oo 1 (an + bn) = Y oy an + Y pey bn.
Dikaz. Pron € N oznaéme s, = Y p_; ax aln = Y gz bk.

(a) Pouzitim véty o aritmetice limit (Véta pak dostaneme existenci li-
mity ¢aste¢nych souctd fady Y 2 | wa, a rovnost

o0 m oo
E aa, = lim E ad, = lim as;, =a lim s, =« E an.
m-—>00 m-—00 m-—00

n=1 n=1 n=1

(b) Obdobn¢ obdrzime existenci souctu fady Y 2, (an + byp) a vztah

oo m
Z(an +by) = lim Z(an +by) = lim (s + tm)
m—00 m—>00
n=1 n=1
o o
n=1 n=1
|

3.1.21. Dusledek (lincarita konvergentnich fad). Nechtjsoutady Y 72 anad pe; bn
konvergentni a @ € R. Potom jsou konvergentni i fady > 72, aan a Y pey an +

Yomeibnaplati Y 0L jaan =a Y 0 an a Y )l (an +bn) =3 0L an + Y 0l ba.

3.1.22. Véta. Necht )72, a, je konvergentni fada a )~ ; by je divergentni rada.
Potom je fada ) p> | (an + b,) divergentni.

Diikaz. Provedeme dtikaz sporem. Predpokladejme, ze fada Y, ; (an + by) je kon-
vergentni. Protoze fada ), a, je konvergentni, je podle Diisledku také
fada Y 02 (an + by —an) = Y o, by konvergentni. To je spor. ]

3.9. Rady s nezapornymi ¢leny

Dilezité specialni pripady nekone¢nych ¢&iselnych fad predstavuji fady s ne-
zapornymi ¢leny, tedy fady Y ;2 as, pro které je a, > 0, n € N. Tyto rady se
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vyznacuji urcitymi specifickymi vlastnostmi, které mizeme pii praci s nimi (napii-
klad pti vySetfovani jejich konvergence ¢i divergence) vyuzit.

3.2.1. Véta. Necht Y ;2 a, je fada s nezapornymi ¢leny. Potom je bud Y ;2 a,
konvergentni pravé tehdy, kdyz je posloupnost jejich ¢aste¢nych souctti shora ome-
zena.

Ditkaz. Oznaéme sy, = Y, an prom € N.

< Posloupnost {s,,} je neklesajici, protoze fada ) ,—; a, méd nezaporné ¢le-
ny. Zaroven je podle predpokladu shora omezena, a tedy je podle Dusledku
konvergentni. Podle Definice je tedy konvergentni i fada ) ,—; an.

= Posloupnost {s,,} je podle Definice konvergentni, a tedy podle Vé-

ty omezena. [ ]

3.2.2. Véta (srovnavaci kritérium). Necht Y 2 an a ) ,—; by jsou fady s nezdpor-
nymi ¢leny a necht existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,n > no, plati
a, <b,.
(a) Jestlize je fada ) ,-, b, konvergentni, pak jeifada ) _,-, a, konvergent-
ni.
(b) Jestlize je fada Y o ; a, divergentni, pak je i fada ) ,~, b, divergentni.

Ditkaz. (a) Pron € N oznaéme s, = Y j_,dk aty = Y x_; bx. Posloupnost {s,}
je neklesajici, protoze ¢leny posloupnosti {a,} jsou nezaporné. Dokazeme, zZe po-
sloupnost {s,} je shora omezena. Pro kazdé n € N ziejmé plati s, < s, + t4.
Posloupnost {#,} je konvergentni, a tedy je posloupnost {s,, + #,} shora omezena.
Proto je 1 posloupnost {s,} shora omezena. Protoze posloupnost {s,} je neklesaji-
ci a shora omezena, je podle Dusledku konvergentni. Podle definice je tedy
fada ) ;2 , a, konvergentni.

(b) Tvrzeni bezprostfedné plyne z jiz dokazaného tvrzeni (a). ]

3.2.3. Pfiklad. Dokazte, ze fada Y52, = je konvergentni.

Reseni. Pro n € N oznaéme a, = nLZ ab, = m Pak pro kazdé n € N plati

0 <a, < b,. Z Ptikladu vyplyva, ze > o2 1 bu je konvergentni. Podle Vé&-
ty B-2.9(a) je tedy i faday"° | a, konvergentni. FS

, v v 00 1 : v/ 2
3.2.4. Poznamka. Soucettady ) ,”, 5 jeroven ¢islu %

jsou vsak potieba pokrocilejsi pasaze matematické analyzy.

, k dtkazu tohoto tvrzen{

3.2.5. Véta (limitni srovnavaci kritérium). Necht Y72 | a, je fada s nezdpornymi
cleny, 3252 | by je fada s kladnymi ¢leny a existuje lim 3%. Ozna¢me 4 = lim 3-.
(a) Pokud 4 € (0,00), pak je fada Y ,~; a, konvergentn{ pravé tehdy, kdyz
je konvergentni fada Y, | by.
(b) Pokud 4 = 0atada ), b, je konvergentni, pak je konvergentni i fada
D net Gn-
(c) Pokud A = ccatada ) 2, a, je konvergentni, pak je konvergentni i fada

> b
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Ditkaz. (a) Polozme & = %. K tomuto & nalezneme podle definice limity ng € N

takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
A a, 34

=  Ptedpokladejme, 7e fada Y 2, a, je konvergentni. Z prvni nerovnosti

v (@) vypl)'/vé ze pro kazdén € N,n > no, plati b, < ian Podle Dusledku
je fada 392 | 2a, konvergentni. Podle Véty B.2.9(a) je také fada Y 02 ; by konver-
gentni.
7 < Nyni predpokladejme, Ze je fada > o2 | by konvergentni. Potom z druhé
nerovnosti v @) plyne, ze pro kazdén € N, n > ny, platia, < %bn. Obdobnym
zpusobem jako v dtikazu opa¢né implikace lze nyni dokazat, ze fada Yool an je
konvergentni.

(b) Polozme & = 1. K tomuto ¢ nalezneme z definice limity no € N takové, ze
pro kazdén € N,n > no, plat1 2 < 1.Paka, < b, prokazdén € N,n > ny. Podle
Véty B.2.9(a) je fada 300, ay konvergentni.

(c) Polozme K = 1. Podle definice nevlastni limity nalezneme ny € N takové,
ze pro kazdé n € N, n > ny, plati % > 1. Potom pro kazdén € N, n > ny, plati

an > byp. Podle Véty -(a) je rada Zzozl b, konvergentni. ]
3.2.6. Priklad. Dokazte, ze fada )2, 5 4+3 je konvergentni.
Reseni. Pron € N oznaéme
2n2 +1
ay = m a bn = n—2
Potom plati limy o0 52 = 2. Podle Piikladu jetada Y, b, konvergentni.
Podle Véty B.2.5(a) je i rada > e, an konvergentni. Iy

3.2.7. Priklad. Dokazte, ze fada ) =, mje divergentni.

Reseni. Pron € N ozna¢me

1
~/n + 100
Potom plati lim,—,« 32 = oo. Z Piikladu plyne, ze fada > o2 ba je diver-
gentni. Podle Véty @(c} je tedy fada > ",2 | a, je divergentni. ¥

1
a, = b, = —.
n

Zakladnim nastrojem pro zkoumani konvergence fad s nezapornymi ¢leny je
srovnavaci kritérium, pripadné limitni srovnavaci kritérium (Véty @ @
Pro jejich pouiivéni vsak potfebujeme dostate¢né rozsahlou $kalu rad, o nichz jiz
vime, zda jsou konvergentni ¢i divergentni. Takovou informaci zatim mame k dis-
pozici pouze pro geometrickou fadu (Ptiklad B.1.8 - ). Vyuzijeme ji nyni k odvozeni
dvou velmi uzite¢nych kritérii, totiz Cauchyova odmocninového a d’Alembertova
podilového kritéria.
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3.2.8. Véta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht Y7 | a, je fada s nezd-
pornymi ¢leny.
(a) Jestlize plati
dg €(0,1)Img e NVneN, n>ny: ¥Ya, <gq,

potom je fada ) ;> | a, konvergentni.
(b) Jestlize limsup #/a, < 1, pakje fada Y °2 . a, konvergentni.
p pak] n=1 g
(©) Jestlize lim 2/a, < 1, pak je fada Z:o=1 a, konvergentni.
d) Jestlize limsup #/a, > 1, pak neni pravda, ze lima, = 0, a tedy je rada
P P p Y
Y ne, an divergentni.
¢) Jestlizelim 2/a, > 1, pakeni pravda, ze lima, = 0, atedyjetada} . a,
P P A n=1
divergentni.

Diikaz. (a) Z predpokladu plyne, ze prokazdén € N,n > ng, platia, < q". Protoze
jeq € (0,1), je fada "2 | ¢" konvergentni. Podle Véty (a) je tedy také rada
352, an konvergentni.

(b) Oznat¢me A = limsup {/a,. Zvolme q € (A, 1). Pak podle definice limes
superior nalezneme n¢ € N takové, Ze sup{ ¥/a,; n € N,n > no} < q. Potom plati

Vn e N,n>ny: Ya, <gq.
Tvrzeni tedy plyne z jiz dokazaného tvrzeni (a).

(c) Podle Véty plati lim sup %/a, = lim %/a, < 1, a tedy tvrzeni bezpro-
stfedné plyne z (b).

(d) Ozna¢me A = limsup %/a,. Podle Véty existuje rostouci posloup-
nost pfirozenych cisel {ny}32 , takova, ze limg o0 @, = A. Protoze A > 1, existuje
ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati ng/a,, > 1. PovySenim této
nerovnosti na n; dostaneme, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati a,, > 1. To zname-
na, ze neplati limg_, o0 an, = 0. Podle Véty tedy neplati ani lim, o a, = 0.
Neni tudiz splnéna nutna podminka konvergence fady, a tedy podle Véty
fada }_,2, a, diverguje.

(e) Tvrzeni bezprosttedné plyne z (d) a Véty . ]
3.2.9.Poznamka. Jestlize je {a,} posloupnost nezapornych realnych ¢isel splnujici
lim ¢/a, = 1, pak o konvergenci ¢i divergenci fady Y2, a, neni mozné rozhod-
nout na zakladé Véty B.2.§. Oznaéime-li naptiklad a, = L a b, = L pron €N,
pak plati lim 7/a, = lim ¥/, = 1,tada )" a, je divergentni a fada Y b, je konver-

gentni.

3.2.10. Priklad. Nechik € N aa € R, a > 1. Dokaite, e fada 5%, % konver-
guje.

Resent. Podle Piikladu P.2.59 plati lim ¢/n = 1. Odtud a z véty o aritmetice limit
pro posloupnosti (Véta R.2.36) plyne, ze

n k n k 1
lim #/a,, = lim ‘/n—zlim( n) =-<1.
a” a a
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Podle Véty (c) tedy rfada konverguje. -
3.2.11. Véta (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht Y o | a, je fada s klad-
nymi ¢leny.

(a) Jestlize plati vyrok

a
n+1 <q,

Anp

dg €(0,1)Ing e NVneN, n>nyp:

potom je fada Y ;> | a, konvergentni.

(b) Jestlize lim sup a’;;” < 1, potom je fada ) -, a, konvergentni.

v . a +1 . v o0 Ve
(c) Jestlize lim Q”T < 1, potom je fada ), a, konvergentni.
(d) Jestlize lim =25 > 1, potom je fada 32 | an divergentni.
Diikaz. (a) Matematickou indukei dokazeme, ze plati vyrok
VneN,n>ng: ap <q" "ay,. (3.3)
Pron = ng je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, Ze nerovnost v @) plati pro néjaké
neN,n>ngy. Potom

an+1 = az:lan =qan = qqn_noano = qn+1—noan0’
pri¢emz prvni nerovnost plyne z predpokladu véty a druha z indukéniho predpo-
kladu. Tim je podle principu matematické indukce dokazan vyrok @

Podle Prikladu @ a Disledku B.1.21 je fada 322 ¢""°a,, konvergentni.
Podle je také fada Y ;2| ¢""0a,, konvergentni. Podle Véty (a) je tedy
konvergentni i fada ) o | ay.

(b) Je-li lim sup a'['l;” < 1, pak podle definice limes superior existuji ¢ € (0, 1)
ang € N takova, ze

an+1

VneN, n>ngp:
Tvrzeni nyni plyne z (a).
(c) Tvrzeni plyne z (b).
(d) Je-li lim a,;% > 1, pak podle definice limity existuje no € N takové, ze

an+1
VneN, n>ng:

> 1. (3.4)

Anp
Dokazeme, ze plati vyrok
VneN,n>ng:ap > an,. 3.5)
Pro n = ng je toto tvrzeni zfejmé. Jestlize pro néjaké n € N, n > ny, plati a, > ap,,,

pak podle plati

An+1

apy1 = ap = an = dpg-

n

Tim je podle principu matematické indukce dokazan vyrok (@ Rada m4 podle

predpokladu kladné ¢leny, a tedy a,, > 0. To znamena, Ze neplati lima, = 0.

Podle Véty tedy fada )"~ a, diverguje. [
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3.2.12. Pfiklad. Nechtk € N.Oznaémea, = & Rozhodnéte, zda fada Y52 ay

konverguje.

Reseni. Rada ztejmé diverguje pro k = 1. Predpokladejme, ze k > 2. Platia, > 0
pro kazdé n € N a navic pron € N,n > 2, plati

G DE (b 56

an (kn+1)...(kn+k) (k_|_l) (k_,_l;C)’ )
Z véty o limité¢ soucinu (Véta (b)) dostavame lim 2241 = k=% < | Podle
Véty B.2.11 tedy Y22 | a, konverguje. *

3.2.13. Poznamka. Je-li {a,} posloupnost kladnych realnych ¢isel spliujici lim a"a:‘ =
1, pak o konvergenci ¢i divergenci fady > o2 | an nemiizeme rozhodnout na zakla-
deé Véty m Oznadime-li naptiklad a, = ,ll ab, = an pro n € N, pak plati
lim a”a:‘ = lim b’l’;” =1,fada ) a, je divergentni a fada ) b, je konvergentni.

3.2.14. Poznamka. V souvislosti s tvrzenim (d) ve Vété upozornéme na to,
ze predpoklad lim sup “2+! > 1 nezaru¢uje divergenci fady Y n-; a,. Pifkladem je
fada Y 07 | an dcﬁnovana predpisem

2771 nje-lin liché, e N
a, = n ,
" 27" njelin sudé,
tedy
1 1 1 1
Zanz— +—+ +—+ =+

16 8 64 32

Pro kazdén e N platl 0 <a, <2° ”“, a tedy je uvedena rfada konvergentni podle
srovnavaciho kritéria (Véta (a)). Presto vsak plati lim sup a’;:‘ > 1, nebot

. , n €N,
L je-lin sudé,

ap 3

ani1 {2, je-li n liché,

takze lim sup a”“ =2.

3.2.15. Priklad. Nechta > 0. Rozhodnéte, zda fada )2 | 4¢ " konverguje.
Resent. Cleny zadané fady jsou kladné a plati
lim & — im % — o
w20 a,  nien +1
Rada tedy konverguje podle Véty B.2.11/(c). »

3.2.16. Poznamka. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Z Piikladu
plyne, ze pokud lim "‘H existuje, pak existuje ilim {/a, alimity se rovnaji. To zna-

mena, ze je-li splnena premlsa tvrzeni (c), nebo (d) Véty m pak je téz splnéna
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premisa tvrzeni po radé (c), nabo (e) Véty B.2.8 V)’rpoéet lim 2/a, vsak mize byt

VVVVVV n+l

3.2.17. Véta (kondenzaéni kritérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost s ne-
zapornymi ¢leny. Pak fada )2 | a, konverguje pravé tehdy, kdyz rada Y _,2 ) 2"an
konverguje.

Diikaz. Pro k € N oznaéme

k k
sk=2aj a l‘k=22‘1a2/’.
j=1 j=0

< Oznaéme A = Z;‘)io 2ja2_,-. Potom A € R. Zvolme m € N. K nému
nalezneme m € N takové, e m < 2K. Potom 1, < A4, a tedy plati
Sm<ay+(az+az)+ (as+as+as+az)+---+ (@p—1 + -+ +as_;)
k—12/+1-1

=> > an<22’a2/—tk 1 < A.

J=0 n=2J/

To znamena, ze sloupnost {sm} je shora omezena, a tedy fada Y o2 | an konver-
guje podle Véty @

= Oznalme B =) 2, a,. Potom B € R. Zvolme k € N. K nému nalezne-
me m € N takové, %e 2 < m. Potom s,, < B a navic plati

Sm>air+az+(azs+as)+(as+as+a7+ag) + -+ (-1, + -+ a)

k 2/ k k
= +Z Z aj =z ay +22j_1a2j =a +%Z2ja2j

J=li=2/-141 Jj=1 Jj=1

takZe 1 < 2B. To znamena, ze posloupnost {f;} je shora omezena, a tedy podle

Véty ‘ 3.2.1tada > Yome 0 2"asn konverguje. [ |

Vime, ze Y 22 x L diverguje (Ptiklad -) zatimco Y po 1 2L konverguje (Prl

klad B.2.3 - V nasledujici vété¢ uvedeme charakterizaci konvergence fad } 00| -1 na v
zavislosti na parametru @ € R. Véta je dilezitou aplikaci kondenzac¢niho kritéria.

3.2.18. Véta. Necht o € R . Potom fada ) -, - konverguje pravé tehdy, kdyz

a>1.

Ditkaz. Jelia <0, pak pro kazdé n € N plati nia > 1, takZe neni splnéna podminka
lima, = 0. Podle Véty tedy fada Y po | - diverguje.

Predpokladejme nyni, ze o € (0,00). Z definice vyrazu n* (odstavec a
vlastnosti funkci exp a log (odstavce a plyne, Ze {-&} je nerostouct
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posloupnost kladnych redlnych ¢&isel. Podle kondenzaéniho kritéria (Véta B.2.17)
rada Zi‘;l n% konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje rada

oo oo

Z on (2i)a — Z(zlfa)n.

n=0 n=0

Rada 3% ((217%)" je geometrickou fadou s kvocientem 2'7¢, a tedy je podle Pii-
kladu konvergentni pravé tehdy, kdyz 2!~* < 1. To nastavé pravé tehdy, kdyz

a>1. u
3.2.19. Priklad. Rozhodnéte, zda fada } -, 11:5% konverguje.
14+ 3/n

X 7
Reseni. Pron € N oznaéme a, = ab, =n—6. Potom pro kazdé n € N plati
T V3 T P P

ay, > 0ab, > 0. Rada 352 | bn konverguje podle Véty , nebot % > 1. Navic
plati

. ay .71 1+ Yn . né+n? R
lim == limne - ——==lim ——— = lim ——= =1.
n n—>00 1+ /n3 n—00 1+n§ n—>ool+n—§
Podle Véty tedy konverguje i fada Y ;2 | an. *

3.3. Rady s obecnymi ¢leny

V tomto oddilu odvodime né¢kolik postacujicich podminek pro konvergenci
fad, jejichz ¢leny mohou byt kladné i zaporné. Prvnim vysledkem tohoto typu bude
Leibnizova véta.

3.3.1. Véta (Leibniz). Necht {a,} je monoténni posloupnost splnujici lima, = 0.
Potom je fada Y -, (—=1)"a, konvergentni.

Diikaz. Predpokladejme, ze {a,} je nerostouci. Odtud, z predpokladu véty a Ve-
ty plyne, ze lima, = inf{a,; n € N} = 0. Potom tedy a, > 0 pro kazdé
n € N. Ozna¢me prok € N

m
Sm = Z(—l)”an.
n=1

Potom pro kazdé k € N plati

S2k+2 — S2k = Qok4+2 —dok+1 =0 @ Sop41 — S2k—1 = —dog+1 t a2 =0,
nebot {a,} je nerostouci. Tedy posloupnost {s5 } je nerostouci a posloupnost {s»x 41}
je neklesajici. Diky vété o limité monoténni posloupnosti (Véta maji obé po-
sloupnosti limitu. Pro kazdé k € N plati sox 1 = S2x —aok+1. Z predpokladu vime,
ze lima, = 0, a tedy diky vété o limité vybrané posloupnosti (Véta také
limasg 41 = 0. Z véty o aritmetice limit (Véta ) tedy dostavame

limsog 41 = lim(spx — anpq1) = lim sy —limaggyq = lim sy,
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takze posloupnosti {sy¢} a {s2x+1} maji spole¢nou limitu s € R*. Protoze ale pro
kazdé k € N plati

S1 = S2k41 = S2k — A2k+1 = S2k = 52,
jes € R. Odtud diky Vété (viz téz Poznamku ) plyne, ze lims, = s,a
nase fada je tedy konvergentni.
Je-li posloupnost {a,} neklesajici, potom je posloupnost {—a,} nerostouci a

lim(—a,) = 0, a tedy fada ) 2, (—1)"(—an,) podle jiz dokdzaného konverguje.
Podle Disledku konverguje i fada Y no (—1)"a,. [

3.3.2. Priklad. Dokazte, ze fada ) -, (—1)" ,ll je konvergentni.

Resent. Posloupnost {%} je nerostouci a navic plati 1im% = 0. Z Véty tedy
plyne, ze fada >, (—1)" % je konvergentni. *

3.3.3. Predpoklad monotonie ve Vété nelze vynechat. Prikladem je rada
Yool (=D)"ay, kde
o 1 pron € N sudé,
"o pron € N liché.
Posloupnost {a,} sestava z nezapornych cisel a konverguje k 0, neni v§ak mono-
ténni. Oznaéme {s,,} posloupnost ¢aste¢nych soucti fady Y .2, (—1)"a,. Potom
pro kazdé k € N plati
k

1
=

l\)l'—‘

Syl
P
Podle Prikladu je limg 00 $2k = 00, a tedy uvedena rada diverguje.

V nasledujicim lemmatu vyuzivime imluvu uvedenou v Oznaceni .

3.3.4. Lemma (Abclova parcialni sumace). Nechtm e Naay,....am,bi1,...,bm
jsou realna ¢isla.

(a) Nechtn e N,n <m,ao = Y%

j=n 4> k =n,...,m.Pak plati

m m—1
Y asbj =" 0j(bj —bjt1) + Ombm. 3.7)
L ~

(b) Oznaéme s = Z_;;laj,k =0,...,m. Pak pro kazdé n € N, n < m, plati

m—1
Za,b = —sp1bn + Y_ 5;(bj —bj11) + Smbm. (3.8)
j=n j=n

INiels Henrik Abel (1802-1829)
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Diikaz. (a) Pomoci elementarnich tprav dostaneme

> ajbj = apby + -+ + ambm
Jj=n Onbn 4 (Ont1 —0n)buy1 + -+ (Om — Om—1)bm
0n(bn —bpy1) + -+ om—1(bm—1— bim) + Ombm

m—1

= > 0j(bj —bj11) + Ombm.

Jj=n

Tim je dokazano tvrzeni (a).
(b) Podobné jako v diikazu tvrzeni (a) plati

m
Zajb_/ = anpby + -+ ambm

j=n = (sn — Sn—1)bn + (Snt1 = Sn)bnt1 + -+ + (Sm — Sm—1)bm
= —Sp—1bn + sp(by — bp+1) + -+ + Sm—1(bm—1 — bim) + Smbm
m—1
= —Sp_1bp + Z s](b] _bj+1) + Smbm.
j=n
Tim je dokazano tvrzeni (b). ]

3.3.5. Véta (Abelovo a Dirichletovof kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloup-
nosti realnych ¢isel, pricemz {b,} je monoténni. Necht je navic splnéna alespon
jedna z nasledujicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} jc omezend a fada Y - ; a, konverguje,

(D) limb, = 0 a posloupnost &iste¢nych soulti fady Y 2, a, je omezena.

Pak fada ) .2, anb, konverguje.
Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze posloupnost {b,} je nerostouci. Predpoklade;j-
me, ze je splnéna podminka (A). potom existuje K € (0, 00) takové, ze pro kazdé

n € N plati |b,| < K. Zvolme & > 0. Rada Y ne an spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku, takze mtizeme nalézt ng € N takové, ze pro kazdé n.m € N, n > no,

Y aj

ox = Z;-c:n aj,k =n,....,m. Potom pro kazdé k € {n,...,m} plati |ox| < ¢. Podle

Lemmatu (a) mame
m
D abi| =
j=n

m > n, plati < €. Zvolme n,m € N splnujicin > ng am > n a oznaéme

m—1
(Z 0j(bj — bj+1)) + Ombm

J=n

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
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Posloupnost {b,} je nerostouct, takze b; — b; 11 > 0 pro kazdé j € N. Odtud a z
trojihelnikové nerovnosti (L.10) vyplyvd, ze

m—1
(Z oj(bj — bj+1)) + Ombm

Jj=n

m—1
5(2NM@—@Hg+WMM|

Jj=n

m—1
=< 5(2(17]' - bj-i—l)) + &lbm| = e((bp — bym) + |bml)

Jj=n
< &(|bn| + 2|bm|) = 3Ke.

Kombinaci odhadt dostdvame, ze fada Y2, anb, spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu

podminku, a tedy je podle Véty konvergentni.

Nyni predpokladejme, ze plati podminka (D). Potom jsou ¢leny posloupnosti
{b,} nezaporné. Oznacme sx = Z}czl aj prok € N. Nalezneme M € (0, oo) takové,
ze pro kazdén e N plati [s,| < M.Zvolme e € R, ¢ > 0. Knému nalezneme ng € N
takové, ze |b,| < e prokazdén € N,n > ng. Nechtn,m € N splnujin > npam > n.

Z Lemmatu (b) plyne

m m—1
Zajbj = |—Sp—1bn + Z 5j(bj —bj+1) + Smbm
j=n j=n

m
<Mb, + ZM(b,- —bj+1) + Mby,
j=n
— Mby, + M (by — by) + Mby,
=2Mb, <2Me.

Rada Y% | a,by, splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku, a tedy je podle Vé-
ty konvergentni.

Je-li posloupnost {b, } neklesajici, Ize diikaz provést obdobné, nebo lze jiz do-
kazané tvrzeni pouzit pro posloupnost {—b,}. [

3.3.6. Poznamka. Leibnizova véta (Véta je specialnim pripadem Véty (D),
protoze fada ;- (—1)" md omezenou posloupnost ¢aste¢nych soudtt (vizte Pii-

klad B.1.6).

3.3.7. Piiklad. Dokazte, ze fada ) - ; sinnx ma omezenou posloupnost &4steé-
nych souctt pro kazdé x € R.

Reseni. Ze souctovych vzorci plyne, ze pro kazdé x € R a kazdé k € N plati

2sin(4x) sin(kx) = cos(k — 1)x — cos(k + L)x,
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Pak pro kazdé x € R a kazdé n € N dostavame

2sin(3x) Z sin(kx) = Z (cos(k — 1)x — cos(k + 3)x)
k=1 k=1 3.9

= cos(l — %)x —cos(n + %)x
= cos %x —cos(n + %)x,

(3.10)

Jestlize x € {2Ix; | € Z}, pak sestava rada Yoo sin(nx) z nulovych ¢lenti, a ma
tedy omezenou posloupnost ¢aste¢nych souctt. Jestlize x ¢ {2in; | € Z}, pak ze
vzorce @) plyne pro kazdé n € N odhad

> sin(kx)
k=1

a tedy opét ma fada Y2 | sin(nx) omezenou posloupnost ¢aste¢nych soudtli. &

- ‘cos(%x)—cos(n+%)x| 1

‘Zsin(%x)| - |Siﬂ(%x)}’

3.3.8. Priklad. Dokazte, ze fada ) ,., cosnx ma omezenou posloupnost &édstec-
nych souctl pravé tehdy, kdyz x € R\ {2/x; [ € Z}.

Resend. Ze souctovych vzorct plyne, ze pro kazdé x € R a kazdé k € N plati
25in(%x) cos(kx) = sin(k + %)x — sin(k — %)x.

Pak pro kazdé x € R an € N dostavame
n n
2sin(3x) ) " cos(kx) = Y (sin(k + $)x —sin(k — 3)x)

k=1 k=t . (3.11)
= —sin(l — 3)x + sin(n + 3)x

= sin(n + %)x — sin(%x).
Jestlize x € {2In; | € Z}, pak fada Y, | cos(nx) = Y ;2| 1 zfejm¢é nema omeze-
nou posloupnost ¢aste¢nych soultit. Jestlize x ¢ {2/7; | € Z}, pak ze vztahu (B.11))
plyne, ze

. 1 .1
sm(n+5)x—sm(§x)| 1

|

Z cos(kx)
k=1

a tedy opét ma fada Y~ cos(nx) omezenou posloupnost &iste¢nych soudti. &

‘25in(%x)| - }Siﬂ(%x)‘ '

3.3.9. Priklad. Dokazte, ze fada Y po | 2% je konvergentni pro kazdé x € R.

Reseni. Necht x € R. Pron € N polozmea, = sinnx, b, = L1 Podle Piikladu

n
je posloupnost ¢aste¢nych soucti fady Y p- | a, omezend. Posloupnost {b,} je kle-
sajici a splnuje lim b, = 0. Z Dirichletova kritéria tedy plyne, ze fada ), | S8
konverguje. *
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3.3.10. Priklad. Dokazte, ze fada Y -, =% konverguje prave tehdy, kdyz x €
R\ {2ln; ] € Z}.

Reseni. Jestlize x € R\ {2l7; k € Z}, pak lze konvergenci fady Y 2, <% dokézat
obdobné jako v feseni Prikladu . Jestlize x = 2Ix, kde I € Z, potom pro

o0 cosnx

kazdé n € N plati cosnx = 1, a tedy fada ) 5o, <2 = 32 | 1 diverguje podle
Prikladu . *

3.4. Absolutni konvergence ciselnych fad

3.4.1. Definice. Rekneme, Ze fada ) _,- | a, je absolutné konvergentni, jestlize je
fada ) ;- |an| konvergentni. Je-li fada )~ | a, konvergentni, ale nen{ absolutné
konvergentni, fikame, Ze je neabsolutné konvergentni.

3.4.2. Poznamka. Rada, jejiz ¢leny neméni znaménko, konverguje pravé tehdy,
kdyz konverguje absolutné.

3.4.3. Véta. Necht > 72 | ay je absolutné konvergentni fada. Pak je fada Y _,> ; a,
konvergentni a navic plati Y po; an < Y pey lanl.

Diikaz. Podle Véty spliiuje fada )" ;2| |an| Bolzanovu-Cauchyovu podmin-
ku. Zvolme & > 0. Pak lze nalézt ng € N takové, ze pro kazdé n,m € N, n > no,
m > n, plati Z;”:n laj| < e. Z trojihelnikové nerovnosti plyne, ze pro kazdé
n.meN,n>ng,m > n,plati

m m

Yoaj| <Y lajl<e,
j=n

j=n
a tedy také fada Y, a, spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Podle V¢-
ty je tedy Y72, a, konvergentni.

Pron € N oznaéme s, = Y p_,ax a 0y = .ZZ=1 lak|. Potom ziejmé plati pro
kazdé n € N nerovnost s, < 0,,. Odtud, z definice souctu rady a Véty R.2.44 plyne,
ze Y ,Zyan < 32y lanl- n

3.4.4. Priklad. Dokazte, ze fada ) =, (_nlz)n je absolutné konvergentni.

« 1\ , v v

Reseni. Oznaléme a, = (nlz) ,n € N. Potom plati |a,| = an’ n € N. Protoze rada
. . v/ . v —1)" v

3% | lan| konverguje (vizte Piiklad B.2.9), je fada 352 | (nlz) absolutné konver-

gentni. ry

3.4.5. Priklad. Dokazte, 7e fada ) =, (7%” je neabsolutné konvergentni.

(-1

Reseni. Oznatme ay, = J%n ab, = JLE’ n € N. Potom je {b,} monoténni posloup-

nost spliujici limb, = 0, a tedy je fada Y 22, a, konvergentni podle Véty B.3.1.
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Naproti tomu je fada ) o |an| = > ooy %ﬁ divergentni podle Véty B.2.1§. Odtud

plyne, ze fada Y2 | an je neabsolutné konvergentni. ry

Nasledujici dvé véty jsou variantami Cauchyova odmocninového a d’Alembertova
podilového kritéria pro absolutni konvergenci rad.

3.4.6. Véta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht )02 a, je fada.
(a) Jestlize plati

g €. 1)IngeNVneN, n=>ng: Van| <q.
pak fada Y_,2; a, je absolutné konvergentni.
(b) Jelilimsup ¥/]a,| < 1, pak je 22| a, absolutné konvergentni.
(© Jelilim ¥/]a,| < 1, pak je 322 | a, absolutné konvergentni.
(d) Je-lilimsup ’(/m > 1, pak neni pravda, ze lima, = 0, a tedy je >, an
divergentni.
() Jeli lim %/]a,| > 1, pak nenf pravda, ze lima, = 0, a tedy je Y oo, an
divergentni.
Diikaz. (a) Podle jiz dokazaného Cauchyova kritéria pro fady s nezapornymi ¢leny
(Véta (a)) dostavame, ze fada ) .-, |an| konverguje, a tedy Y ;2| a, konver-
guje absolutné. Tvrzeni (b) a (c) 1ze odvodit obdobné.
(d) Podle Véty (d) dostavame, ze posloupnost {|a,|} nekonverguje k nule.
Podle Véty pak {a, } také nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence fady

> > | an. Tvrzeni (e) Ize dokazat obdobné. ]

3.4.7. Véta (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht Y2 | a, je fada s nenulo-
vymi ¢leny.
(a) Jestlize plati
dg €(0,1)3Ing e NVn € N, nZno:%fq
An
pak fada Y 2, a, je absolutné konvergentni.
e-l1 limsup —+ < 1, pak je —1 an absolutne konvergentni.
b) Je-li lim sup 425l < 1, pak je Y522 a, absolutné konvergentni
(¢) Je-lilim % < 1, pak je Y72 a, absolutné konvergentni.
(d) Je-li lim % > 1, pak neni pravda, Ze lima, = 0, a tedy je ZZO=1 an
divergentni.
Diikaz. (a) D’Alembertovo podilové kritérium pro fady s nezapornymi ¢leny (Ve-
ta B.2.11)(a)) ukazuje, 7e fada Y52, |an| konverguje, a tedy 390 | a, konverguje

absolutné. Pri ditkazu tvrzeni (b) a (c) lze postupovat obdobné.

(d) Podle Véty B.2.11|(d) dostavame, Ze posloupnost {|a, |} nekonverguje k nu-
le. Podle Véty R.2.24 pak {a,} také nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence

fady >0 | an. [

3.4.8. Pfiklad. Vysetiete konvergencia absolutni konvergencifady 2 | (—1)" M’ﬁ
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Resend. Nejprve vysetfime, zda fada konverguje absolutné, tj. zda konverguje fada

_n4+1 v
>, EERIW et . Protoze
n+1
lim EDVAFI=L (n+1)V/n .
m f = lim =

atada ), % diverguje podle Véty B.2.18, z limitniho srovnavaciho kritéria ply-
v v n+] . . v s 7 . _
ne, ze fada > o GID/aE diverguje. Proto fada ze zadani nekonverguje abso
lutné.
Pro vysetfeni neabsolutni konvergence pouzijeme Leibnizovo kritérium (Vé-
ta B.3.1). Rada zfejmé pravidelné stiida znaménka. Dale plati

n—+1 . 1

m =lim —— =0.
(n+Dvn+1-1 n+1—
Nakonec potfebujeme rozhodnout o platnosti nerovnosti
n+1 n+2
> = tnir. (312)

T DIt l-1 T i+ nt2-1

Tuto nerovnost vsak snadno prevedeme ckvivalentnimi dpravami na nerovnost

(n+1)(n+2)(«/n+2—«/n+1>+120,

jez plati pro kazdé n € N. Pro kazdén € N tedy platii (-) Ove¢rili jsme, ze nase
fada splnuje predpoklady Véty B.3.1, a proto fada konverguje.

Rada ze zadén{ je tedy neabsolutné konvergentni. s
3.4.9. Priklad. Dokaite, Ze fada Y 52 | $2% je neabsolutné konvergentni.

Reseni. Zadana fada je konvergentni podle Piikladu B.3.9. K ovéfeni neabsolutnf
konvergence je tfeba ukazat d1vergenc1 fady Yo% [S22|. Protoze viak

sm n Slrl2 n
>

Vn e N:

n n

sta¢i podle Véty -(b) dokézat divergenci fady > ;2 S"‘nz”. Pomoci vzorce pro

dvojnasobny argument dostaneme pro kazdén € N

sin®n 1 —cos2n

n 2n

sin®n o0 1—cos2n

Tedy, kdyby konvergovala fada ;- , konvergovala by i fada ) )~ | =5
Podle Prikladu fada ) 52 | <22 konverguje. Navic pro kazdé n € N plati

1 1 —-cos2n cos2n

n n n

Kdyby tedy konvergovala fada ) ;2 ; 5", konvergovala by podle Véty -
harmonicka rada. To by vsak byl spor s Prlkladem

sm n




146 3. CISELNE RADY

3.4.10. Véta (Toeplitz). Nechtc,x € R, n,k € N, jsou realna ¢isla splnujici

(a) prokazdé k € N platilim, o0 cpx =0,

(b) lim,—e0 ZZO=1 ek =1,

(©) sup,en Xpzt lenkl < oo
Necht {ax} je konvergentni posloupnost. Potom je posloupnost {b,}, kde b, =
> k=i Cnkdk, dobfe definovana a plati limb, = lima,.

Diikaz. Ozna¢me C = sup, Y r=i lcnk|. Posloupnost {ag} je omezena, nebot je
konvergentni. Zvolme n € N. Potom podle (c) plati

o ¢]

> lenar] < C - sup{lag|; k € N} < oo,
k=1

a tedy fada Y p—; cu kax konverguje absolutné, takze b, je realné &islo.
Nyni navic predpokladejme, Ze limag = 0. Zvolme libovolné ¢ € R, & > 0. K
nému nalezneme kg € N takové, ze

Vk € N,k > ko: |ax| <e. (3.13)

Potom plati

hm sup |by| = lim sup‘ch kak‘

= hmsup‘ch xar + Z Cn kak)
00 = k=ko+1

Diky (a) plati rovnost

k() kO
lim sup Z Cn ik = hm Z cn ik =0,

nebot uvazovana suma ma pevny kone¢ny pocet s¢itancti a lze uzit vétu o aritmetice
limit. Dale odhadneme s pomoci (c) a

o o0
limsup‘ Z c,,,kak‘flimsup Z len kak|

n>00 lp kit N0 pkot1

o0
< limsup Z lcnkle < Ce.
"0 k=ko+1

Dohromady tedy diky Vété P.4.14 mame

lim sup |b,| < lim sup‘ch kak‘ + lim sup) Z Cn kClk‘ <Csg

n—o00 n—oo Ty n—>00 i _pit1

pro libovolné kladné ¢ € R, a tedy lim b, = 0.
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Predpokladejme nyni ze lima, = A € R. Potom mtzZeme psét

lim b, = lim ch KAk = hm chk(ak—A)—l- lim ch KA.

n—>00 n—>00

Prvni limita je rovna 0 podle predchozi ¢asti, nebot limg_, o0 (ax — A) = 0. Druha
limita je rovna A diky (b). Dohromady tedy dostavame lim, o b, = A, ¢imz je
tvrzeni dokazano. [ |

V nasledujici vété¢ ukazeme dulezity specialni pripad Toeplitzovy véty.
3.4.11. Véta. Necht {a,} je konvergentni posloupnost realnych ¢isel. Potom plati

lim —Zak = hm dy.

n—oo n
k=1

Ditkaz. Pron,k € N polozme
1 pokud k < n,

n’

0, pokudk > n.
Ovétime predpoklady Toeplitzovy véty (Véta B.4.10). Necht k € N. Potom

1

lim ¢, = lim — =0,
n—00 n—oon

Cnk =

a tedy predpoklad (a) je splnén. Protoze pro kazdé n € N mame

chk—z_z %:,

je splnén i predpoklad (b). Konecne protoze ¢, > 0 pro kazdé n, k € N, dostava-

mc
o}

o0
D lenal =D e =1
k=1

k=1
pro kazdé n e N. Plati tedy sup, .y > r=; len k| = 1 < oo, takze i pfedpoklad (c)
je ovéten. Vzhledem k tomu, ze

lim ch rap = lim — Zak,
n—00 n—oon =

plyne tvrzeni z Toeplitzovy véty (Veta ) [
Z nasledujictho prikladu vyplyva, ze tvrzeni Véty nelze obritit.
3.4.12. Priklad. Necht a, = (=1)",n € N. Dokazte, e
-
nli)ngo - kz_:l ar = 0.

Reseni. Pro kazdén € N plati L S%_, ap = &2
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3.5. Prerovnani rad

Scitame-li kone¢né mnoho redlnych ¢isel ay, . .., an, pak vysledny soucet neza-
visi na poradi s¢itancti ay, ..., a,. Jinymi slovy, je-li 7 libovolna bijekce mnoziny
7 n n 7 v
{1, ...,n} na sebe, pak plati Zi=1 ai = Y i—14zG)- V tomto oddilu ukazeme, za
jakych podminek plati analogie uvedeného pozorovani i pro nekone¢né rady.

3.5.1. Definice. Necht )72, a, je fada. Je-li m: N — N bijekce, nazveme radu
Y o1 dx(n) pFerovnanim fady > 02 | an.

3.5.2. Uvazujme naptiklad bijekci 7: N — N definovanou predpisem

n+1, pokudn jeliché,
n(n) = ; ,
n—1, pokudn jesudé.

Mame-li fadu
o0
Zan =a)+ay+as+as+...,

n=1

pak pomoci bijekce 7 obdrzime prerovnanou radu

o0
Z An(n) = A1) +dn@) + dn@) T dn@) + ...

n=1

=ay+ay+aqg+as+...
Nasledujici jednoduché lemma v dalsim vykladu nékolikrat pouzijeme.

3.5.3. Lemma. Necht f: N — N je zobrazenia A C f(N) je kone¢na mnozina.
Pak existuje n € N takové, ze A C {f(1),..., f(n)}.

Ditkaz. Pokud je A prazdna, pak staci polozit napiiklad n = 1. Predpokladejme,
ze A je neprazdna. Pro kazdé a € A nalezneme n, € N takové, ze plati f(n,) =
a. Mnozina B = {n,; a € A} je neprazdna a konecna, nebot A je neprazdna a
kone¢na. Polozme n = max B. Potom plati

A= f(B)C f({L,....n}) = {f(D)..... f(m)},

¢imz je tvrzeni dokazano. [

3.5.4. Lemma. Necht fada Y -, a, konverguje. Potom pro kazdé ¢ € R, ¢ > 0,

existuje ng € N takové, ze ‘Z:o:no a,,| <e.

Ditkaz. Ozna¢me {s,} posloupnost ¢aste¢nych soudtt fady > 2| a, a s jeji soucet.

Nechte € R, & > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze [s —s,,—1| < €. Ozna¢me
00 v/ v v,y 00 .

{n}pney, Cdstecné soulty fady >, an, tj.

In =0aupy +--+an, neN, n>n,.
Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati s, = su,—1 + t, a tedy také

lim#, = lim(s, — Spg—1) =5 — Sng—1-
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Posloupnost {1, };2,, tedy konverguje. Rada > men, @n je tudiz konvergentni a jeji

soucet je roven § — s,,—1. Tedy plati

oo
2 an

n=ngo

=[5 — Spo—1] < &.

3.5.5. Véta. Necht fada Y .,2, a, absolutné konverguje a 7: N — N je bijek-

n=1
ce. Potom prerovnana fada Y, dx(n) absolutné konverguje a plati Y2, a, =

Zrolc=1 Az (n)-

Diikaz. Zvolme m € N. Lemma aplikujeme na zobrazenf 7! a mnozinu A =
{1,...,m}. Nalezneme n € N takové, ze
{(,....om} C{zx7'(D),....n7 *(m)}.
Mame tedy {7(1),...,w(m)} C {1,...,n}. Potom plati
m n o0

Y laxy| £ lail <) lail.

j=1 i=1 i=1
Odtud podle Véty plyne, zetada )72, |ax(j)| konverguje, a tedy fada ) 2 | ax())
konverguje absolutné.

Pro dikaz druhé ¢asti tvrzeni oznaéme

Sp =dar+ -+ an, In =dn) + -+ dz@), neN,
s = lim s,, t = lim t,.
n—00 n—00

Potom s a ¢ jsou dobie definovand redlna &isla, nebot fady Y 02 an @ Y ey dr(n)
absolutné¢ konverguji, a tedy i konverguji. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Pomoci Lemma-

tu nalezneme m € N takové, zZe

o0 o0
Z lai| < e a Z laz(hyl < e. (3.14)
i=m+1 j=m+1

Lemma aplikujeme na zobrazeni 771 am analezneme n, j € N takova, Ze
{I,....m}C{x'(D),.... 77 Y(n)},
{L,....m} C{x(),...,m(j)}
Polozime-li K = max{j, n}, mame k > n, a dostaneme
{m(),...,7m)} C{1,...,k}, (3.15)
{1,....m}yC{x(1),...,mw(k)}. (3.16)
Zvolme libovolné p € N, p > k. Oznaéme
A={lL....p}\{=x(D).....7(p)},
B={n),...,7(p)}\{l,...,p}.
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Pak podle @ mame A C {i € N; i > m} a podle je B Cc{n(j) j €

N, j > m}. Potom dostavame

Sp—1tp| = ‘Za, Zan(])‘—‘zaz Zan(])‘ Z|a,|+2|a,,(])|

i=1 icA JE€B icA JjE€B
o0
< Z lai| + Z |an(j)| < 2e.
i=m+1 j=m+1

Ukazali jsme, ze plati s — ¢t = limp s00(sp — 1) = 0, a tedy s = ¢. Tim je dikaz
dokonden. -

Predchazejici véta fika, ze prerovnani absolutné konvergentni fady nemént jeji
soucet. Pro neabsolutné konvergentni fady vsak toto tvrzeni neplati. Nejprve uka-
zeme priklad fady a jejtho pferovnani s rozdilnymi soucty.

3.5.6. Priklad. Uvazujme radu
1 1 1 1 1

1

___+___+___...
1 1 2 2 3 3

Dokazte, ze existuje prerovnani této rady, které ma jiny soucet nez ptivodni fada.

Rejeni. Zadanou tadu piepiieme ve tvaru Y 5o ap, kde azu—1 = 1, azy = -1,

n € N. Pro ¢aste¢né soucty této rady plati 5,1 = ,ll asy; = 0,n € N. Odtud
podle Véty plyne, ze lims, = 0, takze Y po; a, = 0.

PoloZzme
4k —3, pokudn =3k -2,k €N,

w(n) = {4k -1, pokudn =3k —-1keN,

2k, pokud n =3k, k € N.
Potom plati
1 1 1
An(3k—2) = Z - Ank—1) = 7 An(3h) =~ k eN,
a tedy

1 1 1 1 1
Zan(n) _+§—T+3+Z—§+

Oznacme n-ty ¢aste¢ny soucet prerovnané rady symbolem o,. Potom plati

n n

1
O3p = Z(an(3k72) + arGk-1) T an(3k)) = Z m, (317)
k=1 k=1
1
n+1 = O3n J 3.18
O3n+1 = O3 + 1 ( )
1 1
03p4+2 = 03 + (3.19)

w1l Tt
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Protoze pro kazdé k € N plati m < k%,je fada Zzozl m konvergent-
ni podle srovndvactho kritéria (Véta B.2.9(a)) a Véty B.2.1§. Jeji soucet je kladny,
nebot ¢leny fady jsou kladné. Podle ®B.17) tedy plati vztah lim,; 0003, = 5 €
(0, 00). Nyni snadno podle B.18 ) dostavame, ze plati také lim, o0 03,41 =
limy, 00 03,42 = 5. Podle Véty 2 3 obdrzime lim o, = 5. Soucet prerovnané fa-
dy je s, takze se lisf od souctu ptivodni rady. ry

Nasledujici véta ukazuje, Ze chovani fady a jejtho prerovnani popsané v pred-
chazejicim piikladu je pro neabsolutné konvergentni fady typické.
3.5.7. Véta (Riecmann). Necht fada Y - | a, konverguje neabsolutné a necht s €
R*. Pak existuje pferovnani této fady se souctem s.

Zbytek tohoto oddilu bude vénovan dtikazu Riemannovy véty.

3.5.8. Oznaéeni. Pro x € R oznaéme x* = max{x,0} a x~ = max{—x,0}. Pro
kazdé x € R plati nasledujici vztahy:

xF 20,3720, x=x" —x7, x| =xT +x7, (1) =x7, (-x)” =x".

3.5.9.Lemma. Nechtfada ) ;> a, konverguje neabsolutné. Pak plati ) p ; a;f =
00 _
Zn:l a, = 0.
Diikaz. Jelikoz obé fady Y n2;a;f, Y02, a, sestavaji z nezépornych &isel, jejich
soucty existuji, a jsou bud kone¢né nebo rovné co. Ozna¢me tyto soucty po radé
st as_. Jestlize jsou s4 1 s_ vlastni, potom podle Disledku fada
o0 o
_ + 4 -
> lan =D (@ +ay)
n=1 n=1
konverguje, coz je spor s predpokladem.
Predpokladame-lisy = coas_ € R, pak dostaneme snadno z véty o aritmetice

limit (Véta R.3.27)
oo oo
Zan = 2:(51;F —a,) = 00,
n=1 n=1

coz je opét spor s pfedpokladem. Analogicky bychom pak ptivedli ke sporu pted-
poklad sy € Ras_ = oco. Zbyva tedy pouze moznost s = s— = oo. |
3.5.10. Lemma. Necht {a,} je posloupnost, 4 € R*,lima, = Aax: N — N je
bijekce. Pak lim, o0 dr@m) = A.

Ditkaz. Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ko € N takové, Ze pro
kazdé k € N, k > ko, plati ax € B(A,¢). Podle Lemmatu nalezneme ng € N
takové, ze plati{l,... ko} C {m(1),...,mw(ng)}. Prokazdén € N,n > ng, pak mame
n(n) > ko, a tedy au) € B(A, ¢), ¢imz je tvrzeni dokazano. [ |

3.5.11. Lemma. Necht o, € R*, o < . Necht {«;}, {8,} jsou posloupnosti real-
nych ¢isel splnujici limo; = « alim B; = B. Potom plati

lim min{e;, Bj} = a.
j—o0
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Ditkaz. Uvazujme nejprve pripad, kdy e < B. Podle Véty (a) existuje j € N
takové, ze a; < B; pro kazdé j € N, j > jo. Tedy pro kazdé j € N, j > jo, plati
min{a;, B;} = ;, z ¢ehoz okamzité plyne, ze lim min{e;, B,} = «.

Jelia = Bae € R, e > 0, mdme dano, pak podle definice limity existuji
J1.j2 € N takové, ze pro j € N, j > ji, platia; € B(a,e) apro j € N, j > j,
plati B; € B(B,¢). Pro pfirozena ¢isla j > max{j,, jo} pak dostavame min{e;, B;} €
B(a,e) = B(B,¢). [ |

Riemannova véta (Véta B.5.7) bude snadnym diisledkem nasledujici obecnéj
véty.

3.5.12. Véta. Necht fada Z,OLOZI a, konverguje neabsolutné aa, f € R*, o < . Pak
existuje bijekce 7: N — N takova, ze pro ¢aste¢né soucty {o,} prerovnané fady
Y ke axk) plati liminfo, = « alimsupo, = B.

Diikaz. Nalezneme posloupnosti realnych cisel {a;} a {8;} splnujici lime; = « a
lim B; = B. Oznadime

P={neN;a, >0} a M ={n e N; a, < 0}.

Technické provedeni ditkazu Véty je pomérné obtizné, ale zakladni mys-
lenka je jednoducha. Mnoziny P a M rozdéli mnozinu N na dv¢ disjunktni pod-
mnoziny. Zkonstruovat hledanou bijekci 7 znamena ur¢it hodnoty 7(n), n € N.
Tyto hodnoty budeme konstruovat induktivné. Nejprve nalezneme prvky 7 (1) <
7(2) < --- < m(ky) z mnoziny P, kde k; € N je nejmensi piirozené ¢islo takové,
ze plati Zf‘zla,,(j) > 1. Potom nalezneme prvky n(ky + 1) < w(ky +2) < -+ <
n(ky + [1) z mnoziny M, kde /; € N je nejmensi prirozené ¢islo takové, Ze plati
Z;(‘:J;l‘ an(jy < o1. Tento postup potom opakujeme s Cisly B2, az, B3, ... tak, ze
stfidavé vybirame prvky z mnozin P a M, pfi¢emz kazdy vybereme pravé jednou.
Nasledujici obrazek nam pomiuze lépe pochopit cely postup, ktery nyni provedeme

podrobné.

O'kl-- .

ﬂl B e~ - -~

ab-------- 2 P
Ok +1, + .

oy + .
o1 + .

OBRAZEK 1.
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Ztejmé¢ N = PUM a PNM = @. Dokazeme, ze mnoziny P a M jsou nekonec-
né. Predpokladejme pro spor nejprve, ze P je kone¢na. Pak pron € N, n > max P,
plati a, < 0, a tedy a;F = 0. Z tohoto pozorovani plyne, ze fada Y ;2| a; konver-
guje. To je ovéem ve sporu s Lemmatem B.5.9. Obdobné bychom ptivedli ke sporu
predpoklad, ze mnozina M je kone¢na.

Podle Véty nalezneme bijekci p mnoziny N na P a bijekci T mnoziny N
na M. Pro kazdé m € N nalezneme podle Lemmatu n € N takové, ze plati
{L,....myn P C{p(l),...,p(n)}, atedy

n

NP CEDINS
k=1 k=1
Odtud, z Véty (b) a z Lemmatu plyne

o0
> apy = oo. (3.20)
k=1
Obdobné 1ze odvodit rovnost
Za,(l) = —o0. (3.21)
=1
Polozme k9 = lp = 0. Konstrukce hledaného prerovnani se bude opirat o

nasledujici pomocné tvrzeni.

. Tt ; P R 00 oo
Pomocné tvrzeni. Existujirostouci posloupnosti ptirozenych ¢isel {k;}72, a{l;}%2,
takové, ze pro kazdé j € N plati

(a) kj je nejmensi prirozené ¢islo splnujici k;j > k;_; a zaroven

k; L,
Dot + Yz 2 B (3.22)
k=1 k=1

(b) I; je nejmensi prirozené ¢islo splnujici /; > [;_ a zaroven

k; L
Y+ Y ar) < @ (3.23)
k=1 k=1

Ditkaz pomocného torzeni. Budeme postupovat pomoci matematické indukce. Nej-
prve nalezneme nejmensi ky € N splnujici

k1
Z Ap(k) = B1.
k=1

Takové k; existuje diky (B.20). Nyni s pomoci (.21) nalezneme nejmensi /; € N

splnujici

k1 I
Zap(k) + Za,(k) <aj.
k=1 k=1



154 3. CISELNE RADY

Tim je prvni krok konstrukce proveden.
Nyni fedpoklédejme., ze pfiro?ené Cislakj al; jsoujii. zkonstruovana. S po-
moci ) nalezneme nejmensi prirozené ¢islo kj 1 splnujici k41 > kj a

kj+1 L

D apy + Y acu) = B
k=1 k=1

Dale s pomoci (B.21)) nalezneme nejmensi ptirozené &islo 141 spliujici i1 > I; a

kj+1 Lj+1
Z Ap(k) + Z Ae(k) = Oj+1-
k=1 k=1

Tim je konstrukce provedena a pomocné tvrzeni dokazano.
Konstrukce bijekce . Pro kazdé j € N plati
kiov+1iy <kj+1li—1 <kj+1;. (3.24)
Pro j € N oznaéme
Aj = (kjo1+li—1.kj +1;1])NN a B = (kj +1j_1.kj + ;] N N.
Protoze ko = lp = 0, dostavame z () rovnost N = (J7Z,(4; U B;). Navic jsou
mnoziny Ay, By, Az, Bz, ... po dvou disjunktni. Pro kazdé n € N definujeme

p(n—1;_1), pokudn € 4;,

) = (n —kj), pokud n € B;.

Surjektivita 7. P¥imo z definice plyne, ze pro kazdé j € N plati
m(Aj) =p((kj_1,kj]ﬁN) a JT(BJ')ZT((lj_l,Zj]ﬁN). (3.25)
Zobrazeni 7 je tedy na, nebot podle ptedchoziho plati
a(N)=p(N)Ut(N)=PUM =N,

Injektivita rt. Pro kazdé j € N jsou zobrazeni |4, , 7|, prosta, nebot  a p jsou
prosta zobrazeni. Déle mame (7, 4;)N7 (U2, Bi) = PNM = @anavic podle
pro kazdéi, j € N,i # j, plati m(4;) N w(A;) = @ a n(B;) N n(B;) = 0. Z
pravé uvedenych faktt jiz plyne, Ze 7 je prosté.

Rovnost liminfo, = «. Pro hodnotu n-tého ¢aste¢ného souctu o, prerovnané
tady plati podle definice 7 nasledujici vztah

n—lj_l

I
Dy + legzi ar@), pokudn € A4;,
2 k1 Gpte) Zzzl" Az k), pokud n € B;.

Jelij e N, pak platibud /; > [;_y + 1 nebo [; = [;_; + 1. Pfedpokladejme, ze
nastava prvni ptipad. Potom [; — 1 > [;_1, a tedy, diky podmince minimality v (b),

(3.26)

On
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platiog; +1,—1 > @;. Pokud nastavéa druhy ptipad, potom oy, 11, -1 = 0, +1,_, = B;
podle ). Odtud plyne oy, +1,—1 > min{e;, f;}, a tedy

Oj = Ok;4+1; = Ok;+1;—1 T An(k;+1;)

> min{ey, B} + dnk;+1))-

(3.27)

Podle Lemmatu plati limj o min{e;, 8;} = «. Rada Y22 g, je konver-
gentni, a tedy plati lima, = 0 (Véta . Uzitim Lemmatu B8.5.10 obdrzi-

me limy 00 dr(ny = 0. Z véty o limit¢ vybrané posloupnosti (Véta R.2.32) plyne
lim; 00 drk;+1,) = 0. Odtud, z B.27) a z véty o dvou straznicich (Véta
snadno dostaneme
lim oy. 4, = a. 3.28
Jim o4, (3.28)

Podle véty o vztahu limes superior, limes inferior a hromadnych hodnot (Véta R.4.20)
dostaneme nerovnost liminfo, < «. Nyni dokdzeme opa¢nou nerovnost.
Pro n € A; plati

n
On = Ok, _y+1;_, T+ Z ApGi—l;—1) Z Ok;_1+1;_y»
i=k; 1+l _1+1
nebot ¢leny ayi—;;_,) v pfedchozi sumé jsou nezaporné. Pro n € B; plati
n
On = Ok, +1;_; + Z Ar(i—kj)
i=k;j+lj_1+1
kj+l;
Z Ok;+1;_ + Z Ar(i—k;) = Ok;+1;»
i=kj+l;_1+1
nebotn < k; +1; a ¢leny a,(—;) v pfedchozi sumé jsou zéporné. Pron € A; U B;
tedy dohromady mame

On = min{akj_1+lj_1»akj+lj}' (329)
Pokud a = —o00, je nerovnost liminfo, > a zfejma. Pfedpokladejme, ze o > —oo.
Zvolme o’ € R, o’ < a. K nému s pomoci nalezneme jy € N takové, zZe

VjeN,j = jo:Ok;+i1; > a. (3.30)

Necht nynin € N spliuje n > kj, + ;. K nému existuje j € N, j > jo, takové, ze
n € Aj U Bj. Potom podle (@ a @ plati
Op = Min{ox, 411, .0k, +1;} > .

Tim je dokazana nerovnost liminfo, > «. Spolu s jiz dokazanou opa¢nou nerov-
nost{ liminfo,, < « dostdvime rovnost liminfo, = «.

Rovnostlim sup 0, = B. Tento vztah lze dokazat obdobné jako rovnostliminfo, =
o. | |

Riemannovu vétu (Véta B.5.7) lze nyni snadno dokazat pomoci Véty B.5.19.
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Ditkaz Véty Polozme a = B = 5. Podle Véty existuje bijekce 7: N — N

takova, Ze pro posloupnost ¢aste¢nych soucti prerovnané fady > 02| ax(m) plati
liminfo, = limsupo, = s. Diky Vété tedy mame limo, = s, ¢imz je dukaz
dokonéen. |

3.6. Soucdin rad

Necht ay,...,a, a by,..., by jsou konecné posloupnosti realnych ¢isel. Pak

plati
(Z a,-) . (Z bj) = Z a,-bj. (331)
i=1 j=1 @i,7)e{l,...,n}x{1,....m}

V tomto oddilu ukazeme analogii vztahu (B.31)) pro nekoneéné fady. Je ziejmé, ze
bychom méli ur¢itym zpiisobem scitat véechna ¢isla a, by, kde n,m € N. Otazkou
vdak je, v jakém poradi je s¢itat. Jedna moznost je patrna z nasledujiciho obrazku.

alJ)l ab2 Clb3 ab4
Clz%

OBRAZEK 2.

Zde nejprve s¢itame prvky na ,diagonalach® a dostavame tak novou radu, je-
jiz soucet (pokud existuje) mizeme chépat.jalfo soucin rad fo’:! an a anf;l b
Pravé uvedena moznost nasobeni fad neni jedina, patii vSak mezi dalezitéjsi. Jeji
formalni definice nasleduje.

3.6.1. Definice. M¢&jme tfady > 02 an a Yy bm. Jejich Cauchyovym soucinem

rozumime fadu ) p— ¢k, jejiz ¢leny jsou definovany predpisem

k
Ck = Zak—i-l—ibi» k € N.
i=1
3.6.2. Véta (Mertens). Nechttada ) ;2 a, absolutné konverguje atada },,_; by,

konverguje. Pak jejich Cauchytv soucin je konvergentni rada, jejiz soucet je roven

(Z;o=1 an) : (ano=1 bm)-
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Diikaz. Pro k € N oznaéme

k
Ak = Zaj,
ji=1

Pro k € N plati

Ck = (a1b1) + (a1b2 + azby) + -+ + (ar1bg + --

J

-

k
b;.
1

ag4+1-ibi,

I
-

o0 o
A=Y "aj A="|qjl.
J=1 Jj=1

o0
B=> b, Brx = Bk — B,
j=1
k
Ck = ZC_/.
j=1
+ agby)

= ar(by + -+ be) + aa(by + -+ bg_y) + -+ + aghy
=a1Bx +a2By—1 + -+ ar By
=ay (B + Br) + az(B + Br—1) + -+ ap(B + B1)

= (a1 +---+ar)B + (a1Bx + az2fr—1 + -+ arB1)

(3.32)

= A B + (a1Bk + az2Bfix—1 + - +arf1)

k
= AkB+ ) art1-;B;.

j=1

Pro k € N ozna¢me dale y;, = Zle ar+1—;B;. Nyni ukazeme, ze plati lim y; = 0.
Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ko € N takové, Ze pro kazdé k € N,
k > ko, plati |Bx| < &, nebot Y p_; b je konvergentni. Pak pro k € N, k > ko,

mame

VK|

IA

IA

IA

k
Zak+l—j:3j
ji=1

ko
Zak—i-l—jﬂj
i=1

ko
Zak+1—j,3j
j=1

ko
> ak1-iB;
j=1

k
Z ak+1—j,3j

Jj=ko+1

=

+

ko
Zakﬂ—jﬂj
j=1

k
+ Y lara-s] |8
Jj=ko+1
k

Z |ak+l—j’

j=ko+1

(3.33)

+e-

+ ¢A.
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Podle Véty plati limax = 0, a tedy podle Véty také pro kazdé j €
{1,..., ko} plati limg_, o0 aj41—; = 0. Diky R.3.3( dostavame

ko
li _iB: =0. 3.34
kl)n;o;akﬂ ibBi (3.39)

Diky Véte R.4.14, B.33) a (B.34) pak plati limsup |yx| < eA. Odtud plyne, ze
lim sup |yx| = 0, a tedy lim |yg| = 0. Tedy podle Véty m dostavame lim y = 0.
Limitnim pfechodem v (| - ) pak dostavame z Véty P.2.36 rovnost

ch = lim Cy = lim (4B + yx) =
k—o00 k—o00
k=1
Tim je dtikaz dokoncen. [

3.6.3. Diuisledek. Cauchyiiv soucin dvou absolutné konvergentnich rad je absolut-
n¢ konvergentni.

Diikaz. Podle Mertensovy véty (Véita je Cauchytv souéin fad Y ;2 |a;| a
Y72 |bj| konvergentni fada. Pro Cauchyiv soucin fad Y 72, a; a Y 72, b; tak plati

ki:: D aki-ibi| = Z(Z k41—l |bi|) < 0.

k=1 \i=1
Odtud plyne, ze Cauchytiv soucin fad ) 72, a; a 372, b; absolutné konverguje.
]

Ptedpoklad pouhé konvergence obou rad ve Vété ke konvergenci jejich

Cauchyova soucinu nestaci, jak vyplyva z nasledujiciho prikladu.

3.6.4. Priklad. Nechta, = jl n € N. Dokazte, fada Y -, an konverguje, ale

o v v o
Cauchytiv soudin fady Y ;2 a, se stejnou fadou Y ;2 ; a, nekonverguje.

Reseni. Konvergence tfady vyplyva z Leibnizova kritéria (Véta ) Cleny odpo-

vidajictho Cauchyova souc¢inu maji pro k € N tvar

— (-1 L

cr = Z( 1)k+1 i \/7 \/_

— k+1
=D Z,/(k+l—l)l

Podle AG-nerovnosti (Ptiklad ) 1.8.13) dostaneme odhad

k+l—i)+i k+1
JEFT=Di < &F 21)+’= ; L keN,iefl,.. . k.
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Potom pro kazdé k € N plati

k
! 2 2%k
lex| = — > — )
; (k+1-—10)i i=1k+1 k+1
o0

Tedy neplati limg_, o cx = 0. Odtud plyne, ze Cauchytv souc¢in ) 7~ cx nekon-
verguje, nebot neni splnéna nutna podminka konvergence rady (Véta ) ¥

M~

Cauchytiv soucin dvou konvergentnich rad tedy nemusi konvergovat. Nicmé-

né plati nasledujici véta, jejiz ditkaz provedeme az v Kapitole | (vizte B.3.5).
3.6.5.Véta (Abel). Necht Y 2 ana ) ,,—; bm jsou konvergentni fady, jejichz Cau-

chytv soucin konverguje. Pak plati

(o) (52 (£)

k=1 “i=1 n=1

3.7. Zobecnéné rady

Necht I je mnozina a pro kazdé o € I je dano realné ¢islo x,. Je-li I kone¢-
na, pak je soucet ) ,.; Xo dobfe definovan. V tomto oddilu ukdzeme, Ze soucet
Y wer Xa lze v jistych pripadech definovat i pro I nekone¢nou, pricemz nékteré
vlastnosti obvyklé pro soucet koneéné mnoha ¢isel ziistanou v platnosti. Pristup
pouzity v tomto oddilu je odlisny od zptisobu, jakym jsme definovali soucet neko-
ne¢né fady Y2 | a,. V definici souctu ) ;2 a, jsme totiz podstatnym zplsobem
vyuzili usporadani s¢itanych cleni, zatimco pro definici souctu ) ,o; xo zadné
uspotadani k dispozici neméame. Ptikladem takového souctuje 3, ,nyenxn X(n.m)-

3.7.1. Oznaceni. Necht / je mnozina. Potom symbolem ¥ (1) ozna¢ime mnozinu
vsech kone¢nych podmnozin 1.

3.7.2. Definice. Necht  je mnozina a pro kazdé o € I je x4 redlné ¢islo. Symbol
Y wer Yo Nazyvame zobecnénou fadou. Prvek x € R* nazveme souctem zobecné-

nérady ) .; xo, pokud plati
VeeR.e>03F e F()VF € F(I).F D F: Y x4 € B(x.2).

a€F’
V takovémto pripadé pak piseme ) ,.; xo = x a fikime, Ze zobecnéna rada
Y wcr Xa masoucet. Je-li x € R, je zobecnéna rada ), .; Xo konvergentni. Pokud
neni zobecnéna rada konvergentni, fikame, Ze je divergentni.
Pokud je konvergentni zobecnéna fada ), ; |x«|, nazveme zobecnénou radu
Y wer Xa absolutné konvergentni.

3.7.3. Poznamka. V tomto oddilu se budeme zabyvat tém¢i vylu¢né zobecnénymi
fadami. Pokud nebude hrozit nedorozuméni budeme misto terminu ,,zobecnéna
rada“ ¢asto psat jen ,fada“.
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3.7.4. Véta (jednoznacnost souétu zobecnéné fady). Rada Y ,c; xo ma nejvyse
jeden soucet.

Diikaz. Ptedpokladejme, Ze dvé rtizna ¢isla x, y € R* jsou souctem fady ) o7 Xo-
Zvolime ¢ € R, ¢ > 0, takové, zZe B(x,&) N B(y, &) = #. K nému nalezneme konecné
mnoziny Fy, F, C I splnujici

VF e F(I).F>Fi: ) xq€B(x.e).
a€eF

VF e F(I).F>Fy: Y xq€B(y.e).
a€eF

Pak pro kone¢nou mnozinu F; U F, plati

Z Xq € B(x,e) N B(y,e) =0,
aeFUF,

coZ je zlejmy spor. [}

3.7.5. Poznamka. Symbol ), .; x4 znaci jednak zobecnénou fadu, jednak soucet
této fady, pokud existuje. Symbol ), .; Xy miZeme tedy pouzivat k oznaceni prv-
ku z R* az po ovéreni, ze prislusna rada konverguje. S podobnou dvojznac¢nosti
jsme se jiz setkali u nekonecnych rad.

3.7.6. Poznamka. Je-li indexova mnozina I kone¢na, pak je souéet zobecnéné ra-
dy > 4er Xa roven obvyklému souctu. Vskutku, je-li ¢ € R, & > 0, pak mazeme
polozit F = I. Potom pro kazdou F’ € ¥ (I) splnujici F’ D F plati F' = I. Tedy
Ywer Xa = Y ger Xa € B(Xyes Xa.€). Pokud I = @, pak klademe >, c; xo = 0.
Ve shodé s touto umluvou plati pravé uvedena tvaha o zobecnéném souctu i v
piipadé¢, kdy je I prazdna mnozina.

Nasledujici véta je obdobou Véty pro zobecnéné tady.
3.7.7. Véta (linearita zobecnéného souctu). Necht fady )\ c; Xo @ D ges Vo maji

soucet.

(a) Pokud ¢ € R avyraz ¢ )_,c; Xo je definovan, pak ma i zobecnéna rada
Y wer CXq soucet a plati

E CXq =C E Xg.
aecl ael

(b) Pokud je definovan vyraz ) ,c; Xa + D _ycs Yo, pak ma i zobecnéna fada
Y wer (Xa + yo) soucet a plati

Z(xa + Ya) = Zxoz + Z)’a-

ael ael ael
Diikaz. Oznaéme x =) ,c;Xa 2y = Y yeg Ya-
(a) Pokud je ¢ = 0, potom musi byt x € R a tvrzeni je téméf zfejmé. Predpo-
kladejme v dalsim, ze plati ¢ # 0. Rozlisime nasledujici pripady
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Pripad x € R. Necht ¢ € R,e > 0. Nalezneme kone¢nou mnozinu F C I
takovou, Ze plati

&
< —

VF e $(I),F > F: o
C

E Xg — X

acF’

Pro kazdou mnozinu F" € ¥(I), F' O F, pak mame

E CXq —CX E Xg — X

aeF’ acF’/

e
<lc|— =e.

lc]

= |c|

Plati tedy rovnost ), ; cxq = cx.
Pripad x = —oo, ¢ < 0. Necht ¢ € R,e > 0. Nalezneme koneénou mnozinu
F C I takovou, ze plati
1
VF' e F(I).F DF: Y xy<——o.
acF’ |C|8

Pro kazdou mnozinu F" € ¥(I), F’' O F, pak mame

1 1
Z CXg > —C—— = —.
lcle e

Plati tedy rovnost )", c; cxq = 00.

Ostatni piipady lze dokazat obdobné jako v predchozim piipadé.

(b) Rozlisime nékolik pripadu.

Pripad x,y € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme kone¢né mnoziny
Fi, F, C I takové, Ze plati

&€
VF{ e F(I).F{D Fi:|)Y xq—x|< 5
acF]|
&€
VE, € F(I).Fy D Fp: | Y ya—y|< 5
acF;

Polozme F = F; U F5. Pro kazdou kone¢nou mnozinu F’ C I obsahujici F dosta-

vame
Z-xa—x Zy(x_y

acF’/ acF’/

> (e + yo) — (x +¥) +

acF’/

< <e.

Timto je pozadovana rovnost dokazana.
Pripad x = oo, y € R. Chceme dokazat, ze plati ), c; (X + yo) = 00. Pro dané
e € R, & > 0, nalezneme kone¢nou mnozinu F; C I takovou, ze plati

) 1
VF{ € F(I).F{D Fi: ) xu> Syl (3.35)

’
aEF]|
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Dile nalezneme kone¢nou mnozinu F, C I takovou, ze plati

VFE, e F(I).F;D Fa: | Y ya—y| <L
acF;
Pak mame
VEy € F(I).FyD F: Y ya>y—1. (3.36)
acF;

Polozime F = Fi U F5. Pak pro kazdou kone¢nou mnozinu F’ C I obsahujici

F dostavame diky (B.35) a (B.36) nerovnost
1 1
Z(xa+YOt)= Zxa+ Zy“>g_y+1+y—1=g-

a€eF’/ acF’ aeF’
Tim je pozadovana rovnost pro pfipad x = oo, y € R dokazana. Ve zbyvajicich
ptipadech lze postupovat obdobné. Prislusné dikazy jiz uvadét nebudeme. ]
3.7.8. Véta (vlastnosti zobecnéného souctu). Pro zobecnénou radu ), c; Xo plati
nasledujici tvrzeni.
(a) Jsou-li ¢isla xq, @ € I, nezaporna, pak ), .; Xo ma soucet a plati

Zxa = sup%z Xq: F € f""(l)}. (3.37)

ael a€F
(b) Zobecnéné fady Y s [Xal, Yger Xa > Yaer Xo maji vzdy soudet a plati
PEMEDBE M e (3.38)
acl ael acl
(c) Zobecnénatada ) s xq ma soucet pravé tehdy, kdyz je definovan vyraz
Y wer Xa = Dger X - V tomto piipadé pak plati

ZX“ = Zx;' — Zx;. (3.39)

ael ael aecl

Ditkaz. (a) Necht xq, a € I, jsou nezaporna ¢isla. Oznac¢me

s =sup{z xq; F € 37(1)}.

aeF
Ukazeme, Ze plati ), c; Xo = 5. Nejprve si povsimneme, Ze plati
VFeF(I): ) xa=<s. (3.40)
a€F

M¢éjme nyni dano libovolné s’ € R, s” < 5. Z definice suprema nalezneme kone¢nou
mnozinu F C I takovou, Ze ),y Xo > s'. Pak pro libovolnou kone¢nou mnozinu

F' C I obsahujici F plati
Z Xoq > Z Xo > 5.
acF’ acF
Odtud a z (B.40) jiz snadno dostaneme rovnost ), ; X = 5.
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(b) Diky (a) maji zobecnéné fady >,/ [Xal, Yoger Xa > Doger Xo vZdy soudet.
Rovnost @) plyne z Véty B.7.7(b), nebot |xo| = xJ + x7 a soudet Y pe; x& +
Y wer X je definovan.

(c)Poloztme P ={a€l; xq >0}, M ={ad €1; x4 <0}, p=23 Xl a
m =7y ycr Xs - Dokazeme nejprve, Ze plati

pP=) % a m=-) x. (3.41)

axeP axeM
Zrejmé plati rovnosti
{ZXJ; Fe?(l)}=%2xa; Fe?(P)}, (3.49)
aeF aeF
{ZXJ;FG?(I)}={—ZM;Fe?(M)}, (3.43)
aeF a€F

a tedy mame

PREAMES sup%Zx(j; Fe 37(1)}

ael aeF
- sup%z Xa; F € ?(P)} (podle (B.42))
a€F
= Z xa = p,
a€P
Zx; = sup%z Xy: F e ?(1)}
ael aeF
= SUP%Z —Xxq; F € ?(M)} (podle )
aeF
= Z —Xo (podle jiz dokazané casti (a))
aeEM
=— Z Xo = M. (podle Véty (a))
aeEM

= Nejprve dokazeme, ze rozdil p — m je dobfe definovan. Pro spor predpo-
|ﬂi

kladejme, Ze tomu tak neni, tj. p = m = oo. Necht FF C I je kone¢na. Z
plyne
supiz Xa; G € F(P\ F)} = o0,
aeG

a tedy existuje kone¢na mnozina G; C P\ F takova, ze

Zxa>—2xa+l.

aeGy a€F
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Z (B.41)) dale plyne

inf{Z Xe: G € F(M\ F)} = —o0,

aeG

a tedy existuje kone¢nd mnozina G, C M \ F takova, ze

Zxa<—2xa—l.

aeGy aeF

Polozime F; = FUG a F, = F UG,. Pro kazdou kone¢nou mnozinu F C [ jsme
tedy nalezli Fy, F> € (1), které obsahuji F' a splnuji 3 ,cp Xe > 12D 4cp, Xo <
—1. Toto je ale ve sporu s predpokladem existence souétu fady )", Xo. Rozdil
p —m je tedy dobte definovan.

< Rada y_,; Xo konverguje podle Véty B.7.7.

Rovnost @) plyne z pravé dokazané ekvivalence a Véty , nebot x4 =
x;f+ (=) xy,0el. (]

Z Véty (a) snadno plyne nasledujici analogie srovnavaciho kritéria z Veé-
yEZ3
3.7.9. Véta (srovnavaci kritérium pro zobecnéné fady). Necht ), c;xea ) 4 Vo
jsou zobecnéné tady s nezdpornymi ¢leny a necht plati y, < x4 pro kazdé o €

I. Potom soucty fa}d existuji a platlt Zael Ya < Y ger Xa- Jestlize tedy navic rada
Y wer Xa konverguje, pak konvergujeitada ) ,c; va-

Diikaz. Existence soucti obou fad plyne z Véty (a). Z nerovnosti 0 < y, < Xq,
o € I, dostdvame

Ofsup{Zya; F 6?7(1)} fsup%Zxa; F EIF(I)}.

a€F aeF

Odtud pomoci Véty (a) ithned plyne dokazovana nerovnost. Z ni pak snadno

vyplyva i tvrzeni o konvergenci. ]

3.7.10. Véta (absolutni konvergence zobecnéné tady). Rada Y ,; xq je konver-
gentni pravé tehdy, kdyz je absolutné konvergentni.

Ditkaz. = Podle Vé(c) fady Y e x4 a ) ,e; x5 konverguji, a proto kon-
verguje podle Véty B.7.8(b) i fada }_,c; |xql-

< Prokazdéw« € I platinerovnosti0 < x; < x| 20 < x5 < |x4],a proto pod-
le Véty tady Y pes X a Yyes Xo konverguji. Podle Véty B.7.9(c) konverguje
tedy itada ) ,c; Xa. u

3.7.11. Véta (prerovnani zobecnéné fady). Necht ma zobecnénatada ), ., Xq sou-
Cetam: I — I je bijekce. Potom ma soucet i fada ) ,c; Xr(o) a plati ) g7 Xo =

> ael Xn(a)-
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Ditkaz. Oznacme s soucet fady ), c; Xo. Zvolme ¢ € R, & > 0. K nému nalezneme
koneénou mnozinu F C I takovou, Ze
VF' € #(I).F' D F: ) x4 € B(s.2).
aEeF’

Polozme G = 7~ !(F) a vezméme libovolnou kone¢nou mnozinu G’ C I obsahu-
jici G. Pak mnozina F' = 7(G’) je kone¢na, obsahuje F a plati

Z Xn(a) = Z Xq € B(s,€).

aeG’ a€F’
Tedy > ger Xn(@ = s- u
3.7.12. Véta. Necht zobecnénd fada ), .; xo konverguje. Potom je mnozina {o €

I; xq # 0} spocetna.

Dikaz. Rada Y ,c; Xq je absolutné konvergentni dle Véty B.7.10. Ozna¢me s =
Y wer |Xal|. Pron € N polozme

1
In={ozel; |xa|z—}.
n

Mame-li pak libovolnou kone¢nou mnozinu F C I, plati pro pocet jejich prvka

odhad
|F|=ZI=HZ%§’IZ|X0{|SHS-

aeF aEF aeF
Tedy i sama mnozina I, ma nejvyse ns prvki, a je tedy kone¢na. Proto je podle
Véty [1.6.19(b) mnozina {& € I; |x4| > 0} = Use; In spoletna. ]
3.7.13. Poznamka. Necht )", ; x4 je konvergentni zobecnéna fada. Z dikazu tvr-
zeni Véty plyne, ze pro pro kazdé ¢ € R, ¢ > 0, je mnozina {& € I |xq| > c}
konecna. Tuto vlastnost mtizeme chapat jako analogii Véty pro konvergent-
ni zobecnéné rady.

Pro mnozinu realnych ¢isel {x,: n € N} mame nyni dva rtzné pojmy souctu
jejich prvki. Totiz soucet definovany jako limita ¢aste¢nych souctii a soucet zo-
becnéné fady z Definice B.7.9. Symboly 352 | x, a 3_,cn X» pro piisluiné souéty
rozlisuji pouzité metody. Nasledujici véta ukazuje jejich vzajemny vztah.

3.7.14. Véta (zobecnény soucet na N). Necht {x,} je posloupnost.
(a) Zobecnénatada ),y Xn je konvergentni pravé tehdy, kdyz fada Yo Xn
je absolutné konvergentni.
(b) Jestlize ma zobecnéna fada ), oy X» soucet, ma hoitada ) ,2 | x, a tyto
soucty se rovnaj.

Diikaz. (a) = Podle Véty konverguje fada ),y X» absolutné. Podle Vé-
ty B.7.9(a) to znamena, ze

supgz |xn|; F € F(N)

neF

< 00,
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tedy, dle definice suprema,

m
sup{Z |Xn|; m e N

n=1

< Q.

Z posledni nerovnosti plyne, ze fada > o2 1 |xn|je konvergentni, a tedy rada p
je absolutné konvergentni.

< Plati

1%n

< 00,

sup{Z |xn]; meN

n=1

a tedy

< OQ.

sup{Z |xn|; F € F(N)

neFr
Podle Véty a) jetada ), .y X absolutné konvergentni, a tedy konvergentni
podle Véty B.7.10.

(b) Predpokladejme nejprve, ze fada ),y X» je konvergentni. Potom podle
jiz dokdzaného tvrzeni (a) je Y=, x, absolutné konvergentni, a tedy konvergent-
ni. Oznaéme s = ) ;2| x,. Dokdzeme rovnost s = >,y Xn. Zvolme ¢ € R, & > 0.
Rada 3°2° | x, konverguje a fada 2%, |x,| spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku konvergence rady (Véta . Mizeme tedy nalézt ng € N takové, ze pro
kazdén € N, n > ng, plati
n

S—E Xi

i=1

n

<& a lei|<8.

i=ng

Polozme nyni F = {1,...,n¢} anecht F" C N je kone¢na mnozina obsahujici
F.Oznatme F" = {i € F'; i > no}. Pak pro F’ mame odhad

no no
S—ZX,‘ = S—in— in < S—in + in
ieF’ i=1 ieF” i=1 ieF”

no

< S—ZX,’ + Z |xi |
i=1 ieF”
no max F’/

< S—in + Z [x;| < 2e.

i=ng+1

Tedy >, en Xn = X.
Nyni ptedpokladejme, ze Y, o Xn = 00. Zvolme K € R. K nému nalezneme

kone¢nou mnozinu F C N takovou, ze plati

VF' e #(I).F' D F: Y x,>K.

neF’



3.7. ZOBECNENE RADY 167

Polozime ng = max F. Pak pro kazdé n € N, n > ng, dostavame F C {1,...,n}, a
lt{edy Yi_1xi > K. Tim jsme ukdzali, Ze ¢4ste¢né soucty fady > o2 | x, konverguji
0.

Koneéné je-li Y-, oy xn = —o0, pak diky Véte B.7.7(a) plati Y, cn(—xn) = 00,
a tedy vime z predeslého, ze Y 2 | (—x,) = oo. Z Véty B.1.20(a) plyne Y 72 x, =
0. n

3.7.15. Obracena implikace v tvrzeni Véty B.7.14(b) neplati. Piesn&ji, konvergent-

ni fada nemusi mit zobecnény soucet. Staci uvazovat libovolnou neabsolutné kon-

vergentnifadu ) .~ | x,. Ta nemiize mit zobecnény soucet. Kdyby totizs = ), . Xn,
pakis = 32 x, podle Véty B.7.14(b). Pomoci Riemannovy véty (Véta B.5.7)
bychom nalezli bijekci 7: N — N takovou, ze Y 22| () # s. Podle Véty B.7.11

ale plati ), cny Xz(n) = 5. Opét z Véty (b) méame Y ;2| Xp(n) = S, COZ je SpOr.

3.7.16. Véta (soucin zobecnénych rad). Necht zobecnénétady Y ,c; Xa 2 gcy ¥
konverguji. Potom konverguje i zobecnéna tada }, g)erxs XaVp a plati

z s (5) (50)
(a,B)elIxJ ael BeJ

Diikaz. Oznaéme

X=) Xeo Y= ¥p

ael BeJ

A=) "lxal, B=) |yl

ael BeJ

Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme kone¢né mnoziny Fi C I a F, C J
takové, ze plati

VF[€e F(I).F{DFi:| Y |xe|l—A| <& A |) xg—x| <& (3.44)
acF]| acF,

VE, e F(J).FyD Fa: | Y |ypl—Bl<e A | Y yp—y|<e (3.45)
ﬂer’ acF>

Polozme F = F; x F,. Zvolme kone¢nou mnozinu F’ C I x J takovou, ze F C F’.
Nalezneme kone¢né mnoziny F{ C I a F; C J, takové, ze F’ C F| x F;. Plati

PN TED LD DS

(,B)eF1 X F> aeF) BeF,
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a tedy

Do o Xayvp—xy|=| Y. Xa¥p— D, XaVpF+ )Xo ) Yp—XY

(a,B)eF’ (a,B)eF’ (,B)EF X F> aeF, BeF>
= Z XaYp — Z XaYp| t Zxa-zyﬁ—)c%
(a,B)EF’ (a,B)eF | xF> aeF BeF>

(3.46)
Odhadnéme nejprve prvni ¢len. Mame

Z XaYB — Z XeYp| = Z |xay,3|

(a,B)eF’ (a,B)eF1 X F> (a,B)eF/\(F1 xF2)

< Z |an’ﬂ| + Z |xotyﬂ|

a€F{\F,BeF} a€F|,BEF)\F>
= > Xl Y sl D] Ikl Y lyel
aeF{\F; BEF] acF]| BEF)\F>
<é&eB + Ae.

Nyni odhadneme druhy ¢len na pravé strané . Plati

DRRD SRR EID 3RO SRR Y o I
aeF| BEF> aeF BeF, a€F)
= Z [Xe] - Z yg—y|+ Zxa_x‘|y|
aeF] BeF, a€F
< Aes+ely|.
Tedy celkem

Z Xqyg —Xxy| < eB+ Ae+ As+¢e|y| =e(RA+ B + |y|).
(a.B)eF’

Odtud plyne tvrzeni. n

3.7.17. Véta (asociativita zobecnéného souctu). Necht J je mnozina a {Ig; B €
J} je systém mnozin spliujici /g N Igr = @ pro razné indexy B, ' € J. Necht
I =Jgey Ip azobecnénd fada ), X konverguje. Potom pro kazdé g € J tada
> _ac1y Yo konverguje. Oznacime-li yg = 3 ;. Xo pro € J, pak fada } gc; yp
konverguje a plati } ,e; Xa = > gey Vp-
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Dikaz. Zvolme B € J. Podle Véty je fada ) ,c; [Xo| konvergentni. Pomo-
ci ) odhadneme
0= Y |xal ) Ixe| < o0

aclg ael

Odtud plyne, Zeitada } e, [Xa| konverguje. Tedy dle Véty fada } qep, Xa

konverguje. Cisla yg, B € J, jsou tedy dobte definovana.
Oznaéme } .7 Xo = x. Nyni dokdzeme rovnost ) gc; yg = x. Jeli I = 0,
pak pro kazdé B € J plati Ig = @, takze yg = 0. Potom mame

Zy,g:ZO:ZxazO.
BeJ BeJ ael

Necht I # @. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme kone¢nou neprazdnou
mnozinu F C I takovou, Ze

VF e ¥(I),F > F:

Z X — X
aeF’
Oznat¢me G = {f € J; FNIg # @}. Mnozina G je kone¢na, nebot systém {Ig; p €
J} je disjunktni a mnozina F je kone¢na. Necht G’ € #(J), G’ O G. Pocet prvka
G’ ozna¢me n. Pro kazdé B € G’ nalezneme kone¢nou mnozinu Fg C Ig takovou,
ze

&
<3 (3.47)

VF' € ¥(1g),F' D Fp:

Z Xg —yﬁ‘ <2 (3.48)
2n

a€eF’

Polozme F* = FU|Jgeg: Fg- Mnozina F* je konecna. Dale plati F* C Ugcgr 185

nebot F C Ugeg Ip € Upegr 15- Potom plati

ZJ’;S_X = Zy/;— ZX“ + Z Xg — X
BeG’ BeG’ acF* acF*
<X (yﬂ - 2 xa) + D ve—x (3.49)
BeG’ aeF*Nig acF*
S5 3| D SRR EED
BeG’ acF*nig aEeF*
Dile ziejmé plati F C F*, a tedy podle (8.47)
e
Xg —X| < 5
aeF*

Pro p € G’ plati Fg C F* N Ig, a proto podle ) plati

’yﬂ'_ 2: Xo °

n
aeF*Nilg
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Z téchto dvou odhadti a z pak plyne

D vp—x

BeG’

<n- + = ¢,

£ e
2n 2

¢imz je tvrzeni dokazano. [ |

3.7.18. Véta (Bolzanova-Cauchyova podminka pro zobecnéné fady). Zobecnéna
fada ), .; xo konverguje pravé tehdy, kdyz plati

VeeR,e>0IF e FU)VF e FU),F'NF =0: <. (3.50)

>

aeF’

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze fada ), ; Xo konverguje a jeji sou.éet je roven
x € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme kone¢nou mnozinu F C [
takovou, ze pro kazdou kone¢nou mnozinu F” C I obsahujici F plati| )", c pr Xa—
x| < 5. Pro kone¢nou mnozinu F’ C I disjunktni s F pak plati

ZX"‘ Z xa—Zxa Z xa—x—l—x—Zxa

aeF’ acFUF’ aEeF acFUF’ aeF
& &
= E xa_x+x_§ Xa <§+§:87
acFUF’ aeF

tedy podminka je splnéna.
Nyni predpokladejme, Ze fada Y, c; xo spliiuje podminku (.5(). Necht n €
N. Pak pomoci podminky @ proe = % nalezneme kone¢nou mnozinu F,, C I

takovou, ze
D e

aeF’

VF'e ¥(I), FFNF,=0: <l. (3.51)
n

Oznaéme y, = Zaan X, n € N. Ukazeme, ze {y,} je cauchyovska posloupnost
realnych ¢isel. Pro kazdé n,m € N plati

DR Y

aeF, aeF,

= E Xo

aeFy,\Fp

+

Y wl

aeF,\Fny

|ym — ynl =

Protoze Fy, \ Fy, je kone¢na mnozina disjunktnis F,,, dostavame podle @) odhad
> weFp\Fy xa‘ < 1. Obdobn¢ dostaneme odhad ‘Zaan\Fm xa) < L. Tedy pro

kazdé m,n € N mame |yy, — yn| < %—}- % Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme
no € N takové, Ze % < . Potom pro kazdd m,n € N, m > ng, n > ny, plati

1 1 1 1
lym =yl <-+—=—+—<
n m

‘4
= = = ¢&.
no no 2

¢
2
TudiZ je posloupnost {y,} cauchyovska.
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Diky Véte tedy existuje x € R takové, ze lim y, = x. Ukazeme, zZe plati
Y el Xa = X. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme 7y € N takové, ze % <5

a|yno — x| < §. Necht F' C I je konecna mnozina obsahujici Fy,. Potom plati

Zxa—x Zxa—i— Z Xqg — X

a€F’ athO aeF”\FhO
S o
a€EFy, aeF”\FhO
= |Vno —X| + Z Xg |-
aeF/\F,,O
Podle ) plati
> <<
Xo| < — < =.
no 2
a€F'\Fp,

Tedy celkem dostaneme

Zx —X<£+£—8
* 2 2 7

acF’

Podle Definice tedy > yer Xa = X. |

3.7.19. Priklad. Dokazte, Ze ), myenxn — - = .

n2+m?2

Reseni. Protoze fada sestava z nezapornych ¢isel, ma soucet. Pro pfirozené ¢islo
J € N odhadneme ¢aste¢ny soucet pres indexovou mnozinu

L={j+1....2}yx{j+1,....2/},

tedy

| 2j 2j ! 2j 2j |
Z 2+ m? Z Z W2 m? Z Z 82
(n,m)el; m=j+1n=j+1 m=j+1n=j+1
PR 1

(3.52)
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Potom mnoziny /,;, j € N, jsou disjunktni, a proto mizeme odhadnout

1 1 . ° v 7 v
Z ——— = sup Z ——— (vizte definici zobecnéné rady)
n-+m keN n-+m
(n,m)eNxN (n>m)€U§=1 12./_
. 1
= sup Z Z m (disjunktnost Izj ,J € N)
keN j=1 (n,myel,;

ko

> sup Z = =sup k =o00. (vizte ()

keNj=1 8 keN 8
Y

3.7.20. Priklad. Dokazte, ze zobecnéna fada ), ,)enxn m je konvergentni.

Reseni. Poloyme
Ny = {(n,m) € N x N; max{m,n} =k}, keN.

Potom je pocet prvkit mnoziny Ni pro kazdé k € N roven 2k — 1. Pro k € N tedy
odhadneme

1 1 1 2k — 1
DD R D illiD DI bl
(n,m)ENg (n,m)€Ng ’ (n,m)€Ng

Necht F C N x N je libovolna kone¢na mnozina. Nalezneme p € N takové, ze
F c Ug_, Nk, a dostaneme

1 1 2 1
D kD DI gy A DR Dies s

(n,m)eF (n,m)eUg_, Ni k=1 (n,m)eNi
P ok—1 X2k-—1
= < _
k3 — k3
k=1 k=1

Rada pBra 211‘6—;1 konverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria (Véta
srovnanim s konvergentni fadou ) po, k_12 Z (B.37) tedy mame
1 2\ 2k — 1

_— <

Z 3 3 — 3
n m k

(n,m)eNxN + k=1

< Q.

»

3.7.21. Pfiklad. Necht Q znaéi mnozinu vSech racionalnich ¢isel z intervalu (0, 1).
Dokazte, ze ) _,c0 g = 0.

Reseni. Proto¥e racionalnich &sel vétsich jak % je nekone¢né mnoho, je mnozina
{g€0;q> %} nekonecna, a tedy dana rfada diverguje podle Poznamky .
Protoze je tvofena kladnymi ¢isly, plati )~ .o ¢ = oo dle Véty (a). *



3.8. TEORETICKE PRIKLADY K CISELNYM RADAM 173

3.8. Teoretické priklady k ¢iselnym fadam

3.8.1. Rady s nezapornymi ¢leny.

3.8.1. Priklad (Raabcovo kritérium). Necht Y 72| a, ma kladné ¢leny. Dokazte
nasledujici tvrzeni.
(2) Jestlize lim infn(a:li1 —1) > 1, pak je fada }_,~; a, konvergentni.
(b) Jestlize existuje no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati n(

an
an+1

1) <1, pak je fada Y, ; a, divergentni.

(c) Jestlize lim sup n(a,"’j’rl —1) <1, pakjetada )", a, divergentni.

Reésend. () Nalezneme ¢ € (1,00) ang € N takové, ze pro kazdén € N, n > no,
plati

n(—2 1) =g,
an+1

a tedy
nay, —(n + Dap+1 > (@ — Dap+1.

Proto pro kazdé n € N, n > ny, plati

n—1 n—1
Nodny > Nolp, —Nay = Z (kar — (k + Dagy1) = (@ —1) Z Ak41-
k=ng k=ng

Tedy pro kazdé n € N, n > ny, plati

n n—1 nod

0 no
E ap = E Ak+1 = —— L
k=no+1 k=ng q

To ale znamena, Ze posloupnost ¢aste¢nych souctii fady > o2 an je shoraomezend,
a tedy je tato fada konvergentni.
(b) Pro kazdé n € N, n > ny, plati

an 1 n+1
an+1 n no’

Tedy pro kazdén € N, n > ng plati

apn+1 = " an = " n_lan—l
“n+1 " " n+1 n
n—1 no
:n+1an—12"‘zn+1ano'

ProtoZejetada ) 7o, o k”—_fr’la,,o divergentni, ze srovnavaciho kritéria (vizte Vétu )
plyne, Ze fada Zlio=n0+l ag+1 je divergentni, a tedy je divergentni i fada Y g, ak.
(c) Tvrzeni plyne z jiz dokazaného tvrzeni (b). &
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3.8.2. Priklad. Necht ) a, a} by jsourtadys kladn}’rmi cleny. Necht existuje ng €

N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati < ntl < ”+' . Predpokladejme, Ze fada

> by je konvergentni. Dokazte, ze pak je konvergentm 1 rada
E ©, (D)

Dokazte pomoci tohoto tvrzeni d’Alambertovo kritérium

Reseni. Nechtn € N, n > ng. Pak dle predpokladu plati

dap dap ap—1 Ang+1

Apg ap—1 dp—2 Apg
< bn bn—l bno—H bn
- bn—l bn—2 bn() bno

Dostavame taka, < Z;ﬂbn. Konverguje-li tedy fada ) _ b,, konverguje ifada %bn,
a tedy podle Véty @i fada }_ay.

Predpoklddejme nyni, Ze fada ) ay, L = ¢g,kdeq €
[0, 1). Diky Vété P existuje no € N takové, ze a"“ < q pro kazdén e N, n >
ng. Pak mame ”“ < q” , pfi¢emz rfada ) ¢" konverguje (vizte Priklad B.1.8 -

Podle vyse dokazaneho tvrzeni fada ) a, konverguje.
Pripad, kdy lim a"a::l = ¢, kde g > 1, lze dokazat analogicky. *

3.8.3. Priklad. Necht Y72, a, je dlvergentnl fada s kladnyml cleny a {s,} je po-

sloupnost jejich ¢aste¢nych souétt. Ukazte, ze fada Y 2, 2 diverguje.

Reseni. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze fada 352, 2 konverguje.
Pak splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku podle Véty B.1.1§. Pro ¢ = 1 na-

2
lezneme ng € N takové, ze

1
Vn,meN,ng<n<m: Z—<— (3.53)

k=n

[\)

Posloupnost {sy } je rostoucia platilim sy = co. Snadno tedy dostaneme lim %Q =

lim <1 — SS"_O) = 1. Existuje tedy mo € N, mg > ng, takové, ze Imo~ino - 1 Potom
k Smg 2

plati

1]
< |5
v

]2
,S
é”
(=]
v

D=

coz je ale spor s (B.53). *

3.8.4. Priklad. Necht ) ;2 a, je divergentni fada s kladnymi ¢leny. Dokazte, ze

existuje posloupnost {b,} takovd, ze > po | by, = 00 a lim 2 b” =
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Reseni. Pron € N polozime b, = ?—;’, kde s, je n-ty caste¢ny soucet rady Yoo an.
Rada Y22 | b, diverguje podle Pikladu B.8.3. Rada Y22 | a, diverguje a mé klad-
né c¢leny, proto plati lim s, = oo. Odtud dostavame
1
lim b—”: lim — =0.
n—>oo aﬂ n—>o0 Sﬂ

&»

3.8.5. Priklad. Necht {c,} je posloupnost splnujici lim ¢, = co. Dokazte, ze exis-
tuje konvergentni fada )", | b, s kladnymi ¢leny takova, ze fada )2 | cnb, diver-
guje.
Reseni. Bez ujmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze viechny ¢leny posloup-
nosti {¢, } jsou vétsi nez 1. Nalezneme rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel {ny }
splnujici

Vke NVneN,n>np:c, >k + 1.
Polozme ny = 0. Pro kazdé n € N nalezneme jednozna¢né uréené k € N takové,
zeng—y <n < ng a definujeme

1 1

b= Kk =)

Necht {5, } je posloupnost ¢aste¢nych soucti fady ) * b,. Pak platib, < %m
Pak pro kazdé | € N plati

nj 1 n 1 n 1
Ky = b, = b, < D —
W= =Y Y =Y Y e
n=1 k=1n=nj_;+1 k=1n=nj_;+1
I 00
1 1
= ﬁfzk—z“’o
k=1 k=1

Posloupnost {s,, }72 | je omezena a posloupnost {s, } je rostouci, a tedy je i posloup-
nost {s, } omezena. Odtud plyne, Ze fada ) _ b, je konvergentni. Dale plati pro kaz-
dé/ eN

n; 1 ng I ng 1
X;Cnbn ZkX: Z Cnbn ZkX: Z
n=

=1n=ng_1+1 —1n=ng_1+1 k(ng —ng—1)
k=1 k
Tedy
o0 o0 1
chbn > Z % =0
n=1 k=1

Tim je tvrzeni dokazano. ¥y
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Nasledujici piiklad ukazuje, ze limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci

fad (Véta ) neplati bez predpokladu nezapornosti zadanych tad.

3.8.6. Piiklad. Dokazte, e existuje konvergentnitada Y -, a, a divergentni fada
> n2 | bn spliiyjici lim Z_Z =

5 v s v —1) _1\1 v .

Reseni. Polozme a, = % ab, = (j% + % Rada Y72, a, konverguje podle
Leibnizova kritéria (Véta atada Y 2, b, diverguje, nebot je souétem kon-

vergentni fady > n2 a, a divergentni fady Y o2, 1. Dale plati

1

. ap . .
lim— = lim = lim —— =1
n n—oo (=D" + 1 n—oo | 4 (0
NG n NG
ry
3.8.7. Priklad. Dokazte, ze plati
21
e = —.
n!
n=0

Reseni. Pron € N' oznaéme a, = (1 + %)” asnh = D ro % Podle Definice
potom plati e = lima,. Dokazeme nejprve, ze pro kazdé n € N plati a, < s,. Pro
n = 1 zifejmé plati a; = s; = 2. Necht n € N, n > 2. Potom z binomické véty
(Véta plyne, ze

" (n\ 1 " nn—1)--(m—k+1)1
an=2(k)n—k=1+1+z - o

k=0 k=2

n

k—1 .
1 J
=1+1+ZEH(1_Z)'
k=2 j=1

Pro kazdé k € {2,...,n} zfejmé plati

a tedy
21
anfl—i-l—i—zﬁzsn.
k=2~

Nyni dokazeme, Ze pro kazdé n € N plati s, < limag. Posloupnost {s,} je
zfejmé rostouci, a proto stadi toto tvrzeni dokazat pouze pron € N, n > 2. Necht
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n e N,n > 2. Potom pro kazdé m € N, m > n, plati

=3 (1) =2 (1)t

k=0 k=0
n 1 k—1
=1+1+ZEH(1__
k=2 j=1
Pro kazdé k € {2,...,n} zfejmé plati
k—1 ]
g&na—sz
Jj=1
Tedy z véty o aritmetice limit plyne, Ze

n n
. m\ 1 1
mh_I)I;OE (k)ﬁ—l‘i‘l‘i‘kg_zﬁ—sn

Odtud a z véty o limité a usporadani (Véta ), ze sp < limayg. Celkem jsme
tedy dokazali, ze pro kazdé n € N plati a, < s, < limay. Protoze limy_, ar = e,
dostaneme z véty o dvou straznicich (Véta ) rovnost lim, 0 5, = e. Tim je
tvrzeni dokézano. Y

3.8.8. Priklad. Dokazte, ze e je iracionalni ¢islo.

Reseni. Dikaz provedeme sporem. Pro libovolné k € N plati podle Prikladu

Zrejmé dale plati

i 11 i 1 U i 1
Pl kgﬂ&+nmw+0 kU&= (k+ 1)
Podle Ptikladu B.1.9 mame
i 11
k+17  k’

a tedy celkem dostavame
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Z Definice plyne, zZe ¢islo e je kladné. Predpokladejme, Ze e je racionalni, tedy
e =% pro néjakd p,q € N. Potom

Q|"§

1 1
J ]

Vynasobime ob¢ nerovnosti kladnym vyrazem ¢ - k! a dostaneme

k
1 q
k! — < p-kl<qg-k! —
q Z] p-kl<q- Z Pt
Jj=0 10
Oznalme
ko
—qg-k! —
m qk.Zj!.
j=0

Pak zfejmé plati m € N a navic
q
m<p-k!l<m+ T

Pro specialni volbu k = ¢ odtud dostavame p - k! € (m,m + 1). To je ale spor,
protozem e Na p-k! e N. &
3.8.2. Ciselné rozvoje.

3.8.9. Priklad. Necht p e N, p > 1,a P = {0,..., p — 1}. Necht # je mnozina
vsech posloupnosti {a,}, kde a, € P prokazdén e N, a

VhneNdmeN, m>n:a, #p—1.

Definujme zobrazeni ¢: £ — R predpisem

oo

e(lan}) =

n=1 pn
Dokazte, ze zobrazeni ¢ je dobfe definované a jde o bijekei & na [0, 1).

Reseni. Povsimnéme si nejprve, ze zobrazeni ¢ je dobte definované zobrazeni do

[0, 1] diky odhadu

p({an}) <
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Nyni si uvédomme, ze pro posloupnosti a, b vyse popsané¢ho tvaru plati

k—1
an aj
pla =) —+—
_ - an, ap—1 N 1
- on k Tk
—pp p
- k-1 an 1
n 1p n=k+1
= @(b).

Obracené, necht p(a) = ¢(b) pro dvé rtizné posloupnosti a,b € PN. Piedpo-
kladejme, Ze k € N je prvni souradnice, kde by < ay. Necht dale existuje [ > k
takové, ze b; < p — 1. Pak mdme

k—1 a bk oo b
n n
ob) =3 Lkt 2
n=1 n=k+1
k—1 [es)
anp by p—1
Sl Tt > Iz
n=1 k=n+1
_ = an br + 1
- on k
—p p
k—1 a
< n a_i
- n
n=1 p p
< ¢(a),
coz je spor s pfedpokladem ¢(a) = ¢(b). Tedy bxy) =bgip =---=p—1la
k-1
a br + 1
pb) =3 4
ne1 P V4
Protoze
k= da
#(b) = p(a) = Z— el Dl
p n=k+1 p
k—1 a k—1 a b
Sy Lty oy
n=1 p n=1
= ¢(b),
mame

Ag41 =ag42=---=0 a ar =bx + 1.
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K ditkazu toho, Ze ¢ je bijekce, staci ovérit, ze ¢ je surjekce & na (0, 1]. Necht
x € (0, 1] je dano. Induktivné definujeme posloupnost {a,} takto: Polozme

) i
ay = max{i € P; — < x}.
p

Mame-li ¢isla ay, . . ., ay jiz nalezena, definujme

n .
a i
an+1 = max{i € P; E p—l;; + P < x}.

Povs$imnéme si, Ze pro kazdé n € N plati

n+1 ax n ax a +1
+1
— <x < L L (3.54)
LTI

Z definice posloupnosti {a,} totiz plati prvni nerovnost v (8.54). Abychom ovéfili
nerovnost druhou, predpokladejme, ze

ay an+1 +1
X = Z n+1

pro né¢jaké n € N. Pokud a,4+1 < p — 1, vede tato nerovnost okamzité ke sporu s
definici ap 4. Pokud a1 = p — 1, pak

" aj a +1 " ar 1
+1
§_+"—=§ Loy
k n+1 k n
= P 4 i P 4
o ap+1
ZZF+ o

k=1

Z definice ¢isla a, dostaneme a, = p — 1. Induktivné pak obdrzime

An1 =ap =ap—1 =---=ay =p—1.
Proto )
p—l p—1m—1 1
X > = + — =1,
Z n+1 p %_ pn

coz je spor. Tedy (B.54 platl.

Z téchto nerovnosti vidime,

Za_]lcc r = a_llcc"i_ np+1’ neN,
k=1 P = PP
a tedy pomoci Véty mame
n+1
wm-Z—: &

n—>oo
= P

Tedy ¢ je zobrazeni na. a*
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?:8.10. 0](?eﬁanice. Zapis Yoo % = 0.a1azas ... se nazyva p-adickym rozvojem
cislay ,— | O

3.8.11. Priklad. Necht p € N\ {I} a x € [0, 1] ma p-adicky rozvoj 0.aazas....
Ten nazveme periodickym, pokud existuji pfirozena ¢isla k > 0, r > 0 takova, ze
pron > k plati a, 4, = a,. Ukazte, ze x ma periodicky rozvoj pravé tehdy, kdyz je
racionalni.

o0 an

Re$eni. Necht nejprve rozvoj x = 3,2, 7%

je periodicky, tj. existuji k,r € N tako-
vé, Z¢ dpyr = a, pron > k. Potom ale diky absolutni konvergenci fady "2

lze pouzit Vetua dostaneme
_a ak Ak +1 Aftr 1 1 1
X—F-F"'?-F(W—F"'-Fpk+r)(1+?+ﬁ+

p3r
a a a a 1
=S e ) o
pl P p p 1—7

nlp"

coz je racionalni ¢islo.

Necht je nyni ¢islo x € [0, 1] raciondlni. Bez Gjmy na obecnosti predpokladej-
me, icxe(Ol) tj.x = ¥, kdeu,v € Nau < v. Necht x = 0.ajaza3... je
p-adicky rozvoj x. Jsou -li vSechna dn odjlsteho mista rovna 0 nebo jsou odjlsteho
mista rovna p — 1 Je zfejmé rozvoj erlodlcky Ptedpokladejme tedy, Ze tomu
tak neni, tj. {a,} € &P (viz Ptiklad a {a,} nekonci opakovanim cifry p — 1.

Oznac¢me s = Zk 4n. Necht k € N. Pak

n=1 pn
ad p—l 1
0<x—s, = Z o Z = _k
n=k+1 n=k+1
Tedy
0=< pk(x—sk) < 1.
Déle mame " c
k
PEOe—sie) = p= = plae ==, (3.55)

kde ¢ je celé &islo. Protoze 0 < p*(x —sx) < 1, je ¢k € {0,...,v — 1}. Tedy pro
kazdé k € {1,. v—l—l}platicke{O v —1}

Proto CXIStqu indexy k,/ € {1,...,v + 1}, k <, takové, ze ¢y = ¢;. Polozme
r=101—k,pakcy = ckqr. Z (-) mame
c a 2 ik
k k n j+
A S 13
n=k+1 p Jj=1 p
c > a 2 itk
k+r k+ n Jjtk+r
LS T SRS L
n=k+r+1 p j=1 P

z L4 Ck N7 s e
Méme tedy dva rozvoje &isla - nekondici cifrou p — 1, a tedy se dle Piikladu
musi rovnat. Proto pro n > k plati a, = a,+, a x je periodické. s
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3.8.3. Rady s obecnymi cleny.

3.8.12. Priklad. Necht {a;} je nerostouci posloupnost nezapornych realnych ¢isel
an € N. Dokazte, ze pro kazdé k € N U {0} plati

k
0<Y (=D'anti < an.
i=0

Reseni. Nechtn € N je dano. Indukci podle k dokazeme, ze pro kazdou nerostouci
posloupnost nezapornych ¢isel {a;} plati uvedena nerovnost. Pro k = 0 ziejmé
plati Y00 (=1 anti = an, a tedy

0
0=< Z(_])ian-‘ri <ay.
i=0
Predpokladejme nyni, ze uvedené tvrzeni plati pro k € N U {0}. Nasim cilem
je dokazat nerovnost pro k + 1, tj. chceme ovérit nerovnosti

k+1
0= (~D'anti < an. (3.56)

i=0
Posloupnost {a; 11}72, ma nezaporné ¢leny a je nerostouci. Proto podle indukéni-

ho predpokladu plati

k
0= (~Dians14i < ani1. (3.57)
i=0
Potom diky (.57) dostavame
k+1 k
. , >ay —dapy1 >0
Z(—l)’an_,_i =dau — Z(—l)’an+1+i " mt s (358)
4 , <ay
1=0 1=0
¢imz je podle principu matematické indukce tvrzeni dokazano. ry

3.8.13 (alternativni ditkaz Véty B.3.1). Konvergenci fady Yo%, (—1)"a, ovéfime
pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro tady, tedy ovétime platnost pod-
minky @ Predpokladejme nejprve, ze posloupnost {a,} je nerostouci. Cleny
této posloupnosti jsou pak nutné nezaporné. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalez-
neme ng € N takové, ze

VneN,n>ng:a, <e. (3.59)
Vezméme nyni libovolna ¢islan, m € N splnujicing < n < m. Pak z Prikladu
a plyne

m m—n m—n
Y =D =D (=Diansi| = Y (=Dianyi <an <e.
i=n i=0 i=0

Tim je ovéfena platnost Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro fadu Y ;2 (—1)"a,.
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Je-li posloupnost {a, } neklesajici, pak lze dtikaz dokoncit stejné jako v ptivod-
nfm diikazu Véty B.3.1.
3.8.14. Priklad. Nechttady ) a, a ) b, maji omezené posloupnosti ¢aste¢nych
souctt. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(a) Pro kazdé ¢ € R ma rada ) .2, ca, omezenou posloupnost ¢aste¢nych
souctd.
(b) Rada Y72, (an + by) ma omezenou posloupnost &aste¢nych soudti.

Reseni. Oznaéme postupné {s,;} a {t,,} posloupnosti ¢aste¢nych souctd fad ) a, a
Y bn.Podle predpokladu existuje M € R takové, ze pro kazdén € N plati |s,| < M
alty| <M.

(a) Pro kazdé n € N plati

n
|3 car| = lesal = lelm.
k=1

Tim je omezenost posloupnosti ¢aste¢nych souctti dokazana.
(b) Pro kazdé n € N plati

n
| (@ + 0| = lsal + il <20,
k=1

¢imz je tvrzeni dokazano. *
3.8.15. Priklad. Necht )" a, je konvergentni rada a {ny} je rostouci posloupnost
ptirozenych ¢&isel splnujicing = 1. Polozme by =} aj,k € N. Dokazte,

zeY by =Y an.

Reseni. Necht {s,;} a {tm} jsou posloupnosti &aste¢nych souétti pro fady Y a, a
> bg. Plati

ng<j<ngii

nm1—1

m m
tm=Zbk=Z Z a; = Z aj = Spyq-1, meN. (3.60)
k=1 k j=1

=1ng<j<ng4i

Je-litada ) a, konvergentni, existuje vlastni limita a = lim;, 00 Sim. Z Véty
a (.60) pak dostdvame

lim ¢, = n}grcl)osn’”“_l =aq.

Rada Y by tedy konverguje. *
3.8.16. Priklad. Necht ) a, je fada s nezapornymi ¢leny. Necht {ny} je rostouci
posloupnost pfirozenych ¢isel spliujici ny = 1. Polozme by = 3-, _i,, . 4>

k € N. Dokazte, ze ) a, konverguje pravé tehdy, kdyz ) by konverguje.
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Reseni. Necht {sm} a {tm} jsou posloupnosti caste¢nych souctt pro fady ) a, a
> by. Podle Prikladu sta¢i dokazat, ze fada ) a, konverguje, konverguje-
li fada ) bx. Ozna¢me b = limpy o0 tm. Jelikoz ma tada ) a, nezaporné ¢leny,
existuje a = lim;, o0 S Z rovnosti pak plyne

lim s 1= lim ¢, =b
m—o0 nm41-1 m—oo ’

tj. posloupnost {s,} ma konvergentni podposloupnost {sy,, ,—1}. Proto je sama

konvergentni dle Véty atada ) a, konverguje. -

3.8.17. Priklad. Naleznéte divergentni radu ) a, a rostouci posloupnost indexut
{ny} takovou, ze n; = 1 atada ) by konverguje, kde by =) aj, k e N.

ng<j<ng4i

Resent. Iioloimea,, =(-1",n e N,an; =2k—1,k € N.Pak by = arx_1+a =0,
k € N. Rada ) b; tedy konverguje, zatimco fada }  a, diverguje (naptiklad diky

Véee B.1.15). »
3.8.4. Nekonecné souciny.

3.8.18. Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢&isel. Symbol []72, a, nazy-
vame nekoneénym soudinem. Pokud existuje limita limy, oo [ — @n, pak symbol

[152, an oznacuje také jeji hodnotu. Je-li tato hodnota realné &islo, pak ifkdme, ze

uvedeny nekoneény soucin konverguje.

3.8.19. Pfiklad. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Potom )2 | a, kon-
verguje pravé tehdy, kdyz [T, (1 + a,) konverguje.

Resent. < Posloupnost {]—[5:1(1 +an)}2, je rostouci a pro kazdé k € N plati

[e9) k k k
[Ja+a) = [[0+a) =1+ an=) an.
n=1 n=1 n=1 n=1

Odtud jiz plyne konvergence fady Y 2, ay.
= Posloupnost {]_[§=1 (14 an)}32, je rostouci, a proto ma limitu. Diky nerov-

nosti log(1 + x) < x (vizte [.7.16) platné pro kazdé x € (0, 0o) dostaneme

k k k 0
log(n(l + an)) = Zlog(l +a,) < Zan < Zan.
n=1 n=1 n=1

n=1
Odtud plyne
o0 o0
1_[(1 +ay) < epoan <00
n=1 n=1
a nckone¢ny soucin tedy konverguje. &

3.8.20. Priklad. Ukaste, ze fada 3 0%, -, kde p, znadi n-té prvodislo, diverguje.

n=1 p,>
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Reseni. Provedeme ditkaz sporem. Predpokladejme, Ze nase rada je konvergentni.
Potom je konvergentni také fada ) -, pin. Pro kazdé n € N plati p, > 2, a proto
diky souctu geometrické fady dostaneme

S TN T 2

,;(p_n) Tl —L
Rada ® ®
S(E))

je tedy konvergentni. Podle pfedchoziho ptikladu pak konverguje nekonecny sou-

éin e’} <] 1 k [o'e} [} 1 k

i £ -

n=1( k=1 \Pn ) n=1(k=0 Pn )
Zvolme m € N libovolné. K nému nalezneme n¢ € N takové, Ze prvociselny roz-
klad kazdého I € N,I < m, obsahuje pouze prvocisla z mnoziny {p;; j € N,j <
no} v mocniné nejvyse ng. Pak plati

00 00 1 i no no 1 i m
[TCC) =TT(26)) =X

n=1 k=o Pn n=1 k=0

Harmonick4 fada viak diverguje, a proto musi nekoneény souéin [[,2; > 72, (pi)
n

téz divergovat, coz je spor. &
3.8.5. Miscelanea.
3.8.21. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé k € N plati nerovnosti

1 1 1
= log (1 ; E) = (3.61)

Reseni. Zvolme k € N. Podle plati pro kazdé x € R, x > —1, nerovnost
log(1 + x) < x. Dosadime-li x = %, dostaneme ithned druhou nerovnost v .
Dosadime-li x = —k+_1, pak je pfedpoklad x > —1 splnén, a tedy plati

1 11— ! <- !
S\ T k1) Tk

to jest

Odtud a z vlastnosti logaritmu ([1.7.16) dostdvame

o (1+1)—1o SRR N (1_L)>L
8 k)T L) T Tk ) Tk

coz je prvni nerovnost v . ¥y
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3.8.22. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati nerovnosti

n—1

n—1
Z; <logn < —.
k=1k+1 k

Reseni. Zvolme n € N. Seétenim nerovnosti v ) pro hodnoty k € {I,...,n—1}

dostaneme
ngzlog(1+ SE Zk

Z vlastnosti logaritmické funkce ([.7.16 ) ale vyplyva, ze

1 o 1 23 4 n
I;log(lﬁ—z):log(l_[ (1+E)> zlog(i~i~§---n_l):10gn.

k=1
Odtud vyplyvaji obé dokazované nerovnosti. *
3.8.23. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {a,} definovana predpisem
1

1 1
an=1+§+§+”'+;_logn’ neN,

je konvergentni.

Reseni. Nechtn € N. Potom plati

n—+
podle prvni nerovnosti v (8.61)). Posloupnost {a,} je tedy nerostouci. Déle plati

podle Prikladu
1 1 1
an21+§+§+---+nj—logn20,
takze posloupnost {a, } je zdola omezena. Z Disledku tedy plyne, ze posloup-

nost {a,} je konvergentni. *

1 1 1
an+1—an=—l—log(n—l—l)—{—logn:m—log(l_F;) <0

3.8.24. Poznamka. Oznaéime
n
. 1
= lim ()~ tosn).

Z Prikladu } vyplyva, ze toto ¢islo je dobfe definovano. Cislo y nazyvame

Eulerovou-Mascheroniho konstantou B Tato konstanta je ptiblizné rovna y je 0, 577
a neni znamo, zda je y racionalni.

3.8.25. Priklad. Spoctéte limitu

n
. 1
nlgaz;lﬂk

3 Lorenzo Mascheroni (1750-1800)
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Reseni. Pron € N polozme

1 1 1 1
b, = e
" n+1+n+2+n+3+ +2n

IR R
an = ~+=+--+ ——logn.
" 273 n 08

Potom plati
bp = azy —ay +log(2n) —logn,

a tedy podle véty o limité souctu (Véta (a)) plati
limb, = lim (a2n — an + log(2n) —logn)

. 2n
= lim (aZn —ap + log (7)) =y—y+log2
= log 2.
&

3.8.26. Priklad. Ukazte, ze plati #(N) ~ R. (Definice relace ~ je uvedena v De-

finici [1.6.1(a).)

Reseni. Oznaéme Z mnozinu viech posloupnosti, jejichz ¢leny jsou prvky {0, 1}.
Pak plati Z ~ #(N) (vizte Piiklad . Pro z € Z definujme ¢: Z — [0,1]
predpisem

0(z) = Z Z;:), z€Z.

Dokazeme, ze ¢ je prosté. Necht z,z" € Z, z # z’. Nalezneme nejmensin € N, pro
které plati z(n) # z’(n). MizZeme predpokladat, ze z(n) = 1 a z’(n) = 0. Pak

Sk =k
(p(Z,/)=ZZ()+O+ Z Z(k)

n=1

k
k=1 3 k=n+1 3
n—1 oo n—1
z(k) 1 z(k) 1
SZ 3k+23_kzz 3k +2,3n
k=1 k=n+1 k=1
n—1 n—1 o)

z(k) | z(n) Z'(k) | z(n) z(k)
<Z 3k+3n SZ 3k+3n+z 3k
k=1 k=1 k=n+1

= ¢(2).

Tedy P(N) ~ Z <[0,1] < R.

Nyni dokazeme, ze plati R < £ (N). Podle Ptikladu platiN ~ Q, a tedy
podle Prikladu ?? sta¢i ovérit, ze plati R < £ (Q). Definujme zobrazeni ¢ : R —
P(Q) predpisem

Y(x) ={g€Q:qg<x}, xeR.

Dokazeme, Ze zobrazeni ¥ je prosté. Predpokladejme, ze x,y € R, pricemz

x # y. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze x < y. Podle Véty
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existuje racionalni ¢islo r splnujici x < r < y. To znamena, ze r € ¥(y) \ ¥(x), a
tedy ¥ (x) # ¥ (y). Odtud plyne, ze ¥ je prosté, a tudiz R < £(Q). Dokazované
tvrzeni vyplyva z Cantorovy-Bernsteinovy véty (Véta . a

3.8.27. Priklad. Dokazte, ze plati R? ~ R.

Resend. Definujme zobrazen{ ¢: R — R? predpisem ¢(x) = [x,0]. Potom ¢ je zfej-
mé prosté. Odtud plyne, ze R < R2. Nynf definujme zobrazeni y: R? — £(Q?)
predpisem

Y(x,y) ={p.ql € Q% (p<x)A(g <y} [x.y]€R

Necht [x, y],[x",y'] € R?, [x,y] # [x',)’]. Pak plati bud x # x’ nebo y # y'.
Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze x # x’, a dale ze x < x’. Podle
Véty nalezneme racionalni &islo r splnujici x < r < x’. Potom pro kazdé
g € Q,q < min{y,y’}, plati [r,q] € ¥(x',y) \ ¥(x,y), takze ¥ je prosté. Podle
Véty [.6.19(c) a Piikladu plati Q% ~ N, a tedy

R? < P(Q?) ~ P(N).

Protoze #(N) ~ R dle Ptikladu , plyne tvrzeni z Cantorovy-Bernsteinovy
véty (Véta [L.6.5). s

3.8.28. Piklad. Ukazte, Ze Cauchyiv souéin divergentnich fad 2 + Y 72 , 2" 1 a
—1+ Y 72,1 je konvergentni.

o0

Reseni. Necht {a,} je posloupnost ¢lenti fady 2 4+ Y 52, 2"7! a {b,} je posloupnost
enti fady —14 Y72 , 1. Oznaéme dale {c, } posloupnost ¢lenti Cauchyova soudinu
obou fad. Potom plati ¢; = —2 a pro kazdé k € N, k > 2, plati

cg = (a1bg +---+axhy) =a1 + -+ ap—1 —ag
=242 422 4. 42k 2 okl o,

Odtud vyplyva tvrzeni. *

3.8.29. Priklad. Necht Q znadi mnozinu racionalnich ¢&isel v intervalu (0, 1). Do-
kazte, ze existuji bijekce 7 a 0 mnoziny N na Q takové, ze ),y 7(n)" konverguje
ay ,en 0(n)" diverguje.

Reseni. Konstrukce w. Nalezneme rostouci posloupnost {ay}72 ; realnych ¢isel z in-
1

tervalu [0, 1) spliujici ap = 0, a; = 5 alimag = 1. Pro kazdé k € N nalezneme
“Z]fH
I=aj41 )
nost nekone¢nych mnozin { P }2 ,, které splnuji

e P C{neN;n>ngl,

e Vk,leN,k#I1: PN P =0,

e Uizo P =N.

< 2=+ Polozime ny = 0. Déle nalezneme posloup-

nx € N takové, ze
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Pro kazdé k € N U {0} nalezneme bijekci 7z mnoziny Py na mnozinu Ay =
(ak.,ak+1] N Q. Hledanou bijekei pak definujeme jako w(n) = my(n) pron € Py.
Odhadneme

Samr =3 g7 @ =3 ¢'@

neN qeQ k—OqEAk
o0 o0 o0
< nk+l< k+1 < -k _
B D B
k=01=0 + k=1

Konstrukce o. Nalezneme rostouci posloupnost {qx} prvki Q splnujici qik %
Oznaéme T = {qx; k € N}. Mnozina T je nckone¢na a spocetnd. Nalezneme
bijekci T mnoziny lichych ptirozenych ¢isel na mnozinu Q \ T'. Potom definujeme
bijekcio: N — Q predpisem o (2k) = gy ac(2k—1) = t(2k—1),k e N.Prom € N

odhadneme
m

1
Z o(n)"* > Z q,% Z 5=
neN k=1 k=1
Odtud plyne ), .y 0(n)" = oo. -

3.9. Pocetni priklady k ¢iselnym fadam

3.9.1. Rady s nezapornymi ¢leny.
3.9.1. Priklad. Vysetrete konvergenci fady > n’2"+3

n=1 (n#4+1)6"
Reieni. Rada ma kladné ¢leny. Spocteme lim { o 2421132 Pro kazdén € N, n > 2,
plati
2(%)2 =< (/I’ZZZ” +3< o .omp2 = 2(’/5(%)2
a

Yn < V2t < Yt + 1) < V26n24 = V26( /).
Odtud vyplyva, ze pro kazdé n € N, n > 2, plati

2 amr [ es 28y
V= Vs \ 1)6— R

Podle véty o dvou straznicich, Piikladt 2.2.52aR.2.53 a véty o aritmetice limit tedy
plati

lim 7 n?2n 43

nro0 (n*+1)6
Protoze 2 > 1, zadana rada diverguje podle Cauchyova odmocninového kritéria.
&

3.9.2. Priklad. Vysetiete konvergenci fady Y 2, n3 g
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Reseni. Rada ma kladné cleny. Pro velké hodnoty n € N je ve vyrazu n3+1¢&en 1
zanedbatelny, a proto mizZeme ocekavat, ze se zadana rada bude chovat podobné

M v v 2 v 2 7
jako rada s ¢leny ;% = % Pron € N polozme a, = # ab, = % Plati
a n 1
. n . 3411
hm—:hmnl+ lim =1.
n—o00 by, n—oo = n—o0 | _|_ =5
n

Podle limitniho srovnavactho kritéria tedy dostavame, ze zadand rada konvergu-
je pravé tehdy, kdyz konverguje rada > 2 | bu. Tato fada diverguje podle Piikla-
du , a tedy diverguje i zadana rada. ry

V7 v A Vv 2
3.9.3. Priklad. Vysetfete konvergenci fady 32, 57.
Reseni. Pomoci Prikladu 2.2.53 dostaneme

lim ‘/2—n=—hm\/_ lim ¥/n =

Protoze % < 1, Zadana rada konverguje podle Cauchyova odmocninového krité-

ria. S

3.9.4. Priklad. Vysettete konvergenci fady Y 2, n®(+/n + 1 — {/n) v zavislosti na

parametru a € R.

Reseni. Rada ma kladné ¢leny pro kazdé o € R. Pro kazdé n € N plati

N A
( )= «/n—i—l-i—«/ﬁ
Pron € N polozme

o

n n _1
ap = ———, b, =—=n"72,
Jn+14+Jn Jn
Plati
n()t
. Y/ . 1 1
lim &% = lim w: lim — = —.
n—o00 by, n—00 J_ﬁ n—00 1+%+1 2

Podle limitniho srovnavaciho kritéria zadana fada konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje fada ) .-, n®"z. Ta podle Véty konverguje pravé tehdy, kdyz
a — 3 < —1, neboli pravé tehdy, kdyz o < —1. a

3.9.5. Priklad. Vysetiete konvergenci fady > oo,

nlog n’

Resend. Posloupnost {@}fzz je klesajici a ma kladné ¢leny. Podle kondenzac-

niho kritéria zadana fada konverguje pravé tehdy, kdyi konverguje fada

o0
Z 2k log (2%) Z k210g 2

k=1 k=1
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Tato fada konverguje podle Prikladu a linearity konvergentnich rad (Dusle-
dek B.1.21)). Zadand rada je tedy konvergentni. *

3.9.6. Piiklad. Vyseticte konvergenci fady Y50, ¥#2tl=n,

log2 n

vn2+1-n

Resend. Vyraz g7 je dobfe definovan a je kladny pro kazdén € N, n > 2. Pro

VnZ2+1

taton € N oznaéme a, = 1—2_" Potom pro kazdé n € N, n > 2, plati
Og n

1
(vn2+ 1 +x/lﬁ)log2n'

Pro kazdén € N, n > 2, polozme b, = L Potom
nlog”n

ay =

. . 1 1
lim a—":hm———.

n—oo by, nﬁw\/ﬁ_‘rl_z
n2
Podle Prikladu fada } 07, @ konverguje. Tedy podle limitniho srovna-

vaciho kritéria konverguje i zadana rada. Fy

3.9.7. Piiklad. Vyseticte konvergenci fady > - )2

n=1 2n2

Reseni. Rada ma kladné cleny. Pron € N polozme a, = (32)22. Pro kazdé n € N

plati
an+1 (n + 1)2
an  o2n+1
Podle Piikladu plati lim 2 = 0. Tedy
1 1\?
limani = lim = (i + —) =0.
a, 2\2" on

Protoze 0 < 1, zadand rfada konverguje podle d’Alembertova podilového kritéria.

s

3.9.8. P¥iklad. Vysetiete konvergenci fady 3 0% | (1Eeosn)®

2+cosn

Reseni. Obor hodnot funkce kosinus je interval [-1, 1] a pro vSechna ¢ € [—1, 1] plati
1+t 1 1 2
0<-—tL_q_ <l-——="=
24t 24t 241 3
Zadana fada ma tedy nezaporné cleny. Pro kazdé n € N tedy plati

1+ cosn” 2\"
o<|———) <[=]) .
“\2+4+cosn/) T \3
Podle Prikladu fada ) n-; (%)" konverguje. Podle srovnavaciho kritéria tudz
konverguje i zadana rada. -

3.9.9. Priklad. Vysetiete konvergenci fady Y o2, (¥/n2 + 5 — /n2 +1).
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Reseni. Pron € N polozme a, = In2 +5— Yn? + 1. Podle Piikladu pro
kazdé n € N plati

a, = 3/n2+5— 3/n2+1
(s %/n2+1)(“3/”2+5)2+ I+ 5n? + 14+ (2 +1)2
(/N2 +5)2 4+ 2+ 502 + 1+ (In? + 1)2
_ (n* +5) —(n*+1)
C(WnZ 52+ 2 A5+ 1+ (V1)
4
T (Vi t Y isYir it (Uit )2

Rada ma tedy kladné ¢leny. Pro n € N polozme b, = n=3. Platf

4 4
lim dn _ lim = -

T ¥ ) Py

Rada 3%, n=3 konverguje podle Véty B.2.18, a proto konverguje i zadané fada

podle limitniho srovnavactho kritéria. *
3.9.10. Pfiklad. VySetiete konvergenci fady ), e~ Vn,
Reseni. Rada ma kladné ¢leny. Podle Ptikladu plati limg _, oo ]e‘—,f = 0. Existuje

tedy ko € N takové, ze pro vsechna k € N, k > ko, plati Ie‘—,f < 1. Polozme ng = k3.
Potom pro kazdén € N, n > ny, plati

2 (R VN CTE 0 L

e¥n  e¥n T Gl¥m T Gl¥m T

a tedy

6
e~ Yn < 2_
n2
- 6 . , p L. .. ,
Rada ) 2, 37 konverguje, a proto podle srovnavaciho kritéria konverguje i zadana
fada. 2

3.9.11. Priklad. Vysetiete konvergenci fady > oo | (vn2 + 3 — /n3 + 1).

Reseni. Pron € N polozmea, = v/n? +1— Jn3 +1,n € N. Polo¥mea = +/n2 + 3
ab=<In3+1 pron € N. Potom

n? 43> —m3+1)?
a’>+a*b+---+ab* + b5
9n* —2n3 +27n% + 26
a’> +a*h +---+ab* + b5’

Vn2+3—Vnd+1=
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Protoze lim(9n* — 2n3 + 27n% + 26) = oo, existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n € N, n > no, je a, nezaporné. Navic plati
. ap 3
lim — = —.
2

n—oo 1
n

Protoze 3 € (0, 00) atada )" 1 diverguje podle Piikladu , zadand rada diver-

guje podle limitniho srovnavaciho kritéria. ry
3.9.12. Priklad. Vysetiete konvergenci fady ) a,, kde
Vn!

a, = . ron € N.
" e+ VetV T
Resend. Cleny zadané rady jsou kladné a plati
24+ 1 2
L o L +1 proneN.

dn+1 vn+1 a vn+1
Odtud plyne, ze

limn(a" —1)=lim 2n =00

n—00 ap41 n—>o00 \/p + 1

Podle Raabeova kritéria (Ptiklad B.8.1)) tedy dand rada konverguje. -

3.9.13. Priklad. Nechta,b,d € (0, 00). Vysetiete konvergenci fady Z:o=1 a,, kde
_ala+d)---(a+nd)

= N.
an b+ d) (bt nd) pron €
Resend. Cleny tfady jsou kladné a plati
n _b+(n+l)d pron € N.

any1  a+(n+d
Pak

T an q i b—a b—a
im n —1)= lim n = .
n—>oco  \ dpy1 n—oo q+ (n+ 1)d d

Jestlize b —a > d, pak zadana rada konverguje podle Raabeova kritéria. Jestlize
b —a < d, pak zadana rada dle stejného kritéria diverguje. Jestlize b = a + d, pak
plati

0 = ala+d)---(a+nd) _ a roneN
"Ta+d)a+2d)--(a+nd)a+m+1d) a+@m+1)d P ’
a tedy
. an a
lim — =

Protoze 4 € (0,00), zadana fada v tomto piipadé diverguje podle Véty B.2.5. &
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3.9.2. Rady s obecnymi cleny.
3.9.14. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady > o2 %
Resend. Posloupnost {a,} = {\/LE} je ztejmé klesajici a splnuje lim, o a, = 0. Za-
dana fada tedy konverguje podle Leibnizovy véty. Navic podle Véty rada
|
né.

= Yoo ﬁ diverguje, a tedy zadana rada nekonverguje absolut-

&

3.9.15. Piiklad. Nechta € Rax € R\{2kx; k € Z}. Dokazte, zefady Y ,~; sin(nx+
o) a )y 2, cos(nx + a) maji omezené posloupnosti ¢aste¢nych soulti.
Reseni. Nechtx € R\{2kx: k € Z}. Rady Y o2 sinnx ad oo cosnx maji omezené
posloupnosti ¢aste¢nych souctii podle Prikladi a . Dale podle pro
kazdé n € N plati

sin(nx + @) = sinnx cosa + cosnx sina,

cos(nx + a) = cosnx cos o — sinnx sina.

Odtud pak dokazovana tvrzeni plynou pomoci Ptikladu . Fy

3.9.16. Piiklad. Ukajte, e fada 352, S0

je absolutné konvergentni.

Reseni. Pro véechnan € N plati
1 1

<1l a 0< < .
- T n(Jn+1) " nd2

=i

Odtud pro kazdé n € N plyne

O] 3.62
0< < ) .
T n(Vn+1)| T n32 (362
Rada Y22, —75 je konvergentni podle Véty B.2.1§. Z nerovnosti (B.62) a srovna-
vaciho kritéria tedy vyplyva, ze zadana fada je absolutné konvergentni. ry

3.9.17. Piiklad. Dokazte, Ze fada ) - (—1)" sinnx mé4 omezenou posloupnost
¢asteénych souétt pro kazdé x € R a ze fada ) - (—1)" cosnx ma omezenou
posloupnost ¢aste¢nych souctt pravé tehdy, kdyz x € R\ {2k + )7 k € Z}.

Resent. Podle plati pro kazdé x € R akazdén e N

(=1)*sinnx =sinn(x + ) a (—1)"cosnx = cosn(x + m).
Tvrzeni tedy plyne z Ptikladu . *
3.9.18. Piiklad. Dokazte, ze pro kazdé x € Rjerada y o (—1)" % konvergent-

7

ni.
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Reseni. Zvolme x € R. Podle P¥{kladu mé fada Y oo (—1)" sinnx omezenou
posloupnost ¢aste¢nych souctli. Posloupnost {JL;} je klesajici a konverguje k 0.

Zadana fada tedy konverguje podle Dirichletova kritéria. ry

3.9.19. Piiklad. Dokazte, ze pro kazdé x € R je fada ), (—1)" Sii‘/%x n;’j_l kon-

vergentni.

Reseni. Necht x € R. Potom fada Y52 (—1)" % konverguje podle Prikladu .
Navic pro kazdé n € N plati

n2

0<— <1

“n?+1 "

a

n* 1

n2+1 nz+1

Posloupnost {%}je tedy omezena a rostouci. Podle Abelova kriteria je tedy za-
dana rada konvergentni. a

3.9.20. Piiklad. Dokazte, zZe fada

ad b4 n?+n
Zcos(nx+ Z) (\/nz—i- ﬁ—n) e

n=1

konverguje pravé tehdy, kdyz x € R\ {2kx; k € Z}.
ReSeni. Zvolme x € R\ {2kn; k € Z}. Polozme

2
anzcos(nx+%), by = \/n2 + /n—n, cn:% pron € N.
Potom
bnz—ﬁ ,
n2+.n+n

a tedy limb, = 0.
Necht n € N. Nerovnost b, 1 < b, plati pravé tehdy, kdyz

\/(n+1)2+Vn+1—(n+1)§\/n2+ﬁ—n.

Tato nerovnost je postupné ckvivalentni nerovnostem

\/(n—l—l)z—l—\/m—(n%—l)f\/n2~|—\/ﬁ—n,
M+ 1>+ Vn+1<n*+n+1+2\n2+ Vn,
1
20+ —— < 24/n?2 + /n,
n+1+n

4n?

1 2 4n
+ + < 4n® 4 44/n,
(¢n+1+ﬁ) 41+ n
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a konecéné
1 21 4
(—) — + —ﬁ < 4. (3.63)
n+1+yn) n n+1+n
Protoze
. ( 1 )2 1 4/n
Im[—m—m————) w4+ ———— =2
Vn+l+yn) Jno n+1+n
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati (), atedy bpi1 < by.
Podle Prikladu B.9.15 mé Y a, omezenou posloupnost ¢asteénych soudti.
Podle Dirichletova kritéria je tedy fada ) ;2 cos(nx + §)(v/n? + /n — n) kon-
vergentni. Proto je konvergentni i fada Y2, cos(nx + Z)(y/n? + /n —n).
Protoze limc, = 1, je posloupnost {c,} omezena. Necht n € N. Potom plati
Cn = Cpy1 pravé tehdy, kdyz

n2—|—n>(n+1)2—|—(n+1)
n24+2 - (m+1)2+2

Tato nerovnost je postupné ckvivalentni nerovnostem
(n% 4 2n 4+ 3)(n% +n) > (n? + 2)(n? + 3n + 2),
n* +3n% +5n% +3n > n* 4+ 303 4 4n + 6n + 4,
n?>3n + 4,

a koneéné

1> E + i
“n  n?
Protoze prava strana posledni nerovnosti zfejmé konverguje k 0, existuje np € N
takové, ze prokazdén € N, n > ng, tato nerovnost plati. Pro tato n tedy mame ¢, >
Cn+1, tj. {cn} je od indexu ng nerostouci. Proto podle Abelova kritéria konverguje
tada fo’:n() anbpcn, a tedy i zadand rada.
Necht nyni x € {2kn; k € Z}. Pak a, = cos§ = % Posloupnost {b,} ma
nezaporné cleny a plati
. bn . n 1
lim - = Iim — = —.
n—o0o0 T n—>oo /p2 + ﬁ +n 2

n

Rada 3" b, proto diverguje podle limitntho srovnavaciho kritéria a Véty .
Protoze limc, = 1 a {c,} je od jistého no € N neklesajici, je i posloupnost
{%} omezena a monoténni. Pokud by konvergovala tada ) b,c,, pak by podle
Abelova kritéria konvergovalaitada ) b, =) bucy é, ktera vsak diverguje. Proto
fada ) b,c, diverguje. ry
=n”

3.9.21. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady > 72, Togn -
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Resend. Posloupnost {Iogn }n , je ziejmé klesajici a plati lim @ = 0. Zadana rada
tedy konverguje podle Lelbnlzovy véty. Podle O pro kazdé n € N, n > 2, plati

Protoze rada Y omes e 1 diverguje, plyne ze srovnavactho kritéria, ze

logn = n—-1°

divergujeitada )2

2 ]Ogn Zadana rady tedy konverguje neabsolutné. *

3.9.22. Piiklad. Vysetiete konvergencia absolutni konvergencifady Y oo | (—1)"(¥/3—
1.

Reéseni. Oznaéme {a,} = {(¥3 — 1)}, n € N. Potom je posloupnost {a,} klesajici
a plati lima, = 0 podle Piikladu . Rada tedy konverguje podle Leibnizovy
véty. Ukazeme, ze fada nekonverguje absolutné. Podle Véty pro kazdén e N

plati

e T B

an=V3-1=(¥3-1)- Yan=1 4 Y3n—2 4 41
3-1 2

I I T VL T IR

Pak mame

gl

ijl 13- ) =n§an -2

Posledni fada je divergentni, takze rada ) oo, ‘(—1)”((’/3— 1)‘ diverguje podle

srovnavaciho kritéria. &

3.9.23. Priklad. Vyseticte konvergencia absolutni konvergenci fady Y50 o %7 v za-
vislosti na parametru x € R.

Reseni. Pro x = 0 fada zfejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R \ {0}. Potom
plati

xn+1
. (n+1)!‘ |x|
lim —— =
n—00 X_| n—oon + 1

n!

Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy zadana rada konverguje absolutné
pro kazdé x € R. -

3.9.24. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fad

2n+1 2n

Z(_ T @n + 1)l ,,Z(_ y (2n)!

v zavislosti na parametru x € R.
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Reseni. Pro x = 0 prvni fada zfejmé¢ konverguje absolutné. Zvolme x € R\ {0}.
Potom plati

x2n+3

+1
lim =n” @nt3)! | _ m |x|2 _
Ry | R e )

Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy prvni fada konverguje absolutné
pro kazdé x € R. Obdobné lze ukazat, ze i druha rada konverguje absolutné pro
kazdé x € R. Fy

3.9.25. Pfiklad. Vyseticete konvergencia absolutni konvergenci fady Y ;2 (—1)" %
v zavislosti na parametru x € R.

ReSeni. Pro x = 0 fada zfejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R \ {0}. Potom
plati

n+1
I o lim || x|
m ——————/—— = 11m = .
n—00 |(_1)n%| n—oo n-4+1

Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy zadana rada absolutné konverguje
pro kazdé x e (=1, 1) a diverguje pro kazdé x € (—oo, —1) U (1, 00). Zbyva vysetfit
ptipady x = 1 ax = —1. Polozme x = —1. Pak obdrzime rfadu thozl(—l)”% =
> o2, L kterd diverguje. Polozme x = 1. Potom dostaneme dostdvame fadu Y 5o, (—1)" 1,
ktera konverguje podle Leibnizovy véty. Zadana rada tedy konverguje pravé tehdy,
kdyz x € [-1, 1), a absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz x € (=1, 1). s

3.9.26. Priklad. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Y n; (*/)x"
v zavislosti na parametru x € R.

Reseni. Pro x = 0 tada ziejmé konverguje absolutné. Zvolme x € R\ {0}. Oznaéme

an = (2")x" pron € N. Potom plati

Q@r+1)! |x|n+1

|an+l|_ . n+D)!(n+1)!
n—00 |an| n—o0 (3{;)!!|x|n

TR I R ) S 2 S ]
= n—oo (2”1)' ((n + 1)')2 |x|” =
Q2n+2)2n+1)

= lim x| = 4|x|.
Jim Sl = 4]

Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy zadana rada absolutné konverguje
pro kazdé x € (—‘1—‘, %) a diverguje pro kazdé x € (—oo, —%) U (‘1—‘, 00). Zbyva vyresit
piipady x = % ax=-—

Polozme b, = (zn")

e

7,1 € N. Potom b; = % a pro kazdé n € N plati

2n +1
= b,.
2n +2

N

(3.64)

bn+l
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Matematickou indukci dokazeme, ze
1 1

2n 2n +1

IA

pro kazdé n € N. (3.65)

Je zfejmé, Ze pro n = 1 obé nerovnosti v (8.63) plati. Pfedpokladejme, Ze nerov-

nosti jsou splnény pro n € N. Potom dostavame
J p yP

2ntl 1 1
> .o — —_
by = 2n +1 Z 5042 2 2 nt2

= 2142 " J2n+1 — J2n+3

Z vyplyva, ze posloupnost {b,} je klesajici. Z (B.63) a véty o dvou strazni-
cich plyne, ze lim b, = 0. Podle Leibnizovy véty tedy dostavame konvergenci fady
Sl (D" = 302 (D" () g

Z a srovnavaciho kritéria déle plyne, ze fada Y e | by = > ey () 27 je
divergentni.

Zadana tada tedy konverguje pravé tehdy, kdyz plati x € [—%, i) a absolutné
konverguje pravé tehdy, kdyz x € (—l l). ry

4° 4

sin(2n)
0

3.9.27. Priklad. Vyseticete konvergenci a absolutni konvergenci fady Y 2,

Réseni. Pron € N oznaéme a, = sin(2n) a b, = % Podle Ptikladu ma rada

Y ne; an omezenou posloupnost ¢asteénych soudtti. Posloupnost {b,} je klesajici

a plati limb, = 0. Rada >0 L anbn tedy konverguje podle Dirichletova kritéria.
Vysettime absolutni konvergenci. Pro kazdé n € N plati

. . 1
| sin2n| > sin?2n = 5(1 —cos(4n)) > 0,

a tedy

o

>3 1‘%’:(4’1) (3.66)

sin(2n)
n

o0

n=1
Podle Dirichletova kritéria a Ptikladu konverguje fada ) ;2 ; @. Predpo-
kladejme, ze fada > o, 1_+;(4") konverguje. Potom diky linearité konvergentnich
tad (Dtisledek B.1.21)) konverguje i fada Y mo | 5-, coZ je spor. Rada "%,
tedy diverguje. Tato fada ma nezaporné ¢leny. Podle srovnavaciho kritéria a

n=1

00
n=1

sin(2n)

tedy divergujeitada )

. Zadana rada tedy konverguje neabsolutné. &

oo cos(nf)
n=3 Jog(logn) "
5 v . v _ T _ 1 v 3
Reseni. Pron € N, n > 3, ozna¢me a, = cos (n 4) ab, = Togllogm) - Z Prikladu

plyne, zefada )2 ; a, mé omezenou posloupnost ¢aste¢nych soudtit. Posloupnost
by 122, je klesajici a plati lim b, = 0. Podle Dirichletova kritéria tedy zadana fada
n=3)J J P Y
konverguje.

3.9.28. Priklad. Vysetrete konvergencia absolutni konvergencitady )
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Vysetfime absolutni konvergenci. Pro kazdé n € N plati
T 2 ( JT) 1 T
cos|n—)| >cos“(n—) = =(1+ cos(n—=)).
) ( 4)‘ - 4 2( + ( 2))
S vyuzitim této nerovnosti dostaneme

>

= log(logn)

cos(ny)

> 1+ cos(n )
= Z 2log(logn)

cos(nz)
Z(Zlo (logn) 2n2 )
gllog

(3.67)

Podle pro kazdé n € N plati logn < n — 1. Protoze funkce log je rostouci,
plyne odtud, Ze pro kazdé n € N, n > 2, platilog(log n) < log(n—1). Odtud plyne,
ze pro kazdé n € N, n > 2, plati

o0

1
Z Zlog(logn ; m

vy oo 1 . C oo cos(n%)
takzefada ), ~ 3 syop(ogmy diverguje. Rada} |, 3 —7=
tova kritéria. Z linearity konvergentnich fad tedy plyne, ze fada

ad 1 cos(n%)
nX:;( o )

2log(logn)

konverguje podle Dirichle-

diverguje. Podle (8.67) a srovnavaciho kritéria tedy zadana rada konverguje neab-
solutné. *

3.9.29. Pfiklad. Vysetiete konvergencia absolutni konvergencitady Y 2, Sijﬁ” arctgn.
Reseni. Pro kazdé n € N oznatme a, = si“f” a b, = arctgn. Posloupnost {b,} je

smn
n=1 Jn

fada )_,2 | sinn md omezenou posloupnost ¢aste¢nych soudtii a posloupnost {Tﬁ}

rostouci a omezena. Rada Y konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot

je klesajici a ma limitu rovnou nule. Zadana rada tedy konverguje podle Abelova
kritéria.
Vysetiime absolutni konvergenci. Plati

Rada chzl % konverguje podle Dirichletova kritéria, zatimco fada > o , J%T

o0

>, sin’n T |1 big cos(2n)
> tel = — —_——= .
_; Jn s 8,;\/5 8Z Jn

sinn

arc tg n

diverguje. Zadana rada tedy neni absolutné konvergentni. &

smn
n=11 n+10sinn "

3.9.30. Priklad. Vysetiete konvergencia absolutni konvergencifady ),
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1,0 7 X _ sinn __ sinn R
Reseni. Oznaéme a, = 7Fi0smy pron € N,n > 11,ab, = ** pron € N. Uva

zujme fadu Y oo, by. Ta je podle Pifkladu konvergentni a pritom pro kazdé
neN,n> 11, plati

—10(sinn)?
n(n + 10sinn)

10
~nn—10)"

lan —by| =

X — 10 LN 7 %
Oznaéme ¢n = =5y Pron € N, n > 11. Potom ma fada }_ ¢, nezéporné ¢leny,
plati limc¢,n? = 10 a fada ) an konverguje podle Prikladu . Tedy podle li-
mitniho srovnavaciho kritéria konverguje i fada ) ¢,. Podle srovnavaciho kritéria

je tudizitada ) |a, — b,| konvergentni. Podle Véty odtud plyne, Ze je fada

Zan: Z(an_bn)“" an

n=11 n=11 n=11

konvergentni.
Vysetfime absolutni konvergenci. Pro kazdé n € N, n > 11, plati
sinn sin®n
n+10sinn| ~ n+ 10sinn’
Rada 3772, #023“”) konverguje. To lze ovérit podobné, jako jsme dokazali

sy o0 v 17 7 1 1
konvergenci fady » 7, an. Pro kazdé n € N, n > 11, plati TFiosnn = nrio tak-

v , ; o, ey 00 1 . . . .
ze podle srovnavactho kritéria fada } .~ 11 55 7795mm diverguje. Z linearity kon-

7 v 7 7 v 1 2 M M 7z 7
vergentnich fad tedy vyplyvé, ze Y ;2 .= — diverguje. Podle srovnavaciho

+10sinn

kritéria tudiz diverguje i fada > o |, |%| Zadana tada tedy konverguje ne-

absolutné. -

3.9.31. Priklad. Vysetfete konvergenci fady Y2 an, kde

_sin(2n + 1)

2
= 2t arctg(n®), n € N.

n
Resent. Z Piikladu vime, ze fada ) sin(2n + 1) ma omezené ¢astecné soucty.
Pro kazdé n € N plati
(=1D)"sin(2n + 1) = (=1)" sin(2n) cos(1) + (—1)" cos(2n) sin(1).

Podle Prikladu ma rada ) (—1)" sin(2n + 1) omezenou posloupnost ¢asted-
nych souctt. Dale pro kazdé n € N plati
1 _ 2n—(=1)"n
2n + (=)"n 3n? '

Tedy

>, sin(2n + 1) _ 2. (2sin2n +1)  (=1)"sin(2n + 1)
Z 2n + (=1)"n Z ( 3n B 3n ) '

n=1 n=1
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Posloupnost {%}Je klesajici a platilim % = 0. Rada > % tudiz konverguje
podle Dirichletova kritéria. Podobné lze ovérit konvergenci fady ) %

Odtud vyplyva, ze fada % konverguje. Protoze posloupnost {arctg(n?)}

je rostouci a omezend, zadana fada konverguje podle Abelova kritéria. ry



KAPITOLA 4
Limita a spojitost funkce

4.1. Definice a zakladni vlastnosti

4.1.1. Definice. Realnou funkci jedné realné proménné rozumime zobrazeni z R
doR,tj. f: M - R,kde M C R.

V této kapitole budeme psat struénéji jen funkce. Podobné tomu bude i dle,
nebude-li hrozit nedorozuméni.

Na nasledujicich obrazcich mame grafy nékolika riiznych funkei. Podivejme
se na chovani téchto funkci blizko bodu ¢. Na prvém obrazku se zda, ze priblizuji-
li se hodnoty x k bodu ¢, blizi se f(x) k funkéni hodnoté f v bod¢ c. Na druhém
obrazku se dé¢je néco podobného, ale f(c) je rizné od hodnoty, k niz se blizi f(x),
kdyz se proménna x piiblizuje k ¢. Kone¢né na tfetim obrazku rostou hodnoty
f(x) nade vsechny meze. Analogicky mtizeme rozumét dal$im dvéma obrazkim
pro ¢ = oo. Na poslednim obrazku se vsak pro x blizici se k ¢ funkéni hodnoty
f(x) k zadné hodnoté nepfiblizuji.

At-——————— ===

- - --e-—-

OsrAzek 1. OBRAZEK 2. OBRAZEK 3.

203
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-

OBrAZEK 4. OBRAZEK 5. OBRAZEK 6.

Nyni budeme chtit matematicky postihnout, co to znamena, ze se funkéni hod-

noty f(x) k né¢emu blizi, pokud se x blizi k ¢. Pfitom si ale nebudeme vsimat
funk¢ni hodnoty v bodé ¢, ale pouze samotného faktu ,blizeni se“. Nasledujici
definice nam pomuze pfi presné formulaci tohoto pojmu.
4.1.2. Definice. Pripomenme, Ze v Definici jsem definovali pojem okoli pro
body z R*. Necht ¢ € R a¢ € R, ¢ > 0. Prstencové okoli bodu ¢ definujeme jako
P(c,e) =(c—e,c+¢)\{c}.

Prstencové okoli bodu oo (respektive —oo) definujeme takto

P(c0,8) = B(oo,¢) = (é,oo),
P(—o0,8) = B(—00,¢) = (—oo,—é).

4.1.3. Poznamky. (a) At uz je ¢ € R nebo ¢ € {00, —o0}, vzdy pro g1 € R, &, €
R,0 < &1 < &, plati B(c,e1) C B(c,€2). Podobné je tomu, nahradime-li okoli
prstencovym okolim. V§imnéte si, ze v piipad¢ bodu oo je okoli a prstencové okoli
taz mnozina. Stejné je tomu s okolim a prstencovym okolim bodu —oc.

(b) Pokud ¢y, c; € R*, ¢y # c2, pak existuje ¢ € R, & > 0, takové, ze

B(c1,€) N B(cy, &) = 0.
V pripadg¢, ze ¢1, ¢z € R, pak mizeme volit naptiklad ¢ = %|c1 — ¢3]. Pokud je
¢y =00 ac; € R, pak polozime ¢ = min{1, m} Potom totiz plati
1
T AN S _!
1/(le2| +2) ~ ¢

takze B(oo, &) N B(cz, ) = 8. Ve zbyvajicich piipadech postupujeme obdobné.
(c) Pokud ¢1,¢2 € R*, ¢c1 < ¢3,¢ € R, & > 0, splnuji B(cy,¢) N B(cz,€) = 0,
potom pro kazdé x € B(cy,¢€), y € B(ca, €) plati x < y.

cate<c+1l<|e+2=

Nasledujici definice je jednou z nejdulezitéjsich v tomto textu.
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4.1.4. Definice. Rekneme, e prvek A € R* je limitou funkce f vbodé ¢ € R*,
jestlize

VeeR,e>038€R,§ >0Vx € P(c,8): f(x) € B(A,¢). 4.1
4.1.5. Véta (jednoznacnost limity). Funkce ma v bod¢ nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, ze Ay, A, € R*, A; # A5, jsou
limity funkce f vbodéc € R*. Zvolme e € R, & > 0, takové, ze B(A1,)NB(Az,¢) =
0. Podle definice limity pak existuje §; € R, §; > 0, takové, ze

Vx € P(c,81): f(x) € B(Ay,¢).
Podobné¢ existuje §, € R, 8, > 0, takové, ze
Vx € P(c,62): f(x) € B(Ay,¢).
Polozme §3 = min{8y, 5}. Vezméme x € P(c,d3). Potom mame
f(x) € B(A1,e1) N B(A2,62) =0,
COZ je Spor. |

Podobné jako u limity posloupnosti nam predchozi véta umoznuje zavést na-
sledujici oznaceni.

4.1.6. Oznaceni. Ma-li funkce f v bod¢ ¢ € R* limitu A € R*, pak piseme
limyc f(x) = A.

4.1.7. Poznamky. (a) Jestlize lim, .. f(x) existuje, pak je f definovana na jistém
prstencovém okoli bodu c. V bodé ¢ funkce nemusi byt viibec definovana.
(b) Necht lim,—. f(x) = A, kde ¢ € R*, A € R*. Pak mtzeme rozlisit tyto

pripady:

A € R (limita je vlastni),
ve vlastnim bodé, tj. ¢ € R a { A = oo (limita je rovna plus nekoneénu),

A = —oo (limita je rovna minus nekoneénu),

A € R (limita je vlastni),

vnevlastnim bodg¢, tj. ¢ = oo a { A = oo (limita je rovna plus nekoneénu),

pocitame limitu

A = —oo (limita je rovna minus nekoneénu).

Uvédomme si, ze pro ¢ € R, A4 € R plati limy_,, f(x) = A4, pravé kdyz
VeeR,e>0BeR,§>0VxeR: 0<|x—c|<§=|f(x)—A|<e. (4.2
Obdobné¢ plati limy . f(x) = oo pravé tehdy, kdyz
VKeRILeRVxeR: x>L = f(x)> K.

Zde je vidét uzite¢nost pojmu okoli a prstencové okoli, které nam dovoluji formu-
lovat definici vlastni i nevlastni limity funkce ve vlastnim i nevlastnim bodé pomoci
jedné formule.

4.1.8. Priklad. Necht A € R a f je funkce, jejiz funkéni hodnoty jsou na jistém
prstencovém okoli bodu ¢ € R* rovny 4 € R. Potom limy_,. f(x) = 4.
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Diikaz. Podle predpokladu existuje 8o € R, §o > 0, takové, ze pro kazdé x €
P(c,8o) plati f(x) = A. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0, libovolné. Nyni polozime § = §y.
Pro x € P(c,d) plati x € P(c.8p),atedy f(x) = A € B(A,¢). [

4.1.9. Priklad. Necht c € R*. Potom limy_. x = c.
Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Polozme § = ¢. Prox € P(c,¢) plati x € P(c,8) =
P(c,e) C B(c,e). [ ]

4.1.10. Priklad. Plati lim ! =0.

X—>00 X

Dikaz. Zvolme e € R, & > 0. Knému volme § = €. Prox € P(00,) plati0 < % <e,
atedy L € B(0,¢). n

4.1.11. Priklad. Plati lim iz = 00.

x—>0 X
Ditkaz. Ukazeme, ze formule @ je splnéna pro funkcei x — x%, c=0aAd = oo.
Zvolme tedy ¢ € R, & > 0. K tomuto ¢ hledame § € R, § > 0, takové, ze plati

1
Vx € P(0,9): — € B(0,¢),
x

neboli . |
Vx € P(0.8): — > —.
X 3
Polozime-li § = /e, pak je vy$e uvedena formule splnéna a dikaz proveden. =

Na nasledujicim obrazku vidime, Ze limita funkce f v bod¢ ¢ zjevné neexis-
tuje, presto blizi-li se x k bodu ¢ zprava, potom se i funkéni hodnoty blizi k jisté
hodnoté.

c

I tento pojem, kdy se proménna blizi k ¢ z jedné strany, 1ze formalizovat a to
pomoci pojmu limity v bod¢ zprava (respektive zleva). K tomu budeme potiebovat
pravé (respektive levé) okoli bodu, jez jsou definovany nasledovné.

4.1.12. Definice. Nechtc € R a ¢ > 0. Potom definujeme
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e pravé okoli bodu c jako By (c,e) = [c,c + ¢),
e levé okoli bodu ¢ jako B_(c,¢) = (c — &, c],
e pravé prstencové okoli bodu ¢ jako Py (c.¢) = (c.c +¢),
e levé prstencové okoli bodu ¢ jako P_(c,e) = (c —¢,¢).
Dale definujeme
e levé okoli bodu oo jako B_(c0,¢) = (1, 00),
e pravé okoli bodu —oo jako By (—o0, &) = (—o0, —é),
e levé prstencové okoli bodu oo jako P_(c0, ) = B_(o0, ¢),
e pravé prstencové okoli bodu —oco jako Py (—00, &) = By(—00,¢).

4.1.13. Definice. Necht 4 € R*, ¢ € R U {—o0}. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé
¢ limitu zprava rovnou A4, jestlize

VeeR,e>036 €R,86 >0Vx € Pr(c,8): f(x) € B(A,¢).
Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € R U {oo}.

4.1.14. Poznamka. Obdobn¢ jako ve Vété lze dokézat, ze funkce f méa v
daném bodé ¢ nejvyse jednu limitu zprava a nejvyse jednu limitu zleva. Pro limitu
zleva funkce f v bodé ¢ uzivame symbol limy_,._ f(x) a pro limitu zprava symbol
limy e, f(x).

4.1.15. Véta. Funkce f ma limitu v bod¢ ¢ € R pravé tehdy, kdyz ma v bod¢
¢ limitu zprava i zleva a hodnoty téchto jednostrannych limit se rovnaji. Potom
navic plati

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
x—>c x—>c— x—c4
Dikaz. = Predpokladejme, ze limy_, f(x) = A € R*. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0,
libovoln¢. Podle definice limity nalezneme § € R, § > 0, takové, ze plati
Vx € P(c,8): f(x) € B(A,¢).
Potom ale mame také
Vx € Py(c,8): f(x) € B(A,¢),
nebot Py (c,8) C P(c,8). Tim jsme dokazali, Ze plati limy—.., f(x) = A. Rovnost
limy—._ f(x) = A dokdZeme obdobné.
& Predpokladejme, ze limy—c, f(x) = limy-._ f(x) = A € R*. Zvolme
e € R, & > 0, libovolné. Podle definice limity zprava nalezneme 6; € R, §; > 0,
takové, ze plati
Vx € P+(c,61): f(x) € B(A,¢).
Dale podle definice limity zleva nalezneme 6, € R, §, > 0, takové, ze plati
Vx € P_(c,82): f(x) € B(A,¢).

Polozme § = min{é;,8,}. Potom P(c,§) C P(c,81) U P(c,8,), takze pro kazdé
x € P(c,8) mame f(x) € B(A,¢). Dokazali jsme tak, ze plati lim,_. f(x) = A. =
Nyni dokazeme jednoduchy, ale uzite¢ny princip, ktery je obdobou Véty

pro funkce. Nejprve zformulujeme pomocné tvrzeni.
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4.1.16. Lemma. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Potom pro kazdé y € R plati ekvivalence
yeB0,e) & |y|eB(,e).

Ditkaz. Necht y € R. Potom y € B(0,¢) pravé tehdy, kdyz —e < y < ¢, coz zfej-
m¢ plati pravé tehdy, kdyz —e < —y < e. Odtud a z definice absolutni hodnoty
realného ¢isla plyne tvrzeni. [

4.1.17. Véta. Necht ¢ € R* a f je funkce definovana na néjakém okoli bodu c.
Potom plati:

lim f(x) =0
pravé tehdy, kdyz
lim | f(x)| = 0.

Ditkaz. Z definice limity plyne, Ze lim,_. f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz plati @
pro specialni volbu 4 = 0. Dle Lemmatu ovsem f(x) € B(0,¢) plati pravé
tehdy, kdyz | f(x)| € B(0,¢). Tedy limy . f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz

VeeR,e>036 €R,§ >0Vx € P(c,8): | f(x)| € B(0,¢),
coz podle Definice znamena, ze limy_. | f(x)] = 0. [
4.1.18. Definice. Necht ¢ € R. Rekneme, 7e funkee f je v bodé ¢ spojita, jestlize

limy_e f(x) = f(c). Rekneme, Ze funkee f je v bodé c spojita zprava (respektive
zleva), jestlize limy—.., f(x) = f(c) (respektive limy—._ f(x) = f(c)).

4.1.19. Poznamka. Z vlastnosti okolilze snadno odvodit ekvivalenci nasledujicich
vyroki.

(i) Funkce f je spojita v bod¢ c.

(it) Funkce f splnuje

VeeR,e>036 €R,8>0Vx € B(c,8): f(x) € B(f(c),e).
(iti) Funkce f splnuje
VeeR,e>036€R,§>0VxeR: [x—c|<d=|f(x)— flo)] <e.
Porovnejte posledni dvé formule s formulemi (&.1) a (£.2).
4.1.20. Priklady. (a) Definujme
1 pro x > 0,
fx)=1{0 prox =0,
-1 prox <0.
Tuto funkci nazyvame signum a znac¢ime ji sign. Snadno nahlédneme, Ze

lim signx =1 F lim signx = —1.
x—>04 x—>0—

Funkce sign je tedy v bod¢ 0 nespojita.
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(b) Afinni funkce f: x — ax + b je spojita v kazdém bodé ¢ € R. Tvrzeni
dokazeme pfimym ovéfenim definice. Udélejme to podrobné v ptipadé, ze a > 0.
M¢éjme ¢ € R. Pak pro kazdé § € R, § > 0, a kazdé x € (¢ — 6, ¢ + §) plati

fle)—ad < f(x) = flc) +alx —c) < f(c) +ad.

Necht e € R, & > 0. Polozime-li § = £, plyne z pfedchozi nerovnosti, ze pro kazdé
x € (c—46,c+ ) plati

fle)—e < flx) < flo) +e.

Tim je dokazano, ze limy_. f(x) = f(c).

4.2. Véty o limitach

Definice limity neobsahuje navod, jak tuto limitu vypoditat, pripadné jak uka-
zat, ze funkce v daném bodé limitu nema. Véty z tohoto oddilu nam umozni jednak
limity v nékterych ptipadech vypocitat a dale ukazi nové vlastnosti pravé defino-
vanych pojmii.

4.2.1. Véta (vlastni limita a omezenost). Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* vlastni
limitu, pak existuje P(c,§) takové, ze f je na P(c,d) omezena.

Ditkaz. Ozna¢me A = lim,_,. f(x). Podle predpokladu je A4 € R. Pro ¢ = 1 nalez-
neme § € R, § > 0, takové, ze

Vx € P(c,8): f(x) € B(A,1),

neboli f(P(c,8)) C (A—1,A + 1). Tato inkluze dokazuje omezenost funkce f na
P(c,9). ]

4.2.9. Véta (aritmetika limit funkci). Necht ¢ € R*, limy_, f(x) = 4 € R* a
limy_,. g(x) = B € R*. Potom plati:

(@) limys.(f(x) +g(x)) = A+ B,
(b) limy—c(f(x)g(x)) = AB,

(© hmx—)c(%) = %7

pokud jsou pravé strany definovany.

Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni (c). Technika ditkazti zbyvajicich tvrzeni je ob-
dobna a zde je nebudeme provadét. Vyraz % je podle predpokladu definovan, tak-
ze musi nastat néktery z nasledujicich pripadu:

(1) AeR,BeR\{0},

(2) A€eR, B e {—00,00},

(3) A=o0,BeR, B >0,

(4) A=o00,BeR, B <0,

(5) A=-00,BeR,B >0,

(6) A=—0c0,BeR,B <0.



210 4. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

(1) Nasim cilem je dokazat, ze ke kazdému ¢ € R, & > 0, existuje § € R, § > 0
takové, ze plati

f(x)
g(x)
Z definice limity plyne, Ze ke kladnému ¢islu “2’;' existuje n € R, n > 0, takové, Ze
pro kazdé x € P(c,n) plati g(x) € (B — %, B+ U;;I)’ a tedy |g(x)| > % > 0, takze

Vx € P(c,0): ‘ — %' <e. 4.3)

vyraz % ma smysl pro kazdé x € P(c,n). Pro x € P(c,n) odhadujme
flx) A 1
S . B—g(x)A
)~ 8| = T 0B A
1
= — B—AB + AB — A
gCopip /WP AR+ AR — g0l .4)
1
——(|B —A Al|B —
< |g(x)||B|(| [ f(x) — Al + [A][B — g(x)])

= M(|f(x)—A[+[g(x) - BJ).

kde M = max {%, %}. Zvolme nyni e € R, ¢ > 0. Z predpokladii véty plyne, ze

k ¢islu 537 existuji kladna ¢isla 61,65 € R takova, ze plati

Vx e P(e,81): |f(x)— 4| < ﬁ (4.5)
Vx e P(c,8): |g(x) — B| < ﬁ (4.6)

Potom pro § = min{n, §;,8>} plyne platnost @) z (@, (@ a @)
(2) Podle Véty existuje §; € R, §; > 0, a kladné K € R takové, ze

x € P(c,81): | f(x)| < K. 4.7
Zvolme nyni libovolné € € R, ¢ > 0. At uz predpokladame B = oo nebo B = —oo,
muizeme v obou ptipadech nalézt §, € R, §, > 0, takové, ze
K
Vx € P(c,6): |g(x)| > —. (4.8)
&
Polozme § = min{d, ,}. Potom pro kazdé x € P(c, §) diky @) a @ dostavame
f@|_ K
gx)| K/

Tim je dokazano, ze pro A € R a B nevlastni je limita rovna 0.
(3) Podobné¢ jako v bod¢ (1) nalezneme 1 € R, n > 0, takové, ze

Vx € P(c,n): g(x) <2B. 4.9

Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. Nalezneme §; € R, §; > 0, takové, ze

Vx € P(c.81): f(x) > ?. (4.10)
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Polozme § = min{n, §;}. Potom pro kazdé x € P(c,§) plati
2B 1 1
f@) 2B 1

g(x) e 2B ¢

Tim je dokazano, ze limy_, %

Zbyvajici ptipady (4)-(6) lze dokazat stejnym zpiisobem jako ptipad (3), pou-

ze je tfeba na piislusnych mistech zménit nerovnosti a znaménka. [}

= Q.

4.2.3. Priklad. Nasledujici priklady demonstruji, ze bez predpokladu existence
pravych stran ve vzorcich Véty nelze o hodnoté limit na levych stranach nic
fici.

Uvazujme naptiklad f(x) = x a g(x) = —x, x € R. Pak limy_,o f(x) = oo,
limy 00 g(x) = —x, ale limy— 0 f(x) + g(x) = 0.

Ponékud odlisny piiklad je nasledujici. Vezméme f(x) = xsinx a g(x) =
(x+1)sinx pro x € R. Pak lim, % neexistuje, 1 kdyz limy o0 XLH = 1. Potiz
tkvi v tom, ze podil % neni definovan na zadném okol{ oo.

4.2.4. Poznamka. Véta ma i své zfejmé jednostranné varianty.

4.2.5. Véta (spojitost a aritmetické operace). Necht f, g jsou spojité funkce v bodé
c € R. Potom i funkce f + g a fg spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, je 1 funkce
% spojita v bodé c.

Diikaz. Tvrzeni plynou okamzité z Véty . ]
4.2.6. Priklad. Vime jiz, ze funkce f(x) = x je spojita v kazdém bodé¢ ¢ € R
(Priklad (b)) Podle piedchazejici véty jsou tedy funkce x2, x3, x*, ... spojité

v kazdém bodé R. Odtud podle téze véty plyne, Ze polynomy a racionalni funkce
jsou spojité na svych defini¢nich oborech.

Vyraz ,,%“ neni definovan, nicméné plati tato véta.
4.2.7. Véta. Necht ¢ € R*, limycg(x) = 0, limy—e f(x) = A € R*a 4 > 0.
Jestlize existuje n > 0 takové, ze funkce g je kladna na P(c, ), pak limx_w(%) =

Q.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze A € R. Zvolme L € R libovolné. Nalezneme
81 > 0takové, ze pro kazdé x € P(c,§y) plati f(x) € (A—%, A—l—%). Dale nalezneme
8> > 0 takové, ze pro kazdé x € P(c,é,) plati |g(x)| < m. Polozime § =
min{§y, 8, }. Pak pro kazdé x € P(c,§) mame 0 < g(x) < 57y a

f@) AP
gx)  A/Q(LI+ 1))
Tim je tvrzeni pro A € R dokazano.
Predpokladejme nyni, ze A = oo. Zvolme opét L € R libovolné. Nalezneme
81 > 0 takové, ze pro kazdé x € P(c,8;) plati f(x) > 1. Dale nalezneme 8, > 0

=I|L|+1>L.
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1
[L|+1°

takové, ze pro kazdé x € P(c, ;) plati [g(x)| < Polozime § = min{é1, 62, n}.

Pak pro kazdé x € P(c,§) mame 0 < g(x) <

fo v
g " T/(LI+ D)

1
i+ @

L]+ 1> L.
]

4.2.8. Poznamka. Ptedchozivéta maisvou variantu pro jednostranné limity. Predpokladame-
li, ze ¢ € R U {—o0}, limy—¢, g(x) =0, limyc, f(x) = 4 € R*, 4 > 0 a existuje

n > 0 takové, ze funkce g je kladnd na Py (c,n), pak limy ., % = o0o. Podobné

lze zformulovat i variantu s limitou zleva.
4.2.9. Véta (o srovnani). Necht ¢ € R*.
(a) Necht
lim f(x) > lim g(x).
Pak existuje § > 0 takové, zZe plati
Vx € P(c,8): f(x) > g(x).
(b) Necht existuje § > 0 takové, ze plati
Vx € P(c,8): f(x) < g(x).
Necht existuje limy_¢ f(x) alim,_. g(x). Potom plati
lim f(x) < lim g(x).
x—¢ x—c
(c¢) (o dvou straznicich) Necht existuje n > 0 takové, ze plati
Vx e Pc.n): f(x) < h(x) < g(x).
Dale predpokladejme, ze
lim f(x) = lim g(x) = A € R*.
x—¢ x—c
Potom existuje rovnéz lim, . h(x) a rovna se A.

Diikaz. (a) Ozna¢me A = limy_,¢ f(x)a B = limy_,¢ g(x). Podle Poznamky (b)
nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, Ze B(A4,¢) N B(B,&) = @. K tomuto ¢ nalezneme
kladna 6;, 8, € R takova, Ze

Vx € P(c,61): f(x) € B(A,¢),
Vx € P(c,82): g(x) € B(B,¢).

Polozme § = min{é;,8,}. Diky volb¢ ¢ a nerovnosti A > B plati podle Poznam-
ky (c) pro kazdé x € B(c, §) nerovnost f(x) > g(x).
(b) Tuto cast tvrzeni dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze limy_. f(x) >
limy_,¢ g(x). Potom podle jiz dokazané ¢asti (a) existuje n € R, n > 0, takové, ze
Vx e P(c,n): f(x) > g(x).

Zvolme y € P(c,8) N P(c,n). Pak ovéem plati f(y) > g(y) = f(»), coz je spor.
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(c) Necht nejprve A € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému existuje §; € R, §; > 0
takové, ze pro x € P(c,§;) plati

A—e < f(x) < A+e, A—e<gx)<A+e
Necht nyni § = min{6;,n}. Je-lix € P(c,§), potom mame
A—e < f(x) <h(x) <gx) <A+es,
atedy h(x) € (A —¢e, A+ ¢). Ke kazdému ¢ > 0 tedy existuje § > 0 takové, ze
Vx e P(c,8): h(x) e (A—e, A+ ¢),
éli limy ¢ h(x) = A.

Predpokladejme nyni, ze A = 0. Zvolme ¢ € R, & > 0. Knému existuje §; € R,
81 > 0, takové, ze pro kazdé x € P(c, ;) plati % < f(x). Necht nyni § = min{é;, n}.
Je-llix € P(c, ), pak plati

1
= < f(x) = h(x),
&
a tedy h(x) € B(oo, ¢). Dokazali jsme tedy limy_,. h(x) = oo.

Ptipad A = —o0 lze dokazat obdobné. [
4.2.10. Priklad. Necht 4(x) = x cos x sin %, x € R\ {0}. Pak limy—¢o f(x) = 0.
ReSeni. Polozme f(x) = —|x|, g(x) = |x|, x € R. Pak

J(x) =h(x) = g(x), xePO.1),

lim f(x) = lim g(x) = 0.
Z Veéty (c) tedy plyne limy_,o 2(x) = 0. -

4.2.11. Poznamka. Pokud je funkce f v bodé¢ ¢ spojita a f(c) # 0, pak existuje
§ € R, 8 > 0, takové, ze f je rtizna od nuly na B(c, §). Toto tvrzeni plyne z ¢asti (a)
predchozi véty, kde za funkci g volime nulovou funkei.

4.2.12. Poznamka. V kapitole o posloupnostech jsme ukazali varianty véty o dvou
straznicich pro nevlastni limity (Véta a . Podobné je tomu iv pripadé

nevlastnich limit funkci. Uvedme formulaci véty pro limitu rovnou oo.

4.2.13. Véta. Necht existuje n > 0 takové, ze pro kazdé x € P(c,n) plati f(x) <
h(x). Dale predpokladejme, ze lim, . f(x) = oco. Potom existuje rovnéz limy ¢ h(x)
a rovna se oo.

4.2.14. Piiklad. Ukaite, 7e limy o 250X — o0,

Resent. Jelikoz
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plati téz z Véty

. x%2+4sinx
lim ——— = cc.
xX—>00 X

s
P1i vypoctech limit je ¢asto uzite¢na nasledujici véta, jejiz dikaz lze snadno
provést pomoci tvrzeni (c) z Véty .

4.2.15. Véta. Necht ¢ € R*, lim,_ f(x) = 0 a necht existuje n > 0 takové, zZe g je
omezena na P(c,n). Potom limy—.(f(x)g(x)) = 0.

Dalsi véta dava do souvislosti limitu funkce s limitou posloupnosti.

4.2.16. Véta (Heine). Necht ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovéna na prsten-
covém okoli bodu ¢. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekvivalentni.
(1) Plati limy_,. f(x) = A.
(it) Pro kazdou posloupnost {x,} splnujici x, € OD(f), x, # ¢ pro vsechna
neNalim,,x, = ¢, plati lim, o0 f(x,) = A.
Ditkaz. (i) = (if) Méjme posloupnost {x, } splnujici x, € D(f), x» # ¢ pro vSechna
n e Nalim, 00X, = c. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle (i) existuje § € R,§ > 0,
takové, ze
Vx € P(c,8): f(x) € B(A,¢).
K jiz nalezenému § nalezneme ng € N takové, ze
Vn e N,n >ng: x, € B(c,9).
Potom méame také
VneN,n>ng: x, € P(c, ),
a tedy
Vn e N,n>ng: f(xy) € B(A,¢).
(i) = (1) Dokazeme —(i) = —(ii). Pfedpokladame-li negaci (i), potom mame
deeR,e>0V6€R,8>03x € P(a,d): ~(f(x) € B(4,¢)).
Pro kazdé n € N tak existuje x, € P(c, %) takové, ze —=(f(x,) € B(A,¢)). Pak
mame x, # ¢, =(f(x,) € B(A,¢)) pro kazdé n € N a limx, = c. Neplati tak
lim f(x,) = A. Jsou tedy splnény predpoklady ve (ii) ale nikoliv zavér ve (ii), tj.
(i1) neplati, coz jsme méli dokazat. ]

Neni tézké zformulovat Heineovu vétu pro limitu zleva (respektive zprava).
Podobné Ize dat do souvislosti spojitost a limitu posloupnosti. Z nékolika riiznych
variant uvedme nasledujici dv¢, pricemz dokazeme pouze druhou.

4.2.17. Véta. Necht ¢ € R U {oo}, A4 € R* a funkce f je definovana na levém
prstencovém okoli bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekvivalentni.
(1) Plati limy—._ f(x) = A.
(it) Pro kazdou posloupnost {x,} splnujici x, € D(f), x, < ¢ pro vsechna
neNalim,,ex, =c, plati lim, o f(x,) = A.
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4.2.18. Véta. Necht ¢ € R a funkce f je definovana na okoli bodu c. Pak jsou
vyroky (i) a (ii) ckvivalentni.
(1) Funkce f je spojita v bodé c.
(it) Pro kazdou posloupnost {x,} splnujici x, € O(f) pro vsechnan € N a
lim, 00 Xp = ¢, plati lim, o0 f(x1) = f(c).
Ditkaz. (1) = (ii) Méjme posloupnost {x,} splnujici x, € O(f) pro vsechnan € N
alim,_ o X, = c. Zvolme € € R, ¢ > 0. Podle (i) existuje § € R, § > 0, takové, ze

Vx € B(c,8): f(x) € B(f(c),e).
K jiz nalezenému § nalezneme ng € N takové, ze
VneN,n>ng: x, € B(c,9),
a tedy
Vn e N,n>no: f(xn) € B(f(c),¢).
(if) = (1) Dokazeme —(i) = —(ii). Pfedpokladame-li negaci (i), potom mame
JeeR,e>0V5eR,§>03x € B(a,d): ~(f(x) € B(f(c),¢)).

Pro kazdén e N tak existuje x,, € B(c, %) takové, ze =(f(x,) € B(A,¢)). Pak mame
—(f(xn) € B(A,¢)) pro kazdé n € N a lim x, = c. Neplati tak lim f(x,) = A. Jsou
tedy splnény predpoklady ve (ii) ale nikoliv zavér ve (ii). ]

Vétu Ize ¢asto pouzit k diikazu neexistence limity.

4.2.19. P¥iklad. Ukazeme, e neexistuje lim (—1)P), kde [x] zna&i celou &ast &isla
X—>00
X.

Resent. Piedpokladejme, e limy— oo (—1)¥] = A4 € R*. Vezméme posloupnost {x,} =
{2n}. Potom (—1)¥ = (=1)2" = 1 pro kazdén € N, a tedy limy 00 (—1)¥n] = 1.
Pritom lim, o x, = 00 a x, 7# oo pro vSechnan € N.

Vezméme dale posloupnost {y,} = {2n+1}. Potom (—1)D#] = (—1)P»+1 = |
pro kazdé n € N, a tedy im0 (=1)?2] = —1. Pfitom limy, oo Yp =00a Yy, # 00
pro véechnan € N.

Podle Heineovy véty musf byt limy—eo ()Pl = lim,_oo(—1)P") = 4. Na
druhé strané oviem lim,,_, o0 (—1)*n] #* limy o0 (=1)P7], a to je spor. Proto limita
limy— o0 (—1)*! neexistuyje. &

Véta iika, jak se limita funkce chova vzhledem k algebraickym opera-
cim s¢itani, nasobeni a déleni. Nasledujici véta oziejmuje vztah limity ke skladani
funkdi.

4.2.20. Véta (limita slozené funkce). Necht ¢, D, A € R*. Méme funkce f a g
splnujici limy . g(x) = D alimy_.p f(y) = A. Pfedpokladejme dale, ze je spIn¢na
alespon jedna z nasledujicich podminek:
(P) existuje n € R, n > 0 takové, ze pro kazdé x € P(c,n) plati g(x) # D,
(S) funkce f je spojita v bodé D.
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Potom plati
lim (0 £)(x) = A.

Diikaz. Predpokladejme, Ze je splnéna podminka (P). Zvolme ¢ > 0 libovolné. K
tomuto ¢ existuje ¥ > 0 takové, ze

Vy e P(D.y): f(y) € B(A.¢),
nebot lim,_,p f(y) = A. K nalezenému ¥ je mozné najit §' > 0 takové, ze

Vx € P(c,8"): g(x) € B(D, V),
nebot limy_,. g(x) = D. Polozme § = min{¢’, n}. Pro x € P(c,§) plati g(x) €
B(D, )\ {D}, neboli g(x) € P(D, ). Odtud dostavame f(g(x)) € B(A4,¢). Tim
je dikaz véty ve verzi s podminkou (P) proveden.

Nyni predpokladejme, Ze je splnéna podminka (S). Vezméme & > 0. Pak exis-
tuje ¥ > 0 takové, ze prokazdé y € P(D,v) plati f(y) € B(A,¢). Protoze je f spo-
jitav bodé D, mame f(D) = A. Proto pro kazdé y € B(D, ) plati f(y) € B(4,¢).
K ¢&islu ¢ existuje nyni § > 0 takové, ze pro kazdé x € P(c,§) plati g(x) € B(D, V).
Dohromady tedy mame, ze pro x € P(c,d) plati f(g(x)) € B(A,¢). Tim je dikaz
proveden. [ ]

4.2.21. Priklad. Neni-li splnéna podminka (P) ani (S), pak zavér véty nemusi pla-
tit. Zvolime-li f = |sign|, g=0,c=0,D=0ad =1, paklimy,og(x) =0,
limy—o f(¥) = 1, ale limy—o(f 0 g)(x) =0 # 1.

4.2.22. Véta. Pokud je funkce g spojita v bodé ¢ € R a funkce f je spojita v bodé
g(c), pak je funkce f o g spojita v bod¢ c.

Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z Véty . ]

4.2.23. Priklad. Necht funkce f je spojita v bodé¢ 0. Potom je limy_, oo f(%) =
f(0).

Reseni. Plati limy 0o 1 = 0 (Piiklad a limy_ f(y) = f(0). Podle V&
ty ve verzi s podminkou (S) pak plati lim, f(%) = f(0). a

Véta o limité slozené funkce ma také své varianty pro jednostranné limity. Bez
dtikazu uvedme jednu z nich.

4.2.24. Véta. Necht c € RU {oo}, D € R U {—o0}, A € R*. M¢jme funkce f a g

splnujicilimy—._ g(x) = D alim,p, f(y) = A. Dale necht existujen € R, n > 0,
takové, ze pro kazdé x € P_(c,n) plati g(x) > D. Potom plati

Aim (f e g)(x) = A.

4.2.25. Véta (limita monoténni funkce). Necht a,b € R*, a < b. Necht funkce
f je monoténni na intervalu (a, b). Potom existuji limy—q, f(x) a lim,,_ f(x),
pricemz plati:



4.3. FUNKCE SPOJITE NA INTERVALU 217

e Je-li f na (a,b) neklesajici, pak
lim f(x) =inf f((a,b)) a lirlr} f(x) =sup f((a,b)).
Xx—>a4 x—>b_

e Je-li f na (a,b) nerostouci, pak

xl_i)rg+ o)y =sup f((@.b)) a lim f(x)=inf/((a.)).

Diikaz. Dokazeme, ze limy—.4, f(x) = inf f((a, b)) plati pro neklesajici zdola ome-
zenou funkci f* a pro a a € R. Diikazy ostatnich ptipadii lze provést obdobné.
Ozna¢me m = inf f((a,b)) € R. Zvolme ¢islo & > 0. Z vlastnosti infima plyne, ze
existuje y € f((a, b)) takové, ze y < m + ¢. Z definice mnoziny f((a,b)) plyne, ze
y = f(x') pro néjaké x’" € (a,b). Protoze vsak funkce f je neklesajici, je

Vx e(a,x): f(x) < f(x') <m+e.
Protoze m je dolni zavora mnoziny f((a,b)), je
Vx e(a,b):m—eg<m=< f(x).
Na intervalu (a, x”) tedy plati:
Vx e (a,x):m—e< f(x) <m+e.

Tim jsme dokazali, Ze ke kazdému & > 0 existuje § > 0 (v nasem piipadé to bylo
8 = x’ — a) takové, ze

Vx € Py(a,d): f(x) e (m—e,m+ ¢),

tj. limy—q, f(x) =m. [

4.3. Funkce spojité na intervalu

4.3.1. Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje neko-
ne¢né mnoho bodii). Funkce f: J — R je spojita na intervalu J, jestlize plati:
e f jespojita v kazdém vnitinim bod¢ J,
e f je spojita zprava v levém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod
patii do J,
e f je spojita zleva v pravém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod
patiido J.

Spojitost funkce na intervalu lze charakterizovat pomoci konvergence posloup-
nosti, jak ukazuje nasledujici varianta Heineovy véty.

4.3.2. Véta. Necht J C R jeintervala f': J — R. Pak je ekvivalentni:
(1) funkce f je spojitana J,

(it) pro kazdou posloupnost {x,} splnujici x, € J alimx, = ¢ € J, plati

lim f(xn) = f(c).
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Ditkaz. (1) = (i) Uvazujme posloupnost {x,} splnujici x, € J,n € N,alimx, =
¢ € J. Pokud je bod ¢ vnitinim bodem intervalu J, potom podle Heineovy véty
(Véta ) plati lim f(x,) = f(c). Pokud je bod ¢ krajnim bodem intervalu J,
pak lim f(x,) = f(c) plati podle pfislusné jednostranné varianty Heineovy véty.
(i) = (1) Spojitost ve vnitinich bodech J plyne opét z Heineovy véty. Spoji-
tost v krajnich bodech, pokud jsou tyto prvkem J, plyne z jednostrannych variant
Heineovy véty. [ |

4.3.3. Véta. Necht I, J jsou intervaly vR a f: 1 — R, g: J — R jsou spojité
funkce. Necht f(I) C J. Pak g o f: I — R je spojita funkce.

Diikaz. Pouzijme Vétuft.3.9. Necht {x,} je posloupnost bodi v I konvergujici k bo-
du x € I. Dle Véty 1.3.9(ii) pouzité pro funkei f plati lim f(x,) = f(x). Opétov-
nym pouziti tohoto tvrzeni, tentokrat pro funkci g, dostaneme, ze lim g(f(x,)) =
g(f(x)). Proto lim(g o f)(xp) = (go f)(x),atedy g o f je spojita na I opét dle
Véty [£.3.9. n

4.3.4. Véta (Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot). Necht funkce f je spojitd na
intervalu [a,b] a f(a) < f(b). Pak ke kazdému C € (f(a), f(b)) existuje & € (a,b)
takové, ze plati f(§) = C.

Diikaz. Zvolme C € (f(a), f(b)) a polozme M = {z € [a,b]; f(z) < C}. Mnozina
M je neprazdna (nebot a € M) a shora omezena (¢islo b je horni zavora M), je
tedy § = supM € R. Ztejmé plati § € [a,b]. Ukazeme, ze f(§) = C vyloucenim
moznosti f(§) > C a f(§) < C.

Kdyby f(§) > C, pak & > a alzenalézt § > 0 takové, ze pro kazdé x € (§—6, £)
plati f(x) > C.To znamena, ze M C [a,§ — §], coz je spor s definici €.

Kdyby f(£) < C,pak & < balzenalézt§ > 0 takové, ze pro kazdé x € (£,§+6)
plati f(x) < C.To znamena, ze (§,§ + 8) C M C [a,£], coZ je opét spor. [

4.3.5. Poznamka. Véta analogicky plati v ptipadé, kdy f(a) > f(b). Poviimnéme
si, Zze z predpokladt véty neplyne nic o tom, kolik je takovych bodu £ € (a.b),
v nichz je f(§) = C. Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot ale tvrdi, ze takovy
bod existuje alespon jeden.

4.3.6. Véta (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Necht J je interval. Necht funk-
ce 1 J = Rjespojitana J. Potom je f(J) interval.

Ditkaz. Ovétime, ze mnozina f(J) splnuje predpoklad Lemmatu . Zvolme
yi.y2 € f(J)az €R, y; <z < ys. Pak existuji x1, xo € J takova, ze f(x1) = y1 a
f(x2) = y2. Podle Véty a za ni nasledujici poznamky musi f v jistém bod¢
nabyvat hodnoty z, takze z € f(J). Podle Lemmatu je tedy mnozina f(J)
intervalem. [

4.3.7. Definice. Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na M (tj.
M C D(f)).
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e Rekneme, 7e f nabyva v bodé x maxima (respektive minima) na M, jestlize
plati

VyeM: f(y) < f(x)  (respektive Vy € M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvime bodem maxima (respektive minima) funkce f na mnoziné
M.

e Rekneme, 7e f nabyva v bod¢ x lokalniho maxima (respektive lokalniho
minima) vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, ze

Vye B(x,5)NM: f(y) < f(x) (respektive Yy € B(x,8) N M : f(y) = f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem lokalniho maxima (respektive lokalniho minima)
funkce f na mnoziné M.

¢ Rekneme, 7¢ f nabyva v bodé¢ x ostrého lokalniho maxima (respektive ost-
rého lokalniho minima) vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, Ze

Vye P(x,5) " M: f(y) < f(x) (respektive Yy € P(x,8) " M : f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem ostrého lokalniho maxima (respektive ostrého lokal-
niho minima) funkce f na mnoziné M.
e Symbolmaxys f (respektive minys f) oznacuje nejvétsi (respektive nejmensi)
hodnotu, které funkce f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).
e Bodem extrému budeme rozumét bod maxima ¢i minima. Bodem lokalniho
extrému budeme rozumét bod lokdlnitho maxima ¢i lokalniho minima.

N A e e e e e e e e e m o

P R e

OBRAZEK 7.

Na obrazku jsou x a z body lokalniho maxima funkce f a v bodech y at ma
funkce f lokalni minimum.
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4.3.8. Budeme-li hovotit o lokalnim extrému realné funkce (bez udani mnoziny),
budeme mit na mysli lokalni extrém vzhledem k néjakému okoli.

4.3.9. Véta (existence extrémit). Nechta,b € R,a < b, a f je spojita funkce na
intervalu [a, b]. Potom f nabyva na [a, b] své nejvétsi hodnoty a své nejmensi hod-
noty.

Diikaz. Oznaéme G = sup f([a,b]). Podle Véty existuje posloupnost {y,}
prvka mnoziny f([a,b]) takova, ze limy, = G. Pro kazdé n € N nalezneme
Xn € [a,b] splnujici f(x,) = y,. Podle Véty 0.4.7 vybereme z posloupnosti {x,}
konvergentni posloupnost {x,, } s limitou x*. Podle Véty .2.44lez{ bod x* v inter-
valu [a, b]. Podle Véty [£.2.18 plati limg oo f(xn,) = f(x*). Protoze f(Xn) = Yns»

je posloupnost { f(xp, )}72, vybrana z posloupnosti {y,}32 ;. Podle Véty pla-
t

f(x*) = lim f(x,,) = lim y, = G.
k—o00 n—>0o0

Jetedy f(x*) = G ax* je bodem maxima funkce f na intervalu [a, b].

Pro ditkaz existence bodu minima definujme funkci g: [a,b] — R predpisem
g(x) = —f(x). Funkce g je na [a,b] spojita, musi tedy na [a, b] nabyvat svého
maxima podle jiz dokazané ¢asti véty. Necht tomu tak je v bodé xx € [a,b]. Pak
plati g(x) < g(x«) kdykoliv x € [a,b]. To znamend, ze f(x) > f(x«) pro kazdé
x € [a,b],a f nabyva svého minima na [a, b] v bod¢ x,. Tim je véta dokazina. m

4.3.10. Priklad. Funkce f(x) = % nenabyva na intervalu (0, 1) extrému. Stejné

tak funkce f: [0, 1] — R definovana predpisem

1 ro x € {0, 1},
=z Porein
x prox e (0,1)
nema na [0, 1] extrém. Tyto dva piiklady ukazugi, ze ani predpoklad uzavienosti

intervalu ani spojitosti funkce nelze ve Vété vynechat.

4.3.11. Diisledek. Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom je f na[a, b]
omezena.

Diikaz. Podle predchozi véty nabyva funkce f na intervalu [a, b] maxima v bodé
x* aminima v bodé x,. Plati tedy f(x«) < f(x) < f(x*) pro kazdé x € [a, b], takze
mnozina f([a, b]) je omezena. [

4.3.12. Hledani extrémt funkce na n¢jaké mnoziné patii k dtlezitym tloham. Vé-
ta sice nedava navod jak bod extrému hledat, ale dava nam velmi cennou
informaci o tom, ze alespon jeden bod maxima (respektive minima) existuje (za
predpokladii véty). V dalsim se naucime, jak vytipovat body, které jsou podezielé
z toho, zZe by v nich funkce mohla nabyvat extrému. Pokud vime (napft. podle Vé-
ty 1.3.9), e nase funkce nabyva maxima (respektive minima) na uvazované mnozi-
né, pak bodem maxima (respektive minima) bude ten z vytipovanych podezielych
bodii, v némz funkce nabyva nejvétsi (respektive nejmensi) hodnoty.
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Na zavér tohoto oddilu se budeme zabyvat vztahem spojitosti k inverznimu
zobrazeni. Spojita funkce na intervalu J zobrazuje tento interval na interval f(J)
(Véta [1.3.6). Pokud je f na J rostouci (nebo klesajici), je f prosté zobrazeni J
na f(J) a existuje inverzni zobrazen{ f~!: f(J) — J. Toto zobrazeni je funkce,
budeme proto o f~! hovofit jako o funkci inverzni. Nasledujici véta tvrdi, Ze jak
druh monotonie tak i spojitost zdédi inverzni funkce od funkce vychozi.

4.3.13. Véta (spojitost inverzni funkce). Necht f je spojitd a rostouci (klesajici)
funkce na intervalu J. Potom funkce f ™! je spojitd a rostouci (klesajici) na inter-

valu f(J).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze f je spojita a rostouci,
jinak bychom uvazovali — f. Potom podle Véty je funkce f~! definovana na
intervalu f(J) a je rostouci, coZ je snadné si uvédomit. Dokazeme spojitost f~!
na f(J). Necht yo € f(J) neni pravy koncovy bod intervalu f(J). Dokazeme
spojitost f~! v bod¢ yg zprava. Ozna¢me xo = f~!(yo). Bod x¢ neni pravym
koncovym bodem J, nebot f je rostouci na J. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Zvolme x; €
J N (xp,Xo+¢€) apolozme § = f(x1)—yo. Odtud potom [yg, yo+ 6] C f(J), a tedy

FTHB+(30.8)) = [T ([yo. yo + 8)) = [x0.x1) C B(x0.8) = B(f " (»0). #).

Analogicky bychom dokazali spojitost zleva funkce f~'vbodech f(J),které nejsou
levym koncovym bodem f(J). Odtud plyne spojitost f~! na f(J). [

4.3.14. Je-lin € N liché, pak funkce x = x” je spojita rostouci funkce na R, a tedy
dle Véty f.3.13 je funkce x +— /x spojita (a rostouci) na R. Je-li n € N sudé, pak
funkce x > x” je spojita rostouc funkce na [0, 00), a tedy dle Véty [£.3.13 je funkce

x = %/x spojita (a rostouci) na [0, 00).

4.4. Teoretické priklady k limité funkce

4.4.1. Priklad. Nechtx € R* a f je funkce definovana na néjakém P(x,§). Defi-
nujeme pak limes superior a limes inferior funkce f v bodé¢ x jako
limsup f(y) = Sinfsup f(P(x,98)),
>0

y—x
liminf f(y) = supinf f(P(x,0)).
y=x §>0
Obdobné¢ definujeme limes superior a inferior v bodé x zleva ¢i zprava. Plati na-
sledujici tvrzeni.
(@) Mame liminf,,, f(y) <lim sup, . f(»).
(b) Limitalimy_.x f(y) existuje pravé tehdy, kdyzlimsup, , . f(y) = liminfyx f(y).
V tomto pripadé¢ pak plati
lim f(y) = limsup f(y) (= liminf f(y)). (4.11)
y—>x y—x

y—x
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(o) Platilimsup,_, (—=f(y)) = —liminfyx f(y).
Reseni. K dtikazu tvrzeni (@) si sta¢i uvédomit, ze pro kazda §;, 6, € R kladna plati

inf f(P(x,61)) < sup f(P(x,62)).

Tato nerovnost snadno plyne z nerovnosti (kde § = min{8;,6,})

inf £(P(x,81)) < inf f(P(x,8)) < sup f(P(x,8)) < sup f(P(x,5).
Dokazme nyni druhé tvrzeni. Predpokladejme existencilimity A = limy . f(y)
a ozna¢me a = liminf,x f(¥), b = lim sup,_,, f(»). Je-lia < b, pak plati
V8 > 0: inf f(P(x,8)) <a <b <sup f(P(x,6)). (4.12)

Zvolme a’, b’ € R splnujicia < a’ < b’ < b a dile pak ¢ € R, ¢ > 0, pro které
mnozina B(A, €) neprotina alespon jeden z intervalti (—oo, a’) a (b, 00). Z definice
limity existuje § € R, § > 0, takové, ze f(P(x,8)) C B(A,¢). Pro toto § vsak
platnost (#.12) znamena neprazdnost mnoziny

F(P(x,8)) N (—o0,a’) N (H',00) C B(A,8) N (—o0,a’) N (b, 00) = .
Tento spor tedy dava a = b.

V dikazu obracené implikace ozna¢me

A = limsup f(y) = li;n_)i)rclff(y)

y—>x

a uvazme nejprve ptipad A = oco. Pak pro dané ¢ > 0 najdeme § € R kladné takové,
zeinf f(P(x.8)) > 1. Tedy f(P(x.8)) C B(A,¢) alim,_, f(y) = oo.

Obdobné bychom dokazali lim, ., f(y) = —oo v ptipadé¢ 4 = —co. Je-li 4 €
R, najdeme pro dané ¢ € R, ¢ > 0, ¢isla §;, 6, € R kladna takova, ze

A—e<inf f(P(x,61)) a supf(P(x,8)) <A+e.
Polozime-li § = min{é;, 65}, dostavame
A—e<inf f(P(x,8)) <sup f(P(x,8)) <A+e.

Tedy f(P(x,0)) C B(A,¢), coz dava lim, . f(y) = A.
Diikaz této implikace téz ovéfil platnost rovnosti (.11)).
Pristupme k ditkazu tvrzeni (c). To viak snadno plyne z nasledujicich identit

sup{—x; x € A} = —inf{x; x € 4}, inf{—x; x € A} = —sup{x; x € 4}
platnych pro kazdou neprazdnou mnozinu A C R, protoze pak dostavame

limsup —f(y) = l%ngsup(—f)(P(x,S)) = gng (—inf f(P(x,8)))
y—>x > >
= —supinf f(P(x,0)) = —li)r)li)inff(P(x,S)).
§>0 x

Tim je dtikaz dokoncen. ¥y
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4.4.2. Priklad. Je-lix € R* a f, g jsou funkce definované na néjakém P(x, §), plati
liminf (f(y) + g(y)) = liminf f(y) + liminfg(y),
y—Xx y—>Xx y—Xx

limsup (f(y) + g(y)) < limsup f(y) + limsup g(y).

y—>x y—>x y—>x

pokud jsou pravé strany definovany.

Reseni. Dokazeme pouze druhou nerovnost, diikaz prvni je obdobny. Ozna¢me

by =limsup f(y) a by =limsupg(y).

y—>Xx y—>x
Je-li by + b, = oo, pozadovana nerovnost zjevné plati. Pfedpokladejme tedy, ze
b1 + by < oo anecht b’ € R je libovolné ¢islo vétsi nez by + b,. Snadno nalezneme
¢isla by, b} € R takova, ze by < by, by < b} a b + b, < b'. Z definice nyni existuji
81,62 € R kladna splnujici

sup f(P(x,81)) <b] a supg(P(x,8)) < bj.
Pro § = min{é;, 8,} pak z Véty dostavame

sup(f + g)(P(x,8)) < sup f(P(x,8)) + supg(P(x,6))
< sup f(P(x,81)) + sup g(P(x,82))
<b + b, <.
Tedy
lim sup(f + £)(y) = inf sup(f + &) (P(x. ) < b’

y—x

Jelikoz bylo 4" libovolné, plati
limsup(f + g)(y) < b1 + bs.

y—x
Tim je dtikaz dokoncen. a
4.4.3. Priklad. Necht f: R — R je monoténni funkce. Potom je mnozina

D = {x € R; fnenispojita v bod¢ x}
spocetna.
Resend. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, i neklesajici. Ma tedy v kaz-

dém bodé¢ x € R limitu zleva i zprava dle Véty §.2.25. Ziejmé pro kazdé x € R
plati

lim f(y) = f(x) = lim f(y),
y—ox— y—ox4
a tedy
D ={xeR; lim f(y)< lim f(y)}.
y—>x— y—oxy
Pro kazdé x € D oznatme ay = limy»_ f(y) a by = limyx, f(y). Mame-li

x,y € D,x <y,pak
ax < by <ay, <by.
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Tedy je systém otevienych intervalt
{(ax,bx); x € D}
disjunktni, a proto spocetny dle Ptikladu . Tedy jeimnozina D spocetna. &
4.4.4. Priklad. Necht f je funkce z R do R. Potom je mnozina
E ={x e R; fmavbodé x ostry lokalni extrém}

spocetna.
Resend. Zjevné staci ukazat, ze mnozina

M = {x € R; fma v x ostré lokdlni maximum}

je spocetna. K tomuto tcelu nalezneme pro kazdé x € M kladné ¢islo 6, takové,
ze

Vy € (x—68x.x+68x): f(y) < fx).
Pron € N polozme

1
M, ={xeM; é > —}
n
a uvédomme si, ze pro rizné body x, y z M, plati

1 1 1
- —, —) N - —, —) = ﬂ 413
(x 2n x+2n) O 2n y+2n) ( )
Uvazujeme-li totiz bod z v eventualnim pruniku, plati pak

1 1 1
x—yl<|lx—zl+|z=yI< =+ —==—,
2n 2n n

COZ znamena, ze
yex—0x,x+68) a xe(y—948,y+46)).
Diky volbé 8, a §, pak plati f(y) < f(x)a f(x) < f(y), coz je zfejmy spor. Tim je

ovérena platnost
Systém intervalt

{(x— L,x + L); xeM,}
2n 2n
je proto disjunktni, a tedy spocetny dle Piikladu [1.6.21].

Tedy i mnozina

o0
M:UM,,

n=1
je spocetné podle Véty [.6.19(c). *

4.4.5. Priklad. Necht f je redlna funkce. Jestlize f neni spojitd v bodé¢ x € R,
ale existuje jeji vlastni limita v x, potom fikdme, ze f ma v x odstranitelnou ne-
spojitost. Neexistuje-li vlastni limita f v bodé x, pak fikame, ze bod x je bodem
neodstranitelné nespojitosti funkce f. Body neodstranitelné nespojitosti klasifi-
kujeme dale takto. Existuji-li vlastni ale rizné jednostranné limity v bodé x, pak
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iitkame, ze x je bodem nespojitosti prvniho druhu. Jestlize alespon jedna z jedno-
strannych limit neexistuje nebo je nevlastni, pak fikame, ze x je bodem nespojitosti
druhého druhu.
Dokazte, ze plati:
(a) Mnozina {x € R; f ma v x odstranitelnou nespojitost} je spocetna.
(b) Mnozina{x € R; f ma v x neodstranitelnou nespojitost 1. druhu} je spo-
Cetna.

Reésend. (a) Stad{ dokézat, Ze mnoziny
0={X€R:y1imf(Y)<f(X)} a P={xeR: lim f(y) < f(x)}
—Xx y—Xx

jsou spocetné. Provedeme dtikaz pouze pro mnozinu O, protoze pro mnozinu P
je duikaz obdobny. Pro kazdé x € O nalezneme r, € Q takové, ze

lim f(y) <rx < f(x).

Pak mnozina O = | J,cq Or, kde O, = {x € O; ry = r}, je sjednocenim spocetné
mnoha mnozin, a tedy sta¢i dokazat, ze kazda mnozina O, je spocetna. Vezméme
tedy pevné r € Q a pro kazdé x € O, zvolme 8, > 0 splnujici
Vy e P(x,6x): f(y) <.
Systém intervalt ¢ = {(x — %SX,x + %SX); x € Oy} je disjunktni. Pokud totiz
X,y € O0p,x £ y,a(x— %5x,x + %Sx) N(y— %b’y,y + %8y) # @ ad, <6, potom
lx —y| < %8,6 + %Sy < 6,.Tedy f(x) < r diky volbé §, a zaroven f(x) > ryx =,
coz je spor. Systém ¢ je tedy spocetny dle Prikladu , a proto je i mnozina O,
spocetna.
(b) Staci dokazat, ze mnoziny

N = {x € R; ylim fy) < ylim SO,
—>X_ —>X4

M={xeR; lim f(y)> lim f(y)}
y—>x— y—=x4

jsou spocetné. Diikaz provedeme pouze pro mnozinu N. Dtikaz pro M je obdobny.
Pro kazdé x € N nalezneme r, € Q splnujici

lim f(y) <ry < lim f(y)
y—ox— y—ox4

arozlozime N jako N = U,EQ Ny,kde N, = {x € N; ry = r},r € Q. Vezmeme
nyni r € Q pevné a pro kazdé x € N, zvolme §, > 0 takové, ze

Vy e P_(x,8x): f(y)<r,
Yy e Py(x,6x): f(y) >r.
Mame-li nyni dva body x,y € N, x < y, pak zjevné
x,x+8x)N(y—16y,y)=0.
Tedy i
(x =0x.x +8x)N(y—6y,y +6,) =0.
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Opét je tedy systém {(x —8x,x + 6x); x € N,} disjunktni, a proto spocetny. Tedy i
mnozina N, je spocetna. Odtud plyne spocetnost N. ry

4.4.6. Priklad. Necht f: R — R je definovana jako

1, xeqQ,

=10 rer\O.

Pak ma funkce f v kazdém realném ¢isle bod neodstranitelné nespojitosti 2. druhu.

Reseni. Mame-li x € R dano, v kazdém jeho levém ¢i pravém okoli existuje racio-
nalni i iracionalni ¢islo. Tedy dle definice funkce f limita zprava ani zleva v bodé
X neexistuje. Y

4.4.7. Piiklad. Dokazte nasledujici variantu Heineovy véty :
Necht ¢ € R U {oo}, A € R* a funkce f je definovana na levém prstencovém
okoli bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii) ekvivalentni.
(1) Plati limy_,._ f(x) = A.
(it) Pro kazdou rostouci posloupnost {x,} splnujici x, € D(f), x, < ¢ pro
véechnan € N alim,_ x, = ¢, plati lim, o f(x,) = 4.

Resend. Tmplikace (i) = (i) plati dle Heineovy véty 1£.2.17. Dokazme tedy ob-
racenou implikaci. Pfedpokladejme, ze f je definovana na néjakém okoli P_(c, 7).

Necht lim,._ f(x) # A. Tedy plati
JeeR,e>0V56eR,§>03x € P_(c,d): f(x)¢ B(A,¢). (4.14)

Induktivné nyni zkonstruujme rostouci posloupnost {x,} v O(f) konvergujici k ¢
takto: V prvnim kroce polozme §; = 1. Dle @) existuje x; € P_(c,8;) takové,
ze f(x1) € B(A,¢).
Predpokladejme nyni, Ze pro né¢jaké n € N mame nalezeny body x; < x; <
- < X, spliujici f(x;) ¢ B(A,e),i € {1,...,n}. Zvolime 8,41 € (0, #) tako-
vé, %€ Xpt1 & P_(c,8p41). Pouzitim obdrzime x,4+1 € P—(c,8y41) spliiujici
S(xny1) € B(A, ¢). Zjevné pak plati x, < x,41. Tim je konstrukce ukoncena.
Nasli jsem tak rostouci posloupnost {x,} v D(f) takovou, ze { f(x,)} nekon-
verguje k A, ale lim, o x, = ¢ (to plati diky tomu, ze x, € P_(c, %)) Dukaz je
timto ukonden. *

4.4.8. Priklad. Ukazte, Ze nekonstantni periodicka spojita funkce ma nejmen-
$1 kladnou periodu (tzv. fundamentdini periodu). Najdéte nekonstantni periodickou
funkci bez fundamentalni periody.

Resend. Predpokladejme, ze T, n € N, jsou kladné periody funkce f konvergujici
k 0. Necht x € R je libovolné, stejné jako ¢ € (0,00). Ze spojitosti f v bodé x
najdeme § € R, § > 0, takové, ze

Vy e B(x.8): [f(x)—f(»)] <e
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Vezméme nyning € N splnujici Ty, < %. Pak alespon jedno ¢islo tvaru k Ty, k € Z,
protina interval x — §, x + §). Tedy

|f(x) = fO)] = | f(x) = f(kTny)| <&
Jelikoz € bylo libovolné, plati f(0) = f(x). Tedy f je konstantni.
Uvazujme nyni Dirichletovu funkci
)L xe Q,
=10 rer\ 0.

Pak je kazdé racionalni ¢islo periodou funkce f, a tedy f nema fundamentalni
periodu. -

4.4.9. Priklad. Sestrojte funkcei f : [0, 1] — [0, 1] takovou, Ze pro kazdy nedegene-
rovany interval I C [0, 1] plati f(/) = [0, 1].
Resend. Kazdé &slo x € [0, 1] si vyjadiime v desetinném rozvoji jako

x = 0.a1azas....

(Pro ¢islo x = 0.a1...a,00..., kde a, # 0, uvazujeme desetinny rozvoj tvaru
x=0a;...(a,—1)99...)

Rekneme, Ze x splnuje podminku periodicity pron € N, pokud ¢islo 0.ayasas . ..
je racionalni a jeho desetinny rozvoj se periodicky opakuje pocinaje ¢islem az,—.
PoloZme
fx) = 0, pokud x nesplnuje podminku periodicity pro zadnén € N,

0.a2,02n+202n+4, pokud x spliuje podminku periodicity pro n.

Ukazme, ze f ma pozadovanou vlastnost. Necht tedy I C [0, 1] je nedegenerovany
interval. Vezmeme n € N a cifry ay, ..., a2, takové, ze az,—3 ¢ {0,1} a

[O.alaz . a2n_20, O.a1a2 . 612"_21] cl.
Necht
y = 0.b1bybs--- € [O, 1]
je dano. Definujme ¢islo x € I pomoci dalsich cifer v jeho rozvoji, konkrétné
Ap—1 = Aop+1 =" =a4p-5 =0, agp—3 =1

a necht dalsi liché cifry x jsou definovany opakovanim této sekvence. Na sudé po-
zice od 2n podinaje polozme cifry ¢isla y, tj.

x =0.a1a;3...azp—1b1a2n+1b2a2043 . ...
Pak x € I, splnuje podminku periodicity pro #, a tedy
f(x) =0.b1bsbs .. ..
Fy

4.4.10. Priklad. Naleznéte spojitou funkci na R, kterd neni na zddném nedegene-
rovaném intervalu v R monoténni.
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Reéseni. Necht fi(x) = |x]| pro x € —%, %] a necht dale f; je dodefinovana na R
periodicky s periodou 1. Pron € N, n > 1, polozime

fo(x) =471 4" 1x), xeR.

Pakje f, 4" !-periodicka spojitd funkce na R, jejiz maximalni hodnota je 147 +1,
Necht
e 0 4n—1x
f)=)"f) =) % x €R. (4.15)
n=1 n=1

Pak f je dobfe definovand, nebot pro kazdé x je suma v absolutné konver-
gentni. Dale je f spojita.

M¢jme totiz x € Rae € R, ¢ > 0 dany. Najdeme m € N takové, ze 4,,,%1 < &.
Déle necht § € R, § > 0 je takové, ze

Vie{l...m=1}Vy € B(x.8): i)~ /i)l < —.

Pak pro y € B(x,§) plati

1S = SO D@ = DI+ D 1@+ 1AO)]
i=1 i=m+1

< me- +2.47mtl
m
< 3e.

Tedy f je spojita v x.

Nyni ukazeme, ze neni na zddném nedegenerovaném intervalu monoténni. K
tomuto ucelu odvodime nasledujici fakt:

Jelia = k4™ pronéjakék € Z,m € N a by, = 4_2’”_1,]151/6

fla+hm)—fla)>0 a fla—hn)— fla)>0.
Mame-li totiz a a h,, jako vyse, pak f,(a) = 0 pron > m. Déle plati
Vn>2m+1: fu(a+hy) =0, Vne{m+1,....2m+1}: fu(a + hy) = hy,.
Nakonec si povsimneme, ze
VneNVa,heR:|fy(a+h)— fu(a)] <|h|.

Dohromady proto mame

n 2m+1
fla+hm) = fla)y=) (fila+hn)— fi@)+ Y fila+hn)
i=1 i=m+1
> —mhy, + (m + Vhy,
=hyp >0

Obdobn¢ dostaneme, Ze

fla—"hm)— fla) > hy > 0.



4.4. TEORETICKE PRIKLADY K LIMITE FUNKCE 229

M¢jme nyni libovolny nedegenerovany interval / C R. Protoze ¢isla tvaru
{kd=™; k € Z,m e N} protinaji kazdy otevfeny interval, lze vybratk € Zam e N
takové, ze pro a a hp, jako vy$e mame a,a+hy,, a—hy, € 1.Z prechazejicich vypocta
pak mame

fla—=hm)> fla), fla+hm)> f(a)

Funkce f proto neni monoténnina I. *

4.4.11. Priklad. Necht D C R je spocetnd mnozina. Najdéte neklesajici funkci
/R — R takovou, ze jeji mnozina boda nespojitosti je pravé D.

ReSent, Ocislujeme mnozinu D jako D = {x,: n € N} apron € N polozme

fax) = 0, x<xp,

I, x>x,.

Definujme f: R — R jako

F0 =Y g oo,
n=1

oo 1

Zjevné je f dobfe definovana (pro kazdé x € R je fada ) 7, 57 fu(x) absolutné
konvergentni) a neklesajici (nebot véechny funkce f, jsou neklesajici). Ukazme, ze
S je spojita v kazdém bodé x € R\ D. Pro takovéto x a dané ¢ € (0, o) najdeme
no € N takové, ze Z;O:nOH 27" < ¢. Dale najdeme § € R, § > 0, takové, Ze pro
y € B(x,8)an e{l,...,no} plati

[fn(x) = fu(¥)| <&

(v8echny funkce f, jsou spojité v x). Pak pro y € B(x, ) mame

no l o0 1
@ = fO Y 5 1@ = DI+ Y 55 a0 = ()
n=1 n=ngp+1
= i ie + i i2
n=1 2 n=ngp+1 2
<&+ 2¢ =3e.

Tedy f je spojita v x.
Na druhou stranu, necht m € N je pevné. Ukazeme, ze f neni spojitd v x,.
Viimneme si, ze funkce Z,Hém anfn je téz neklesajici, a tedy ma jednostranné limity
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ve véech bodech R. Proto plati

lim f(x)= lir?n 2im ) + sz ;,, 2i fu(x)

x—>(xm)— —>(xm)— Xm)— a

. 1
=04+ Ilim Zz_nf”(x)
#m

x—>(xm)—
n

1
= Z 2_nfn(xm)
n#m
21
< Z 2_nfn(xm)
n=1
= f(xm)~
Tedy f neni spojita v x,. *

4.4.12. Priklad. Nechta e Ra f, g: R — R jsou funkce spojité v bodé¢ a. Ukazte,
ze funkce

|f1CG) =1/, max{f ghx) = max{f(x).g(x)} a
min{ f, g} = min{ f(x), g(x)}.

kde x € R, jsou téz spojité v a.

Reéseni. Vzhledem k tomu, Ze | f(x)] = V(f(x))2, x € R, je | f] spojita v a podle
Piikladi a??.
Dale plati

max{f(x)’g(x)} — f(X) + g(X) + |f(X) — g(x)|

2
1 (X + X) — X) — X
mm{f(x),g(x)}:f ) +8() 2|f( ) —&( )|,
z ¢ehoz pouzitim prvni ¢asti diikazu plnou pozadovana tvrzeni. -

4.4.13. Priklad. Nechta, A € R* a f je realna funkce splnujici limy_., f(x) = 0.
Dokazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(@) Platf limy_q L& = 4.

X
(i) Plati limy_, 920 — 4.

Reseni. (i) = (i) Necht limy_q 72 = A. Ptedpokladejme nejprve, ze A # 0.

X

Pak existuje okoli P(a,n) takové, ze f(x) # 0 pro x € P(a,n). Z véty o limité
slozené funkce (Véta a Véty pak dostavame
sin f(x) . [sin f(x) f(x)
lim = lim . =
x—a X x—a f(x) X
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Necht nyni A = 0. Pro dané ¢ € (0, 00) nalezneme § € (0, 0o) takové, ze pro

s |siny

y € P(O,(g) platl -5
@) <sa /L

< 2. Necht n € (0,00) je takové, ze pro x € P(a,n) plati

< ¢. Pak pro x € P(a,n) mame

_ ) x| f(x) #0,
0, f(x)=0.
Protoze pro x € P(a,n) splnujici f(x) # 0 plati f(x) € P(0,8), dostavame

sin f(x) | f(x)
S

sin f(x)

X

sin f(x) <2
— .

Ukazali jsem tedy i v tomto piipadé, ze lim, 4 % =A.

(i) = (i) Necht limy_,, smxﬂ = Aa A # 0. Pak existuje okoli P(a,n)
takové, ze f(x) # 0 pro x € P(a,n). (V opatném piipadé by totiz existovala po-
sloupnost {x,} splnujici limx, = a, f(x,) =0ax, #0,n € N. Z Véty pak
plyne

. sin f(xn)
lim ————
x—a Xn

coz by byl spor.) Mtizeme tedy pouzit Vétu k odvozeni rovnosti
. f) o sinf(x)  f(x) ) _
lim =—— = lim . =A

0: :A’

x—a X x—a X sin f(x)
Jeli A =0, pro dané e € (0, 00) nalezneme § € (0, §) splaujici | 7| < 2 pro
y € P(0,8). Necht n € (0, 00) je zvoleno tak, ze pro x € P(a,n) plati % <ca

| f(x)| < 8. Pak pro x € P(a,n) plati, ze f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz sin f(x) = 0.
Mame tedy

sin f(x) | _f(x)
‘f(x) _)|  x “sa | f(x) #0, x e P(a,n).
X 0, f(x) =0,
Jelikoz pro x € P(a,n) splnujici f(x) # 0 plati f(x) € P(0,8), dostavame
‘ ZACY < 2e.
X
Tim je tvrzeni dokazano. *

4.4.14. Priklad. Necht ¢ je rostouci spojita funkce na [1, 0o) spliujici lim, . ¢(x) =
oo a f je nckonstatni periodicka funkce na R. Pak limy_, o f(¢(x)) neexistuje.

Resen. Diky predpokladu je ¢: [1,00) — [¢(1), 00) bijekce. Necht x1,x, € R jsou
body splnujici f(x1) # f(x2) a necht p > 0 je perioda f. Zvolime k € N takové,
zex1+kp,xa+kp € [p(1),00). Pakbody x, = ¢ ' (x1+ (k+n)p)ay, = ¢ 1 (x2+
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(k +n)p), n € N, ukazuji na neexistenci limity f o¢ v nekonec¢nu, nebot x, — oo,
Yn — 00, ale pritom

i (f og)(xa) = f(x1),  lim (f 0 @)(yn) = f(x2).

4.5. Pocetni priklady k limité funkce

4.5.1. Priklad. Necht

240y —3
f(x)=x;—_x1, xeR\ {11}

Spoditejte limity
lim f(x) a lim f(x).
x—0 x—1
Resent. Z Piikladu vime, ze funkce x? + 2x — 31 x? — 1 jsou spojité, a proto

limx2+2x—3=-3, limx?—1=-1.
x—0 x—0

Z Véty o aritmetice limit funkci dostavame

limeoo(x? +2x—3) -3 _
limy_o(x2—1)  —1

P1i vypoctu druhé limity takto postupovat nemtizeme, nebot

3.

lim f(x) =

limx2+2x—3=0, limx?—1=0.
x—>1 x—1
Jelikoz vyraz 2 neni definovany, nelze pouzit pifmocaie Vétu . Oznacme vsak

g0y = S 3 L eRr\ (1),

x+1

Pk (x—D(x +3)

x—1)(x+
f(x)—m—g(x), x e R\ {-1,1}.

Specialné tedy plati, ze
f(x)=g(x), xeP(1,2).

Proto

lim f(x) = lim g(x),

x—>1 x—>1
pokud jedna strana existuje. Posledni limitu ale snadno spo¢teme pomoci metody
popsané v prvni ¢ast vypoctu. Tedy
x+3 4

iﬂf(x)ziﬂg(x)zlﬂx+1 =5=2
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4.5.2. Priklad. Spoctéte limitu
o x100 oy 4
lim ———MM—.
x—1 x50 —2x 4+ 1

Reseni. Vezméme nejprve n € N, n > 2, pevné a vyjadieme funkci x” —2x + 1 jako
X' =2x+1l=0G0"—-x)—(x—D=xx"1-1)—(x—-1)
=x(x—=DE" 24+ x" 3+ x4+ D-(x-1)
=(x— 1)()(()6”_24—)6"_3 +o+x+1)—1).
Tedy dostavame postupem podobnym jako v Ptikladu vypocet
lim x100 _ox 41 — lim =D (xx®+x7+ 4 x+1)—1)
x=>1 x0—2x4+1 x>1(x—DEE*®+x¥+---+x+1)-1)
. (x(xB+ X7+ 4 x+1)-1)
x>l (X(xM® +x¥ 4+ 4+ x+1) =1
9—1 49

491 24

4.5.3. Priklad. Spoctéte limitu
. (2x=3)2°3x +2)3°
lim
X—00 (2x + 1)50

Resend. Zajima nas chovani polynomt v zadané limité pro x jdouci do nekonecna. V
¢itateliijmenovateli mame polynom 50 stupné, u n¢hoz je v nekonec¢nu prevladajici
en x°°. Rozéifime tedy zlomek v limité vyrazem x% a dostaneme
2
2x —3)20Cx +2)%°  (2-2)2(3 4 %)%
50 - 150 :
2x +1) 2+3)

Podle Prikladu plati limy o L —. Tedy z Véty o aritmetice limit funk-

pe
ci mame

. 3
lim2— - =2,
X—>00 X
. 2
lim 34+ — =3,
xX—>00 X
. 1
lim 2+ — = 2.
X—>00 X

Dile je funkce y — y”, y € R, spojita na R (viz Piiklad , a tedy mame opét
z Véty

I (2x —3)20(3x +2)3° . (2=3)203 4 2)30 20330
1 = lim = .
x—>00 (2x + 1)°0 x—>00 Q2+ %)50 250
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4.5.4. Priklad. Nechtn € N. Spocitejte limitu

. X+ x4+ x"—n
lim .

x—1 x—1

Reseni. Vyjadtime

x+ x4+ x"—n (x—D+ 2=+ +(x"—1)
x—1 x—1
x—1 x2-1 x"—1

=x—1+ x—1 Tt x—1"

Pro kazdé j € {1,2,--- ,n} plati

.oxi—1 L =D T2 ]
lim = lim
x—>1 x—1 x—1 x—1

= liml(xj_l + x4 ) =
x—

Z Veéty tady mame

X xXT X" — 1
lim =~ T 42434t =nn+ 1),
x—1 x—1 2
pri¢emz posledni rovnost plyne z Ptikladu proa=1ab=0. Fy

4.5.5. Priklad. Spoctéte limitu

. (IT+mx)"— (1 4 nx)™
lim

x—0 x2

’

kde n,m € N.

Reseni. Citatel zadané funkce vyjadiime jako

(14+mx)"— (1 +nx)" = (1 + (II) (mx) + (;) (mx)*> + -+ (Z) (mx)”)

_ (1 n (";) (nx) + (’:)(nx)z SR (Z)(nx)m) .
() =m=mn=(7)s.

e (A

Protoze




4.5. POCETNI PRIKLADY K LIMITE FUNKCE 235

kde P(x) je polynom bez absolutniho clenu. Z Véty a Prikladu tedy

dostavame

)lci_r)r%) 1+ mx)"x—z(l + )" ,11_13) (((’;)mz _ (’;)nz) n P(x))

ry
4.5.6. Priklad. Spoctéte limitu
) m n
)1c1—>rnl(]—xm _]_xn)’
kde m,n € N.
Reseni. Racionalni funkci v zadané limité upravime na
m no m(l —x")—n(l—x™)
L—xm  1—x"  (1=x)2(1 4+ xm )1 4+ xn71)
14... n=1y _ n(1 .. m—1
_ m(l+---+x"7%) _n( +-+x _) (.16)
1=x)1 4+ xm 1)(] I l)
_om(l 4+ X" =) —n(1 4 4+ X" —m)
(I=x)(I 4+ x" (1 4 -+ x"71)
Dale mame
m(l 4+ x""—n)—n(l -+ x""" —m)
n—1 m—1
=m2(xj—1)—n Z(xj—l)
j=1 =1 (4.17)

n—1 m—1
=(x-1) (mZ(xj_l ot Dmm Yy (T 1)).

j=1 j=1

Z ( tedy mame

m(l4-+x" 1 —n)—n(l+---+x"1—m)
1—x

n—1 m—1 (418)
=— (mZ(xj—l 4ok 1)—m Z(xj—l R 1)).
Jj=1

j=1
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Pomoci dostavame z diky Vété zavér

( m n ) omYTi T e D Y T e D)

li - = lim —
A\ T —em 1 —n i T+ +xm A+ -+ xm71
_ mYsj—nyn
mn

%m(n —1)n— %n(m —1D)m

mn

= %(m —n).

4.5.7. Priklad. Spoctéte limitu

. o Vx+13-2Jx+1
lim .
x—3 x2—-9

Reseni. Upravou dostavame

VX+13-2Jx+1 x4+ 13-2Vx+1Vx +134+2/x+1

x2-9 x2-9 Jx+13420x+1
4134+ 1) |
N x2-9 Vx+134+20x+1
3(x —3) 1

(x=3)(x+3)/x+134+2/x+1

Funkce
1

-3
X+3x+13+2x+ 1
je spojita na intervalu I = (2, 00) z nasledujicich divoda. Funkce x +— x + 13,
x = x +1jsou spojité na I dle Piikladu . Vzhledem k Ptikladu ?? a Vété
jsou i funkce x — JXF+13,x > Jx+1 spojité na I. Dile jsou funkce x
X+3, x> /x+13, x — +/x+ 1 nenulové na I, a tedy je g, jakozto vysledek
algebraickych operaci provedenych na tyto funkee, spojitd na I dle Véty

Proto mame

gx) = X €(2,00),

CoAx+13-2x+1 . -3 1
lim = lim
x—3 x2-9 x>3Xx+3/x+13+2/x+1
3
6 V16 4 24
_—1
T
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4.5.8. Priklad. Spoctéte limitu

I VJI+x—+1—x
im .
=0 YT+x—J1—x

Resen. Upravou dostavame
Vitx—VT—-x JT+x—-V1-x JT+x+/1-x
T+x—I—x 3/1+x—«3/1—x'\/1+x+«/1—x
VU +x)2 4+ YA+ —x) + Y1 —x)?
YA +x)24+ Y0 +x)(1—x)+ (1 —x)2
_l+x—(1-x) YA +x)2+ YA+ x)(1—x)+ /(1 —x)2

I+ x—(1-x) JT+x+vT—x
_ 002 + YA+ 00 -0 + YT=0?)
~ (VT3 +VT—x) |
Z Véty a Pikladu ?? mame
lim VItx-Vi-x = %
Y- Vs 2
»
4.5.9. Priklad. Spoctéte limitu
lim VX+2-3x+20
=7 Yx+9-2
Reseni. Upravme nejprve vyraz v Citateli zadané funkce. PouZijeme vzorec pro a®—
b8 kdea = /x +2ab = ¥x + 20. Oznadime-li
g(x) =a® +a*h+--- +ab* + b’
pak
lim g(x) = 6- 35 (4.19)
a

(VrF2)° = (VX T20)°

Vx+2-3Yx+20=

g(x)
_(x+2)° — (x +20)?
a g(x)
_x? 4 5x% —28x —392
g(x)

Polynom x3 + 5x2 — 28x — 392 ma &islo 7 za koten, a tedy ho lze vyjadfit ve tva-
ru (x — 7)P(x), kde P(x) je polynom druhého stupné. Standardnim algoritmem
Ptikladu ?? dostaneme

x3 4+ 5x% —28x — 392 = (x — 7)(x? 4 12x + 56). (4.20)
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Jmenovatele v/x + 9 — 2 upravime pomoci vzorce a* — b* na

C(x+9 -2 x-7

X+9-2 ) )

kdea = Vx+9,b=2a
h(x) = a> + a®b + ab* + b>.
Pak
)lci_)m7h(x) =4.23. (4.21)

Kombinaci (¢.19), (#.20) a (¢.21)) dostaneme pomoci Véty zavér

Vx+2-3Yx+20 _ (x =7)(x* +12x +56)  h(x)

L BUR g x—7
(PP +12-7+56)(4-2%)
N 6-3°
_ 189.4.23
o 6-35

4.5.10. Priklad. Spoctéte limitu

lim
x—0

3[1+%_4[1+%
- J1-2
Reseni. Oznaéme a = Y1+ % ab= {1+ %. Pak

a12_b12 _ (1+§)4_(1+%)3

a—b: =
11 11— pi 11 —ihi
El 0@ IbJ gj 0d JbhJ

s (OO 206

= sy ((() () # r0)

kde P(x) je polynom druhého stupné. Dale

1 ) x_l—(l—%)_l X
Vo2 ) '
1+ ,/1-3 1+ ,/1-3
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Tedy

i/l-!—%—yl-i—%: 1

1—,/1-% Y iLo(J 1+ DM (Y14 %))

() () ) 2

Z Véty o aritmetice limit funkci a spojitosti odmocniny (Ptiklad ??) dostava-

Sres—ifies 22-2((‘1‘)—@)) 1
11— /1-%

lim =

x—>0 12 3 '
\/ 2

4.5.11. Priklad. Spoctéte limitu

Reseni. Odhadneme, e prevladajici vyraz citatele i jmenovatele zadané funkce je

/x. Proto provedeme tipravu
I+x+V=

\/x—i- x—i—ﬁ_\/x—i- x—l—ﬁﬁ_
Vx+ Jx VXt X 1+\/1
X
1+x+,/5

lim
x—00 X+ /X
4.5.12. Priklad. Spoctéte limitu

lim x3 (¢x+2—2¢x+1+ﬁ).

X—>00
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Resend. Postupné upravime vyraz +/x +2 —2+/x + 1 + /x na

+2—-(x+1) x—(x+1)
VX F2-2/x F I+ Vx = — +
VX F24+Vx+1T 0 S+ +d
1 1

T x 2+ Vit S+l
X+ TV 2 - Vx4
T (WAt 24 VA DA+ Vr D)
3 Ji-Jx+2
RN RN NN =)
-2
VA2V DAV DAV F2)

Proto

lim x3 (VX + 2 - 2v/x + 1 + v/x)
X—>00

2
(J1+2+ 1+ D0+ 1+ Ha+,/1+2)
2
2220 4

4.5.13. Priklad. Necht realna ¢isla a, b € R splnuji

Iim vVx2—x+1—ax—-5b=0.

X—>—00

Najdéte a a b.

Reseni. Viimnéme si, 7e limyo—oox2 — x + 1 = o0, tedy je funkce vx2 —x +1
dobfe definovana na néjakém okoli P (—o0,8). Uvazujme v dal$im tuto funkci na
P (—00,6). Dle predpokladu mame

. VxZ—x+1 ) Vx2—x+1—ax—b b
lim —— = lim +a+—|=a.
X—>—00 X X—>—00 X X
Jelikoz x = —+/x2 pro x zaporné, dostavame
. oA/x?—x+1 . x2—x+1
a= lim ———— = lim —\/——5—
xX—>—00 X xX—>—00 X
1 1
= lim —\/1-—-+ 5 =-1
X—>—00 X X

Dale plati z predpokladu

Im vVx2—x+1—ax = lim (\/xz—x+l—ax—b)+b=b,

X—>—00 X—>—00
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tedy
Y 7 o —x+1
b= lim +x x+1+x‘ﬂ£&¢pt717_x
. -1+4+1 1
= lim X =

x—>—00 1 1 2
—1-J1-14+ 4

4.5.14. Piiklad. Spoctéte limitu

lim —[ ) bk
x>00 \/xZ 4 1+ [3x]

Reéseni. Protoze [x] < x < [x] + 1 pro kazdé x € R, dostavame odhady

\/x2+5+x—1< [\/xz+5]+x< X+ 5+ x

VxZ+T1+3x 7 X2+ 14+3x]  Vx24+14+3x-1

platné pro kazdé realné ¢islo x > 1. Ozna¢me pro x € R, x > 1,

_Vx2+5+x—1 VX2 454 x

v e Py
Pak
1+ % +1-1
im0 = Jim e =
1+ w2 +3
a
1+ 35 +1 1
lim g(x) = lim = —.
X—00 X—>00 1_’_)%2_*_3_% 2

Oznadime-li

hx) = [Vx24+5]+x
VXZE T+ [Bx]
dostavame z (.29) nerovnosti
f(x) <hkx)<gkx), xe(l,o00).

Diky Véteé (c) tak z @ a @ plyne

hmmm=;

X—>00

x € (1,00),

4.5.15. Priklad. Ukazte, Ze
. X(sinx —1)
lim ———=
X—>00 x2 + 1

neexistuje.

(4.22)

(4.93)

(4.94)
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Resend. Predpokladejme, ze 4 € R* je rovno limy_ oo x6inx1)  Ozna¢me f(x) =

N Vx2+1
Jo b € R. Pak
lim f(x) = lim —— = 1.
X—>00 X—>00 1_"_ xLz

Uvazujme pro n € N body

Xp = % +2rn, y, =2nn.

Pak {x,} ,{yn} jsou posloupnosti v definiénim oboru funkce % konvergujici
k 0o, a proto z Heineovy véty plyne

A= lim f(x;)(sinx,—1)= lim 0=0
n—oo n—>o0

A= lim f(y,)(siny, —1) = lim f(y,)(=1) = —L.

To je ale ziejmy spor, takze limy o0 x(sinx—1)

ﬁ neexistuje. »



KAPITOLA 5

Derivace a elementarni funkce

Derivace realné funkce jedné realné proménné je po pojmech limity posloup-
nosti a limity funkce dalsim klicovym pojmem matematické analyzy, ktery ma siro-
ké uplatnéni v matematickych modelech problémt prirodnich véd. V této kapitole
odvodime zdkladni vlastnosti pojmu derivace a s jejich pomoci zavedeme zakladni
(elementarni) funkce, jako jsou exponencialni funkce, logaritmus, goniometrické
funkce, cyklometrické funkce a dalsi. Rozsifeni nasich poznatkii o pojem derivace
nam v zavéru kapitoly umozni zkoumat nékteré hlubsi dalezité vlastnosti realnych
funkei a také studovat a popsat takzvany prab¢h funkce. V piikladové casti ka-
pitoly se mimo jiné vratime k naro¢néjsim uloham nalezeni limity posloupnosti
¢i funkce pomoci nové osvojenych technik zalozenych na derivaci funkce a jejich

aplikacich.

5.1. Zakladni vlastnosti derivace

5.1.1. Definice. Nechta € R a f je funkce. JestliZe existuje limita

I Sfla+h)— f(a)
m——=
h—0 h

.1)

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f vbodéa a znac¢ime ji f’(a). Obdobn¢
definujeme derivaci zprava a derivaci zleva funkce f vbodé a predpisy

fla+h)—fa) flath—fla)

‘(@) = i fon
fi(@)= lim ———= a f'(a) = lim
+ h—0+ h h—0— h
Derivaci zleva a derivaci zprava ¢asto souhrnné nazyvame jednostrannymi deri-

vacemi.

5.1.2. Poznamka. Pfi pocitani derivace funkce f v bodé a € R mohou nastat tyto
piipady:
neexistuje,
derivace v bod¢ a vlastni, tj. je rovna realnému dislu,

existuje a je S
nevlastni, tj. je rovna 400 nebo —oo.

5.1.3. Véta (jednoznacnost derivace). Jestlize existuje derivace funkce f v bodé a
(vlastni ¢i nevlastni), pak je urcena jednoznac¢né.

243
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Ditkaz. Tvrzeni bezprostfedné vyplyva z definice derivace a Véty o jednoznac-

nosti limity funkce. ]

Pro vypocet derivace funkee v bodé je ¢asto vyhodné pouzit misto vzorce (6.1)
jiny vzorec, ktery uvedeme v nasledujici vété.

5.1.4. Véta (alternativni vzorec pro vypocet derivace). Nechta € R a f je funkce.
Potom plati

f/(a) — llm f(x) - f(a)’
x—a X —a
ma-li alespon jedna ze stran rovnosti smysl. Obdobn¢ plati
)= tim O S@
xX—a4 X —a
a
S = i I S@
xX—>a— X —dad

vzdy ma-li alespon jedna ze stran rovnosti smysl.

Diikaz. Predpokladejme, zZe existuje f'(a). Ozna¢me

Fiy = L@ /@

pro h z néjakého okoli nuly a
gx)=x—a
pro x z né¢jakého okoli bodu a. Potom plati

lim F(h) = f'(@) a  lim g(x) = 0.

Navic je funkce g na okoli bodu a ryze monoténni, a tedy prosta, takze pro kazdé
x # aplati g(x) # 0. To znamena, ze je splnéna podminka (P) véty o limité slozené

funkce (Véta , a tedy podle této véty dostavame
lim F(g(x) = f'(a).
Protoze F(g(x)) = W, plyne odtud
S(x)— f(a)
x J—

a

= f'(a).

Obracené, predpokladejme, ze existuje limy ., W Ozna¢me tuto limitu
symbolem L. Polozme

lim
xX—>a

Foy = = f@
xX—a
pro x z néjakého okoli bodu a a
gh)=h+a

pro h z né¢jakého okoli nuly. Potom plati
limg(h)=a a lim F(x)=L.
h—0 x—a
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Navic je funkce g na okoli bodu 0 ryze monoténni, a tedy prosta, takze pro kazdé
h # 0 plati g(h) # a. Tudiz je opét splnéna podminka (P) véty o limité slozené
funkce, a tedy

}llir% F(g(h)) =L.

Protoze F(g(h)) = w, plyne odtud
lim L@t = fl@ _
im>———~ =

h—0 h L,
tedy

hm f(x) - f(a) — f/(a).

x—a X —a
Tim je dokazano tvrzeni pro f’(a). Tvrzeni tykajici se f](a) a f’(a) lze dokazat
obdobné. [ ]

5.1.5. Véta (vztah derivace a jednostrannych derivaci). Nechta € R a f je funkce.
Potom f’(a) existuje pravé tehdy, kdyz existuji f{ (a)a f’(a) aplati f](a) = f/(a).
Navic potom plati f/(a) = f(a) = f/(a).

Diikaz. Tvrzeni bezprostfedné plyne z definice derivace, definice jednostrannych

derivaci a Véty ¢.1.15. [

5.1.6. Poznamky. (a) Z existence f”(a) (vlastni nebo nevlastni) plyne, ze existuje
okoli bodu a, na némz je funkce f definovana. Podobn¢ existence f (a) (opét
vlastni nebo nevlastni) zaru¢uje existenci § € R,8 > 0, splnujictho By (a,8) C
D(f). Obdobné tvrzeni plati pro derivaci zleva.

(b) Derivace realné funkce v bodé je ,lokalni pojem®. To znamena, ze jestlize
se funkce f a g shoduji na néjakém okoli bodu a € R a existuje f’(a), pak existuje

ig'(a)aplati f'(a) = g'(a).

5.1.7. Geometricky lze pojem derivace interpretovat nasledujicim zptisobem.

J(b)1

J(@)1

OBRAZEK 1.
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Podil W je smérnici se¢ny grafu funkce, tj. pfimky, ktera prochazi body
la, f(a)] a [b, f(b)]. Piiblizujeme-li bod b k bodu a, pak se tato pfimka priblizu-
je k ptimce prochazejici bodem [a, f(a)] se smérnici f'(a) (pokud f’(a) existuje
vlastnf).

5.1.8. Definice. Necht f je realna funkce a a € R. Jestlize existuje vlastni f'(a),
pak te¢nou ke grafu funkce f vbodé a nazyvame afinni funkci

x+ f(a)+ f'(a)(x —a), x€eR.

5.1.9. Poznamka. Ma-li funkce f: M — R na mnoziné M C R vlastni derivaci
v kazdém bodé x € M, pak zobrazeni f': M — R, které ptitadi bodu x € M
hodnotu f/(x), je realnou funkci definovanou na mnoziné¢ M.

5.1.10. Definice. Necht f je realna funkce. Potom defini¢nim oborem funkce f’
budeme rozumét mnozinu vsech x € D(f), pro ktera existuje vlastni f'(x).

5.1.11. Priklad. Necht ¢ € R a f(x) = ¢, x € R. Dokazte, Ze pro kazdé a € R
plati f'(a) = 0.

Reseni. Necht a € R. Podle Véty plati

J 2 T C e A C) R F e TR

xX—>a X —d XxX—>a X —d xX—>a

*
5.1.12. Priklad. Nechtn € N a f(x) = x", x € R. Dokazte, Ze pro kazdé a € R
plati f/(a) = na"!.

Reseni. Necht a € R. Pak podle Prikladu a Véty plati

n n
. x"—a . XxX—a _ _ _ _
a) = lim = lim X x"*a+ -+ xa a
/ l l n 1_,’_ n—2 4 4 n 2+ n—1
xX—>a X —da xX—>a X —d
= lim (x”_1 +x" 204+ xa" 2+ a”_l) =na" L.
xX—a

Posledni rovnost plyne z véty o aritmetice limit funkci (Véta a ze spojitosti
mocninnych funkei (Ptiklad ). rs

5.1.13. Pfiklad. Necht f(x) = |x|, x € R. Dokazte, ze derivace funkce f v bodé0
neexistuje, existuji vsak jednostranné derivace funkce f v bodé¢ 0a plati £ (0) = 1

a f/(0)=-—1.

Reseni. Podle definice jednostrannych derivaci mame

o e SO SO L x
frO = lim e S o=t
L S-S0 —x
FO=lig = = o=t

Protoze se jednostranné derivace funkce f vbodé 0 nerovnaji, vyplyva z Véty p.1.5,
ze f'(0) neexistuje. ry
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Na nasledujicim piikladu ilustrujeme diilezity poznatek, ze realna funkce mu-
ze mit derivaci v bodé¢, ve kterém neni spojita.

5.1.14. Priklad. Necht f(x) = signx, x € R. Dokazte, ze f’(0) = oo.
Reésent. Podle Véty mame

fn e SO O T
f+(0) N xl—l>r(I)1+ T B xl—lg)l.:,. X -
T € Ea A () N
FO=Dn e T T
Z Véty b.1.5 tedy vyplyva, ze £'(0) = . Fs

Ukazali jsme, ze existence (nevlastni) derivace funkce f v bodé a nezarucuje
jeji spojitost v a. Jestlize vSak ma f vlastni derivaci v a, pak je jiz v tomto bodé
spojita.

5.1.15. Véta (vztah derivace a spojitosti). Necht funkce f mavbodéa € R vlastni
derivaci. Potom je f v bodé a spojita.

Diikaz. Podle Véty a véty o aritmetice limit pro funkce (Véta plati
lim (f(x) — /(@) = lim 70—/
x—a x—a X —a
nebot f”(a) existuje vlastni. Tedy
lim £(x) = f(a).
neboli f je v bodé a spojita. [

5.1.16. Poznamka. Tvrzeni obdobné Véte platii pro jednostranné derivace.
Presnéji: existuje-livlastni f (a), pak funkce f je spojita zprava v bod¢ a a existuje-
li vlastni f’(a), pak funkce f je spojita zleva v bod¢ a.

(x—a)= f'(a)-0=0,

5.1.17. Véta (aritmetika derivaci). Nechta € R a funkce f a g jsou definované na
néjakém okoli bodu a. Necht existuji f'(a) € R* a g'(a) € R*.
(a) Pak plati
(f +8) (@) = fa) + g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.
(b) Je-li alespon jedna z funkci f, g spojita v bod¢ a, pak
(f9) (@) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovan.
(c) Je-li funkce g spojita v bodé a a navic g(a) # 0, pak
L fl@ga) - fla)g'(a)
- (a) - 2 ’
g gla)
je-li vyraz na pravé strané definovan.
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Ditkaz. (a) Je-livyraz f'(a) + g'(a) definovan, pak podle definice derivace a véty o
aritmetice limit pro funkce (Véta ) mame

(f +8)(a) = lim = (f(a +h) +gla+h) — fla) - gla))

= hm (f(a +h) — f(a)) + hm ! (g(a + h) — g(a))

= f (a) +g'(a).
(b) Predpokladejme, ze je vyraz f'(a)g(a) + f(a)g'(a) definovan. Dale pred-
pokladejme napriklad, Ze funkce g je spojita v bodé¢ a. Potom

lim(g(a + h) — g(a)) = 0.
h—0

Diky této rovnosti dostaneme pomoci definice derivace a véty o aritmetice limit pro
funkce

(fg)(a) = lim - (f(a +hgla+h) - fla)g(a))
= lim (f(a +hgla+h) — fla)gla+h) + fla)gla +h) - f(a)g(a))
= lim ((f(a +h) = fla)gla+h) + f(a)(gla + h) - g(a)))

= lim ((f(a +h) = fl@)gla +h)) + lim — (f(a)(g(a +h) —g(a)))
= f (a)g(a) + fla)g'(a).

(c) Nalezneme § € R, 8 > 0, takové, ze funkce g je na okoli B(a, §) nenulova.
Pak pro x € B(a,d) mizeme psat

S @) _ f(¥)eg@) = fla)gx)
g(x)  gla) g(x)g(a)
_ J™)ga) = fla)gla) + fla)gla) — fla)g(x)
g(x)g(a)
g(x)g(a) ((f(x) = f(a)) g(a) — f(a) (g(x) — g(a))).

Potom podle Véty - dostavame

(q@“l I(MLﬂﬂ
ax—a\g(®) @

i o (LS 80—t
x—a g(x)g(a) x

i (1, L9, iy iS85
x—a g(x)g(a) \x—a X—a a

_ f@)g(a) - fla)g'(a)
g%(a) '
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Ve vypoctu jsme vyuzili vétu o aritmetice limit pro funkce a vztah

lim g(x) = g(a),
ktery vyplyva ze spojitosti funkce g v bod¢ a. |
5.1.18. Poznamka. Tvrzeni Véity plati obdobné i pro jednostranné derivace.

5.1.19. Priklad. Nechtn € N, ay,..., an € Ra f(x) = ap +aix +--- 4+ ayx",
x € R. Dokazte, ze

f'(x) =ay +2axx + -+ naa™t, xeR.

Reseni. Vzorec plyne z Prikladt , a Véty (a). Fs
Na nasledujicich prikladech ukazeme, ze predpoklady Véty jsou pod-

statné a neni mozné je vynechat.

5.1.20. Priklad. Definujeme funkce f a g proménné x € R predpisy

_)signx, x #0, _)—signx, x #0,
f(x)_g—%, =0, gm_%%, x=0.

Dokazte, ze f/(0) a g’(0) existuji, ale (f + g)’(0) neexistuje.

Reseni. Obdobné jako v Piikladu spocteme, ze f'(0) = oo a g’(0) = —oo.
Dale plati

0, 0,
£ + g = { L7
—% x =0.
Opét snadno vypocitame, ze (f + g)', (0) = oo a (f + g)_(0) = —oc. Tedy podle
Véty (f + 2)'(0) neexistuje. Y

Predchazejici priklad ukazuje, Ze z existence derivaci funkci f a g v bodé a
obecné neplyne existence derivace funkce f +g vbodé¢ a. Funkce uvedené v tomto
piikladu ovsem nespliuji podminku Véty (a), totiz ze vyraz f'(a)+ g'(a) ma
mit smysl.

Nasledujici priklad ilustruje dilezitost predpokladu spojitosti alespon jedné z

h

uvazovanych funkci ve Vété p.1.17(b).

5.1.21. Priklad. Necht funkce f a g jsou definovany stejné jako v Prikladu .
Dokazte, ze vyraz f'(0)g(0) + f(0)g’(0) ma smysl, ale presto (fg)'(0) neexistuje.

Resent, Vynasobime-li funkce f a g, dostaneme

(f)(x) = {:13 x#0
:

Podobné¢ jako v Prikladu odvodime, Ze derivace (fg)'(0) neexistuje. Vyraz
f'(0)g(0) + f(0)g’(0) vsak smysl ma, protoze

F'©80) + FOF0) = 003+ (~3) - (-00) = o0.

x =0.



250 5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE

Y

Také ve Vété (c) je predpoklad spojitosti funkce g podstatny, jak ukazuje
nasledujici priklad.
5.1.22. Priklad. Necht f(x) = 1, x € R a necht funkce g je definovana predpisem
_ —signx, x #0,
gx) = %, x =0.
Dokarzte, Ze vyraz

/'(0)g(0) — f(0)g’(0)
8(0)

ma smysl, presto ale (f)'(O) neexistuje.

Resend. Jest

J'(0)g(0) - f(0)g'(0) _ —£'(0) _ o0 _
1
1

£2(0) g0

a tedy vyraz
f'(0)g(0) — £(0)g’(0)
g2(0)

ma smysl. Dale

(i) () = {signx, x #0,

g 2, x =0,
a tedy
(),
&/ +

a

(i) (0) = 0.
g8/—
Podle Véty tedy (%)’(0) neexistuje. *

5.1.23. Véta (derivace slozené funkce). Necht funkce g je spojita v bodé a € R a
ma v tomto bodé¢ derivaci. Necht funkce f ma derivaci v bodé g(a). Pak

(fog)(a) = f'(g(a)g'(a). (5.2)
je-li vyraz na pravé strané definovan.

Diikaz. Oznac¢me b = g(a). Diky existenci derivace f”(b) nalezneme o € R, 0 > 0,
takové, ze funkce f je definovana na B(b,o0) (Poznamka (a)). Protoze g je
spojita v a, existuje 0 € R, ¢ > 0, takové, ze g(B(a, 0)) C B(b,o) (Definice
Funkce f o g je tedy dobfe definovana na okoli B(a, 0).
Predpokladejme nejprve, ze plati g'(a) # 0. Pak existuje ¢ € (0, o) takové, ze
pro kazdé x € P(a, o) plati
g(x) —g(a) £0.

X —a

(5.3)
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Oznaéme

S») = f(b)
—b

p(y) = , yeP(@bo).

Nyni pouzijeme Vétu (P) pro slozeni vnéjsi funkce ¢ s vnitini funkei g, pri-
¢emz podminka (P) je splnéna diky @ Dostaneme
L S — fg@)
x~a g(x)—gla)
Pro kazdé x € P(a,0) plati g(x) # g(a), a tedy také
(fog)x) = (fog)a) _ flglx) = fg@) gkx)—gla)
X—a 2(x) —g(a) x—a
Odtud podle véty o aritmetice limit (Véta dostavame
. (feg))—(feg)a) _ . flgx)— f(g@) . gx)—gla)
lim = lim lim
= x—a e g —gla) e x—a
= f'(b)g'(a).
Piedpokladejme nyni, ze g'(a) = 0. Protoze vyraz na pravé strané (6.2) je de-
finovan, je f”(b) vlastni. Ditkaz vztahu @) v tomto pfipad¢ znamena dokazat

rovnost
i S 290) = (fog)@) _
m =

= lim (9o g)(x) = yhg}) o(y) = f'(b).

0. (5.4
x—a X —a
M¢jme dano ¢ € R, ¢ > 0. Diky Véte nalezneme C € R,C > 0,a6 € (0,0)
takova, ze plati

Vy € P(b,5): ‘w‘ <C. (5.5)

Z definice derivace nalezneme g; € (0, o) takové, ze plati

g(x) —g(a)
—da

Vx € P(a,01): ‘ <e. (5.6)

Diky spojitosti g v bod¢ a existuje 02 € (0, 0) takové, ze plati
Vx € B(a,02): g(x) € B(b,o). 5.7

Polozme § = min{g1,d>}. Vezméme libovolné x € P(a,d). Pokud g(x) = g(a),
pak
(fog)x) = (fog)a) _ 0

Pokud g(x) # g(a), pak diky @), @)aa @ dostavame
(fog)x) = (fog)a@)]| _|f(gkx)) —f(g(a))' . ‘g(x) —g(a)
X —a g(x) —gla)

X —a
< Ce.
V obou pfipadech jsme tedy ukazali, ze pro x € P(a, 0) plati

' (f 08)(x) —(f e g)(a)

X —a

<Eé&.
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Tim je diikaz dokoncen. [ ]

5.1.24. Poznamka. Ve V¢t je predpoklad spojitosti funkce g v bodé a au-
tomaticky splnén, je-li g’(a) vlastni, jak plyne z Véty .

Predpoklad spojitosti vnitini funkce ve Vété nelze obecné vynechat, jak
ukazuje nasledujici priklad.
5.1.25. Priklad. Necht funkce f a g jsou definovany pomoci predpisti

ign x, R\ {0},
f) =1l yeR, g(x):{SIglnx x € R\ {0}

—3 x =0.
Dokazte, ze vyraz f'(g(0))g’(0) ma smysl, ale presto (f o g)'(0) neexistuje.
Resend. Podobné jako v Prikladu odvodime, ze g’'(0) = oo. Dale zfejmé plati
f’(—%) = —1. Vyraz
1
f'(g(0)g'(0) = f/(_i) g'(0) = (=1)-00=—00
tedy ma smysl. Dale plati

)L x #0,
(fepw =1, T

a tedy (f o g)'(0) neexistuje. *

5.1.26. Véta (derivace inverzni funkce). Necht 7 je nedegenerovany interval a necht
a je vnitinim bodem 7. Necht f je spojita a ryze monoténni funkce na 7. Ozna¢me
b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Ma-li f vbodéa nenulovou derivaci, pak

NN
0= Fay
(b) Je-li f'(a) =0a f jerostouci na I, pak
(/7)) = .
() Jeli f/(a) =0a f je klesajici na I, pak
(f71)'(8) = —oco.

Diikaz. (a) Predpokladejme, ze funkce f je na intervalu I rostouci. Z Véty
vyplyva, ze mnozina J = f(I) je interval. Dle Véty navic vime, Ze inverz-
ni funkce f~': J — I je spojitd a rostouci. ProtoZe a je vnitinim bodem I a f
je rostouct, je také b vnitinim bodem J. Tedy existuje ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze
B(b,e) C J. Diky tomu, Ze a je vnitinim bodem I vime, Ze existuje § € R, § > 0,
takové, ze B(a,8) C 1. Ze spojitosti funkce f v bodé a plyne, Ze toto § lze zvolit
tak, aby f(B(a,8)) C B(b,e). Ozna¢me

p(x) = W, x € P(a,?). (5.8)
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Pak plati
lim ¢(x) = f/(a). (5.9
x—>a
Protoze je f~! rostouci, miizeme pouzit Vétu (P) pro slozeni vnitini funkce
/71 s vngj§i funkci ¢ a odvodit z
I y—>b
im
y=b f71(y) = f1(b)
(a) Zde predpokladame f'(a) # 0, takze z véty o aritmetice limit (Véta
a dostavame

= yli_rg((/) o fTH(y) = lim p(x) = f'(a). (5.10)

-1 -1
U= = 2 " @
VOO R A ()
(b) Nyni predpokladdme, ze plati f'(a) = 0. Podle (6.10) méme
y—>b

(5.11)

S o — )

Funkce

—-b
YO = gy gy PO

je na okoli P(b, ¢) kladna, nebot funkce /™! je rostouci na J. Véta pak dava
ST

—1y\/ .
b == 1 _—
U7y ®) = Jim —2 =% e
Pokud je funkce f klesajici, pak lze tvrzeni dokazat obdobné. [

5.1.27. Priklad. Nechtn € N a g(y) = 2/y, y € (0,00). Dokazte, ze

Ub
nb’

g'b) = b € (0, 00).

Resent, Definujeme funkci f predpisem
f(x)=x", x€(0,00),

a ozna¢ime I = J = (0,00). Potom f: I — J,g:J — I afunkce f a g jsou

navzijem inverzni. Necht b € J. Ozna¢me a = g(b), nebolia = ¥/b. Pak podle
Veéty (a) a Prikladt a mame

gy= - L W

f'(a) na"'  npa"® nb’

&

5.1.28. Poznamka. Neni tézké ovéftit, ze je-lin € N\ {1},a g(y) = /¥,y €[0,00),
pak g/, (0) = oco.
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5.1.29. Priklad. Nechtn € N\ {1} jeliché a g(y) = #/y, y € R. Pak

& oo, b=0.

Reseni. Definujeme funkci f predpisem

f(x)=x", xeR,
a oznac¢ime I = J = (—00,00). Potom f: 1 — J, g: J — I afunkce f a g jsou
navzajem inverzni. Necht b € J,b # 0,aa = g(b). Pak podle Véty (a) a
Piiklada a dostaneme obdobné¢ jako v Prikladu

, 1 Vb
§b) = —— = .
f'a)  nb
Jelib = 0, pak g'(0) = oo podle Véty p.1.24(b). *

5.1.30. Véta (nutna podminka existence extrému). Necht f je realna funkce. Jestli-
ze a je bodem lokalniho extrému funkce f, potom bud f’(a) neexistuje nebo

f'(a) =0.
Ditkaz. Predpokladejme, Ze f'(a) existuje aje rizna od 0. Uvazujme nejprve pripad
f'(a) > 0. Dle Véty (a) existuje § € R, 8 > 0, takové, zZe

Vx € P(a,$): M > 0.

X—a
Odtud plyne, ze pro x € Py(a,$) plati f(a) < f(x)aprox € P_(a,d) plati f(a) >
f(x). Tedy f nema v a lokalni extrém.

Obdobné¢ lze odvodit, ze funkce f nema v a lokalni extrém ani v pripadé, kdy
f'(a) < 0. Tim je dikaz proveden. [

5.1.31. Poznamka. Funkce f(x) = |x|,x € R, nabyva svého (dokonce globalniho)
mimima na R v bodé 0, ale f’(0) neexistuje.

5.2. Véty o stiedni hodnoté

5.2.1. Véta (Rolleova véta). Nechta,b € R,a < b,a f: [a,b] — R je spojita
funkce. Je-li f(a) = f(b) a f ma derivaci v kazdém bod¢ intervalu (a,b), pak
existuje ¢ € (a,b) takové, ze f'(c) = 0.
Diikaz. Podle Véty nabyva funkce f na intervalu [a, b] svého maxima i mini-
ma. Oznaéme m = min f([a,b]) a M = max f([a,b]). Pak
m= f(a) = f(b) =M. (5.12)

Jestlizem = M, potom je funkce f konstantnina [a, b]. Z Prikladu vyplyva,
ze f’(¢) = 0 dokonce v kazdém bodé ¢ € (a, b).

Nyni predpokladejme, ze m < M. Potom musi byt alespon jedna z obou ne-
rovnosti v ostra. Necht napriklad plati f(b) < M. Nalezneme ¢ € [a,b]
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splnujici f(c) = M. Potom ¢ ¢ {a,b}, a tedy ¢ € (a,b). Pak f nabyva v bodé
¢ svého maxima na intervalu [a, b] a existuje v ném derivace podle predpokladu.

Podle Véty plati f'(c) = 0.

Jestlizem < f(a), pak lze postupovat obdobné jako v predchazejicim pripadé.

hotov. [
5.2.2. Poznamka. Geometricky lze interpretovat Vétu tak, Ze za predpokladt

véty graf funkce f obsahuje bod [c, f(c)], v némz je te¢na ke grafu f rovnobézina
S osou X.

[ e

OBRAZEK 2.

5.2.3. Poznamka. Ve Vété nelze predpoklad o existenci derivace v bodech
intervalu (a, b) vynechat. Piikladem je funkce f(x) = |x|, x € [-1,1], ktera je na
intervalu [—1, 1] spojita, plati f(—=1) = f(1), ale nema v zddném bod¢ intervalu
(=1, 1) nulovou derivaci.

5.2.4. Véta (Lagrangeova véta). Nechta,b € R,a < b,a f: [a,b] — R je spojita
funkce, kterd ma v kazdém bod¢ intervalu (a, b) derivaci. Pak existuje ¢ € (a,b)
takové, ze

(b)— f(a
O ILEY.T)
—a
Diikaz. Myslenka diitkazu spociva v prevedeni problému do situace, ve které bude
mozné pouzit Rolleovu vétu (Véta ). Definujme funkci g predpisem

f®) = f@)
T bh—a

g() = flx) =+

a), x€la,b].
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Pak g je spojita podle Véty a Prikladu . Piimocary vypocet navic dava
g(a) = g(b). Protoze v kazdém bod¢ intervalu (a, b) ma funkce

A A C))

- (x —a), x¢€la,b],

vlastni derivaci (Priklad a funkce f derivaci, existuje podle Véty [ m(a)
derivace g v kazdém bod¢ intervalu (a,b). Diky Véte tedy lze nalézt bod
¢ € (a,b) splnujici g’(c) = 0. Protoze pro kazdé x € (a, b) plati

g = i - LO=S@
dostavame
0=¢' = /0~ DT @
Tedy f'(c) je vlastni, a f'(c) = L&=/@ n

5.2.5. Poznamka. Za predpokladii Véty muizeme prirastek funkce f na in-
tervalu [a, b], ktery je roven f(b) — f(a), vyjadtit takto:

fb) = fla) = f'(c)- (b—a),

tedy jako soucin priristku proménné x a derivace v bodé ¢, o jehoz poloze vime
jen tolik, ze patti do (a, b).
Uvédomme si, Ze ani Véta p.2.1 ani Véta netikaji nic o tom, kolik bodt ¢
s danou vlastnosti existuje. f{ikaji pouze, ze takovy bod je alespon jeden.
Geometricky lze interpretovat Vétu tak, Ze za uvedenych predpoklada
obsahuje graf funkce f bod [c, f(c)], vnémz je te¢na ke grafu f rovnobézna s piim-

kou spojujici body [a, f(a)] a [b, f(b)].
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OBRAZEK 3.

5.2.6. Véta. Necht 7 je interval a f: I — R je spojita funkce majici v kazdém
vnitinim bodé¢ intervalu I nezapornou (respektive kladnou) derivaci. Pak f je ne-
klesajici (respektive rostouci) na /.

Diikaz. Predpokladejme, ze pro kazdy vnitini bod x intervalu 7 plati f'(x) > 0.
Nechta,b € I,a < b.Pak f: [a,b] — R je spojita a ma derivaci v kazdém vnitinim

bod¢ intervalu [a, b]. Dle Véty existuje bod ¢ € (a, b) splnujici
f(b) = fla)
—

—da

f'(e) =

Tedy
O~ f@ _
b—a
coz znamena f(a) < f(b). Funkce f je tedy neklesajici.
Pripad, kdy ma f kladnou derivaci v kazdém vnitfnim bodé¢ intervalu 7, lze
dokazat obdobné. ]

5.2.7. Poznamka. Predpoklad spojitosti lze ve Vété vynechat, jak uvidime
ve Véte b.4.7, jejiz dikaz je viak o néco obtiznéjsi.

5.2.8. Poznamka. Ma-li funkce f ve Vété derivaci nekladnou (respektive
zapornou), aplikace Véty na funkci — f dava, ze f je nerostouci (respektive
klesajici).
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5.2.9. Véta. Necht ] je interval a f: I — R je spojita funkce majici v kazdém
vnitinim bodé¢ intervalu I nulovou derivaci. Pak f je konstantni na 7.

Diikaz. Podle Véty , jsou funkce f, —f neklesajici. Tedy funkce f je zaroven
neklesajici i nerostouci na 7, jinymi slovy je konstantni. ]

5.2.10. Véta (o limit¢ derivaci). Necht realna funkce f je spojita zprava v bodé
a € R a existuje limy—4, f'(x). Pak existuje f7 (a) a plati

fila) = lim f'().

Diikaz. Ozna¢me L = limy—,, f'(x). Nechte € R, & > 0. Nalezneme § € R, § > 0,
takové, ze f’ ma konecné hodnoty na P4 (a, §) a navic pro kazdé z € Py (a, ) plati

f'(z) € B(L,¢). (5.13)

Vezméme libovolné x € Pi(a,d). Pak f: [a,x] - R ma derivaci v kazdém bodé
intervalu (a, x). Funkce f je spojita na intervalu [a, x], nebot spojitost v bodech
intervalu (a, x] plyne z Véty a spojitost v a zprava predpokladame. Dle Ve-
ty existuje cx € (a, x) splnujici

x)— f(a ,
SO = f@ _
X—a
Protoze ¢x € P4 (a,$), z @ mame
SO =@ g
xX—a
Dokazali jsme tedy f (a) = L a diikaz je tak hotov. [ ]

5.2.11. Poznamka. Vétu lze zformulovat a dokazat pro derivaci zleva i pro

oboustrannou derivaci.
5.2.12. Poznamka. Vynechame-li ve Vété predpoklad spojitosti, zavér pre-
stane obecné platit. Vezmeme-li totiz do tvahy funkei f(x) = signx, x € R, vbodé
0, pak limy—o, f/(x) = limyo, 0 =0, ale f(0) = oo.

Stejné tak nemilizeme z neexistence limity limy—4, f'(x) odvodit neexistenci

f{(a), viz Piiklad p.5.1.

5.2.13. Véta (Cauchyova véta). Necht f a g jsou funkce spojité na intervalu [a, b] C
R, necht f ma v kazdém bodé¢é x € (a,b) derivaci a necht g méa v kazdém bod¢
x € (a,b) vlastni nenulovou derivaci. Potom g(a) # g(b) a existuje ¢ € (a,b)
takové, ze
f'e) _ f(b) = fla)
g) gb)—gla)’

Dikaz. Z Lagrangeovy véty (Vétap.2.4) plyne existence bodu d € (a, b) takového,

ze
g(b) —g(a)
b—a

(5.14)

g'd) =
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Protoze g'(d) # 0, dostavame g(b) — g(a) # 0. Definujme funkci

9(x) = (f(x) = f(@)(g(d) — g(a)) — (g(x) — g(@)(f(B) = f(@), x € la,b].
Pak je funkce ¢ podle Véty spojita na [a, b] a v kazdém bodé¢ intervalu (a, b)
ma derivaci (Véta ), nebot funkce

x> (f(x) = f(@)(g(d) - g(a))
ma v kazdém bod¢ intervalu (a, b) derivaci a funkce

x> (g(x) — @) (f(b) = f(a))
ma v kazdém bod¢ intervalu (a, b) vlastni derivaci. Navic ¢(a) = ¢(b) = 0. Z
Véty tedy plyne existence bodu ¢ € (a,b), ktery splnuje ¢’(c) = 0. Protoze
pro kazdé x € (a, b) plati

¢'(x) = f'(x)(g() — g(@)) — g'(x)(f () = f(a)),
dle Véty , dosazenim x = ¢ mame
0=1¢'(c) = f'(c)(gb) - g@) — &'(c)(f(b) — f(a)),

odkud elementarni tpravou dostavame . [

5.3. I'Hospitalovo pravidlo

5.3.1. Véta (’Hospitalovo pravidlo). Nechta € RU {—o0}, f, g jsou funkce a exis-
tuje limy 4, %. Jestlize navic plati
(@) limyq, f(x) =limyq, g(x) =0, nebo
(b) limx%a.f lg(x)| = oo,
potom
W
x—ay g(x)  x—ay g(x)

5.3.2. Poznamka. Véta plati i pro limity zleva a oboustranné limity.

Ditkaz. Oznaéme
!/
X
L = lim S ).
ay g/(x)
Dokazme nejprve nasledujici pomocné tvrzeni.

(5.15)

Pomocné tvrzeni.
(i) Jestlize @ € R splnuje a > L, pak existuje § € R, § > 0, takové, ze plati

VACY)

Vx € Py(a,8): — <«
g(x)
(i) Jestlize B € R splnuje B < L, pak existuje §’ € R, §’ > 0, takové, ze plati
Vx € Py(a,§): & > B.

g(x)
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Diikaz pomocného tvrzeni. (i) Zvolme r € (L,a). Diky predpokladu existence limity
v ( ) nalezneme 8; € R,§; > 0, takové, ze funkce f a g jsou definované na
Py(a,81), f zde ma vlastni derivaci, g zde ma vlastni nenulovou derivaci a plati

S'(x)

g'(x)

Vezméme nyni libovolna x,y € Pi(a,8;),x < y. Podle Cauchyovy véty (Vé-

ta p.2.13) aplikované na f a g na intervalu [x, y] existuje ¢ € (x, y) spliujici
f) = f(y) _ flo)

Vx € Pi(a,d1):

<r (5.16)

= ) 5.17
gx)—gly) &'l G17

Pro kazdé x,y € Py(a,6,),x <y, tedy podle () a plati
f@-10) _, 618

gx)—g(y)

Predpokladejme, ze plati podminka (a). Potom pro pevné y € P (a,§;) dostane-
me podle @)
lim 29—/ O
im = <
x>at g(x)—g(y) g0
Staci polozit § = §; a za predpokladu platnosti podminky (a) je pomocné tvrzeni
dokazano.
Predpokladejme nyni, ze plati podminka (b). Zvolme pevné j € P (a,6).
Potom plati

r <ao.

) g(y) SO
xl_l)r[111+r(l—m>+ ) =r+0=r<ao. (5.19)
Existuje tedy 8, € (0,8;), takové, ze
. g(y) SO)
Vx€P+(a,82) . r(l—ﬁ>+w <. (520)

Navic diky podmince (b) mizeme pozadovat, aby platilo

Vx € P+(a,52) . @ < 1. (521)
g(x)

Necht x € P4 (a, ). Pak mizeme psat

f&) _ )= fO) SO

g(x) g(x) g(x)
SO -G g —gG) | fO)
S5 s g (.22

0= fG) gy L SO)
= 20050 " 500) * 30
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S pomoci (6.20), (6-21)) a (6.29) odhadneme
fx) _ )= fO) (1 _ g(f)) n f()
gx)  gx)—g() g(x) g(x)
g(y) S
<r(= ) x

Polozime § = 8, a pomocné tvrzeni je dokazano i za predpokladu platnosti pod-

minky (b).

<o

(ii) Podle plati limy 4+ GO R Predpokladejme, Ze B € R splnuje

g(x)
B < L. Potom plati —p > —L. Jiz dokazanou ¢ast (i) pouzijeme pro @ = —f a
nalezneme § € R, § > 0, takové, ze
Ve Poa.d): L9 g
g(x)
Nyni staci polozit §' = § a tvrzeni je dokazano. [
Dikaz véty lze nyni jiz snadno dokoncit. Pokud L = —oo, respektive L =

oo, tvrzeni véty plyne okamzité z (i), respektive z (ii). Necht L € R. Zvolme ¢ €
R,e > 0. Pouzijeme (i) pro & = L + ¢ a obdrzime pfislusné § € R,§ > 0. Dale

pouzijeme (i) pro B = L — ¢ a obdrzime pfislusné §' € R,§" > 0. Pro kazdé
x € Pi(a,min{8,§}) dostaneme

& e (B,a) =(L—¢e,L+¢e)=B(L,¢),

g(x)
coz dokazuje nasi vétu. [
Ditkaz. Oznacme

L= lim L% (5.23)
2y @)

Rozlisime nékolik ptipadi a pro kazdy z nich provedeme ditkaz zvlast.
Pripad ¢islo 1. Pfedpokladejme, ze a € R a je splnéna podminka (a).

Diky predpokladu existence limity v ) nalezneme § € R,§ > 0, takové, Ze
funkce f a g jsou definované na P, (a,§), f zde ma vlastni derivaci a g zde ma
vlastni nenulovou derivaci. Definujme funkce

f(&x), x € Py(a.d), g(x), x € Py(a.f).

5(x) —
0, X =a, &) 0, X =a.

fx)=

Pak f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,a + 8), nebot v bodech z (a,a + §)

plyne spojitost z Véty a spojitost zprava v bodé a plyne z podminky (a).
M¢jme dano ¢ € R, & > 0. Z definice limity nalezneme § € (0, §) takové, ze

f'(x)

Vx e P+(a,8) : g/()C)

€ B(L,¢).
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Vezméme nyni libovolné x € P, (a,§). Podle Cauchyovy véty (Véta apli-
kované na f a g na intervalu [a, x] existuje cx € (a, x) splnujici

fo - 7@ _ fe)
i) -g@ e

Protoze } }

f) = fla) _ fx)

g(x)—gl@)  gx)
a vyraz na levé strané je dobte definovan dle Véty f.2.13, mé i vyraz % smysl.
Jelikoz ¢x € P4(a,§), dostdivame dale

J@) )= f@ _ [
g0 FW) 3@ Fex)
Tedy plati limy 4, % = L.

X

€ B(L,¢).

Pripad cislo 2. Ptedpokladejme, ze a € R, je splnéna podminka (b) a L € R.

M¢jme dano ¢ € (0, 1). Diky predpokladu existence limity v nalezneme § €
R,8 > 0, takové, ze funkce f a g jsou definované na P, (a,§), f zde ma vlastni
derivaci a g zde ma vlastni nenulovou derivaci. Navic diky podmince (b) mazeme

pozadovat, aby funkce g byla na Py (a, §) nenulova. Diky a predpokladu
L € R nalezneme §; € (0,§) takové, ze

f'(x)
g'(x)
Zvolme pevné j € Py (a,8;). Pomoci podminky (b) nalezneme 6, € (0,8;) splnu-
jict

Vx e Pi(a,8)): — L‘ <e. (5.24)

() f)

2 <e¢
g(x) 8(x)
Nechtx € P4 (a. 8,). Pouzijeme Cauchyovu vétu o stfedni hodnoté (Vétap.2.13)

pro funkce f a g na intervalu [x, 7] a nalezneme ¢ € (x, y) splnujici

S —FO) _ f(ex)

Vx € Pi(a,by): ‘ (5.25)

= . 5.26
£ () _ g (526
Pak miizeme psat
) _ f0 -0 | FO)
g(x) g(x) g(x)
SO -G g —gG) | fO)
S5 s g 6.27)

0= fG) gy L SO)
= 20020 ")t 30
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Pouzijeme a vyjadifme
S flex) gy, SO)
= 1—
@ = T 5m) T 5
_ Se)  fex)  g(9) n S )
glex)  gllex) glx)  glx)
Pomoci vztahti ¢ € (0, 1), , a trojihelnikové nerovnosti miizeme nyni
odhadnout
f(x)—L‘f 3 ‘ , fG)
g(x) g'(cx) g'lex) gl Tgx)
<e+ (Ll +e)-e+e=(L|+2+¢)e < (L] +3)e.

Tim je ditkaz rovnosti limy_.4 g(x; = L v tomto piipadé proveden.

Pripad cislo 3. Ptedpokladejme, ze a € R, je splnéna podminka (b) a L = oo.
M¢jme dano K € R, K > 0. Diky pfedpokladu existence limity v (6.23) nalezne-

me § € R.§ > 0, takové, Ze funkce f a g jsou definované na P, (a, 8) f zde ma
vlastni derivaci a g zde ma vlastni nenulovou derivaci. Navic diky podmince (b)

muizeme pozadovat, aby funkce g byla na Py (a, §) nenulova. Podle predpokladu
limy—q, % = oo nalezneme §; € (0, 3) takové, Ze

/ : ®) ok, (5.28)
g'(x)

Zvolme pevné j € P (a,d;). Pomoci podminky (b) nalezneme 8, € (0,5 — a)
splnujici

Vx € Py(a,by):

g 1, 1/0) (y)

(5.29)
(x) 2(x)
Necht x € P4(a,d2). Potom x < 3. Pouzgeme Cauchyovu vétu (Véta ) pro

funkce f a g na intervalu [x, y] a nalezneme ¢, € (x, ) splnujici
f&) =) _ fex)
= . 5.30
s —g0)  gcx) 30

Vx e P+(a,82) : '

Pak miizeme psat

&) _ =) SO

gv) g g(x)
_ 10100y, 10 3D
g —gMV g/ glx)’

Diky a ) dostaneme
f&x) _ flex) ;80D\ | fO)
w0 = gen U ) T 6539
_Se)  fe) g() n /) '
g'lex)  gllex) gx)  gx)
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Odtud pomoci a plyne
f(x) 1 K

>2K—-2K--—— =K.
g(x) 4 2
Tim je diikaz vztahu limy 4, % = L v tomto piipad¢ proveden.

Pripad éislo 4. Ptedpokladejme, ze a € R, je splnéna podminka (b) a L = —oc.
Vysledek z predchoziho ptipadu aplikujeme na dvojici funkei — f a g a obdrzime
@ =)

= = 00

lim

wvay glo) | xar g/(x)
Plati tedy také
o
e g(x)

Pripad (islo 5. Predpokladejme, ze a = —oo a je splnéna podminka (a) nebo pod-
minka (b).

Funkce f a g jsou definovany na jistém okoli bodu —oco. Proto jsou na jistém pra-
vém okoli bodu 0 funkce F a G dobte definovany predpisem

1 1
F@=f(-). 6@ =g(-)

Pak z Véty dostavame limy o, F(x) = limy_o, G(x) = 0, pokud je splnéna
podminka (a), a lim,—o, |G(x)| = oo, pokud je splnéna podminka (b). Dale plati
/ r(_1 -2 r{_1 /

o PO ST L) SO
MG = e (e T e ) T o)
Nyni aplikujeme jiz dokdzanou c¢ast 'Hospitalova pravidla na dvojici funkei F a
G v bodé 0 a dostaneme

F(x) . F'(x)
im = lim =1L,
x=>04 G(x)  x—>04 G'(x)
coz opétovnym pouzitim Véty dava

fo _ f(=3) F(y) _

m —— = lim = lim =L.
oo g(x) o0y g(=1) om0 GOy)
|

5.3.3. Priklad. Plati, ze lim, o *=5% = 1.
Reéseni. Pro kazdé x € R plati (x —sin(x))" = 1 — cos(x), (x — sin(x))” = sin(x) a
(x3) = 3x2,(x3)” = 6x. Protoze lim,_¢ % = é ,dostavame pouzitim I’Hospitalova
pravidla (a) rovnost

.l —cos(x) . oosin(x) 1

llm —— = lim —~ = —

x>0  3x2 x>0  6x 6
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Dalsim pouzitim ’'Hospitalova pravidla (a) obdrzime

— sin(x) _ 1 — cos(x) _ 1

. X .
lim lim .
x—0 x3 x—0 3x2 6

5.3.4. Priklad. Pro kazdé o € R,a > 0, plati vztahy lim,_,o, x*logx = 0 a

limy oo e ™ x% = 0.

ReSent, Pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo (b) a dostaneme

) . logx . x71 . @
lim x%logx = lim 8% _ lim ——— = lim — =0.
x—>04 x—>04 X% x—04 —ax o1 x=>04 —o

Pro vypocet druhé limity nalezneme n € N splnujici & < n. Pak n-nasobné uziti

Véty p.3.1i(b) dava

n n—1 |

. _ . . nx . n:
lim e*x" = lim — = lim =...= lim — =0.

X—>00 x—o00 X x—o00 eX* x—00 eX

X

Protoze 0 < e™*x® < e™*x" pro kazdé x € R,x > 1, plati limy_,oo e7*x% = 0 dle

Véty f.2.9(c). »

S &)

oy y
muzeme néco
g(x)

5.3.5. Poznamka. Obecné neni pravda, ze z existence limy 4

usoudit o limy—, 4, %. Napriklad plati

2 X

lim —5 = lim = o,
x—>—00 X + SIH(X) x—>—00 ] | sin(x)
x

ale
2x

lim ———
x——o0 | 4 cos(x)

neexistuje, nebot funkce x Z—’Z(X) neni definovana na zadném okoli bodu —o0.

1+co
5.3.6. Poznamka. L'Hospitalovo pravidlo neni vzdy vhodnym nastrojem pro vy-
pocet limity. Pfimocaré pouziti 'Hospitalova pravidla pro limitu

1

. e x
lim
x—>0+ X
vede k limité
1 _1
. € ¥ 3 . ex
lim = lim .
x—>0+ 1 x—0+ x2

Vypocet posledni limity neni vSak snazsi nez vypocet ptivodni limity.

5.3.7. Poznamka. Uvazujme

Jx) = %X + %Sin(zx) a gx)= f(x)e"™®  xeR.
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Pak limy 00 f(x) = 00 a

lim &:1. !

x—00 g(x) x—00 esin(x)

(5.33)

neexistuje. Na druhou stranu, poc¢itame-li pomoci 'Hospitalova pravidla (Vétap.3.1),
dostavame
. f(x) . cos?(x)
lim = lim A :
x—00 g/(x)  x—o00 cos?(x)esnX) 4+ f(x)esn(¥) cos(x)
. cos(x)
= lim — =
x=00 ¢sin(*) (cos(x) + f(x))

coZ nesouhlasi s (5.33). Chybné pouziti 'Hospitalova pravidla spociva v tom, zZe
vyraz g—: neni definovany na zadném okoli oo, tj. limy % z definice neexistuje.

Druha rovnost ve vypoctu (6-34) je tedy chybna.

(5.34)

5.4. Monoténni a konvexni funkce

5.4.1. Definice. Necht f je realna funkceaa € R. Rekneme, e funkce fje
e rostoucivbodéa, pokud existuje § > 0 takové, Ze f(x) < f(a) pro vsech-
nax € P_(a,6)a f(x) > f(a) pro véechna x € Py (a,d),
e klesajicivbodéa, pokud existuje § > 0 takové, Ze f(x) > f(a) pro vsech-
nax € P_(a,8)a f(x) < f(a) pro véechna x € Py (a,4),
e neklesajici v bodé a, pokud existuje § > 0 takové, ze f(x) < f(a) pro
vsechna x € P_(a,8) a f(x) > f(a) pro vSechna x € P, (a,$),
e nerostouci v bod¢ a, pokud existuje § > 0 takové, ze f(x) > f(a) pro
véechna x € P_(a,8) a f(x) < f(a) pro vsechna x € Py(a,?).
Podobné¢ definujeme, ze funkce f je rostouciva zprava apod.

5.4.2. Poznamka. Je-li funkce f: I — R rostouci na intervalu 7, pak je zfejmé ros-
touci v kazdém vnitfnim bodé¢ intervalu I a rostouci zprava ¢i zleva v eventualnich
krajnich bodech intervalu 7.

5.4.3. Véta. Ma-li realna funkce f v bodé a € R kladnou (respektive zdpornou)
derivaci zprava, pak je v tomto bodé rostouci (respektive klesajici) zprava.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze f{ (a) > 0, tj. limy—4, W > 0. Dle Véty (1)

existuje takové § > 0, ze

M >0, x€ Py(a,d).
xX—a
Pak ziejmé plati f(x) > f(a) pro véechna x € Py(a,d), tj. f je rostouci zpravava.
Obdobné lze dokazat tvrzeni i v ptipadé f7 (a) < 0. [

5.4.4. Poznamka. Obdobné tvrzeni plati pro derivaci zleva a oboustrannou deri-
vaci.
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5.4.5. Poznamka. Je-li realna funkce g rostouci v bodé a € R, pak obecné nemusi
existovat § > 0 takové, Ze g je monoténni na intervalu (a—§, a+6). Stacivzit g(x) =
x + f(x), x € R, kde f je funkce z Ptikladu , a polozita = 0. Potom g’(x) =
1 4+ f'(x) plati pro kazdé x € R. Déle g'(0) = 1, a tedy g je rostouci v 0. Funkce
/' neni omezena shora ani zdola na zadném okoli bodu 0, a proto v kazdém okoli
bodu 0 funkce g’ nabyva kladnych i zapornych hodnot. Predpokladejme nejprve,
ze g je neklesajici na jistém okoli B(0,6), § € R, § > 0. Potom pro kazdé x,y €
B(0,6), x # y, plati
gx) —g(y) =0,
x—y
Diky vété o srovnani (Véta (b)) dostavame, ze g'(y) = 0 pro kazdé y € B(0,9),
coz je spor. Obdobny spor obdrzime, pokud predpokladame, ze g je nerostouci na
jistém okoli bodu 0.

5.4.6. Véta. Necht f: I — R roste (respektive neklesa) v kazdém bodé intervalu 1
(v ptipadnych krajnich bodech I uvazujeme piislusné jednostranné varianty). Pak
S roste (respektive neklesa) na 7.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f je rostouci v kazdém bod¢ intervalu 7, a uvazujme
libovolné body a,b € I,a < b. Chceme dokazat, ze f(a) < f(b). Definujme
M = {c € (a,b]; f(c) > f(a)}. Pak M je shora omezena mnozina, nebot b je horni
zavorou M. Funkce f je rostouci zprava v bodé a, a proto existuje §; € R,§; > 0,
takové, ze f(x) > f(a) provsechnax € Py (a,d;). Pak (a,b]NPy(a,8;1) C M,atedy
M # @. Polozme s = sup M. Pak zfejmé¢ a < s < b. Nalezneme 6, € R,8, > 0,
takové, ze f(x) < f(s) pro vSechna x € P_(s,8,). Z definice suprema existuje
t1 € M N P_(s,8,), pro které tedy plati f(a) < f(t1) < f(s). Proto dostavame
seM.

Dokazeme nyni, ze s = b. Kdyby totiz platilo s < b, nalezli bychom §3 €
R, 83 > 0, takové, ze f(x) > f(s) pro véechna x € P(s,83). Pak tedy libovolné
tr € P1(s,83) N (s,b) spliuje f(a) < f(s) < f(t2), coz znamena t, € M. To je ale
spor s faktem s = sup M. Tim je rovnost s = b dokazana, a tedy diky s € M mame
f(b) = f(s) > f(a). Tim je dikaz nerovnosti f(a) < f(b) proveden.

Predpokladejme nyni, ze f je neklesajici v kazdém bodé I. Méjme dany body
a < bz intervalu I a zvolme pevné ¢ € R,e > 0. Funkce g(x) = f(x) + ex,
x € I, je rostouci v kazdém bodé I, tedy dle prvni ¢asti diikazu plati f(a) + ea =
gla) < g(b) = f(b) + ¢b. Jelikoz ¢ je libovolné, plati f(a) < f(b). Tim je dtikaz
dokoncen. ]

5.4.7.Véta. Necht I C Rjeintervala f: I — R mavkazdém bodé I kladnou (re-
spektive nezapornou, zapornou, nekladnou) derivaci (v pfipadnych krajnich bo-
dech I uvazujeme jednostranné derivace). Pak f roste (respektive neklesa, klesa,
neroste) na I.

Ditkaz. Ma-li funkce v kazdém bodé¢ intervalu I kladnou derivaci, je v kazdém bodé

I rostouci podle Véty p.4.3. Z Véty pak plyne, ze f je rostoucina I.
Ostatni ptipady jsou obdobné. |
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5.4.8. Definice. Necht / je interval a necht f je realna funkce definovana alespon
na I. Rekneme, 7e f je
e konvexni na 7, jestlize

Vx,y e IVAe (0,1): f(Ax +(1=2A)y) <Af(x) + (1=21)f(¥),
e konkavni na 7, jestlize
Vx,y e IVAe (0,1): fAx +(1—=2A)y) = Af(x) + (1= 21) f(¥),
e ryze konvexni na /, jestlize
Vx,yel,x#yVAie (0,1): fAx+ (1 =1)y) <Af(x)+ (1=21)f(),
e ryze konkavni na /, jestlize
Vx,yel,x2yVie(0,1): fAx+ (1 —=2)y) > Af(x)+ (1 —=1)f(»).
5.4.9. Lemma (ckvivalentni podminky pro konvexitu). Necht / C R je interval a

necht f: I — R. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(1) f jekonvexnina I,

S = ) fxs) = fx)
3 = 5

(1) Vx1,x2,x3 €1, X1 <Xp < X3 :

X2 — X1 X3 — X1
(lll) VXI,X2,}C3 € I, X1 < X2 < X3: f(X3) _ f(XI) < f(X3) — f(xz),
X3 — X1 X3 — X2
(IV) VXI,X2,}C3 € I, X1 < X2 < X3: f(xZ) _ f(xl) < f(X3) — f(xz)-
X2 — X1 X3 — X2

Obdobné charakterizace plati pro konkavni, ryze konvexni a ryze konkavni funkce.

Diikaz. Predpokladejme, Ze x1,x2,x3 € I, X1 < x2 < x3. Polozme A = % Pak
plati A € (0,1) a x, = Ax; + (I — A)x3. Oznaéme ¢ = Af(x1) + (1 — A) f(x3).
Piimocarym vypoctem pak obdrzime

c—Jfx) _ fx3) = fla) _ f(x3)—C'

(5.35)
X2 — X1 X3 — X1 X3 — X2
Pokud plati f(x2) < ¢, pak pomoci ) dostavame
Sf(x2) = f(x1) < Sfx3) — f(x1) < f(x3)—f(x2)‘ (5.36)
X2 — X1 X3 — X1 X3 — X2

Pokud plati jedna z nerovnosti v @) nebo nerovnost
Jx2) = fx1) _ f(x3) = flx2)
X2 — X1 - X3 — X ’

pak podle plati nerovnost f(x,) < c.

(1) = (i) Predpokladejme, Ze x1,x2,x3 € I, x; < x» < x3. Pfi oznaceni z
predchoziho odstavce dostaneme f(x2) < ¢, nebot f je konvexni. Pak podle

dostavidme nerovnost

flr2) = fO) _ flrs) — fO)

X2 — X1 X3 — X1
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(i) = (i) Predpokladejme, ze x1,x2,x3 € I, X1 < X2 < X3, a ¢ je definovano
stejné jako v tvodnim odstavci. Potom podle predpokladu plati

f(x2) = f(x1) < S(x3) — f(x1)

X2 — X1 X3 —X1

takze ¢ > f(x2). Tim je podminka z definice konvexity ovéfena.
Ekvivalenci (i) ¢ (i) a (i) ¢ (iv) lze pomoci tvah prvniho odstavce ovéfit
obdobné. ]

5.4.10. Véta (vztah konvexity a existence jednostrannych derivaci). Necht f je
funkce konvexni na intervalu / a necht @ € Int/. Potom existuji vlastni jedno-
stranné derivace f7(a)a f’(a). Navic plati f’(a) < f](a).

Diikaz. Nechta € Int 1. Nalezneme § € R, 8 > 0, splnujici B(a,§) C I adefinujeme
funkce

ot = T ZD b,
yo) = LD =T@ b s,
y—a

Pro body y1, y2,x1,x2 € P(a,d) splnujici y» < y; < a < x; < x2 dostavame z
Lemmatu

f(x1) = fla) < f(x2) = f(a) —

p(x1) = @(x2)
X1 —d X2 —d
a
Yo = LD =L@ _ oD@ _
Y2 —a y1—a

Tedy ¢ je neklesajici na Py (a,8) a ¥ je neklesajici na P_(a,§). Z Lemmatu
dale pro kazdé x € Py (a,8) ay € P_(a,d) plyne

V() = Sfla)— f(y) < S~ fla) _ o(x). (5.37)
a—y X —a

Tedy ¢ je zdola omezend na Py (a,8) a ¥ je shora omezena na P_(a, 6).

Z Veéty plyne, ze

fl(@) = lim S®—f@ o(x)
x—a4 X —a xX—a4
a
f'(@) = lim M = lim v (y)
y—>a— y a y—a—

existuji vlastni.
Navic z a Véty plyne pro kazdé x € P, (a,§)
fl@) = Jim () < o).
Po dald{m pouziti Véty dostavame
f1@) < lim o(x) = f1(@).
—ay
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Tim je diikaz dokoncen. [ ]

5.4.11. Poznamky. (a) Jednostranné derivace konvexni funkce f naintervalu I se
nemusiv bodéa € Int 7 rovnat, a nemusi tedy existovat f’(a). Prikladem je funkce
f(x) =]|x]abod x =0.

(b) Podobné¢ jako v dikazu Véty Ize odvodit existenci jednostrannych
derivaci konvexni funkce v krajnich bodech defini¢niho intervalu. Tyto derivace
ale mohou byt nevlastni, napt. funkce sign uvazovana na intervalu [—1, 0].

5.4.12. Véta (vztah konvexity a spojitosti). Konvexni funkce na intervalu je spojita
v kazdém vnitifnim bodé tohoto intervalu.

Ditkaz. Je-li f: 1 — R konvexni na intervalu I aa € Int/, pak ob¢ jednostranné

derivace f’(a) a f|(a) existuji vlastni. Podle Véty a Poznamky , fje

spojita zleva i zprava v a, tedy je spojita v a. [

5.4.13. Poznamka. Funkce sign, ktera je na intervalu (-1, 0] konvexni, neni spojita
v bodé 0. Z konvexity funkce f tedy nevyplyva spojitost ve véech bodech intervalu
I, na némz je funkce f definovana.

5.4.14. Véta (vztah druhé derivace a konvexity ¢i konkavnosti). Necht f je spojita
funkce na intervalu / C R a necht ma f na Int/ spojitou prvni derivaci. Jestlize
je f' rostoucina Int 1, pak f je ryze konvexnina /.

Specialné, je-li f”(x) > 0 pro kazdé x € Int [, pak f je ryze konvexnina /.

Diikaz. Predpokladejme, ze f” je rostouci funkce na Int 7, kde f: I — R je spojita
funkce. Vezméme libovolné body x; < x, < x3 z intervalu /. Diky Lagrangeové

véte existuji body ¢ € (x1,x2) ad € (x2,x3) splnujici
Sl =100 _ s S =S
X3 — X2

X2 — X1
Z predpokladu tedy obdrzime
f('xz)_f(xl) Zf/(C) <f/(a1) — f(x3)_f(x2).
X2 — X1 X3 — X2
Dle Lemmatu je tedy f ryze konvexni.

. Je-li f7(x) > 0 pro kazdé x 1nt1,je f' rostouci na Int I (Véta , a tedy
f je ryze konvexni diky prvni ¢asti ditkazu. [

1'(d).

5.4.15. Poznamka. Obdobna tvrzeni plati pro konvexitu, ryzi konkavnost a kon-
kavnost.

5.4.16. Definice. Necht f je redlna funkce aa € R. Rekneme, e f mé v bodé a
inflexi (neboli ze a je inflexnim bodem funkce f), jestlize existuje vlastni f’(a) a
existuje § € R, 8 > 0, takové, ze bud

Vx € P_(a,8): f(x)> f(a)+ f'(a)(x —a) a
Vx € Py(a,8): f(x)< fla)+ f'(a)(x —a).
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nebo

Vx e P_(a,8): f(x) < fla)+ f'(a)(x —a) a
Vx € Pi(a,8): f(x)> f(a) + f(@)(x — a).

Nasledujici obrazek ilustruje pravé definovany pojem inflexniho bodu.

OBRAZEK 4.

5.4.17. Véta (nutna podminka pro inflexi). Necht f je realnd funkce a a € R.
Jestlize existuje f”(a) a je rGizna od nuly, pak @ neni inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze f”(a) > 0. Z definice limity najdeme § € R,
8 > 0, takové, ze pro kazdé x € P(a,§) plati

’ Y
fw-ra _,
xX—a
Dostavame tedy, ze
VxeP_(a,8): f'(x) < f'(a) a
Vx € Py(a,8): f'(x)> f(a).
Vezméme nyni libovolné x € P_(a,d). Protoze f je spojita na B(a,§) dle Vé-
ty b.1.15, pomoci Lagrangeovy véty najdeme ¢y € (x, a) splnujici
a)— f(x ,
1010 _ i,y

a_
Protoze f'(cx) < f'(a) z ), mame W < f'(a). ijravou dostavame
f(x) > fa) + f(@)(x —a).

(5.38)
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Jelix € Py (a,$), jako vyse nalezneme dy € (a, x) splnujici

O=T@ _ i) s )
X a

Tedy mame f(x) > f(a)+ f'(a)(x —a). Jinymi slovy, bod [x, f(x)] lezi nad te¢nou
f vbodé a nalevém i pravém okoli a. Tedy a neni inflexnim bodem f. Obdobné

bychom postupovali v piipadé f”(a) < 0. [

5.4.18. Poznamka. Rovnost f”(a) = 0 jesté nezarucuje, Ze a je inflexnim bodem
/. Piikladem je funkce f(x) = x*, x € R. Pak f”(0) = 0, ale bod 0 nen{ inflexnim
bodem f, protoze graf funkce f lezi nad te¢nou v bodé 0.

5.4.19. Véta (postacujici podminka pro inflexi). Necht f ma spojitou prvni deri-
vaci na intervalu (a,b) a ¢ € (a, b). Predpokladejme, ze

Vx e(a,c): f"(x)>0 a Vxe(c,b): f"(x) <0
nebo

Vx € (a,c): f"(x)<0 a Vxe(e,b): f"(x)>0.
Pak ¢ je inflexnim bodem f.
Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze pro f plati prvni varianta, tj.

Vxe(a,c): f"(x)>0 a Vxe(c,b): f"(x)<0O.
Z Véty plyne, ze f” je rostouci na (a, c] a je klesajici na [c, b). Pro dané x €
(a, c) pouzijeme Lagrangeovu vétu k nalezeni ¢y € (x, ¢) splnujiciho

fe) = f(x)
c—x

Tedy f(x) > f(c)+ f'(c)(x —c).

Podobné¢ pro x € (¢, b) najdeme dy € (c, x) splnujici

J(x) = f(©)
—C

X

= f'(cx) < f'(0).

= f'(dx) < f'(0).

Upravou obdriime f(x) < f(c) + f'(c)(x — ¢). Tedy ¢ spliuje prvni variantu v
Definici , tj. ¢ je inflexnim bodem f".

Obdobn¢ bychom ové¢rili, ze funkee s vlastnosti
Vx €(a,c): f'(x)<0, a Vxe(b): f'(x)>0.
splnuje v ¢ druhou variantu definice inflexnitho bodu. Tim je dtikaz dokonéen. m

5.4.20. Priklad. Necht funkce f je definovana predpisem

x° (2 + sin(%)) , x#0,

Je =4, x=0.

Pak f ma v 0 inflexi, ale neexistuje okoli 0, kde by byly splnény predpoklady V¢-
o 5419
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Reseni. Protoze f'(0) = 0 (viz vypocet v Prikladu ), te¢na funkce f v bodé 0
je dana jako
tx) = fO)+ f'(Ox =0, xeR.
Jeldix <0, pak f(x) <0 =1t(x), prox >0mame f(x) >0 =t(x). Tedy f mavO0
inflexni bod.
Na druhou stranu,

oy = 105 s2sin(d) — eos(d). 0
fx) = {07 N
a
F(x) = §x<20x2(2 + sin(%)) + 2x cos(%) — sin(%)), x #0,
’ x = 0.

Oznacime-li
.1 1
g(x) = 20X2(2 + sm(;)) + 2x cos(;), x € R\ {0},
pak lim, 9 g(x) = 0 dle Véty . Tedy vyraz g(x) — sin(1) nabyv4 kladnych i

zapornych hodnot na libovolném okoli 0. Protoze

" _ !
f'@) = x(g@) =sin(2)). x#0.
nabyva druha derivace f kladné i zaporné hodnoty na libovolném okoli bodu 0.
&

5.4.21. Definice. Necht f je realna funkce definovana na néjakém okoli bodu oco.
Nechta,b € R. Rekneme, e f mav bod¢ oo asymptotu ax + b, jestlize

xli_)rgo(f(x) —ax —b) =0. (5.39)
Obdobné¢ definujeme asymptotu v bodé —oo.

5.4.22. Véta (tvar asymptoty). Funkce f ma v bodé¢ oo asymptotu ax + b pravé
tehdy, kdyz

i 1O
m —-

xX—>00 X

=acR a xli)rrgo(f(x)—ax)zbeR. (5.40)
Obdobné tvrzeni plati pro asymptotu v bodé —oc.

Diikaz. =  Predpokladejme nejprve, ze funkce x = ax 4 b je asymptotou funkce
f voo,kdea,b € R. Pak plyne z predpokladu a Véty

lim &= lim M_,_ lim (a+—)=a,
x—00 X xX—>00 X xX—00 X

x]i)n;o(f(x)—ax) =x1i_>nc}o(f(x)—ax—b)+xli)n;ob =b.
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<  Predpokladejme, ze funkce x = ax + b splnuje ) Pak
li_>m (f(x)—ax—-b)y=b—-b=0.
Tedy x = ax + b je asymptotou funkce f v ooc. |

5.4.23. Priklady. 1. Funkce e* ma v —oo asymptotu x — 0 a v bod¢ oo asymptotu
nema, nebot prvni limita ve Vété je nevlastni.

2. Funkce f(x) = ¥/2x2 + x + 1 ma v bodé oo asymptotu x - +/2x + —1-. To

242°
plyne z
. f(x) 2324 x 41
Im — = lim ——— =42
xX—00 X X—00 X
a
lim (f(x) —v2x) = lim (V2x2 + x + 1 — +/2x)
X—>00 X—>00
= lim x+1 1

x>0 /2xZ 4 x + 1+ 42x 242
3. Funkce tangens nema v bod¢ oo asymptotu, protoze neni definovana na
zadném jeho okoli.
4. Funkce sinus nema v bodé oo asymptotu, ackoli prvni z obou limit ve Vé-
té existuje a je rovna nule, neexistuje vsak limita limy oo (f(x) —0- x).

5.4.24. Pti vySetrovani pritbéhu funkce ziskavame zejména nasledujici informace:

e defini¢ni obor, spojitost, limity v krajnich bodech a limity v bodech ne-
spojitosti,

e cventudlni specialni vlastnosti, napt. sudost, lichost nebo periodicita,

e defini¢ni obor derivace, derivace a eventualni jednostranné derivace,

e intervaly monotonie a extrémy (lokalni i globalni),

e obor hodnot,

o definiéni obor druhé derivace, druhé derivace, konvexita a konkavnost,
inflexni body,

e asymptoty,

e nacrt grafu funkce.

5.4.25. Piiklad. Vyseticte pribeh funkee f(x) = arcsin (xzzfq)

Reseni. Podivejme se nejdrive na funkci

X
== xeR.
s =G Y

Pak D(f) = R afunkce g ma vlastni prvniidruhou derivaci v kazdém bodé¢ x € R.
Ziejmé

lim g(x) = lim g(x) =0, (5.41)
X—>00 X—>—00
g je licha a kladna na (0, 0o). Pocitejme
1 —2(x2—1
gx)=——= 2> +1)—4x?) = 20— 1) x € R.

(x2+1)2 (2 + 12
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Tedy g’ > 0 na intervalu (=1,1) a ¢’ < 0 na intervalech (—oo,—1) a (1, 00). Dle
Véty g roste na [—1, 1] a kles4 na intervalech (—oo, —1] a [1,00). Tedy g ma
minimum v bodé¢ —1 a maximum v 1. ProtoZe g(—1) = —-lag(l) =1,z Véty
plyne #(f) = [-1,1].
Jelikoz D(arcsin) = [—1, 1], je funkce f definovana na R a je zde spojita (je-
likoZ g i arcsin jsou spojité, plyne tvrzeni z Pozném(b)). Diky (@ a
4.2.20

spojitosti funkce arcsin v 0 dostavame pouzitim Véty

lim f(x) = lim_f(x) = f(0) =0.

Po dosazeni vidime f(—x) = — f(x), tj. f je licha.
P1i vypoctu derivace dostavame za pomoci Véty a vlastnosti (CE)

-1

. 2x V2| 2(1—x?)

f(x):( 1_(x2+1)) (x2 +1)?
2(1 —x?)

T U+ -2
V bodech —1 a 1 pouzijeme Vétu k odvozeni

xeR\ {11}

2
’ 1 / 1 _
L) = Tim fi(x) = lim — 5 =b
!/ _ : / — : 2 —
fil=h = dim fix) = lim Z=a =1,
, L PN -2
D= lim f1x) = Tim x24+1 R

Tedy derivace v bodech —1 a I neexistuje.

Mame f/ > Ona(—1,1)a f’ < 0naintervalech (—oo, —1) a (1, c0). ZVéty
plyne, ze f roste na [—1, 1] a klesa na intervalech (oo, —1] a [1,00). Déle, f ma
maximum v bod¢ 1 a minimum v bod¢ —1, pticemz f(—1) = —% a f(1) = 5. Diky
spojitosti funkce f dostavame za pouziti Véty H(f)=[-%,Z]

272
Poéitdme-li druhou derivaci, dostavame
x € (—1,1),

—4x
" — ) 2+
f ) x € (—oo,—1) U (1, 00).

4x

&2+1)2°

Tedy f”(x) = 0 pravé v bodé x = 0, f” > O na (-1,0) U (1,00) a f” < O na

(=00, —1) U (0,1). Z Véty odvodime, ze f je ryze konvexni na intervalech

[-1,0] a [1,00) a je ryze konkavni na intervalech (—oo, —1] a [0, 1]. Dale ma f v 0
inflexni bod dle Véty .

Pro vypocet asymptot mizeme pouzit Vétu b.4.29, coz davé
lim _f(x) = lim /) =

xX—>o0 X X—>—00 X

0
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xli_)nolof(x)—0~x le_l;llloof(x)—()*x =0.

Tedy ptimka #(x) = 0, x € R, je asymptotou funkce f v 0o i —o0.
Nyni jiz zbyva pouze nac¢rtnout graf funkce f.

5.5. Teoretické priklady k derivaci funkce

5.5.1. Priklad. Definujme funkci

x2sin(%), x #0,

f(x):{o x=0.

Pak f’(x) existuje vlastni pro kazdé x € R, ale funkce f’ neni spojita v 0.

Reésend. V kazdém bodé x € R \ {0} spocteme derivaci dle Véty jako
1 1
f'(x) = 2xsin (—) — cos (—) .
X X
V bodé 0 vyjde

f'(0) = lim M = lim x sin (l) =0
x—0 X X

x—0

dle Véty . Podivame-li se na posloupnost

1
an=——, neN,
2mn
konverguje tato posloupnost k 0, ale
lim f'(a,) = lim (—cos(27n)) = —1.
n—o0 n—00

Tedy dle Heineovy véty (Véta ) neni pravda, ze limy_o f'(x) = f/(0), tj. f’

neni spojita v bodé 0.

5.5.2. Priklad. Pro funkci

zsin<xi2), x #0,
. x =0,

fx) = %x
0

plati
2x sin (x%) — %cos (xLZ) , X #0,

, x =0,

f’(X)Zg

&»

(5.42)

a tedy f ma v kazdém bod¢ x € R vlastni derivaci. Funkce f vSak nenf omezena

shora ani zdola na Zddném okoli bodu 0.
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Reseni. Obdobné jako v Piikladu dokazeme (5.42).

Polozime-li

méame lima, =0a
lim f'(a,) = lim (—2«/27111 cos (2nn)) = —00,
n—00 n—oo

a tedy f” neni omezena zdola na zadném okoli 0. Podobné, polozime-li

1
bp = —=, neN,

Jen+ D’
mame limb, =0a
lim f'(by) = lim (—2 (2n 4+ )7 cos ((2n + 1)7;)) = 00,
n—oo n—o00
a tedy f’ neni omezena shora na zadném okoli 0. *

5.5.3. Priklad. Necht f je reilna funkce s defini¢nim oborem D(f’), pro ktery
plati, ze —x € D(f), kdykolivx € D(f). Necht a € D(f) a existuje f} (a). Pak
existuje f/(—a) a plati

—fi(a), f jesuda,

fi(a),  f jelicha.

Reseni. Necht § € (0, 00) je takové, Ze [a,a +8) C D(f), a ptedpokladejme, ze f je
suda. Pak plati (a — 8.a] C O(f). Polozme

_ f(x) = f(a)
- x—a

g(x)

Pak g(x) = W, x € (a,a + 8), a pouzitim Véty dostavame

x € (a,a +96).

fi(@) = lim g(x) = lim g(—y) = lim M
X—>a4 y—a— y—>a— -y —a
g SO
y—>a— a—(—a)
Tvrzeni pro pripad liché funkce se ovéri obdobné. *
5.5.4. Priklad. Necht
2. (1
F) = x +x%sin(1), xeR\{0}

0, x =0,

Ukazte, ze f je rostouci v bod¢ 0, ma vlastni derivaci pro kazdé x € R, ale neni
rostouci na zddném okoli bodu 0.
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Reseni. Pomoci Pifkladu odvodime, Ze
1 +2xsin(%) —cos(%), x € R\ {0},

1, x =0.
Z Veéty plyne, Ze f je rostouci v bod¢ 0.
Definujme nyni body x,, y,, n € N, jako

T -1 3
Xp = (5 +2:Tn) s, Yn = (7 +27Tn)

v v/

Piimocarym vypoctem se ovéri, ze pro kazdé n € N plati x,41 < yu < x, a Ze

Sn) < fla) a f(yn) < f(Xn41)-

Protoze posloupnosti {x, } a {y,} konverguji k 0, funkce f neni monoténni na zad-
ném okoli 0. 2

5.5.5. Priklad. Necht

f(X)=§

f(x) =

-1

x2 (2+ sin (%)) x € R\ {0},
0, x =0.

Ukazte, ze f ma v 0 ostré lokalni minimum, ma vlastni derivaci pro kazdé x € R,
ale neni monoténni na zadném jednostranném okoli bodu 0.

Reéseni. Funkce f je zjevn¢ kladnd na R \ {0}, a ma tedy v 0 ostré (globalni) mini-
mum. Podobné jako Prikladu odvodime, ze
in(L 1
P = {2x(2+s1n(x)) +cos(x), xeR\{0},
0, x =0.
PolozZime-li
b4 -1 3 -1

xn=(5+2nn) , Yn = 7+2nn , neN,

plati pro kazdé n € N vztahy

Xn+1 < Yn <Xn,  fn) < f(xn) a f(yn) < f(xn+1).

Jelikoz lim x, = lim y, = 0, funkce f neni na zddném pravém okoli 0 monoténni.
Obdobné ukdzeme, ze f neni monoténni na zadném levém okoli bodu 0.
Uvazujeme-li totiz body —x, a —y, (kde x, a y, jsou definovany vyse), plati

—Xp < =Vn < =Xn+1.  Sf(=xn) < f(=yn). f(=Xn+1) < f(=yn), neN.
Tim je pozadované tvrzeni dokazano.

&»

5.5.6. Priklad. Necht ma funkce f v bodéa vlastni derivaci a necht éisla x,,, y, € R
splnuji x, <a < yn, yn —Xn > 0a y, — x, — 0. Pak

i L0 =S _

n—>oo Yn — Xn
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Resend. Je-li x, nebo y, rovno a, jedna se o deriva¢ni podil z definice. Tedy lze bez
Ujmy na obecnosti predpokladat, ze x, < a < y,. Necht e € R, ¢ > 0 je dano.
Protoze

O<a—xp,<yn—Xxn a 0<y,—a<y,—Xxp,

plati x, = a a y, — a. Protoze lim,_,, f(x+[{(a) = f’(a), z Heineovy véty
najdeme n¢ € N takové, Ze pro n > ng plati

L B B P
Yn—a X, —a
Pro tato ng pak mame
f(.Vn) - f(xn) _f/(a)‘
Yn — Xn
_ f(yn)—f(a)+f(a)—f(xn)_(yn—a L A )f’(a)
Yn — Xn Yn — Xn Yn — Xn Yn — Xn
< Yn—a f(yn)_f(a)—f'(a)‘—}- a—Xn f(a)_f(xn)_f/(a)'
Yn — Xn Yn—a Yn — Xn a—Xxp
(y,,—a a— xp )
<e +
Yn — Xn Yn — Xn
=
Tim je dtikaz dokoncen. ¥y

5.5.7. Priklad. Necht f: R — R je spojitd periodickd nekonstantni funkce. Pak
nema ani v o0 ani v —oo asymptotu.

Reseni. Necht a > 0 je perioda funkce f, tj. f(x) = f(x + a) pro kazdé x € R.
Nejprve si rozmysleme, ze f je omezena funkce. To plyne z faktu, ze f je v abso-
lutni hodnoté omezen4 na [0, ] néjakou konstantou M (viz Véta 1.3.11), a tedy je
omezend M ina kazdém intervalu tvaru [ka, (k + 1)a], k € Z.

Dostavame proto, ze

p S0 )
m —— = m —— =

x—00 X X—>—00 X

0.
Predpokladame-li nyni existenci asymptoty napiiklad v oo, existuje b € R splnujici
limy—eo(f(x) — b) = 0. Najdeme x € (0,a) spliwjici f(x) # f(a). Z Véty
nyni plyne, ze
f(x) = lim f(x +na)=>b= lim f(na) = f(0),
n—o00 n—00
coz je spor. Tim je dikaz dokoncen. *

5.5.8. Priklad. Nechta < ¢ < b jsou dislavR* a f: (a,b) — R je ryze konvexni
na (a,c] ana[c,b). Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f je ryze konvexni na (a, b).
(i) Plati f/(c) < fi(c).
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Dokazte téz, ze analogické tvrzeni plati v ptipadé¢, ze a,b € R a f je ryze
konvexni na [a, c] a [c, b].

Reseni. Odvodme nejprve nasledujici pozorovani.
Nechia < b < caa, B,y jsouredind fisla. Necht

B—a _ V—ﬂ_

b—a c—>b
Pak

p-o _y-a

b—a c¢—a
Abychom toto dokazali, vezméme ¢ € (0,1) splnujici b = ta + (1 —t)c. Pak
b—a=(—-t)(c—a)ac—b=t(c—a). Predpokladana nerovnost tedy znamena,
ze
Al f{
1—1t t
Pozadovana nerovnost pak ma tvar

. t(B—a)<y—p. (5.43)

p—a y-—« .
1—t< T t. B—y<tl@a—y).

Tato nerovnost je viak zjevné ekvivalentni s nerovnosti (5.43).
Pristupme nyni k dikazu tvrzeni. Diky Vété a Poznamce vime,

ze f ma jednostranné derivace v bod¢ c. Polozme

) —f(x)
c—x

o X€l(a,0), Y@= . ye(eb).

Diky Lemmatu vime, ze ¢ je rostouci na (a,c) a ¥ na (c,b). Necht x’ € (a,c)
ay’ € (c,b) jsou dany. Pak

_ f(y)— f(c)
p(x) = —_
y—c

% < sup{p(x); x € (x".c)} = f(c),
)= (5.44)
% > inf{y(y); y € (c.y)} = fL(c).

Ovéime nyni implikaci (i) = (ii). Je-li f ryze konvexni na intervalu (a, b),
plati podle Lemmatu p.4.9 nerovnost
Vx € (a,c)Vy € (c,b): p(x) < ¥(y).
Tedy z Lemmatu [1.5.28 médme

f1(c) = sup{p(x); x € (a.0)} <infly(y): y € (c.b)} = f(c).

Obracené, necht f/(c) < f{(c). Necht x < y < z jsou body vybrané z inter-
valu (a, b). Pfedpokladejme nejprve, ze x < y < ¢ < z. Pokud y = ¢, mame diky

nerovnosti
TOIZID ey < fiie) <

f@) = f(y)
y z— '

y
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Jelli y < ¢, mame z Lemmatu p.4.9 a

SO =I@) _SO=SO) i < e
y—x c—=y

Diky pozorovani ze zac¢atku diikazu tedy plati

W - fx) _ fR@-/O)
y—x -y
Jedix < <y <z, ovétime nerovn) analogicky. V piipadé x <y <z <¢
nebo ¢ < x < y < z plati nerovnost(p.45) diky predpokladu.
Tim je podle Lemmatu dokazana ryzi konvexita f na (a,b).
V piipadé¢, kdy a,b € R a f je ryze konvexni na [a,c] a [c, b], postupujeme
zcela analogicky. *

5.5.9. Ptiklad. Nechta,b,c,d € R, kde a # 0. Pak rovnice ax® +bx +cx+d =0
ma v R alespon jedno reseni.

5.5.10. Pfiklad. Ozna¢me f(x) = ax® + bx? 4+ cx + d, x € R. Pak f je spojita
funkce na R. Predpokladame-li, ze a > 0, plati

f@) - fle)
—

Cc

(5.45)

lim x3(@ +bx ' 4+ cx 2 4+dx3) =
X—>00

lim x3(a+bx ' +cx? +dx3) = —o0.
X—>—00

Podle Véty .3.6 je tedy #(f) = R, a proto existuje alespoti jedno x € R spliiujici
£(x) =0.

Je-lia <0, pouzijeme pravé dokazané tvrzeni pro funkci —f'.
5.5.11. Pfiklad. Ukazte, ze 3 < 7 < 4.

Resend. Pripomenme, Ze ¢islo 7 je definovano jako m = 2, kde « je jednoznaéné ur-
¢ené realné &islo v intervalu (0, 2) splnujici cosa = 0. Zjevné tedy 7 < 4. Abychom
dokazali nerovnost w > 3, sta¢i ovéfit, ze cos(%) > 0 (dle vlastnosti (G@) je funkce
kosinus klesajici na intevalu (0, 2).)

n

2.
Oznaléme 8 = % aa, = %, n € N U{0}. Pak pron > 1 mame a,4, < an, a

tedy dle Véty plati

0o k
;(—1)"an = lim ng—l)”an > 0.

Tedy
0 /3211 ﬁz 4 6 ot
cos f = ;(—n e T T a et ;(—1) an
B\, B B
= (1_ 2!)+ 41 (]_6-5)
359

~ 5.210
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Tim je diikaz dokoncen. S

5.5.12. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé x € R plati

—1
arccotg’(x) = T
Reéseni. Necht I = (0, 7) a necht f(y) = cotgy, y € (0, 7). Potom inverzni funkce
/7! jedefinovanana R a spliiuje f~!(x) = arccotg(x), x € R. Prokazdé y € (0, n)
plati

/ _ _ 2
S = o) (1 + cotg™ y),

atedy f jespojitaaklesajicina /. Nechtx € Ray = arccotg(x). Potomy € (0, 7)a
x = cotg(y). Podle véty o derivaci inverzni funkce (Véta (a)) tedy pro kazdé
x € R plati

~1 ~1
f'(»)  l+cotg2(y) 1+x2’

coz jsme chtéli dokazat. *

arccotg’(x) = (f 1) (x) =

V nasledujicim prikladu ukazeme, ze pomoci véty o derivaci inverzni funkce je
mozné v nékterych pripadech spocitat derivaci urcité funkce ackoli pro tuto funkci
nemame k dispozici explicitni vyjadreni.

5.5.13. Priklad. Necht funkce f je definovana pro kazdé x € R predpisem f(x) =
x3 + sinx. Ukazte, e f je na R prostd a #(f) = R a pro jeji inverzn{ funkci
g = f7! spoctéte g'(b) a g"(b), kde b = f(1).

Reseni. Pro kazdé x € R plati
f'(x) = 3x? + cos x.

Jeldlix €0, %), plati 3x% + cosx > 0, a pro x € [Z,00) mdme diky Piikladu
a vlastnosti (GJf) odhad

2
2 Vo3 2 ¥
3x +cosx23(2) 23(2) =7 > 0.
Protoze je f’ suda funkee, je f/(x) > 0 pro kazdé x € R. Tedy funkce f je spojita
a rostouci na R. Protoze limy_ oo f(x) = 00 a limy—s_o = —00, dostavame z V¢-
ty , ze #(R) = R. K funkci f tedy existuje inverzni funkce g = f~': R — R.
Poloimea = 1ab = f(1) = 1 + sinl. Podle véty o derivaci inverzni funkce
(Vétab.1.26(a)) plati
1 1
"(b) = = .
&) f'(a) 34 cosl
Pouzijeme-li déle Vétu p.1.17, méme

—f"(g(»y))

7 _ / —1y/ __
gy =Wf ) = TGO

y eR,
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atedy prob =1+4sinl = f(1) mame

sinl —6

//b - "
g (b) (3 4 cos 1)3

&

5.5.14. Priklad. Najdéte spojitou funkci na R, kterd nema v zadném bodé¢ vlastni
derivaci.

Reseni. Necht f, a f jsou funkce zkonstruované v Prikladu . Nechta € R
je libovolny bod. Ukazeme za pomoci Ptikladu , ze f'(a) neexistuje vlastni.
Poviimnéme si nejdfive, ze f, je 47" !-periodickd a na kazdém intervalu, kde je
afinni, ma smérnici rovnou bud 1 nebo —1. Pron € N, n > 2, najdeme jednozna¢né
uréené k € 7 takové, Ze

k+1
4qn+1 sa< gn+1"
PoloZme
k k+1

=y I T
Pak pro m > n plati

Jm(xn) = fin(yn) =0

aprom €{l,...,n— 1} je funkce f, afinni na intervalu [x,, y,]. Tedy
fm) = f ) _ i‘ Jon () = fon(n)
Yn — Xn me1 Yn — Xn '

Protoze je fn afinni na [x,, y,] se smérnici 1 ¢i —1, mame

Sm(Yn) — fin(xn)
Xn

e{-1,1}, me{l,...,n—1}

Yn —
Proto
nX_i Smn) = fm(xn) ) liché celé ¢islo,  pokud n je sudé,
= Yn — Xn | sudé celé &islo, pokud 7 je liché.
Limita W pro n jdouci do nekonecna tedy nemuize existovat vlastni, proto-
ze tato posloupnost nespliuje Bolzanovu-Cauchyovy podminku . Tedy dle
Piikladu f'(a) neexistuje vlastni. *

5.5.15. Priklad. Necht f je konvexni funkce na intervalu (a, b). Pak mnozina bo-
dt nediferencovatelnosti funkce f je nejvyse spocetna.

Reésent. Z Véty vime, ze v kazdém bodé x € (a, b) existuji vlastni jednostranné
derivace a plati f/(x) < f{(x). Ukazme nynf, Ze pro body x, y € (a,b), x < y, plati

L) = fro) = f2).
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K tomuto ucelu vezmeme body u, v splnujici x < u < v < y. Diky konvexité f
(viz Lemma pak mame
S - fx) _ f) =S _ )= fO)

u—x v—u v—y

Tedy pro kazdé v € (x, y) plati dle Véty

f) = fx) _ f0) = f)
u—x —  v—y

Opétovnym pouzitim Véty mame
v—=Yy

vy

i = im,

= fL(y).

Tedy jsem ukazali, 7e f! je neklesajici funkce na (a, b). Podle Pi{kladu [£.4.3 je
tedy f! spojita vSude na (a,b) s vyjimkou nejvyse spocetné mnoziny D. Mame-li
nyni bod x € (a,b) \ D, plati

JL) = fi() = Jim L) = fL00).

Odtud plyne, ze f(x) = f1(x). Dle Véty tudiz existuje f7(x). 2

5.5.16. Priklad. Necht f;(x) = x?sin(Inx) arctgx, x € (0, 00). Zjistéte, pro ktera
a € R lze f rozsifit na celé R tak, aby méla vSude kone¢nou derivaci.

Resend. Nejprve zjistime, pro kterd a € R existuje vlastni limita limy—o, fa(x). Je-

likoz .
arcte x
5 x4t x € (0,00),

Jfa(x) = sin(In x)
X
a sin je omezena funkce, dostavame pro a > —1
lim f,(x) =0.
x—>04

:rt(%—Zn)

Pokud a < —1, polozime x, = e ay, = e”(%_zn), n € N. Pak za pomoci

Véty obdrzime proa = —1

lim f,(x,) =1, lim f,(yn) = -1,
x—>04 x—>04
ZatimCO prO a < —1 dOStanCmC

lim fy(x,) =00, lim fa(yn) = —oc0.
x—>04 x—=>04

Tedy pro a < —1 limita limy—o, fa(x) neexistuje (viz Véta .

Z téchto vypoctt plyne, ze pro a > —1 lze funkci f, dodefinovat spojité na R
tim, Ze ji na (—oo, 0] polozime rovnou 0. V ptipadé a € (—oo, —1] f spojité dodefi-
novat v bod¢ 0 neni mozné.

Necht f; je pro a > —1 dodefinovana 0 v bod¢ 0. Pak je spojita zprava v bodé

0, a tedy podle Véty a vy$e uvedenych vypocti

(f2)1(0) = lim x* 'sin(Inx)arctgx = lim fo—1(x)
x—>04 x—>04
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existuje pravé tehdy, kdyz a > 0. V tom pripadé pak derivace funkce f; v bodé
0 zprava existuje a je rovna 0. Dodefinujeme-li tedy f; hodnotou 0 na intervalu
(=00, 0], dostaneme funkci s vlastni derivaci na R. *

Nasledujici priklad je zobecnénim Bernoulliovy nerovnosti na intervalu (-1, 0o)
(vizte Piiklad .

5.5.17. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé o € [1,00) a x € (—1, 00) plati
1+x)*>1+ax.
Resend. Definujme pomocnou funkei f: (=1, 00) — R predpisem
fx)=>04+x)*—1—ax.
Pak je f spojita a plati
ff)=a(@+x)*"=1), xe(-1,00),
coz znamena, ze f'(x) < 0prox € (—1,0)a f'(x) = 0 pro x € (0,00). Tede
p.4.7)

nerostouci na intervalu (=1, 0] a neklesajici na intervalu [0, co) (vizte Vétu
Tudiz f nabyva svého minima v bodé¢ 0. Protoze f(0) = 0, je f nezdporna na

(=1, 00). Odtud plyne dokazovana nerovnost. *
5.5.18. Priklad. Ukazte, ze pro kazdé kladné a,b € R, a # b, plati
h < b—a a+b .

logh —loga = 2

Resent. Predpokladejme, ze a < b. Podélime zadané nerovnosti ¢islem a a polozime
% = x. Tim dostavame ekvivalentni nerovnosti

x—1 14+ x

<

ﬁ<logx 2

x € (1,00) (5.46)

Prvni nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti
xlogzx <(x—-12 xe(l,o00),

ktera plyne z nerovnosti
X

log(1 + x) < , x €(0,00), (5.47)
1+x

dosazenim x — 1 za x.

Dokazme tedy (.47). K tomuto téelu polozme

£(x) = log(1 +x) - J% x € [0, 00).

Pak f(0) =0a
P _ X _2J1+x—2—x
F=1 1+x('1+x 2«/1+x)_2(1+x)«/1+x

C2(WTH+x—(1+3))
BT R, <0, x€(0,00),
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protoze pro kladné x plati 1+ x < 1+ 3. Tedy je f klesajici na [0, 00), a proto
f(x) < 0na (0,00). Tim je dokéazano.

Ovérme nyni druhou nerovnost v . Ta je ekvivalentni s nerovnosti
2x—=1)=(x+1Dlogx <0, x e (I,00). (5.48)
Definujme funkci

fx)=2(x—-1)—(x+1Dlogx, xell, o00).

Pak f(1)=0a
f’(x)=2—x1_1—logle—%—logx, x € (1,00).
Polozme |
gx)=1———logx, xell, 00).
Pak g(1)=0a *

g'(x) = lz—l = l(l—l) <0, x¢€(1,00).
xz2 x xx
Funkce g je tedy klesajici na [1, 00), a proto zaporna na (1, 00). Tedy jei f’ zaporna
na (1, 00). Tim padem je ale f, jakozto klesajici funkce na[1, 00), zdpornana (1, o0),
coz dokazuje (6.48). Tim je dfikaz dokonéen. -

5.5.19. Priklad. Dokazte, ze H({sinn}) = [-1,1] a H({cosn}) = [-1, 1].

Ditkaz. Necht x € [—1,1). Nalezneme a € [0, 1] takové, ze sin(2wa) = x. Polozme
o= Zi Cislo 7 je iracionalni (tento fakt dokazeme pomoci integralniho poctu v

Piikladu 0.6.9), a tedy je i &islo a iracionalni. Z Pfikladu tudiz vyplyva, ze

existuje rostouci posloupnost ptirozenych ¢&isel {n;}22 | takova, ze

klim (ang — [ang]) = a. (5.49)
Diky spojitosti funkce sinus dostavame
lim sin(ng) = lim sinRrang) = lim sinQran; — 2xang])
k—o00 k—o00 k—o0
= k]im sin2w(ang — [ang])) = sin(2ra) = x.
—00

Protoze x € [—1,1] bylo zvoleno libovolné a inkluze [-1,1] C H({sinn}) je zfej-
ma, plyne odtud, ze H({sinn}) = [—1,1]. Tvrzeni tykajici se hromadnych bodu
posloupnosti {cosn} je mozné dokazat obdobné. [

5.5.20. Priklad. Necht D je nekoneéna spoéetna podmnozina (0, 1). Najdéte spo-
jitou konvexni funkci na [0, 1], kterd nema derivaci pravé v bodech mnoziny D.

Resend. Oc¢islujme mnozinu D jako D = {x,; n € N} a definujme pron € N funkci
Ja(x) = |x — xp|, x €0, 1]. Pak funkce f, ma nasledujici vlastnosti:
(a) z trojihelnikové nerovnosti plyne | f,(x) — fu(¥)| < |x — y[, x,y € [0, 1],
(b) fn je zjevné konvexni,

© (fm)_(xn) = =1, (fn) (xn) = La f, je vlastnina (0, 1) \ {xn},
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(d) fnje omezenana [0, 1] ¢islem 1.

Polozme
S =Y g 0. xel01]
n=1

Diky vlastnosti (d) je f dobfe definovana funkce na [0, 1], nebot definujici fada
je absolutné konvergentni. Dale se jednoduse z definice ovéri pomoci (b), ze f je
konvexni.

Zafixujme si index j € N a ukazme, ze f](x;) > f/(x;). K tomuto tcelu na-
jdeme no € N takové, ze Z;.:):no an < é Pak ny > j. Z vlastnosti (a) dostdvame

pro i > 0 splnujici x; + h € (0, 1) odhad

i i(fn(xj+h>—fn(x_,~))>_ i 1| Sl + ) = falxy)
n h - 2n h
n=ngp+1 n=nop+1
=1 1
zZ - Z o T
n=nop+1

Derivace zprava funkce f existuje diky jeji konvexité, a tak mizeme odhadovat

— n\Aj h) — fu(x;
P = lim GGy ) = ) = Tim Y o D )

04 el on ]’l

— lim 2infn(xj +h2—f,,(x,~) _i_%fj(xj +h}3—f1‘(xj)

b0 e oG

1 fulxj ) — fu(x))
" n ;+l 2_n h )
=no

> lim zinfn(xj +h}3_fn(xj) +%f,~(x,~ +h}3—fj(xj)

b0 e oG

1
4. 21’)

1 1 1
- Z 2_nfn/(xj)+i(f})/+(xj)_m
ne{l,...,no}\{j}
1 1 1
= Y At
n J .2
nef{l,...,no\{j} 2 2 2

1, 3
= X mht+ige
ne{l,...no\{j}

(Ptipomenme, ze funkce f;,i € {1,...,no} \ {j}, maji v bodé¢ x; vlastni derivaci.)
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Obdobné odvodime, ze
fens Y k-
ne{l,...no3\{j}
Tedy f1(x;) > f’(x;), a tedy derivace f v bod¢ x; neexistuje.
Ukazme nyni, ze v bod¢ x € (0,1)\ D derivace f existuje vlastni. K tomu staci
dokazat, ze f](x) < f/(x). Nechte € R, & > 0, je dano. Najdeme n¢ € N takové,
ze Y pl, 57 < & Jako vyie pak mame pro i > 0 spliujici x 4 & € (0, 1) odhad

3
4.27"

S LhGrh=ho)

on h
n=nop+1
Tedy
’ . o 1 Jn(x 4+ h) — fu(x)
f+(x)=h1—l>rg+22_" h
n=1
o AL AGED LG o L et ) = )
= ,im ; o h + nz%ﬂ o h

< lim iif"(x+h)_f"(x) + &

- h—>0+ el 2n h
_ Z U (i 2@ 1) = fu@)
= — | lim +e
2" \ h—0 h
n=1
no 1
= Z 2—nfn’(x) + &,
n=1

protoze f, jsou v x diferencovatelné. Obdobné obdrzime

no

S0 2 Y g i) e
n=1

Protoze ¢ bylo libovolné, mame pozadovany odhad f} (x) < f-(x). -
5.5.21. Priklad. Pro kazdé x € (0, o) plati
x|l <logx <x—1 (5.50)
X

(viz [[.7.16). Rovnosti v navic plati pravé tehdy, kdyz x = 1.

Reseni. Oznaéme .
f(x) =logx — T € (0, 00).
X —

Pak

x—1
X2

f'(x) =

>0<%4 x e (1,00).
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Tedy f klesana (0, 1] aroste na[l, 00). Ma tedy v bod¢ 1 globalni minimum. Vzhle-
dem k tomu, ze f(1) = 0, dostadvame prvni nerovnost v %@) Navic f(x) =0, tj.
v prvni nerovnosti v plati rovnost, pravé tehdy, kdyz x = 1.
Abychom dokazali druhou nerovnost, polozme
gx)=x—1-logx, x(0,00).
Protoze

-1
g'(x):x—>0<:>xe(l,oo),
X

funkce g roste na[1, 0o) aklesa na (0, 1]. Ma tedy v bod¢ 1 minimum. Jelikoz g(1) =
0, je funkce g kladna na (0, 00) \ {1}. Tim je dokdzana druhd nerovnost () *

5.5.22. Priklad. Nechta € R a

fa(x) =ax?, xeR, g(x) =logx, x e (0,00).
Zjistéte, pro kterd a existuje bod z € (0, 00), ve kterém maji funkce f a g spole¢nou
te¢nu.
Resend. Ztejmé pro x € (0,00) plati f,(x) = 2ax a g'(x) = % Maji-li mit funkce f
a g vbodé z € (0,00) spole¢nou te¢nu, musi platit 2az = f)(z) = g'(z) = % Pro
a € (00, 0] takovy bod zjevné neexistuje. Je-li a > 0, pozadovana rovnost plati pro

z=(a)" 2. Spole¢nou te¢nu pak tyto funkce budou mit v pripadé

1 1 1 1
3= fa((2a)"2) = g((2a)"2) = log(2a)~2.

To nastava v piipadé a = (2¢)!. Spole¢na te¢na v bodé¢ /e ma pak tvar

t(x) = % fe2(x —Je), xeR.

5.5.23. Priklad. Oznacme
1 1
an :1+5+'~+’;—10gn, neN.

Pak {a,} je klesajici posloupnost kladnych ¢isel s kladnou limitou. Ta se obvykle
znadi y a nazyva Eulerovou konstantou.

Reseni. Polozme |
bp=1+---4+——log(n+1), neN.
n

Pak plati pro kazdé n € N:

e b, < a, (toje zfejmé, jelikoz logaritmus je rostouci funkce),
® 4,41 < a, (tato nerovnost je ckvivalentni nerovnosti ﬁ < log(1 + %),

kter4 plyne z prvni nerovnosti v (6.50)),

® b,41 > b, (tato nerovnost je ckvivalentni nerovnosti log(1 + #) <

kter4 plyne z druhé nerovnosti v (6.50)),

1
n+l>
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e b, je kladné (to plyne z druhé nerovnosti v ), nebot

n n l
log(n + 1) = ];(log(k +1) —logk) = k; log(1 + 7

"1
k=1
Tedy mame

O0<by<by<--<b,<a,<---ap <ay, neN,

a zfejmé
. . 1
lim a, —b, = lim log(l + —) = 0.
n—o0 n—»00 n
Z téchto fakti jiz plyne pozadovany zavér dle Vét a . Fy

5.5.1. Hyperbolické funkce.

5.5.24. Definice. Hyperbolické funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosi-
nus, hyperbolicky tangens, hyperbolicky kotangens definujeme nasledujicim zpi-
sobem

X —X

e —e

sinhx = — x € R,
pe —X
coshx = %, x € R,
sinh x
tchx = , eR,
g cosh x *
cosh x
techx = — , e R\ {0}.
cotgh sinh x * \ 10}

Vlastnosti hyperbolickych funkci
(H1) Plati

sinh(x + y) = sinh x coshx + coshxsinhy, x eR,
cosh(x + y) = coshx cosh y + sinhxsinhy, x eR.

Plyne dosazenim do vzorcti, napiiklad prvni identita se odvodi pomoci
(@ e ) (@ e —e)
4 4

1
= Z(2ex+y —2¢7*7) = sinh(x + y).

sinh x cosh x + cosh x sinh y =

(H2) Funkce sinh je lichd, cosh je suda a obé jsou spojité na R.
Plyne z definice.
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(H3) Plati (sinh)’ = cosh a (cosh)’ = sinh na R.

Z definice mdme

. 1 "
sinh’ x = (E(e" —e_x)) = E(ex +e ) =coshx, xeR.

(H4) Platisinh 0 = 0acosh 0 = 1. Dale platilim,_, o sinh x = —00, limy_, sinhx =
00, limy__o cosh x = 00, limy_,o cosh x = oo.

Z definice mame prvni ¢ast tvrzeni. Dale plati
. ) . I .
lim sinhx = lim —(e*—e™¥) = —0c0
X——00 x—>—00 2

diky vété o aritmetice limit (Véta ) Ostatni limity se spo¢tou obdobné.

(H5) Funkce sinh roste na R, cosh roste na [0, 00) a klesd na (—o0, 0].

Protoze diky (HE} plati (sinh)’ = cosh, coz je podle definujictho vzorce kladna
funkce na R, je sinh rostouci na R. Ddle mame (cosh)’ = sinh. Ale sinh je rostouci
a sinh0 = 0. Tedy sinh je zaporna na (—oc,0) a kladna na (0, c0). Proto je cosh
klesajici na (—oo, 0] a rostouci na [0, 00) (viz Véta )

(H6) Plati #(sinh) = R a #(cosh) = [1, 00).

Tvrzeni plyne z (H@), (HB), spojitosti obou funkei a Bolzanovy véty o nabyvani
mezihodnot (viz Véta

(H7) Plati cosh® x — sinh® x = 1 pro x € R.

Dosazenim z definice mame

. 1
cosh? x —sinh? x = 1 ((ex +e)2 —(e* — e—x)Z) =1.

(H8) Funkce tgh a cotgh jsou liché a na svych defini¢nich oborech spojité.
Plyne z definice a Véty f.2.5.

(H9) Plati tgh0 = 0, limy oo tghx = —1, limy o0 tghx = 1, limy_,_ cotghx =
—1, limy—o_ cotghx = —o00, lim,—¢, cotgh x = oo, limy— cotghx = 1.

Dosazenim obdrzime tgh 0 = 0. Dale plati

eX¥ —e™* e?* —1
X—>—00 x—o00 eX + ™%  x——c0 e2¥ 4+ |

Ostatni limity spocteme analogicky.
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(H10) Plati (tgh)’ = L a (cotgh) = —L naR.

~ cosh? sinh

Z (HB) a (Hff) mame

(tgh)’ = (smh) = ;Z(COSh2 —sinh?) = !

e 5
cosh cosh cosh

Obdobné se ovéri druhé tvrzeni.

(H11) Funkce tgh roste na R, cotgh klesa na (—o0, 0) a (0, 00).
Tvrzeni plyne z (H@ a Véty .

(H12) Plati #(tgh) = (—1,1) a #H(cotgh) = (—o0, —1) U (1, 00).
Tvrzeni plyne z (H@, (HE) a spojitosti obou funkci.

5.6. Pocetni priklady k derivaci funkce

5.6.1. Limity funkci.
5.6.1. Priklad. Dokazte, ze

. sinx
lim =1.
x—>0 X

Reseni. Z vlastnosti sinu (G) vime, Ze sin(0) = 1. Déle plati sin0 = 0 (viz (G@))
Tedy z Definice plyne
sinx — sin 0 . sinx

1 =sin’(0) = lim ————— = lim
x—0 x—0 x>0 X

5.6.2. Priklad. Spoctéte limy_,q 222X,

Reseni. Upravime
sin 5x 5 sin 5x

X 5x
Polozme )
sin
fy) = y,yER\{O}, g(x) =5x, xeR.
Necht dale
c=0,D=0,A=1.
Pak

limg(x) =D, lim f(y)=4
xX—>c y—D
a pro libovolné 5 € (0, c0)
g(x)# D, x¢€P.n).
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Z Véty 1.2.20(P) a Piikladu tedy plyne, ze

. in5 .
lim 22>% _ lim(fog)(x)=4=1.
x—0 5Xx x—c
Z Véty mame
. sinb5x . sin 5x
lim = lim =5.
x—0 X x—0 X
ry
5.6.3. Priklad. Dokazte, ze
. l—cosx 1
lim = —.
x—0 x2 2
Resend. Upravme
l—cosx_1—cosx1+cosx_1—coszx 1 _sinzx 1
x2 x2 1+ cosx x2 1+cosx  x2 1+cosx’

Jelikoz kosinus je spojita funkce (viz (G[3)) a cos 0 = 1 (viz (Gf)), plyne z Piikla-
du p.6.1a Véty §.2.9 rovnost

1 —cosx 1 1
lim =11 — ==
x—0 x2 14+1 2
ry
5.6.4. Priklad. Spoctéte limitu
¥2
lim = .
x=0 /1 + xsinx — \/cosx
Resend. Upravime zadany vyraz
x2 _ x2 V14 xsinx + /cosx
1+ xsinx — /cosx V1 + xsinx — 4 /cosx /1 + xsinx + /cosx
x? -
= - (\/1 —I—xsmx—i—«/cosx)
1 —cosx + xsinx
1 -
=T (\/1 + xsmx + «/cosx)
—c<2>sx + %
p
Pomoci Prikladt a dostavame diky Vété rovnost
I x2 1 a4 4
1m = . = —.
x>0 /T xsinx — yJ/cosx 5+ 1 3
ry

5.6.5. Priklad. Dokazte, ze

. e¥—1 . log(l +
lim =1, lim —og( x) =1, a lim
x—0 X x—0 X x—>1x—1

1
08X _ |
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Reseni. Protoze exp/(0) = exp(0) = 1 (vlastnosti (EP) a (Ef)), plati dle Defini-
ce rovnost
exp(x) — exp(0) e¥ —1

IR .
I=epO=fm—" " i

Obdobné¢ dostaneme z vlastnosti logaritmu (Lm) rovnost

. log(1 + x) . log(1 4+ x) —log(1 + 0) /
il_I)I}) T = il_r)% X—0 = (log(l + x))x=0
(i++)
= =1.
l+x x=0
Déle polozme
log(1 + y)

foy =22 ; Y ye(-1,0)\ {0}, gx)=x—1, xeR,

a
c=1,D=0,4=1.

Pak

limg(x) =D, lim f(y)=1
x—c y—>D

a g(x) # D pro P(c,1). Tedy z Véty (P) plyne
lim log x
x—>1x—1

= lim(f o)) =4 =1.

5.6.6. Priklad. Spoctéte limitu

lim log(1 + sin x)‘

x—0 X

Reseni. Upravime

log(1 +sinx)  log(l + sin x) sinx

X sin x X
Pro x € P(0,n) plati sinx # 0, a tedy je splnéna podminka (P) Véty . Proto
lim log(1 + sin x)

x—0 X

=1-1=1.

5.6.7. Priklad. Spocitejte limitu

lim log(cos x) .
x—0 x2
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Reseni. Funkcei v zadané limit¢ upravime na

log(cosx)  log(1l + (cosx — 1)) cosx — 1

x2 cosx — 1 x2
Protoze cosx — 1 # 0 pro x € P(0,%), z Vét #.2.20(P) a #.2.9 mame
lim log(cos x) ~ lim log(1 + (cosx — 1)) i SO8X — 1 _ 1
x—0 x2 x—0 cosx — 1 x>0  x2 2
&
5.6.8. Priklad. Spoctéte limitu
lim tg2x - tg(> — x).
x—>% 4
Resent. Pigme
T sin 2x sin(Z —x) Z—x
to2x - to(— — = . 4 .4
g2x - tg( 4 *) cos(§ —x) T—x cos 2x (5.51)
__sin2x sin(F-x) 3(5-2v) '
cos(§ —x) r—x sin(3 —2x)’

Polozime-li ve Véte [f.220(P) f(y) = 22, g(x) = Z —x (respektive g(x) = % —2x)

a

c=2.D=0A4=1,
4
dostaneme . _
sin(Z — x sin(Z — 2x
lim # =1= lim 152 )
x—>% X x—>% E—Z)C
(plati Z —x # Oprox € P(¥,1)aZ—2x # 0 prox € P(%,1)). Tedy mame z (5.51))
lim te2x - ta(® —x) = -1 b ] = )
1m X - —_—_—X)= - - — = —,
oy BBy 172 2
»
5.6.9. Priklad. Spoctéte
t —t
lim 8 84

x—>a X —d

Resent, Aby zadany vypocet mél smysl, je tfeba predpokladat, zea ¢ {5 +kn; k €
Z}. Upravime zadany vyraz na

tgX —tga _ sinxcosa —sinacosx sin(x —a)
x—a  cosxcosa(x —a)  cosxcosa(x —a)
1 sin(x — a)

COos x cosa X —da

Tedy
t —t 1
lim XT84 _ -
x—>a XxX—a cos?a




296 5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE

Poviimnéme si, ze zadana limita je rovna tg'(a), a tedy jsme znovu ovéfili vzo-

rec (GE) *
5.6.10. Priklad. Spoctéte

1 — cos x cos2x cos 3x

lim
x—0 1 —cosx
Resend. Pisme
1 — cosx cos2x cos 3x 1 — cos x cos2x cos 3x x2
= . . (5.52)
1 —cosx x2 1 —cosx
Dale mame
1 — cos x cos2x cos 3x 1—cosx 1 — cos2x cos3x
5 = 5 + cosx >
X X X
1—cosx 1 —cos2x 1 —cos3x
=— + cos x — + cost—2
X X X
1—cosx+ l—cos2x4+ 5 l—cos3x9
= ———+4cosx| —— cos2x————9).
x2 (2x)?2 (3x)2
Tedy
I 1 — cos x cos2x cos 3x 1+41+91 7
im == - - =1.
x—0 x2 2 2 2
Z @) mame
R 2 3
lim COS X cOs 2x cos 3x 7.0 14,
x—0 1 —cosx
&
5.6.11. Priklad. Spoctéte limitu
te3 x —3tox
i 85 2315%
x—>% cos(x + %)
Resend. Upravme zadany vyraz na
tg’x —3tgx x—% tg> x —3tgx
cos(x +Z%)  sin(Z-—x-—Z x—Z
6 2 . 6)3 3 (553)
_ X—3 'tg x—3tgx
sin(3 — x) x—%
Protoze
sin(x — Z
m (—”3) =1,
x—>%Z X—3

3

konverguje prvni ¢ast vyrazu v k-1
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Déle mame
tg>x —3tgx  sinx sin’x —3cos?x
_z 3 _z
x—3 cos3 x x—3
sinx 4sin®x —3
cos3 x x—3
. . . (5.54)
_sinx (2sinx — +/3)(2sinx + v/3)
~ cos3x x—%
sin x 2(sinx —sin Z)(2sinx + +/3)
"~ cos3x x—3 '
Protoze
. . 1 . 1
sinx —sin 5 _ cos(3(x + 3)) sin(5(x — 5))
=3 o-n
dostavame

. sinx—sin%
lim ———
x—% X — 3

1
z 372
Z apakméme

tg3x—3tgx _

. tod x — 3t
lim >— =—1-lim g ngx
x—>% cos(x + ) -z x—Z

/3

3 1 V3

2

N SPE N PRIV
(;)3 2 2 +

5.6.12. Priklad. Spocitejte limitu

. cos(xe*) —cos(xe™)
lim

x—>0

3
Reseni. Nejprve upravime

pe —X X —X
_ . xe® —xe . xe* 4+ xe
cos(xe®) — cos(xe™™) = —2sin sin
2 2
Dale
cos(xe”*) — cos(xe™)
3
. X _yp—X x —x
2sm TEE— sin X4 +2xe xe* —xe ™ xe* + xe™*
- xex—zxe—x xex—{—zxe—x 2x2 2x
. X —X . X —X
2sm XX — sin X< +2xe X1 e +e™
- xeX—xe X xer*t+xe X

5 5 2x 2

(5.55)
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Spocteme nejprve limitu prvniho zlomku v (. K tomu oznaéme

sin y xe* —xe ™

O

Pak limy¢ f(¥) = 1, limy9 g(x) =0a
1
0=gx) = Exe_x(ezx -1 e x=0.
Predpoklad (P) Véty je tak splnén pro libovolné okoli P (0, 1), a tedy

c o xe¥—xe X
sin -

1= )lcl_r)%(f °g)(x) = )161_12) W

Podobné¢ vyuzijeme faktu, ze
1
Ex(ex +e =0 x=0,

k odvozeni rovnosti
. X —X
] sin xe +2xe
lim ———=—— =1.

X —X
x—0 XeXtxe

Z Véty o aritmetice limit a pak plyne

cos(xe*) — cos(xe™)

. 2
lim 3 =-2-1-1-1-1-=-=-2.
x—0 X 2
ry
5.6.13. Piiklad. Spoctéte limitu
lim (sin Vx +1—sin \/;) .
X—>00
Resend. Pisme
1 1
sin v/x + 1 —sin /x = 2 cos 5(\/x + 1+ /X)sin E(\/x +1-4x)
1 1 (5.56)
=2cos —(vx + 1 + /x)sin .
2 ) 2(Vx + 1+ /x)
Funkce m konverguje k 0 pro x jdouci do nekoneéna. Ze spojitosti sinu
a Véty #.2.20(S) plyne

. . 1
lim sin(
p

=0
-0 2(Jx+ 1+ ﬁ))
Funkce 2 cos %(«/x + 1 + /x) je omezena na R, a tedy

lim (sin Vx+1—sin ﬁ) =0

X—>00

dle Véty f.2.15. Fs
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5.6.14. Priklad. Spoctéte limitu
lim (1 + 4x)3¥.
x—0

Reseni. Dle definice mocniny a® (viz Definice ) plati
1 1

(1 + 4x)3% = exp(5- log(1 +4x)).  x € (—7.00) \ {0},

X

Protoze

4log(l +4x) 4

3 4x 3
a exp je spojita funkce (viz (E@, z Véty (S) plyne

. €L .1 4
)1612%(1 +4x)3% =exp (ili% i log(1 + 4x)) = eXp(g)-

.1 .
ll_rg . log(1 + 4x) = il_r)r})

»
5.6.15. Priklad. Nechta € R. Spoctéte limitu
. a\”"
fim (1+3)
ReSeni. Vezméme a € R \ {0} a oznaéme
a\~X
f@=(1+2)". xeal.c0).
X
Pak f je dobfe definovana funkce splnujici
a
f(x) = exp(xlog(l + ;))» x € (|a| , 00).
Protoze loo(] 4+ @
lim xlog(1 + g) = lim aw =a
X—00 X X—00 <
plati
lim f(x) = exp(a).
X—>00
Je-lia =0, mame
lim f(x) = lim 1=1=exp(a).
X—>00 X—>00
Tedy
lim f(x) = exp(a).
X—>00
Z Heineovy véty plyne, ze
lim (1+2)" =
Jfim (1+3) = expi@.
»

5.6.16. Priklad. Spoctéte limitu

x2
lim 2e* — 1) <
x—0




300 5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE

Reseni. Protoze

2
(2e* — 1)# = exp (x +1 log(2e™ — 1)) ,

X

budeme pocitat limitu limy_,o xz;Ll log(2e* —1). Pisme

x2 +1 log(2e* — 1) 5 eX —1

X — 2 .
log(2e™ —1) = (x* + 1) 2er 3 .

Protoze lim, 4 l;% =1la2e*—1#1prox e P(0,15), plati
.ox2 41

lim

x—0

log(2e* —1)=1-1-2-1=2.

Ze spojitosti funkce exp dostavame

2
x 2

lim (2¢* — 1) = el

x—0

5.6.17. Priklad. Spoctéte limitu

, ( 1+ x2% ) =2
lim )
x—>0 \ 1 4+ x3*

Reseni. Jako v predchozich piikladech je tieba spoéitat
.1 1+ x2*
lim — log .
x—0 X I+ x3*%

Protoze limy_ 1 + x3* = 1, existuje dle Véty .2.9(a) &islo 7 € (0, 00) takové, ze

14+x3*>0, xeB(@,n).

Dale mame pro x € B(0,7)

1 2 2% — 3%
_ e _x@ 23 o
I+ x3* 1+ x3*
Z Véty o limité slozené funkce (P) tedy plyne rovnost
1+x2%
T 1Og<1+§3><) _
e L
14+x3%

Protoze

14+ x3% ) x2 L2 1\ | 4 x3x

2
X 1+x3*

. lo 14x2% x
1 1 2 1 108 x3% 1 2
1 ( + x )_ (1+3)( + x _1)7 e PO.1).
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vyjadifme
1 (1427 1 2% 3%
?(1 T3 ) BT
(exlogZ _ 1) _ (exlog3 _ 1) 1

x 13
_ exlogZ_ll 5 exlogS_ll 3 1
|\ xlog2 8 xlog3 87 | T3

Snadno ovéiime predpoklady Véty (P) pro okoli P(0,7) a dostaneme tak

X
)lcl_r)r%)é (ii—i; - 1) =log2 —log3 = log%.
Zavér proto je
1
lim (M)ﬂ = exp(log g) = %
x—>0 \ 14+ x3% 3 3

5.6.18. Pfiklad. Nechta € R. Spoctéte limitu

. 1
. SiInx \ x4
lim | — .
x—a \ sina
ReSeni. Ze zadani zfejmé plyne, ze pro existenci limity je nutné, aby a ¢ {kn; k €
Z}. Pro tato a pocitejme limitu

. 1 sin x
lim log | = .
x—a x —a sina

Z vlastnosti funkce sinus vime, Ze existuje n € R, n > 0, takové, ze

sinx # sina, x € P(a,n).
Pro x € P(a,n) pak mame

1 1Og(sinx) _ log (8nx) _sinx —sina 1

X —a sina sinx __ g X —a sina
sina

Podobné¢ jako v Prikladu odvodime, Ze

sinx — sina

lim ———— = cosa.
x—a X —a
Z Véty { (al.2.9 tak plyne
y Pty
. 1 sin x cosa
lim log | — = — = cotga.
x—a x —a sina sina

Tedy

. 1
lim (smx) = exp(cotga).

x—a \ sina
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&

5.6.19. Priklad. Nechta € R. Spoctéte

. a
lim cos” —.

n—>00 ﬁ

Diikaz. Nechta € R. Je-lia = 0, je rovna zadana limita 1. Necht tedy a # 1. Protoze
limy— oo % = 0, existuje 7 € (0, 00) takové, ze

a T

ﬁ € (—E, =), x € P(o0,n).

Protoze a # 0, plati

T3\ 0 e Plo).
Polozme
f(x) = (cos %)x x € P(co, 7).
Pak
f(x) = exp (x log cos %) . xe P(oo,n).
Jeliko

JX  cos =—1 a\?
(%)
plati diky Vété rovnost

logcos %= cos = —1 2
xlogcosi vE VX (i) X,

) a
lim xlogcos —= = —=-a”.

X—>00 ﬁ 2
Tedy

: a?
xli)rglo fx) = exp(—;).

Z Heineovy véty nyni plyne

N

. a _a=
lim cos”" — =e~ 2, a€R.
n—>oo

S

5.6.20. Priklad. Spoctéte limitu

log(x?> —x + 1)
im .
x—00 log(x10 + x + 1)
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Resend. Nejprve si uvédomime, ze
lim (x2—x+1)=o00, lim &% +x+1)=00.
x—>00 x—>00
Existuje tedy 1 € (0, 00) takové, ze
x2—x+1>0, x04+x+1>0 xe P(oo,n).
Tedy je vyraz v zadané limit¢ dobfe definovan na P (oo, 7).
Pro x € P(o0, n) pak mame
log(x* —x +1) _ log(x*(1 — ¢ + 15))
log(x! +x+1)  log(x'(1 + ng + x%))
2logx +log(1— 1 + x%)
10log x + log(1 + xig + x+0) (5.57)

log(l—%-i-x%)
log x

log(1+x%+x%) ’
log x

2+

10 +

Protoze je logaritmus spojita funkce na (0, 00) (viz (L)) alimy oo(1- 1+ 5) =1,
mame z Véty (S)
1 1

lim log(1 — — + =) = 0.

am log( ==+ 3)
Obdobné odvodime, zZe

. 1 1

xll)r[;o log(l + ) + W) =0.

Z @ pak plyne diky Véte rovnost

log(x? —x + 1 1

200 log(x10 +x + 1) T 5

5.6.21. Priklad. Nechta € (0, 00). Spoctéte limitu

1 1 —x)—21
lim og(a + x) + log(a — x) oga.

x—0 x2

Reseni. Mame

log(a + x) + log(a — x) —2loga log(aza_zxz) B log(1 — ;C—i) -1

2 ) *2 a2’
Tedy
. log(a + x) + log(a — x) —2loga 1
im -

x—0 x2 a2’
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5.6.22. Priklad. Nechta > 0. Spoctéte limitu

.ooa¥—x4
lim .
x—a X —d
Reseni. Upravme zadany vyraz jako
x a aloga
a* —x 1 e?'°8
— (exloga _ealogx) —
X —a X —a
etloga

(e(x—a)loga _ ea(logx—loga))
X —a

(e(x—a)loga 1+1— ea(logx—loga))
X —d

_ (e(x—a)loga -1 ea(logx—loga) -1

1
looa — ) )
(x —a)loga 084 a(logx —loga) “ Z—=1 a x—a)
Protoze je logaritmus prosta funkce (viz (LE)), logx # loga pro x € P(a,a). Tedy
e(x—a) loga __ 1

x>a (x —a)loga =1
Obdobné odvodime, zZe

logZ x—a

a(logx—loga) __ 1 log =
lime =1, lim g“:1.
x—a a(logx —loga) x—a X
Tedy obdrzime
a* — x¢
lim
xX—a

=a“(l -1
Y —a a ( oga )
5.6.23. Priklad. Spoctéte limitu

sin?(72%)

x—1logcos(n2*%)’
Resend. Pocitejme limitu

lim f(y),
y—>2r
kde .
sin g
f) = yeP@r ).
0g Ccos y 2
Pak mame ,
sin” y cosy—1 (y—2n)?
= . . . 5.58
/) (y —2m)? logcosy cosy—1 (5.58)
Polozme .
he) = 5 2 e R\ {0,
a

gy)=y—-2m yeR.

c=2n,D=0,A=1.
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Protoze g(y) # D proy € P2, 11) alim,,p h(z) = A, z Véty (P) plyne

Ly 2 .
= A=Tlim(hog)(y) = lim SBY =20y siny
y—c y—2r  y—2mw y—2r y — 27
Analogicky odvodime rovnost
cosy —1 1
m ———— = ——.
y—2r (y —2m)? 2
Zjevné
lim 02 =1
y—2x logcosy
Z ) a Véty tak plyne
lim f(y)=1-1-(=2).
y—2r
Nakonec ozna¢me
gx)=nm2*, xeR.
Pak g(x) # 2 pro x € P(1,1), a tedy z Véty (P) plyne
2
Ry Ry sin” (72%)
2= )1cl—>rnl(f °8)x) = il—>ml log cos(w2*%)’
»
5.6.24. Priklad. Spoctéte limitu
sin x
xl_I,% (ex _ ])2'
Resend. Upravime zadany vyraz na
sin x sin x x? 1
- : - R\ {0}
(eX —1)2 x  (ex—1)2 «x x € RA{0}
Oznadime-li
: 2
sin x X
f(x):T.W’ x € R\ {0},
pak limy_,o f(x) = 1. Protoze
. . 1
lim — =00 a lim — = —o0,
x—>04 X x—>0_ X

zjednostranné verze véty o aritmetice limit funkef (viz Véta aPoznamkalt.2.4),

dostavame
sin x . sin x

m ——— =00 m ——
x—>04 (eX —1)2 Toxo0- (eX —1)2

Zadana limita tedy neexistuje dle Véty . s

= —OQ.
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5.6.25. Priklad. Necht a,b,c jsou kladna ¢isla. Spoctéte

1

lim (%(ax e CX)) i

x—0

Reseni. Predpokladejme, ze 0 < @ < b < ¢ a upravme zadany vyraz na

1 1
Lo o) (1 b\ e\ Y
Oznaéme di = %, d, = £ a pocitejme limitu
o1 1
il_r)n();log(g (1+df +d§)) )
Protoze 1 < d; < d, je funkce
x> 1+df +d5

neklesajici. Pokud d; = d, = 1, mame a = b = ¢ a zadana limita je zjevné rovna
a. Lze tedy predpokladat, ze alespon d, > 1. Pak je ale funkce

x> 1+df +df
rostouci na R, a tedy plati
14+df +df =3¢ x=0.
Proto lze pouzit Vétu f.2.20(P) k odvozeni
 log (Y0 +di +dp) _
=0 (301 +df +d3) — 1

Tim padem mame
1 1
lim —log (5(1 +di + dé‘))

x—>0 X

log ((1+df +4d3)) 1 (df—1+d;—1)
= lim s =
x—0 (%(1+dlx+d2"))—l 3 X x

1
= § 10g(d1 dz)

Tedy
1
. Lo e o) ! 1 b\"  jcn\x
,11%(3(“ o e >) —“exp(m;bg(i(”(;) +(3) )))
3 bc
= aexp(log a_z)
abc.

— Yabe
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Y
5.6.26. Priklad. Spoctéte limitu
. 3
xli)rrgo log(1 4+ 2%)log(1 + ;)
Reseni. Mame
3 log(1+3) 3
log(1 +2%)log(1 + ;) = (xlog2+log(l +27%)) - M -
log(1 +27%)\ log(l + 2
=3(log2+ o8l j )). og(3+ x).
x
Tedy z Véty plyne
3
. x _
xll)ngolog(l +2%)log(1 + ;) = 3log2.
Y
5.6.27. Priklad. Spoctéte limitu
xll)n;o ((x +2)log(x +4) —2(x + D log(x + 1) + x logx) )
Resent. Jeliko?
(x +2)log(x +4) —2(x + D log(x + 1) + xlog x
= x (log(x + 4) —2log(x + 1) + log x) + 2 (log(x + 4) —log(x + 1))
x(x +4) x+4
=xl 21
o8 e T8
log £+ (21 2og 4
x(x+4) 2
- 1 (x+1 +1
a
x(x +4)
e #1, xe€ P(o0,1),
mame
lim ((x +2)log(x +4) —2(x + 1) log(x + 1) + x log x)
xX—>00
_ 202 —x
Tamoo (x+ 12
*

5.6.28. Priklad. Spoctéte limitu

li (n t )
m X |\— —arctgx).
xX—>00 2 o
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Reseni. Mame
. b4 . . % =Y
lim tgy (——y) = lim siny = 1.
y—>Z 2 y—>Z cosy

Oznacime-li tedy

T T
f(y) =tgy (E —y) , ¥y €0, 5), g(x) = arctgx, x € R,

pak z Véty plyne

I=A=lim(feg)(x) = lim x (% —arctgx) :

5.6.29. Priklad. Nechta € R. Spoctéte limitu

nli)rrolon arctgm (tg (% + %))n )

Reseni. Naleznéme ¢ € R, e > 0, takové, ze plati 0 < Z —e¢ < Z 4+ ¢ < 1. Protoze
p % 3

limyooo(5F + £) = Z, existuje € (0, 00) takové, Ze

%+ 2a_x € B(%,s), x € P(oc0,n).

Definujme pro x € P(o0, ) funkce

1 bs a \\*
f00) =xaretg o g0 = ((3+57))
Jelikoz

—da

2
+)+a=0&x=—5—7,
x(a )+a by pea

existuje § € (0, n) takové, ze
x(@+1)+a#0, xeP(x,6)

Pak pro x € P(co,d) mame

1
Flo = S8 @
—— x(@+1)+a
x(@?+1)+a

Protoze limy o *55% = 1 (viz (C[[§)), dostévdme z Véty

lim f(0) = . (5.59)

Dale mame

g(x) =exp (x log (tg (% + %))) , X € P(c0,n). (5.60)
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Jestlize a = 0, plati g(x) = 1, a tedy limy o0 f(x)g(x) = 1. V dal$im proto pred-
pokladejme, ze a # 0. Pro x € P(oo,n) plati pak § + 5% # 1, a tak lze upravit
argument exponencialni funkce v takto

T

7 ,oayy_log(g(d+55))  sin(§+55) —cos(§ +57)
xlog(tg<z+ﬂ)) X -

T g - cos(5+ £)
T a Lcosi_}_LsinL_Lcosi_}_LsinL
_ log (tg (% + £)) L. T pMMa T 2x T 5 S o
tg (5 +25) — 1 cos (§ + 55)
log (tg (5 + 7%)) V2x sin g% a

g(Z+£) -1 cos(Z+4) & 2

2
Diky Vété a Véte dostavame

) T a V24
lim xlog (tg(Z + E» =Z=a (5.61)
V2
Kombinaci a (.59) mame
. e?
Aim f(0g(x) = 1

(tento vzorec platii pro a = 0).
Z Heineovy véty nakonec obdrzime

a

i ) 1 (t (n n a ))n e
im narctg ————— —4+—)) =
n—co g11((12—i-1)+a S\4 " a?+1

5.6.30. Piiklad. Spoctéte limitu
. 7 —arcsin x
im

x=1- J1—x

Reseni. Protoze

mame
4 T 2
. Z—y . (3-v)
lim —2—" = lim /22 = 2.
y=%_/l—siny »y=>%5_ 1 —siny
Oznaéme
no_
fy) = —= y , V€ P_(z, z) g(x) = arcsinx, x e[-1,1],
l—smny 22
a

c=1,D=%,A=f2.
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Protoze
lim g(x) =D, gkx)< z, xe(=1,1) a lim f(y)=A4,
xX—>c— 2 y—=>D_

z Véty mame

Z _arcsinx

V2=4= lim (fop)() = lim 2—me—ru.

5.6.31. Priklad. Spoctéte

. b1 . X
lim x [ = —arcsin — | .
X—>00 (2 x2+_1)
X

Reseni. Funkee x > ——<— nenabyva na P (oo, 1) hodnoty 1 a

Vx2+1

. arcsin y
lim 22—~ =2
y=>1- 1 —y

dle Ptikladu . Z Véty o limité slozené funkce tedy mame

T . X
Z _— arcsin ——=2—
.2 21
lim xtl— 2.
X—>00 1— x
Vx2+1

Dale vyjadiime

x( 1 al )— a = 1
x2+1 VT FIVZE T +x </1+L2/\/1+L2+1
X X

Tedy

. g . X
lim x [ = — arcsin ——
X—>00 (2 x24_1)

o mn —x_
o |2 aresin =5 1
X—00 _ _x
V- i+ i+ L+
1
=2

e =1
I-v1+1
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5.6.2. Derivace funkce. Pri vypoctu derivace dané funkce f nejprve uréime
defini¢ni obor této funkce. V téch bodech defini¢niho oboru, ve kterych je to moz-
né, pak vypoc¢teme hodnotu derivace pomoci vzorct pro derivace elementarnich
funkci a vét z odstavce @, zejména véty o aritmetice derivaci (Véta ) a véty
o derivaci slozené funkce (Véta f.1.23). V bodech defini¢niho oboru funkee f, v
nichz tento postup z néjakého divodu selhava, se pokusime vypoditat jednostran-
né derivace podle Definice , ptipadné pomoci véty o limité jednostrannych
derivaci (Véta . Maéme pritom na paméti, ze definiéni obor derivace mize
byt vlastni podmnozinou defini¢niho oboru funkce.

5.6.32. Priklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = X’ +2,

Reseni. Poloyme
Fx)=x>+2,xeR, a G(y)=e’, yeR.

Potom D(f) = R, nebot f = G o F. Funkce F a G maji vlastni derivace na R, a
tak snadno spocteme derivace

F'(y) =¢”, yeR,
G'(x) = (x*+2) =3 +2 =2x+0=2x, x € R.

Protoze je G spojita v kazdém bod¢ R, dostaneme podle véty o derivaci slozené
funkce (Véta p.1.23)

F1(x) = (F 0 G)(x) = F'(G(x)) - G'(x) = eF® .2x = ¢¥° 2. 2x.
Defini¢éni obor derivace funkce f je roven R. -
5.6.33. Priklad. Spocitejte derivaci funkce f(x) = x2e™*.

Reseni. Plati D(f) = R. Podle véty o derivaci soucinu (Véta f.1.179(b)) dostaneme
F10) = (e ™ 422 ) =2xe™ +x2e ).
Zbylou derivaci snadno spo¢itame podle véty o derivaci slozené funkce (Vétap.1.23)

pro F(y) = ¢” a G(x) = —x2, nebot podle derivace elementarnich funkci dostéva-
me

F'(y)=¢", y €R,
G'(x) = (—x¥) =-(x?) =-2x, xeR.
Celkové tedy
Fx) = 2xe* 4 x2(e*) = 2xe > + x260) (Lox)
=2xe™ 4 x2e ™% (=2x).

Snadno urc¢ime, ze defini¢ni obor derivace je opét celé R. Fy

x2+1

5.6.34. Piiklad. Spo¢itejte derivaci funkce f(x) = log( x2-1 )
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Reéseni. Vzhledem k tomu, ze D(log) = (0,00), plati x € D(f) prave tehdy, kdyz
;j;ll > 0. Vyfesenim piislusné nerovnice dostavame D(f) = (—oo, —1) U (1, 00).

Polozme

x2—1

x2 41

F()=logy a G(x)=

Pro derivace téchto funkci plati
1
F/(y):—, yG(—O0,0)U(0,00),
y

(Z—1Y(2+ 1) — (2= 1)(x2 + 1Y

G'(x) = 211
2x(x2 +1) — (x2 —1)2x
= 2T 1) , xelR.

Pomoci véty o derivaci slozené funkce dostavame pro x € D(f)

1 2x(x24+1)—(x2+1)2
110 = (G 6'() = s S O

x2 41 4x 4x

X211 (2412 x4t -1
Plati tedy OD(f’) = (—o0,—1) U (1, 00). Defini¢ni obor funkce x xifl je sice
roven R \ {—1, 1}, nicméné defini¢ni obor derivace je mensi. -

5.6.35. Priklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = V1 — e,

Reseni. Pro kazdé x € R plati 1 — e >0,a proto D(f) = R. Derivaci funkce f
v kazdém bodé¢ x € R\ {0} spoc¢teme dvojnasobnym uzitim véty o derivaci slozené
funkce:

1 1

1 1 2N/ 2
J'0) =5———=(1-¢") = 5 F=—=(-¢"")(-2x)
24/1—6_"2( ) 21 =2
_ xe ¥
Vi—e
V bod¢ 0 dopocitame jednostranné derivace piimo podle definice:
- V1 —eh? _
£10) = lim LOEN SO VIZe? 20
h—0+ h—>0+ h

h
—h2
e -1
h—l>%l+ V —h? V1

Obdobné¢ lze spocitat derivaci zleva za pouziti vztahu h = —+v/h? pro h < 0. Do-

staneme
1—eh -0 [e=h* — 1
/ 0 = 1 e 1 — — —1 .
/~© h0— h o —h?
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Plati tedy D(f’) = R\ {0}, f'(0) neexistuje, ale plati f{(0) =1a f'(0) =—1. &

5.6.36. Piiklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = min{x, x*} v kazdém bod¢ x €
R, ve kterém existuje. Pokud v nékterych bodech derivace neexistuje, vysetrete
existenci jednostrannych derivaci a pokud existuji, spoctéte je.

Reseni. Funkei f mzeme vyjadfit ve tvaru

x3 pro x € (—oo, —1] U [0, 1],
x prox e [-1,0]U[l,00).

fx) = {
Tedy zfejmé plati

3x2 pro x € (—oo,—1) U (0, 1),

fl(x) = {1 pro x € (—1,0) U (1, 00).

Zbyva vysetfit derivaci v bodech x = 0, £1. Protoze funkce f je spojita v bodé —1,
plati podle véty o limité derivaci (Véta
(=)= lim 3x*=3, fi(-1)= lim 1=1.
x—>—1— x—>—14
Odtud plyne, ze f'(—1) neexistuje. Podobné lze odvodit, ze f'(0)a f’(1) neexistuji
a ze plati

L) =1, fL(0) =0, f(1) =3, fi(1) =1

5.6.37. Priklad. Spoctéte derivaci funkce

2o 1
X< SN 5= rox #0
x p # 0,

X) =

f@) {O pro x = 0.

Resent. Zrejmé plati D(f) = R. Pro x # 0 plati, ze funkce f je na jistém okoli

bodu x definovana predpisem x + x2sin +=. Derivace v bod¢ je lokalni pojem
Vx

(Poznamka (e)), a proto pro x # 0 plati

1 \/ , 1 1 \/
— 2 _ 2 . 2f -
f/(x)—(x 51n3—ﬁ) —(x ) 51n3—ﬁ +x (sm3—ﬁ)
o1 1 -1 1
=2xsm3—+x2c053_._.

Ix Ix 3 Yx+

V bodé¢ x = 0 spocteme derivaci podle definice

_ h2sin 5= — 0
£/(0) = lim SO+ O DT
h—0 h h—0 h

=0.

) o1

= ;I_I)T(l) /’l Sin 3_\/E
Posledni rovnost plyne z Véty , nebot funkce sinus je omezena. Plati tedy
f(0)=0aD(f) =R. e
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5.6.38. Priklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = x!°8%, x € (0, 00).

Reseni. Podle definice obecné mocniny (Definice (C)) plati pro kazdé x € (0, o0)
2 . . v /v . s
vztah f(x) = el°8¥198% = ¢log”* Derivaci spoéteme pomoci véty o derivovant slo-

zené funkce (Véta , tedy
f(x) = elos”x . (log2 x)/ — elog’x 2logx - % x € (0, 00).
Pro defini¢ni obor derivace plati D(f’) = (0, 00). *
5.6.39. Piiklad. Spoctéte derivaci funkce f(x) = arccos(l — x?).
Resend. Vzhledem k tomu, Ze D (arccos) = [—1, 1] a redlné &islo x spliiuje nerovnosti
—1<1-x*<1

pravé tehdy, kdyz x € [—v2, V2], je D(f) = [-+/2,+/2]. Podle véty pro derivaci
slozené funkce (Véta ), kterou lze pouzit pro kazdé x € (—+/2,+/2) \ {0},

dostavame

_—1 — 2/:_—1_
N TV e R
_ 2;1g_nxxz’ x € (—v2,7/2)\ {0}.

Funkce f je na svém definiénim oboru spojita, a proto se miizeme pokusit jedno-

stranné limity v bodech mnoziny {—+/2.0, V/2} poditat jako limity jednostrannych
MD

derivaci podle véty o limité derivaci (Véta . Dostaneme tak

f(x) =

. . 2signx 2
/ / J— —_
/+0) = xli%h Sy = XL“& S22 2 V2,

o) = 1 joN e 2signx
710 = Jig 0 = Jig Z2EL 2

2sign x
'(—=v/2) = lim 'x)= lim 5 =—
f+( ) x—>—~/2+ S x—>—2+ /2 — x2
2signx

= OQ.

/ = lim f'(x)= Ilim
L (V2) i ﬁ_f(X) Jm o=

Defini¢nim oborem f’ je tedy mnozina (—v2,/2) \ {0}, pricemz hodnoty jedno-
strannych derivaci ve zbyvajicich bodech definiéniho oboru f jsou uvedeny vy-
se. *

5.6.40. Priklad. Dokazte, ze pro vSechna x # 0 plati

1 T
arctg x + arctg — = ) sign x .
X
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Reseni. Definién{ obor funkce
1
f(x) = arctg x + arctg —
x
je D(f) = (=00,0) U (0, 00). Na kazdém z téchto dvou intervalii plati

f'(x) tgx + arct Ly 1 + : Ly
Xx) = | arctg x rctg— | = —
an ach 1+x2 1+(%)2 X
1 1 —1 1 1

_1+x2+1+(§)2ﬁ_1+x2_1+x2_

Zadana funkce je tedy na intervalu (0, 0o) konstantni podle Véty a dosazenim
bodu x = 1 dostaneme

f(1) = arctg1 4 arctg 1 = T .

2
Funkce f je tedy rovna 7 na celém intervalu (0, 00). Analogicky dosazenim bodu
x = —1 dostaneme, Ze f je rovna —% na intervalu (—o0, 0). *

5.6.41. Priklad. Necht funkce f je definovana na R predpisem

e~V #0,
X) =
AL {O, x =0.
Dokazte, ze potom pro kazdé n € N plati ™ (0) = 0.
Reseni. Dokazeme, ze pro kazdé n € N U {0} existuje polynom P, takovy, ze

1
FO () = )¢ 7 Pa() pokudx #0.
0 pokud x =0

(zde vyuzivame tmluvu @ = f). Toto tvrzeni zfejmé plati pro n = 0. Pedpo-
kladejme nyni, ze plati pro néjaké n € N U {0}. Pak pro x # 0 mame

f(n+l)(x) — (_izp’;(l) + %Pn(l)) e_x%.
X X X X

Ozna¢me pro y e R

Pui1(y) = =y2Py(y) + 2y Pa(p).
Pak P, je polynom a plati

S = Pra(D)eTR, xR\ (0}

Pi§me nyni polynom P, jako P,(y) = Yy, ary® kdem e NU{O}aaq,...,am €
R.
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Pro nenulové realné ¢islo x mame rovnosti

[P0 - 20 1 X’j:

P()
x

Z Vety o aritmetice limit (Véta §4.2.2 -) Prikladu p.3.4 a véty o limit¢ sloZené funkce
(Véta t.2.20) (P)) tak dostavame

7o) = tim PO IO g (i (74 ) =

x—0
k=0

Tim je ovéfen indukéni krok, a tak i celé tvrzeni. ry
5.6.3. 'Hospitalovo pravidlo.

5.6.42. Priklad. Spoctéte limitu
lim arctg(l 4+ x) — arctg(l — x) ‘

x—0 X

Reseni. Oznadéme
f(x) =arctg(l + x) —arctg(l —x) a g(x)=x, xeR.

Pak limy_o f(x) = lim,_og(x) = 0. Mizeme se tedy pokusit spocitat zada-
nou limitu pomocil'Hospitalova pravidla . Dokazeme-li totiz existenci limity

. 4 o v /v s . . . .
limy_o % , miizeme z vy$e uvedeného ’Hospitalova pravidla usoudit na existen-

ci limity limy_,o gfréx;’ a navic dostaneme limy_sq ﬁx; = limy_o %. Vypoctem
obdrzime
’ 1 /
o S Farr( 9~ Famr (-0
x—0 g’(x) x—0 1
T 1 -1 R
5% 1+(1+x)2 14+4(1-x2) 141 1+1
=1.
Zadana limita je tedy rovna 1. ry

5.6.43. Priklad. Nechta,b € (0, 00). Spoctéte limity

eax

lim —, lim
x—o00 xb x—o0 xb

Resent. Z Piikladu a Véty plyne, Ze pro kazdé a € (0, o0) plati

Iim — = oo.
x—>o00 X%

log” x

Mame tedy

ax ax

e e
lim — = b

m .
x—o0 xb X—00 (ax)b

= OQ.
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Protoze
a
lim 5 = 0,
X—>00 (ex)
pomoci Véty dostavame
1 “ log®
0= lim (ng) = lim o8 x.

X—>00 (elogx)b X—>00 xb

5.6.44. Piiklad. Vysetiete konvergenci rady Y oo, kde o, B € R.

1
n®(logn)B

Reseni. Oznadme a, = no‘(lolgn 7,1 € N,n > 2. Pokud a < 0, posloupnost {a,}
podle Prikladu a Véty nckonverguje k 0, a tedy fada ) a, diverguje.
Predpokladejme tedy, ze o > 0.

Polozime-li f(x) = x € (2,00), dostaneme pro x € (2, 00)

1
x%(logx)B°

1
f(x) = i (log x)2P [—oex“_l(logx)ﬂ - ,Bx"‘(logx)ﬂ_lx_l]
a—1 1 B
= % [—o — Blogx)™'].

Jelikoz
lim (—a — B(logx)™') = —a <0,

X—>00
je funkce f na jistém okoli oo klesajici. Lze tedy k vySetfeni konvergence dané fady
pouzit kondenzaéni kritérium (Véta B.2.17). Mame
o0

T~ S 1
;2 agn _;2 _Z(za—l)”nﬂ(bgz)ﬂ'

n=2

Je-lia > 1, plati
. (2"‘_1)n nﬂ(log2)’3
im
n=o00 (2a=1)"*1 (4 1 1)B(log2)B

N
= lim pl-a —pl-a
n—oo \ n + 1

a tedy fada ) 2"ap» konverguje. Pokud @ = 1, fada ) 2"as» konverguje pravé
tehdy, kdyz g > 1 (viz Vétu

Z vyse uvedenych tvah tedy vyplyva, ze fada ) a, konverguje pravé tehdy,
kdyza >1ap € R,necbokdyza =1ap > 1. *

5.6.45. Priklad. Spocitejte limitu funkce

.oefsinx —x(1 + x)
lim .

x—0 x3
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Resend. Postupnou aplikaci I'Hospitalova pravidla dostavame

e*sinx —x(1 + x) T e*sinx + e* cos(x) — 1 —2x
= lim

T
xllz}) x3 x—0 3x2
_ e*sinx + e~ cos(x) + e* cos(x) —e*sinx —2
- xl—rg) 6x
. 2e*cos(x) —2e*sinx 2 1
= lim =Z=_,
x—0 6 6 3
Y
5.6.46. Priklad. Spoctéte limitu
I 1 1
xl—% X2 sin? '
Resend. Zadany vyraz upravime jako
1 1 sin® x — x2 _ sinfx —x2  x2? (5.69)
X2 sin%x x2sin? x x4 sin? x ’
Opakovanou aplikaci 'Hospitalova pravidla obdrzime
. sin?x —x2 . 2sinxcosx —2x . 2cos?x —2sin’x—2
lim ————=1im = lim
x—0 x4 x—0 4x3 x—0 12x2
. —8cosxsinx . —cosx .. sinx 1
= hm _— hm hm - =
x—0 24x x—0 3 x—=0 X 3
z mame
i 1 1 1
im | — — =——.
x—0 \ x2 sinz X 3
Y
5.6.47. Priklad. Spocitejte limitu funkce
1
t X2
i (2957
x—0 X
Reseni. Mame 1
arctg x '\ x2 1 o HEBX
( 8 ) _ on s, (5.63)
X
a arctg x
oo [(2retgx) _ 1 (arcigx log(*55%)
; og X _; X -1 arctgx_l .

X
Ukazme, ze arctgx # x pro x € R\ {0}. Oznac¢ime-li totiz f(x) = x — arctgx,
x € R, pak
Fay=1-— = S x eR\ {0}
I+x2 14+x2 ’ '
Funkce f je tedy rostouci na R, a proto z vlastnosti f(0) = 0 plyne

f(x) >0, x€(0,00), f(x)<0,x e (—00,0).
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Proto f(x) # 0 nalibovolném P(0,7), a tedy @ # 1 na libovolném P(0, 7). Z
Véty o limité slozené funkce a vlastnosti (C@ tedy dostavame

10 arctgx
lim —aft(xx ) =1.
T

Dale mame pomoci ’'Hospitalova pravidla

1 —x2

lim i—arctgx —r lim e ! = lim 1hx> —l
x—>0 x2 X x—0 3x2 x—0 3)(2 3 ’
Z tedy plyne
i (2455) 7 e
x—0 X
ry
5.6.48. Priklad. Spoctéte limitu
. x* —x
llm —M8M8M8 .
x—>1logx —x +1
Resend. Upravime zadany vyraz na
X* — x ex]ogx _ elogx
logx —x +1 - logx —x +1
_ logs eC~Dlogx —1 logx  (x—1)°
(x—Dlogx x—1 logx—x+1
Dale plyne z 'Hospitalova pravidla
. -1)? . 2(x—1 .
lim M =1l (x—1D) = lim —2x = —2.
x—>1 logx—x+1 x—1 )I—C—l x—>1
Z Veéty a tedy mame
. x* —x
lim ———M— = -2,
x—1 logx —x+1
ry

5.6.49. Piiklad. Spoctéte limitu
lim ! — ! .
x>0 Jog(x + +/1+ x2)  log(l + x)
Resend. Upravme zadany vyraz do tvaru
1 1
log(x + +/1+ x2) B log(1 + x)
_log(l—}-x)—log(x—i-\/xz——f-l) x+V/x2+1-1 x
T x@+Vazil-1) loge+ vzt D) log(l+x)
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Zrejmé plati
X+ vVx24+1-1=0&x=0,
a tedy

I X+ V/x2+1-1
im =
x>0 log(x + vx2 + 1)

Zjevné lim, ¢ lmg(1+x) = 1. Dale

log(1 + x) —log(x + vVx2 + 1)
xX(x+/x2+1-1)

+1
g e 1-VaZ 1
—x;f/% I x4+ /021 x(x+«/x2 +1-1)
x+1
_ log Ve 1 2
1 0+ VA2 D+ VA2 D) x(x—i—«/—xz Ti-1)
Protoze
x+1
———=1&x=0,
X+ /x%2+1
plati
x+1
lim ——Xtvx2+1 lo gx-i-«/xT -1
x—)Ox—"‘;_l !
X+ x+1

Nakonec dostaneme z I'Hospitalova pravidla rovnost

x2

—Xx
lim = lim
20 x(x +/x2+1—-1) *»20x 4+ /xZ2+1-1
. 1
= _hr%l 2x
* + 24/x2+1

Tedy

1 1 1

5.6.50. Priklad. Spoctéte limitu

X—>00

1 X
lim (3/x3+x2+x+1—x/x2+x+1.M).
X
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Reseni. Nejprve upravme zadany vyraz na

1 X
(3/x3+x2+x+1—\/x2+x+l-w)

1 e
=(i/x3+x2+x+1—i/x3+x2+x+1-m)
X
1 X
—(\/x2+x+1—i/x3+x2+x+1).M
X

Prvni ¢ast dale upravime

(€/x3+x2+x+l—€/x3+x2+x+l-

1 X
= \3/x3+x2+x+1(1—M)

x
W

=Y +xx tx (x —loge™ —log(l + xe™))
W

= Y +xx tat (—log(1 + xe™)).

log(e* + x))

X

Tedy

lim (i/x3+x2+x+1—3/x3+x2+x+l-

X—>00

log(e* + x)) —0

X

Déle mame proa = vx2+x+1,b = Jx3 4+ x2 + x + 1 rovnost

(\/x2+x+1—3/x3+x2+x+1)~log(e#
_ a® — b log(e* + x)
T 45 +a*b +adh? + a3 +ab* + b5 X
(P x4+ 1P -+ +x+1)? loge* +x)
T 45 +a*b + a’h? + a2b3 + ab* + b5 X
_ x+Z?:1 cixt log(e™ + x)
T a5 +a*h +adb? + a2 +ab* + b5 X

(zdeci,i €{l,...,4}, jsou realna ¢isla). Plati

1 X
lim —og(e +X) = lim 1
X—00 X xX—>00

N log(1 + xe™)
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a
x—00 a5 + a*b + a3b? + a?b>® + ab* + b>
4 i
= lim LDy
5 5 4p 3p2 2p3 b4 bS
S R Bt el
1
6
Tedy

¢

lim (i/x3+x2+x+l—\/x2+x+l- =

X—>00

log(e* + x)) 1
X

5.6.51. Priklad. Nechta € R. Spoctéte limitu

lim ((x t+a)ltx —x1+ﬁ) .
X—>00
Resent. Je-lia = 0, zadana limita se ziejmé rovna 0. V dalfm vypoctu tedy predpo-
kladejme, ze a # 0.

Oznaéme pro x € (|a|, oo) funkce

x+1 XxX+a+1

f(x) = e log(x +a), g(x)= Wlogx.

Spoctéme nejdiive limitu limy o0 (f(x) — g(x)). Mame totiz

f(x)—glx) = ((x +a)(x + Dlog(x +a) — x(x + a + 1)logx)

1
x(x +a)
= m(xz(log(x + a) —logx) + x(a + 1)(log(x + a) — log x)

+ alog(x + a))
1
- x(x +a) (
X

a
= log(1 + —
X +a og( +x)+

x*log(1 + %) +x(a + D log(1 + ;) +alog(x +a))

a
x(x +a)

a+1 a
T a log(1 + ;) + log(x + a).
Tedy
Jim 7 (x) — g(x) = 0.
Oznaéme dale pro x € (Ja|, 00)
h(x) = x*log(1 + %) + x(a + 1)log(1 + %) +alog(x + a).

Pak
log(1 + %)

a+ @+ Dlog(l+ %) +a-

ho = gt +0))

x
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Tedy

lim h(x)y= 17> 477
X—>00 —00, a <0.
V obou ptipadech tak existuje n € (|a|, 00) takové, ze h(x) # 0 na (5, 00). Tedy i
h(x
f0) - g0 = Lo e o).
x(x +a)
Mizeme tedy psat

1 1 x+1 x+a—+1
(X +a)1+; _x1+x+a —e x log(x+a) — ¢ xta log x

— o@D _ g

(5.64)
eS8 _ |
— o8 () — g
Dale
I (f) = 5(0) = xe ¥ ———h(x)
_ oo 1)
X +a
_ logx X 10g(1 + ;l_c) X a
_e+<x+a % a+x+a(a+1)log(l+;)
1
+ " +aalog(x —I—a))-
Tedy
Jlim 50 (f ()~ g() = a.
Z (6-64) tedy plync
i (i +E et
»

5.6.4. Aplikace na vySetfovani konvergence ¢iselnych rad.

5.6.52. Véta. Necht {a,}52, je posloupnost realnych ¢isel, necht 4, B € R* a necht
lima, = A. Necht f je funkce definovana alespon na néjakém prstencovém okoli
bodu A splnujici lim, . 4 f(y) = B. Predpokladejme, Ze je splnéna alespon jedna
z nasledujicich dvou podminek:

(P) existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, # A4,

(S) A € Rafunkce f jevbodé A4 spojita.

Potom
lim f(a,) = B.
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5.6.53. Priklad. Vysetfete konvergenci ¢iselné fady

i arccotg(2n)
= Un+4

Reseni. Pro kazdé n € N oznaéme
arccotg(2n)
ay = ——=2—~.

Podle 'Hospitalova pravidla, verze %, plati

. arccotg(2x) , ﬁ 2x2 1
lim ——2— = lim —— = lim ——— = —-.
X—>00 1 x—>00 —— x—o0 1 + 4x2 2
X X
Z Heineovy véty (Véta tedy dostavame rovnost
. arccotg(2n 1
lim # = —.
n—>o0 = 2
n
Dile plati
1
. n+a . n
11m++4: lim 3 +4:1.
n—oo —1_ n—oo \ n
Va
Odtud a z véty o aritmetice limit (Véta ) plyne, ze
arccotg(2n)
rocoglPn)
lim ———— Vnt4 = —,
n—oo 1_L1_ 2
n Yn

Zadana fada ma zfejmé viechny cleny kladné a plati % € (0, 00). Z limitniho srovna-
vaciho kritéria (Véta tedy vyplyva, ze zadana rada konverguje pravé tehdy,
kdyz konverguje fada

o

1
_i'
n=11 3
Tato tada ale konverguje podle Véty , nebot % > 1. Tedy zadana rada také
konverguje. ry

5.6.54. Priklad. Vysetiete konvergenci ¢iselné rady

Reseni. Pro kazdé x e R, x > 2, plati

o x2+4 e x2—x+x+4 o 1er+4
5 x(x—1)/) 5 x2—x -8 x2—x)°




5.6. POCETNI PRIKLADY K DERIVACI FUNKCE 325

Podle Piikladu

Lim log(1 + y) _
y—0 y

1,

navic
. x+4
lim

x—o00 X2 — x

=0

a pro kazdé x € P(o0,2) plati
4
*ER 4o,
x2—x

Tudiz podle véty o limité¢ slozené funkce (Véta ) mame

+4

. log (1 + ;Z—x) _

Jm 5w =1
x2—x

Podle Heineovy véty (Véta ) tedy plati

=

N—>00 n+4
n2—n

Navic zfejmé pro kazdé x € R, x > 4, plati

log(l+ x+4)>07

x2—x

takze pro kazdén € N,n > 5, plati a, > 0. Mtizeme tedy pouzit limitni srovnavaci
kritérium (Véta ). Podle tohoto kritéria, varianty (a), konverguje fada

> n?+4
,;k’g(n(n—n)'

pravé tehdy, kdyz konverguje fada

n=2
Protoze
= . n®+44n
lim = lim =1
n—oo L n—oco n2—n
n

atada ) o, ,ll diverguje podle 