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7 minulé pfednagky pfipomenme, Ze

>

Nelezi-li vektor b v prostoru Im A, neméa soustava Ax = b
feseni.

Lze pak ale hledat x tak, aby ||Ax — b|| bylo minimé&lni.
Odpovida to feSeni piislusné normalni soustavy

ATAx = A'b.

Ax je pak projekce b do sloupcového prostoru A.

Pro A s LN sloupci z toho plyne [Py a]5 = A(ATA)~1AT,
tedy vzorec pro matici projekce bez nutnosti hledat
ortogonalni bézi prostoru Im A

Soustavé Ax = b se Fika pFeurdend a FeSeni pFislugné
normalni soustavy je nazyvano aproximativnim feSenfm
preurcené soustavy (nejde o aproximaci v numerickém
smyslu).



Uvazujme nyni piipad soustavy rovnic Ax = b, A € C™*",
kterd ma neprazdnou mnozinu feSeni tvaru x, + Ker A. Protoze

C"=KerA® (Ker A)t =Ker A@TIm AT,

miizeme kazdé feSenf soustavy jednozna¢né rozlozit na soucet

X = Xo + xp, kde xg € Im AT a xy € Ker A. Protoze

X0 = Py a+ (%), je [|xo]| < |Ix|| a tedy x¢ mé mezi vSemi
fegenimi soustavy Ax = b nejmensi normu. Protoze xo € Im AT,
mé tvar xg = A"z pro né&jaké z € C™, plati tedy

AATz = Axg=Db
Libovolné fegeni z € C™ soustavy AATz = b dava Teseni
xo = ATz s nejmensi normou. M4-1i A LN fadky, je AAT

regularni a xg = AT(AAT)"b. Je-li x fefenim Ax = b, pak

xo = AT(AAY) 1 Ax = [Py a+ ] X = Py a+ ()



Pro A € C"™*" definujme matici At € C™™ jako
» AT(AAT)™! pro A s LN radky:

ATA = [Py a+]i,  AAT =By,
» (ATA)7LAT pro A s LN sloupci:
ATA=E,, AA"=[P,%

Je to tedy matice inverzni zleva, resp. zprava k matici A. Je-li A
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pripady nésledujici obecné definice:



DEFINICE
Necht A € C"™*", pak matice At € C™™ splhujici

1. AATA=A

2. ATAAT = AT

3. AAT i ATA jsou hermitovské matice
se nazyva Moore-Penroseova pseudoinverze matice A.
Tyto podminky uréuji pseudoinverzi jednozna¢né &, nedéavaji
ale navod, jak ji spocitat pro obecnou matici, kterd nema LN
Ffadky ani sloupce. Spravnou odpovéd v takovém piipadé
poskytne tzv. singularni rozklad, ktery nyni popiSeme.



Rekneme, 7e samosdruzeny operator B : V. — V je pozitivné
semidefinitnd, pokud mé v8echna vlastni ¢isla nezaporna. To je
ekvivalentni & s pozadavkem Yv € V : (v, Bv) > 0. Kazdy
pozitivné semidefinitni operator ma & jednozna¢né definovanou
pozitivné semidefinitni odmocninu VB : V — V, a to predpisem

MO Va0
BS=U|¢o - Ut=>[VBS=U| o . Ut
An VA

(C je néjaka ON baze, U je unitarni matice, \; vlastni isla)
Protoze (v, A*Av) = ||Av||? > 0, je A*A pozitivné semidefinitni
pro kazdy operator A : V' — W. Jeho odmocninu |A| := VA*A
nazyvame modul operdtoru A. Modul mé stejné jadro i hodnost
jako pivodni operator &. Nenulové vlastni ¢isla modulu |A| se
oznacuji jako singuldrni hodnoty operdtoru A. Oznacujf se
01,...,0, & konvencné byvaji fazeny sestupné podle velikosti.



Oznacenim D = diag,,y,(c1,...,0,) rozumime obdélnikovou

matici, na jejiz diagondle dy1,dsg, ... jsou postupné ¢isla
01,09,...,0, a zbytek diagondly i matice je nulovy.
VETA

Necht A -V — W je operdtor mezi unitdrnimi prostory. Pak
existuji ON bize B = (v;)} ve V, C = (u;)]* ve W takové, ze
[A]G = diag,, ., (01, .. .,0.), kde o; jsou singuldrni hodnoty
operdtoru A.

DUKAZ.
Bazi B volme tak, aby vi¢i nf byl operator A*A diagonélni.
Prvnich r prvki baze C' pak déno jako u; := AUZ Ovéime &,

e (u1,...,u,) je ON mnozina a dopliime ji na "ON bazi W. Pak
Av; = o;u; pro ¢ < r a nula jindy, protoze Ker A = Ker A*A.
Tedy matice [A]§ ma pozadovany tvar. O



Aplikaci na zobrazeni F4 uréené matici A € C™*™ dostavame
jeji singuldarni (SVD) rozklad:

A=UxXVt = Ululvl+ + .. o)

kde U = (uy|...|um) € C™™ a V = (vqi]|...|v,) € C"*" jsou
unitarni matice a ¥ = diag,,,«, (01, ..., 0,). Miizeme z ngj
mapiiklad vycist, co je obrazem jednotkové koule

K :={x € R"|||z|| = 1} v zobrazeni F4 : R™ — R™. Unitarni
matice VT zachovava normu, tedy V*+(K;) = K;. Nasoben{
matici 3 prevede K7 na elipsoid & v R™ s poloosami o1, ...,0,.
Dalsi unitarni matice U normu a tedy i délky poloos zachova.

SVD rozklad a jeho geometricka interpretace jsou v jadru fady
aplikaci v analyze dat (PCA), jejich kompresi (low-rank
aproximace), posuzovani numerické stability (¢islo
podminénosti) a dalgich.



Definujeme-li ©F := diag,, ., (07, ..., 07

At .= VEtU* splije

), snadno ovéfime, Ze

AATA = UxvtvSivtusvt = ussisvt =uxvt =4

a podobné ovérime i zbyvajici podminky v definici
Moore-Penroseovy pseudoinverze.

VETA

Necht A € C™*" b € C™. Pak vektor A'b je aprozimativnim
fesenim soustavy rovnic Ax = b, které md navic nejmensi
mozZnou normau.

Dokéze se nejprve pro A = ¥ (tj. diagonélni) a nasledné
vyuzijeme toho, ze matice U a V v SVD rozkladu jsou unitarni
a zachovavaji tudiz normu é.



Singularni rozklad ¢tvercové matice A € C™*" mizeme upravit
A=UXVT =UVIVEVT = WP,

kde W := UV™ je unitarni matice a P := VXV je pozitivné
semidefinitni hermitovska matice. Plyne odtud &

VETA

Necht A 1V — V je operdtor na unitdrnim prostoru. Pak
existugi unitdrni operdtor W a pozitivné semidefinitng
samosdruzeny operdtor P takové, Ze A = WP. Navic P = |A| a
pokud je A izomorfismus, pak je W uréen jednoznacneé.

Tento tzv. poldrni rozklad operdtoru je zobecnénim zapisu
komplexnfho ¢isla v polarnich souradnicich:

z:a+z’b:< ¢ b >\/a2+b2=em|z|

+1
Va2 + b2 Va2 + b2

Zde lze |z| chapat jako pozitivné semidefinitni 1 x 1 matici a
e’ = cosa + isin « jako unitdrni 1 x 1 matici.




