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Z minulé p°edná²ky p°ipome¬me, ºe
I Neleºí-li vektor b v prostoru ImA, nemá soustava Ax = b

°e²ení.
I Lze pak ale hledat x tak, aby ‖Ax− b‖ bylo minimální.
I Odpovídá to °e²ení p°íslu²né normální soustavy
A+Ax = A+b.

I Ax je pak projekce b do sloupcového prostoru A.
I Pro A s LN sloupci z toho plyne [PImA]KK = A(A+A)−1A+,

tedy vzorec pro matici projekce bez nutnosti hledat
ortogonální bázi prostoru ImA

I Soustav¥ Ax = b se °íká p°eur£ená a °e²ení p°íslu²né
normální soustavy je nazýváno aproximativním °e²ením
p°eur£ené soustavy (nejde o aproximaci v numerickém
smyslu).



Uvaºujme nyní p°ípad soustavy rovnic Ax = b, A ∈ Cm×n,
která má neprázdnou mnoºinu °e²ení tvaru xp + KerA. Protoºe

Cn = KerA⊕ (KerA)⊥ = KerA⊕ ImA+,

m·ºeme kaºdé °e²ení soustavy jednozna£n¥ rozloºit na sou£et
x = x0 + xH , kde x0 ∈ ImA+ a xH ∈ KerA. Protoºe
x0 = PImA+(x), je ‖x0‖ ≤ ‖x‖ a tedy x0 má mezi v²emi
°e²eními soustavy Ax = b nejmen²í normu. Protoºe x0 ∈ ImA+,
má tvar x0 = A+z pro n¥jaké z ∈ Cm, platí tedy

AA+z = Ax0 = b

Libovolné °e²ení z ∈ Cm soustavy AA+z = b dává °e²ení
x0 = A+z s nejmen²í normou. Má-li A LN °ádky, je AA+

regulární a x0 = A+(AA+)−1b. Je-li x °e²ením Ax = b, pak

x0 = A+(AA+)−1Ax = [PImA+ ]KK x ≡ PImA+(x)



Pro A ∈ Cm×n de�nujme matici A† ∈ Cn×m jako
I A+(AA+)−1 pro A s LN °ádky:

A†A = [PImA+ ]KK , AA† = Em

I (A+A)−1A+ pro A s LN sloupci:

A†A = En, AA† = [PImA]KK

Je to tedy matice inverzní zleva, resp. zprava k matici A. Je-li A
regulární, pak A† = A−1. Jsou ♣ to dva nejd·leºit¥j²í speciální
p°ípady následující obecné de�nice:



Definice

Nech´ A ∈ Cm×n, pak matice A† ∈ Cn×m spl¬ující

1. AA†A = A

2. A†AA† = A†

3. AA† i A†A jsou hermitovské matice

se nazývá Moore-Penroseova pseudoinverze matice A.

Tyto podmínky ur£ují pseudoinverzi jednozna£n¥ ♣, nedávají
ale návod, jak ji spo£ítat pro obecnou matici, která nemá LN
°ádky ani sloupce. Správnou odpov¥¤ v takovém p°ípad¥
poskytne tzv. singulární rozklad, který nyní popí²eme.



�ekneme, ºe samosdruºený operátor B : V → V je pozitivn¥

semide�nitní, pokud má v²echna vlastní £ísla nezáporná. To je
ekvivalentní ♣ s poºadavkem ∀v ∈ V : 〈v,Bv〉 ≥ 0. Kaºdý
pozitivn¥ semide�nitní operátor má ♣ jednozna£n¥ de�novanou
pozitivn¥ semide�nitní odmocninu
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(C je n¥jaká ON báze, U je unitární matice, λi vlastní £ísla)
Protoºe 〈v,A∗Av〉 = ‖Av‖2 ≥ 0, je A∗A pozitivn¥ semide�nitní
pro kaºdý operátor A : V →W . Jeho odmocninu |A| :=

√
A∗A

nazýváme modul operátoru A. Modul má stejné jádro i hodnost
jako p·vodní operátor ♣. Nenulová vlastní £ísla modulu |A| se
ozna£ují jako singulární hodnoty operátoru A. Ozna£ují se
σ1, . . . , σr a konven£n¥ bývají °azeny sestupn¥ podle velikosti.



Ozna£ením D = diagm×n(σ1, . . . , σr) rozumíme obdélníkovou
matici, na jejíº diagonále d11, d22, . . . jsou postupn¥ £ísla
σ1, σ2, . . . , σr a zbytek diagonály i matice je nulový.

V¥ta

Nech´ A : V →W je operátor mezi unitárními prostory. Pak

existují ON báze B = (vi)
n
1 ve V , C = (ui)

m
1 ve W takové, ºe

[A]CB = diagm×n(σ1, . . . , σr), kde σi jsou singulární hodnoty

operátoru A.

D·kaz.

Bázi B volme tak, aby v·£i ní byl operátor A∗A diagonální.
Prvních r prvk· báze C pak dáno jako ui := 1

σi
Avi. Ov¥°me ♣,

ºe (u1, . . . , ur) je ON mnoºina a dopl¬me ji na ON bázi W . Pak
Avi = σiui pro i ≤ r a nula jindy, protoºe KerA = KerA∗A.
Tedy matice [A]CB má poºadovaný tvar.



Aplikací na zobrazení FA ur£ené maticí A ∈ Cm×n dostáváme
její singulární (SVD) rozklad:

A = UΣV + = σ1u1v
+
1 + . . .+ σrurv

+
r ,

kde U = (u1| . . . |um) ∈ Cm×m a V = (v1| . . . |vn) ∈ Cn×n jsou
unitární matice a Σ = diagm×n(σ1, . . . , σr). M·ºeme z n¥j
map°íklad vy£íst, co je obrazem jednotkové koule
K1 := {x ∈ Rn|‖x‖ = 1} v zobrazení FA : Rn → Rm. Unitární
matice V + zachovává normu, tedy V +(K1) = K1. Násobení
maticí Σ p°evede K1 na elipsoid ♣ v Rm s poloosami σ1, . . . , σr.
Dal²í unitární matice U normu a tedy i délky poloos zachová.

SVD rozklad a jeho geometrická interpretace jsou v jádru °ady
aplikací v analýze dat (PCA), jejich kompresi (low-rank
aproximace), posuzování numerické stability (£íslo
podmín¥nosti) a dal²ích.



De�nujeme-li Σ† := diagn×m(σ−11 , . . . , σ−1r ), snadno ov¥°íme, ºe
A† := V Σ†U+ spl¬uje

AA†A = UΣV +V Σ†U+UΣV + = UΣΣ†ΣV + = UΣV + = A

a podobn¥ ov¥°íme i zbývající podmínky v de�nici
Moore-Penroseovy pseudoinverze.

V¥ta

Nech´ A ∈ Cm×n, b ∈ Cm. Pak vektor A†b je aproximativním

°e²ením soustavy rovnic Ax = b, které má navíc nejmen²í

moºnou normu.

Dokáºe se nejprve pro A = Σ (tj. diagonální) a následn¥
vyuºijeme toho, ºe matice U a V v SVD rozkladu jsou unitární
a zachovávají tudíº normu ♣.



Singulární rozklad £tvercové matice A ∈ Cn×n m·ºeme upravit

A = UΣV + = UV +V ΣV + = WP,

kde W := UV + je unitární matice a P := V ΣV + je pozitivn¥
semide�nitní hermitovská matice. Plyne odtud ♣

V¥ta

Nech´ A : V → V je operátor na unitárním prostoru. Pak

existují unitární operátor W a pozitivn¥ semide�nitní

samosdruºený operátor P takové, ºe A = WP. Navíc P = |A| a
pokud je A izomor�smus, pak je W ur£en jednozna£n¥.

Tento tzv. polární rozklad operátoru je zobecn¥ním zápisu
komplexního £ísla v polárních sou°adnicích:

z = a+ ib =

(
a√

a2 + b2
+ i

b√
a2 + b2

)√
a2 + b2 = eiα|z|

Zde lze |z| chápat jako pozitivn¥ semide�nitní 1× 1 matici a
eiα ≡ cosα+ i sinα jako unitární 1× 1 matici.


