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Lineární algebra II (pro fyziky)
Kvadratické formy

Dalibor �míd

MFF UK
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Nech´ V je vektorový prostor nad R, B,B′ jeho dv¥ báze a

g : V × V → R

bilineární forma na V . Pokud u, v ∈ V , x = [u]B, y = [v]B, pak

g(u, v) = xTGy = x′
T
RTGRy′ ≡ x′

T
G′y′

kde G := [g]B, x′ = [u]B
′
, y′ = [v]B

′
, R = [Id]BB′ , G′ = [g]B′ .

Matici G m·ºeme jednozna£n¥ rozloºit na sou£et matice
symetrické a antisymetrické G = 1

2(G+GT ) + 1
2(G−GT ),

£emuº odpovídá i rozklad g na sou£et gS + gA, kde

gS(u, v) :=
1

2
(g(u, v) + g(v, u)), gA(u, v) :=

1

2
(g(u, v)− g(v, u))

Bilineární forma gS spl¬uje ∀u, v ∈ V : gS(u, v) = gS(v, u), je
tedy symetrická. Pro gA platí ∀u, v ∈ V : gA(u, v) = −gA(v, u),
o takové bilineární form¥ °íkáme, ºe je antisymetrická.
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Definice
Nech´ g je bilineární forma na V . Zobrazení Qg : V → R
de�nované p°edpisem Qg(u) := g(u, u), nazýváme kvadratická

forma na V p°íslu²ná bilineární form¥ g.

Protoºe gA(u, u) je vºdy 0, je kvadratická forma ur£ena pouze
symetrickou £ástí bilineární formy g a z polariza£ní identity ♣

gS(u, v) =
1

2
(Qg(u+ v)−Qg(u) +Qg(v))

plyne, ºe jednozna£n¥. Matici kvadratické formy [Qg]B vzhledem
k bázi B de�nujeme jako matici [gS ]B symetrické £ásti p°íslu²né
bilineární formy. V dal²ím budeme p°edpokládat, ºe symetrická
je uº p°ímo g. Pak pro u ∈ V , x = [u]B, G = [g]B máme

Qg(u) ≡ g(u, u) = xTGx
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Polární báze kvadratické formy je de�nována jako polární báze
p°íslu²né symetrické bilineární formy, víme, ºe vºdy existuje.
Umíme ji zatím nalézt dv¥ma zp·soby:

I symetrickými úpravami matice G takovými, ºe RTGR je
diagonální, pak je R matice p°echodu z B do polární báze

I ortogonální diagonalizací matice G, která najde ortogonální
matici U , pro niº UTGU je diagonální s vlastními £ísly
matice G na diagonále. Matice U je i zde matice p°echodu z
B do (ur£ité speciální) polární báze.

V¥ta
Nech´ B,C jsou dv¥ polární báze kvadratické formy Qg na V .

Pak je po£et kladných hodnot na diagonále matic [g]B a [g]C
stejný, a stejn¥ tak po£et záporných hodnot a po£et nul.

Matice [g]B, [g]C vzniknou jedna z druhé symetrickými
úpravami, a ty zachovávají hodnost, po£et nul tedy musí být
stejný. Sta£í proto v¥tu dokazovat jen pro po£et kladných.
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Nech´ B = (ui)
m
1 a C = (vi)

m
1 jsou se°azeny tak, ºe v maticích

[g]B = diag(a1, . . . , ap, b1, . . . , bq, 0, . . . , 0)

[g]C = diag(c1, . . . , cs, d1, . . . , dt, 0, . . . , 0)

jsou v²echna £ísla ai, ci kladná a v²echna bi, di záporná. Víme,
ºe p+ q = s+ t, BÚNO p°edpokládejme p > s. De�nujme
podprostory U := 〈u1, . . . , up〉, W := 〈vs+1, . . . , vm〉. Pak

dimU ∩W = dimU +dimW −dimU +W ≥ p+(m−s)−m ≥ 1

Tedy existuje nenulový u =
∑p

i=1 xiui =
∑m

i=s+1 yivi ∈ U ∩W a

Qg(u) = ([u]B)T [g]B[u]
B =

p∑
i=1

aix
2
i > 0

Qg(u) = ([u]C)T [g]C [u]
C =

s+t∑
i=s+1

ds−iy
2
i < 0

To je spor, musí tedy být p = s a q = t.
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Dokázaná v¥ta je známá pod názvem Sylvester·v zákon

setrva£nosti kvadratických forem a umoº¬uje nám de�novat
signaturu kvadratické formy jakoºto trojici nezáporných £ísel
(p, q, n), která udávají po£et kladných, záporných a nulových
element· na diagonále matice kvadratické formy vzhledem k
n¥jaké polární bázi. Víme uº, ºe forma je pozitivn¥ de�nitní,
má-li její signatura tvar (p, 0, 0). Dal²í podobná ozna£ení jsou

I (p, 0, n): pozitivn¥ semide�nitní

I (0, q, 0): negativn¥ de�nitní

I (0, q, n): negativn¥ semide�nitní

I (p, q, 0): regulární inde�nitní
I (p, q, n): singulární inde�nitní

Tytéº pojmy se vztahují i na symetrické bilineární formy a
symetrické matice a po drobném roz²í°ení teorie i na
hermitovské seskvilineární formy, hermitovské matice a
samosdruºené operátory.
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Nech´ G ∈ Rn×n, ozna£me Gk ∈ Rk×k její podmatici vzniklou
vy²krtnutím posledních n− k °ádk· a sloupc·.

V¥ta (Jacobi-Sylvesterova)

Nech´ g je symetrická bilineární forma na V , B = (ui)
m
1 báze V ,

G = [g]B spl¬uje podmínku ∀k ∈ {1, . . . ,m} : detGk 6= 0. Pak
má g polární bázi C = (vi)

m
1 takovou, ºe vk =

∑k
j=1 rjkuj pro

n¥jakou regulární horní trojúhelníkovou matici R ∈ Rm×m a

[g]C = diag

(
1

detG1
,
detG1

detG2
,
detG2

detG3
. . . ,

detGm−1
detGm

)
Tedy signatura g je (p, q, 0), kde q je po£et znaménkových zm¥n v

posloupnosti (1,detG1, . . . ,detGm).

V¥ta bývá ozna£ována také jako Sylvestrovo kritérium a je to
dal²í zp·sob ur£ení signatury kvadratické formy, která ale musí
být regulární. D·kaz trochu p°ipomíná GS ortogonalizaci:
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Zvolme v1 :=
1
g11

u1, pak g(v1, v1) =
1
g11

. P°edpokládejme, ºe
jsme zkonstruovali vektory (v1, . . . , vk−1), tedy i prvních k − 1
sloupc· matice R. Hledáme vektor vk tak, aby pro i < k

g(ui, vk) ≡ g

ui,

k∑
j=1

rjkuj

 ≡ k∑
j=1

gijrjk = 0

P°idáme-li podmínku g(uk, vk) = 1, máme pro vektor
(r1k, . . . , rkk) soustavu rovnic s maticí Gk a pravou stranou ek.
Protoºe detGk 6= 0, °e²ení soustavy existuje a je jednozna£né.
Protoºe g(uj , vk) = 0 pro j < k, a vj ∈ 〈u1, . . . , uj〉, je
g(vj , vk) = 0 pro j < k, tedy báze C = (vi)

m
1 je polární pro g.

Diagonální elementy [g]C získáme Cramerovým pravidlem:

g(vk, vk) = g

 k∑
j=1

rjkuj , vk

 = g(rkkuk, vk) = rkk =
detGk−1
detGk
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Nulová mnoºina Ng kvadratické formy Qg je mnoºina v²ech
vektor· v ∈ V takových, ºe Qg(v) = 0. Nap°íklad pro Qg na R2

s p°edpisem

Qg(x) = xT

(
1 0
0 −1

)
x = x21 − x22

je Ng = 〈(1, 1)〉 ∪ 〈(1,−1)〉, coº není podprostor R2. Podobná
situace nastává u v²ech inde�nitních kvadratických forem. Jedna
taková, tzv. prostoro£asový interval, je d·leºitá pro speciální
teorii relativity, a její nulové mnoºin¥ se °íká sv¥telný kuºel.
Matice A ∈ Rn×n, která zachovává obecnou kvadratickou formu
Qg s maticí [g]KK = G, musí spl¬ovat ∀x,y ∈ Rn

g(Ax, Ay) = xTATGAy = xTGy = g(x,y),

neboli ATGA = G. Pro Qg prostoro£asový interval se mnoºina
v²ech takových matic A nazývá Lorentzova grupa.


