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Necht V' je vektorovy prostor nad R, B, B’ jeho dv& baze a
g:VxV =R
bilinearni forma na V. Pokud u,v € V, x = [u]?, y = [v]5, pak
g(u,v) =xTGy = T RTGRy = <TGy

kde G := [g]p, X' = [u]?', ¥/ = [0]¥", R=[1d]}},, G’ = [g]m"-
Matici G mizeme jednoznatné€ rozlozit na soucet matice
symetrické a antisymetrické G = 3(G + GT) + 3(G — GT),
¢emuz odpovidé i rozklad g na soucet gg + ga, kde

95, 0) == 3 (9(u,0) + 9(0,0)). ga(u,v) = 3 (g(us0) — g(v,))

Bilinearni forma gg splije Yu,v € V : gs(u,v) = gs(v,u), je
tedy symetricka. Pro g4 plati Vu,v € V : ga(u,v) = —ga(v,u),
o takové bilinearni formé Fikdme, Ze je antisymetrickd.



DEFINICE

Necht g je bilinearni forma na V. Zobrazeni @y : V — R
definované pfedpisem Qq(u) := g(u,w), nazyvame kvadratickd
forma na V p¥islugnd bilinearni formé g.

Protoze ga(u,u) je vzdy 0, je kvadratickd forma urdena pouze
symetrickou ¢asti bilinearni formy ¢ a z polarizacni identity &

g5(,0) = 5(Qyu+ ) — Qylu) +Qy(v))

plyne, Ze jednoznacné. Matici kvadratické formy [Q4]p vzhledem
k bazi B definujeme jako matici [gs|p symetrické ¢asti p¥islusné
bilinearni formy. V dalsim budeme pfedpokladat, ze symetricka

je uz piimo g. Pak pro u € V, x = [u|?, G = [g]p mame

Q) = glu,u) = x"Gx



Poldrni bdaze kvadratické formy je definovéna jako polarni baze
prislugné symetrické bilinearni formy, vime, ze vzdy existuje.
Umime ji zatim nalézt dvéma zplisoby:
» symetrickymi tipravami matice G takovymi, ze RTGR je
diagonaln{, pak je R matice pfechodu z B do polarni baze
» ortogondlni diagonalizaci matice G, ktera najde ortogonalni
matici U, pro niz UTGU je diagonalni s vlastnimi &isly
matice G na diagonéle. Matice U je i zde matice prechodu z
B do (ur¢ité specialni) polarni béaze.

VETA

Necht B, C' jsou dvé poldrni bdze kvadratické formy Qg na V.
Pak je pocet kladnijch hodnot na diagondle matic [g]p a [g]c
stejngj, a stejné tak pocet zdpornijch hodnot a pocet nul.

Matice [g]B, [g]c vzniknou jedna z druhé symetrickymi

Upravami, a ty zachovavaji hodnost, pocet nul tedy musi byt
stejny. Staci proto vétu dokazovat jen pro pocet kladnych.



Necht B = (u;)]* a C = (v;)]" jsou sefazeny tak, ze v maticich

lg]p = diag(ai,...,ap,b1,...,b4,0,...,0)
[g]c:diag(cla'”7csud17"')dt707"°70)

jsou v8echna éisla a;, ¢; kladné a v8echna b;, d; zaporna. Vime,
7e p+ q = s+ t, BUNO predpokladejme p > s. Definujme
podprostory U := (u1,...,up), W = (Vs41,...,vm). Pak

dimUNW =dimU +dim W —dimU+W > p+(m—s)—m > 1

Tedy existuje nenulovy u = >0 zju; =y " yvi € UNW a

Qq(u) = ([u]®) [glpu]® = aiz} >0
i=1

s+t
Qy(w) = (W) glelu)® = > deiy? <0

i=s+1

To je spor, musi tedy byt p=sa qg=t.



Dokazana véta je zndméa pod nazvem Sylvesteriv zdkon
setrvacnosti kvadratickych forem a umoznuje nam definovat
signaturu kvadratické formy jakozto trojici nezdpornych ¢isel
(p,q,n), kterd udavaji pocet kladnych, zapornych a nulovych
elementt na diagonale matice kvadratické formy vzhledem k
néjaké polarni bazi. Vime uz, ze forma je pozitivné definitni,
ma-li jeji signatura tvar (p,0,0). Dalsi podobnéa oznaleni jsou

> ,n): pozitivné semidefinitni

v

v

(P,

(0 q,0): negativné definitni
(0,q,n): negativné semidefinitni
(

v

D, q,0): requldrni indefinitni

> (p,q,n): singuldrni indefinitni
Tytéz pojmy se vztahuji 1 na symetrické bilinearni formy a
symetrické matice a po drobném roz§ifeni teorie i na

hermitovské seskvilinedrni formy, hermitovské matice a
samosdruzené operatory.



Necht G € R™ ", oznaéme G}, € RF** jeji podmatici vzniklou
vySkrtnutim poslednich n — k fadka a sloupct.

VETA (JACOBI-SYLVESTEROVA)
Necht g je symetrickd bilinedrni forma na V, B = (u;)}" bdze V,
G = [g]B spliiuje podminku Yk € {1,...,m} : det Gy # 0. Pak

md g poldrni bazi C = (v;)* takovou, Ze vy = Y 7| Tjrpuj pro
Rme

j=1

néjakou requldrni horni trojihelnikovou matici R € a

glo = dia 1 det G; det Go det G—1
9Io = e qet Gy det Gy det Gs 7 det G,

Tedy signatura g je (p,q,0), kde q je pocet znaménkouvijch zmén v
posloupnosti (1,det Gy, ..., det Gp,).

Véta byva oznacovana také jako Sylvestrovo kritérium a je to
dalgi zpisob urceni signatury kvadratické formy, kterd ale musi
byt regularni. Diikaz trochu p¥ipomind GS ortogonalizaci:



Zvolme vy := gl%ul, pak g(vi,v1) = g%. Piedpokladejme, Ze
jsme zkonstruovali vektory (vi,...,vg—1), tedy i prvnich k — 1
sloupct matice R. Hledame vektor v tak, aby pro i < k

k

k
g(ui,vg) = g | wi, erkuj = Zgiﬂjk =0
s j=1

Pfidame-1i podminku g(ug,vx) = 1, mame pro vektor

(r1k, .., Tkk) soustavu rovnic s matici Gy a pravou stranou ey.
Protoze det Gy, # 0, FeSeni soustavy existuje a je jednoznacné.
Protoze g(uj,vg) =0 pro j < k, a v; € (u1,...,u;), je
g(vj,vr) =0 pro j < k, tedy baze C' = (v;)T* je polarni pro g.
Diagonalni elementy [¢g]¢ ziskdme Cramerovym pravidlem:

k det G
k—1
Q(Ukavk) =g z;rjkujavk = Q(Tkkub?)k) =Tkk = m
J:



Nulovd mnoZina N4 kvadratické formy (), je mnoZzina vSech
vektorii v € V takovych, Ze Q4(v) = 0. Napiiklad pro @, na R?
s predpisem

1 0
Qe =x" (O )x=at-23

je Ny = {((1,1)) U {(1,-1)), coz nenf podprostor R%. Podobn4
situace nastava u vech indefinitnich kvadratickych forem. Jedna
takovéa, tzv. prostoroCasovy interval, je dilezita pro specialni
teorii relativity, a jeji nulové mnoziné se rika svételny kuzel.
Matice A € R™ "™, ktera zachovava obecnou kvadratickou formu
Qg s matici [g]¥ = G, musi spliiovat Vx,y € R?

g(Ax, Ay) =x"ATGAy =x"Gy = g(x,y),

neboli ATGA = G. Pro Q, prostoroasovy interval se mnoZina
vSech takovych matic A nazyva Lorentzova grupa.



