SOUSTAVY LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Pojmy:

o Algebraickd rovnice .. .rovnice obsahujici pouze celé nezaporné mocniny neznamé z,
tj.  apz" +ap1x" P 4. 4 asr? + a1z +ag =0, kde n je pfirozené dislo.

e Linedrni algebraickd rovnice ...rovnice obsahujici pouze prvni mocninu neznamé,
resp. neznamych, tj. ax +b =0, resp.napi. ai;r;+ asxs + azrz = b.

o Soustava linedrnich algebraickiych rovnic
a;nry + aprs + ...+ Ty = b1
(211 + Q999 + ... + Aonly = b2

Ap1%1 + Ap2Z2 + ... + ATy = bn

Priklad: Reste soustavu 3 rovnic pro 3 neznamé x, y a z:

3r + 2y + =z = 10
20 + 4y + 5z = 25
3r + 4y + 8z = 35

Reseni: Snazime se postupné eliminovat jednotlivé nezndmé. Docilime to tim zpiiso-
bem, ze budeme sc¢itat vhodné prenasobené rovnice.

1. krok OpiSeme 1. rovnici
3r + 2y + 2z = 10

K 2. rovnici pficteme urcity nasobek 1. rovnice tak, aby se eliminovala neznamé x

2
(vhodny koeficient je —g)

2 + 4y + Sz = 25

2 2
—§~(3x + 2y + z) = —§~10
4 2 20
Ady— Sy4+5:—22 = 252
Yo gytor—ge 3
12-4 152 75 — 20

Z =

3 /T3 3
8, 13 55

— —z — -

3Y 3 3




Podobné eliminujeme neznamou x z 3. rovnice, tj. k 3. rovnici pricteme —1 nasobek
prvni rovnice.

v + 4y + 8z = 35
-1-3z + 2y + 2) = —-1-10
4y —2y+82z—2z = 35—10
2y + Tz = 25
Obdrzeli jsme soustavu
3r + 2y + z = 10
8 N 13 55
— —2Z — _
3/ T 3 3
2y + Tz = 25

2. krok Nyni opiSeme prvni dvé rovnice a ze treti budeme eliminovat neznamou y, tj.

ke 3. rovnici pfi¢teme — g néasobek 2. rovnice.
3
2y + Tz = 25
% 3 3 % 3
2 13 2-55
T2—%5-—2 = 20— ——
FTER” 8
13 55
_ 2, — 95_°°
Tz 17 ) 1
28 — 132 100 —55
4 B 4
15 45
72 e JE—
4 4

Obdrzeli jsme soustavu (tzv. trojuhelnikovy tvar)

3r + 2y + z = 10
8 13 55

3V T3 T
15 45
PRy

3. krok z 3. rovnice vypocteme z = 3



4. krok Dosadime z do 2. rovnice a vypocteme y

8 13 95
L T )
8 5539
37 -3
y = 2

5. krok Dosadime y, z do 1. rovnice a vypoc¢teme x

3r + 2:2 + 3 = 10
3z = 10-7
r = 1
O
Uvedeny postup lze samoziejmé aplikovat na obecnou soustavu n rovnic pro n ne-
zndmych a nazyva se Gaussova elimina¢ni metoda (GEM) ... soustavu nejprve

prevedeme na trojuhelnikovy tvar a potom zpétnym chodem vyjadiujeme feSeni.

Pro vétsi prehlednost miizeme pouzit maticovy zapis:

3 21 x 10

2 45 -ly|=1|25], tj. Ax=Db

3 4 8 z 35

SN—— ~——
A x b

A ... matice koeficientii u neznamych v jednotlivych rovnicich
X ... vektor neznamych x, y a z
b ... vektor pravé strany

Poznamka: (Nasobeni matice - vektor) Vysledek ndsobeni matice typu m|n (m
fadek a n sloupcti) a vektoru typu n|l (sloupcovy vektor o n prvcich) je vektor typu m|1
(sloupcovy vektor o m prvcich), kde i-ta slozka vysledného vektoru je skaldrnim souc¢inem
i-tého Ffadku matice a daného vektoru.

Mluvime o numerické matematice, tzn. fesime dané problémy numericky (nikoli ana-
lyticky). Pro FeSeni problémut odvozujeme postupy (algoritmy), které budou naprogramo-
vany do pocitace. Nasi snahou je, aby odvozené metody byly nejen rychlé, potiebovaly co
nejméné paméti, ale aby byly i pouzitelné pro ty tlohy, které jsou resitelné.

Priiklad: Reste soustavu rovnic

r + 2y + 3z = 14 123 x 14
2v + 4y + 5z = 25 tj. 2 45 y | =125
v + 8y + 9z = 50 7 8 9 z 50




Reseni: Pro zapis budeme z divodu piehlednosti pouzivat tvar matice rozsirene:

2 7
@ 2 3|14 [ (=7) — /- (=7)
2 4 5|25 1J+ )+
7 8 9|50

1 2 3| 14

6
@ -1 =3 | /- (—5)~- 1 aetime 0
—6 —12| —48 ’ J+

o O

— Algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody neni pro tento priklad realizovatelny.

Snadno se presvédcime, ze ma dand soustava feSeni x = 1, y = 2 a z = 3, ale Gaussova
eliminacni metoda selhala. O

Otazky:

1. Pro jaké matice A ma soustava Ax = b pravé jedno reseni?
— Matice A musi byt regularni, tj. vSechna vlastni ¢isla musi byt rizna od nuly.
Poznamka: Vlastni ¢islo matice A je ¢islo A splnujici rovnici Av = Av, kde v je vlastni
vektor odpovidajici vlastnimu ¢slu A. Cislo A tedy uréitym zptisobem charakterizuje
matici A.

2. Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody realizovatelny?
— Véta: Je-li matice A ostie diagonalné dominantni, pak je algoritmus Gaussovy

elimina¢ni metody realizovatelny.

Pozndmka: Matice A = [a;j); j=1...n je ostFe diagonalné dominantni, plati-li
n

|ag| > Z la;;|, tj. absolutni hodnota diagonalniho prvku je vétsi nez soucet
=1
absolutnich hodnot ostatnich prvka v radku.

— Véta: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, pak je algoritmus
Gaussovy elimina¢ni metody realizovatelny.

Pozndmka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky a;; = a;; Vi, 7 =1,2,...,n.

Poznamka: Matice A je pozitivné definitni, ma-li vSechna vlastni ¢isla kladna.



Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera spliiuje piredpoklady nékteré z uvedenych
vét, je mozné dopredu Tici, ze ptjde fesit pomoci Gaussovy elimina¢ni metody. Obracené
to ovSem neplati, tj. neni-li napf. matice soustavy ostie diagonalné dominantni, jesté to
obecné neznamend, ze nepijde pomoci Gaussovy elimina¢ni metody Tesit.

D1 2
Napi.je-iA=| 1 @ 1 [,tj. diagonalni prvky jsou vzdy vétsi nez soucet zbylych prvki

2 4 ©

v tadku, pak ptjde soustava s touto matici fesit pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.

Abychom zarucili, Ze soustava pujde vyresit pro libovolnou regularni matici, musime
algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody upravit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku
(pivotaci).

Poznamka: pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v daném fadku matice.

Priklad: Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyfeste soustavu rovnic z predché-
zejiciho prikladu, kde selhala klasickd GEM, tj. fesime soustavu Ax = b, kde

1 2 3 14
A=12 45 a b= 25
7 8 9 50
Reseni:
1. sloupec
l 2 /- (-3)
1 2 3|14 7 8 950 /(—7)3+ -
vymeén 2 4 5|25 ~ 2 4 5125 +
@™ 8 9|50 1 2 3|14
2. sloupec
l
; 7 8 9 | 50
. 12 17|75 2 1
ménit TOT |7 7 ;>+
6 12| 48
0o - ==
T T 7
7 8 9 | 50
o 12 17|75 B ;
7 7|7 -  X=
1|3 3
00 =2
2 2




Poznamky:

e Pii sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho ¢asti pod diago-
nalou véetné) vybirali ¢islo, které bylo maximélni v absolutni hodnoté a v pfipadé,
Ze toto ¢islo nelezelo na diagonale, vyménili jsme pfislusné 2 rovnice. Dale jsme po-
kracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty pod diagonélou.

e Sloupcova pivotace neni jedind moznost. Podobné mtizeme vybirat i maximéalni prvek
v absolutni hodnoté z pfislusného fadku (resp. jeho ¢asti) a poté vyménit piislusné
sloupce. Pozor! Je ovSem tieba zaménit i prislusné slozky feseni x. V tomto pripadé
hovofime o Fadkové pivotaci.

e Dalsi moZnosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp.
prislusné podmatice). V tomto pfipadé hovotime o tplné pivotaci. Opét je tieba mit
na pameéti, ze je tfeba zaménit slozky ve vektoru feseni. Nevyhodou tplné pivotace
je pomalejsi vypocet nebot hlavni prvek vyhledéavame z celé dosud neupravené ¢asti.

Gaussova elimina¢ni metoda neni jedinou metodou pro feseni soustav linearnich alge-
braickjch rovnic. Dalsi metodou je napi. metoda LU-rozkladu.

Opét uvazujeme regularni matici A fadu n. Matici A lze rozlozit na souc¢in A =L - U,
kde L je dolni trojuhelnikovd matice fddu n a U je horni trojihelnikova matice fadu n.

Poznamka: Aby byl rozklad jednoznacny, predpokladame na diagonale matice L
jednicky.

Priklad LU-rozkladu matice A

1 2 3 1 00 1 2 3

2 8 11 |{=1210 0 4 5

3 22 35 3 41 006

A L U
O
Reseni soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1) Realizace LU-rozkladu A=L-U
2) Reseni soustavy (zpétny chod) Ly =b Ax=LUx=b
y

3) Reseni soustavy (zpétny chod) Ux=y

Piiklad: Reste soustavu Ax = b metodou LU-rozkladu, kde

1 2 3 13
A=|2 8 11 a b= 45
3 22 35 133



Reseni:
1. Z ptedchoziho textu zname LU-rozklad matice A.

2. Resime soustavu Ly = b

1 0 0] 13 13
21 0] 45 = y=119
3 4 1|133 18
3. Resime soustavu Ux = y
1 2 3|13 9
0 4 5|19 = x=11
0 0 6|18 3

O

Poznamka: Metoda LU-rozkladu je vhodné v piipadech, kdy feSime vice soustav se
stejnou matici A, ale riznymi pravymi stranami b. (Divod je ten, Ze jsme investovali praci
do samotného LU-rozkladu. Vyreseni dvou soustav s trojuhelnikovou matici je pouze véc
dosazovani.)

Poznamka: I v algoritmu LU-rozkladu lze vyuzit pivotaci podobné jako v GEM.

Dosud jsme hovorili o tzv. pfimych metodach (GEM, metoda LU-rozkladu), tzn.
o metodach, které naleznou presné feseni po konecném poctu krokt. Dalsi skupinou metod
pro feSeni soustav rovnic jsou tzv. iteraéni metody, které teoreticky najdou piesné reseni
az po nekonecné mnoha krocich.

Pamatujme si, Ze v numerické praxi pouzivame pro feseni soustav s plnou matici prime
metody, zatimco pro specidlni (fidké) matice pouzivame iteracni metody.

Toto rozdéleni je dano vypocetni slozitosti téchto metod, tj. po¢tem matematickych
operaci scitani, od¢itani, nasobeni a déleni nutnych k ziskani vysledku.

Poznamka: V pifpadé plné matice je vipocetni cena v kazdé iteraci fadu n?, srovname-
2

li toto s celkovou vypocetni cenou piimjch metod, tj. Fadové —n3, vidime, Ze ma-li byt
vypocetni slozitost iteracni metody stejna jako u primé metody, musela by itera¢ni metoda
najit feseni (s pfedem zadanou presnosti) fadové po n iteracich. Na druhou stranu v ptipadé
specidlni (fidké) matice je vyhodné pouzit itera¢ni metodu.

V nasledujicim prikladu si ukazeme princip iteracnich metod pro reseni soustav linear-
nich algebraickych rovnic.



Priklad: Pomoci itera¢ni metody feSte soustavu

11z + 2y 4+ =z = 15
r + 10y + 2z 16
2 + 3Jy — 8 = 1

Princip itera¢nich metod je zaloZen na itera¢ni formuli, tj. pfedpisu, kde se neznamé (resp.
jedna z nich) vyskytuji na obou strandch. Nejjednodusim zptsobem jak ziskat iterac¢ni
formuli je z i-té rovnice vyjadrit i-tou slozku feseni, tzn. v nasem piipadé z prvni rovnice
vyjadiime x, z druhé rovnice vyjadiime y a ze tteti rovnice vyjadiime z. Dostaneme

1
- . (15-2y—
x T (15 — 2y — 2)
1
y = 1—0‘(16—:6—22)
1
z = —§~(1—2x—3y)

Tyto itera¢ni formule mizeme zapsat jednodussim zptisobem pomoci matice a vektortu

U e S I
T 11 11 x 11
o, L 8 .
y | = 10 5 y |+ 5 tj. x=H-x+g
1 3 1
: o8 Y] s

Abychom mohli podle této formule pocitat, je tfeba zvolit pocatecni vektor %) ktery
dosadime na pravou stranu formule. Ziskdme novou iteraci x*, tu opét dosadime na pravou
stranu formule a ziskdme x®, atd. Tento postup je pro zadané x® popsan rekurentni

formuli
x&D) — g .x® 4 g

Za vektor x(© mizeme volit libovolny vektor, nejjednodussi moznosti je tedy volit nulovy
vektor. Konkrétné v nasem piipadé ziskdme nasledujici iterace (pro jednoduchost zapisu-
jeme na 4 desetinnd mista)

x® = [0.0000, 0.0000, 0.0000]"
x® = [1.3636, 1.6000, —0. 1250]
x(® = [1.0841, 1.4886, 0.8159]"
x® = [1.0188, 1.3284, 0.7043]"
x®) = [1.0581,1.3573, 0.6279]"
x(®) = [1.0598, 1.3686, 0.6485]"



x(10 = [1.0564, 1.3642, 0.6507]”

]
x(1) = [1.0564, 1.3642, 0.6507]”

x(®) = [1.0558, 1.3643,0.6532]"
x(™ = [1.0562, 1.3638, 0.6506]"
x® = [1.0565, 1.3643, 0.6505]"
x® = [1.0565, 1.3643, 0.6507]"
(
(

Mame-li iteracni predpis a prvni iteraci, muzeme zacit pocitat. Samoziejmé je tieba se
zamyslet nad podminkou pro zastaveni vypoc¢tu. Pro ukonceni vypoctu budeme pouzivat
podminku pro rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci, kde tento rozdil (resp. jeho norma) musi
byt mensi nez predem zadand tolerance. V nasem ptikladu je z posloupnosti jednotlivych
iteraci zfejmé, ze se 10-t4 a 11-ta iterace shoduji na 4 desetinna mista ve vSech slozkéch,
proto jsme vypocet ukonéili a Fekneme, Ze Feeni soustavy x ~ x*Y.

O

Metoda, kterou jsme odvodili v pfedchozim prikladu, se nazyva Jacobiova metoda.

Poznamka:

Uvédomme si souvislost s FeSenim obecné soustavy nelinearnich rovnic F(x) = 0 pomoci
metody prosté iterace. Rovnici jsme si vektorové piepsali na tvar x = ®(x). Uvazujeme-li
soustavu linearnich algebraickych rovnic, tj. funkce F je linearni

Ax—b=0
———
F(x)

miizeme potom najit linedrni predpis pro funkci &

x=Hx+g
——
P (x)

Vsechny itera¢ni metody pro feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic budou
pouzivat iteracni formuli ve tvaru

samoziejmé s riznou iteracni matici H a vektorem g a je zfejmé, Ze o kvalité metody
budou rozhodovat pravé vlastnosti matice H.

Nyni si struéné zformulujeme principy nékterych itera¢nich metod.



Jacobiova metoda

Princip: 7 i-té rovnice vyjadiime i-tou slozku vektoru x

i-t& rovnice: a1+ @ty + ...+ ainTy, = b;
1

pro a; # O: b; — Z ;T
Qis J=1 j#i

Iterac¢ni formule:

i J=1 j#i

Gaussova-Seidelova metoda

Princip:  Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, Ze jestlize pfi vypoctu (k+1)-
iterace jiz zname (k + 1)-iteraci nékterych slozek, tak ji pouzijeme.

Iteracéni formule:

1—1
k1) 1 k1) k)
)= (o= Bt - $ sl

j=1 Jj=i+1

Relaxaéni metoda SOR

Princip:  Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteracni formulu lze psat takto:

A j=1

1 i—1
x§k+1) _ xl(-k) X T,Z(k) kde 7%Uc) - (bi — Z U'T (k+1) Zaw k))

Abychom urychlili vypocet, nebudeme pricitat r,gk), ale wrgk)

Iteracni formule:

, . x§k+1) = xgk) + wr;

1 i—1
$§k+1) _ $§k) +Wf (bi . Z ai;x §k+1 Za” )

Poznamka: (k+ 1)-iterace metody SOR je linearni kombinaci (k 4 1)-iterace ziskané
Gauss-Seidlovou metodou a predchozi k-té iterace.

1—1
IEIH-I) (b . Z 2]1‘ (k+1) Z azg ) . w)xz(k)
aZZ

J=1 J=i+1

2% 7z Gaussovy-Seidelovy metody

10



Uvedené iterac¢ni formule lze prepsat do maticové podoby. Nejprve rozlozime matici A:
A=L+D+1U,

kde L je dolni trojuhelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale, D je diagonéalni matice
a U je horni trojuhelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonéle.

Jacobiova metoda:
Ax=D
(L+D+U)x=b
Dx+ (L+U)x=b
Dx=b- (L+U)x
-1 -1
x=—-D(L+U)x+D b

H; gJ

Gauss-Seidlova metoda:

Ax=Db
(L+D+U)x=b
(L+D)x+Ux=b
(L+D)x=b—-Ux
x=—(L+D)'"Ux+(L+D)'b

Hgs gGs

Relaxadéni metoda SOR:

Ax=Db
wAx = wb / +Dx
(WA +D)x = wb + Dx
w(L+D+U)+D)|x =wb+ Dx
(wL +D)x = wb + Dx — wDx — wUx
(WL+D)x =[(1 —w)D —wU]x+wb
X = (WL +D)'[(1 -w)D —wU]x + (wL + D) 'wb

Hsor 8SOR

11



Poznamka:
Parametr w v relaxa¢ni metodé SOR volime z intervalu (0,2). Pro w = 1 pfejde rela-
xacni metoda na Gauss-Seidlovu metodu. Volba parametru w samoziejmé ovlivni rychlost
konvergence iteracniho procesu metody SOR. Lze ukazat, ze existuje optimélni hodnota
parametru omega

2
Wopt = —————,  kde p je spektralni polomér Jacobiovy itera¢ni matice H .
pt 1+ \/1_702 0] p p y J

(spektralni polomér = maximalni vlastni ¢islo v absolutni hodnot€)

Pro spektralni polomér iteracni matice Hgor relaxacni metody lze odvodit nasledujici
zévislosti:

1 1
o(Hsor) o(Hsor)
w
0 1 Wopt 2 0 o(Hy) 1
Obr. 1 Obr. 2
Zavislost spektralniho poloméru iteracni matice  Zavislost spektralniho polo-
metody SOR na relaxa¢nim parametru w méru matice metody SOR na

spektralnim poloméru iterac¢ni
matice Jacobiovy metody

Véta: Konzistentni itera¢ni metoda dand predpisem x*™1) = Hx® + g

konverguje pro libovolnou poc¢atecéni iteraci pravé tehdy, kdyz o(H) < 1.
Poznamka: Konzistentni metoda spliiuje podminku ~ A~'b =HA 'b +g.
Poznamka: Cim je mensi spektralni polomér itera¢ni matice H, tim rychleji metoda,

konverguje.

Pro soustavu 2 rovnic pro 2 neznamé si lze princip uvedenych iteracnich metod znazornit
geometricky.

12



GEOMETRICKY VYZNAM
JACOBIOVY METODY

Jacobiova metoda

12+ e 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10+
8 -
6 —
S N
\ \
4+ \ \
\ \
R |
2+ \ \ \\
\ \
\ \
oF \‘ 77777777777 b
Ix+2y=48
-2r 2x+3y=26
_4 —
| | | | | |
0 2 4 6 8 10
HEEEVEE
9.0000 | O

5.3333 | 2.6667
4.7407 | 5.1111
4.1975 | 5.5062
4.1097 | 5.8683
4.0293 | 5.9268

QY | W IR O &
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GEOMETRICKY VYZNAM

GAUSSOVY-SEIDELOVY METODY

Gauss—Seidelova metoda

12+ e 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10+
8 -
6 -
4%
2 -
O -
Ix+2y=48
-2r 2x+3y=26
_4%
| | | | | |
0 2 4 6 8 10
k H a:(k) ‘ y(k)
(e+1) 1 " 0| 9.0000 |0
p = 5 (48 — 2y™) 153333 5.1111
] 2 || 4.1975 | 5.8683
y(k+1) — —(26 _ 2$(k+1)) 3 1| 4.0293 | 5.9805
4 || 4.0043 | 5.9971
5 || 4.0006 | 5.9996

14




GEOMETRICKY VYZNAM

METODY SOR (w = 0.8)

Metoda SOR
12+ —_— 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10+
8 -
6 -
4 -
2 -
O N e L L L
Ix+2y=48
-2r 2x+3y=26
omega=0.8
_4 —
| | | | | |
0 2 4 6 8 10
(k)

1
gk — w§(48 — 2y (1 — w)z®

1
y D — w§(26 — 22Dy 1 (1 — w)y®

15




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SOR (w = 1.2)

Metoda SOR
12+ e 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10
8 -
i — ©
oL \
\
\
4 \
\
2r \
\
\
or o — % - - - - - - — - — -©
Ix+2y=48
-2r 2x+3y=26
omega=1.2
_4 —
| | | | | |
0 2 4 6 8 10
HESERVEE
oy 1 " w0 0 [9.0000] 0
Y =wg(8 —2y) + (1 - w)e 1 | 4.6000 | 6.7200
) 2 || 3.6880 | 6.1056
YD) — w3 (26~ 22ED) 4 (1 — w)y®) 3 || 4.0342] 5.9515
4
5

16



Uvedme nyni specidlni typ itera¢nich metod pro feSeni soustav linedrnich algebraickych
rovnic, tzv. gradientni metody. Jako motivace nam miuzZe poslouzit piiklad pro funkci
jedné realné proménné. Uvazujme kvadratickou funkci

1
f(z) = iaxQ —br+c, a>0.
Nutné a postacujici podminka minima mé tvar
ar =b.

To znamené, Ze misto TeSeni rovnice mizeme fesit tllohu najit minimum konvexni kva-
dratické funkce f(z) (obé tlohy maji stejné FeSeni). Uvédomme si, Ze v pfipadé funkce
vice proménnych je tfeba splnit dalsi podminky kladené na matici soustavy A, abychom
zarucili konvexnost prislusné kvadratické funkce.

Uvazujeme soustavu
Ax=Db

Y

kde matice A je symetrickd, pozitivné definitni.

Daéle uvazujeme kvadratickou formu, tzv. energeticky funkcional

F(x) = 1XTA x —b'x.
2

Plati
grad F(x) = A x —b.

Funkce F(x) je konvexni a kvadratickd = F(x) ma globalni minimum. Pro bod minima %

plati
grad F(Xx) = Ax—b =0.

Bod minima X je tedy fesenim soustavy Ax = b.

Poznamka:
Ulohy najit bod minima funkce F a fesit soustavu Ax = b jsou ekvivalentni.

Poznamka: V piipadé soustavy 2 rovnic si lze udélat geometrickou predstavu, nebot
pro x € IR? je grafem funkce F(x) elipticky paraboloid, jehoZ vrstevnice jsou elipsy. Minima
F(x) se nabyva ve vrcholu paraboloidu.

17



F(xb x2)

T

Stejné jako u kazdé iteracni metody nejprve zvolime pocateéni aproximaci feseni x(©).
Princip gradientnich metod spoc¢iva v tom, Ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme
chtit co nejvice priblizit k presnému feseni. Gradientni metoda je tedy dana volbou smérii,
ve kterych minimalizujeme funkci F.

D)

X1

V piipadé soustavy dvou rovnic ziskdme promitnutim grafu funkce F(x) do roviny
proménnych xq, o systém soustiednych elips - hladin (vrstevnic).
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Prvni moznosti je za smérovy vektor volit smér nejvétsiho spadu, tj. vektor

d® = —grad F(x®) =b — Ax®.
Ziskdme tzv. metodu nejvétsiho spadu. Iteracni formuli volime ve tvaru

X)) = x8) 4 0) (k)

v kazdém kroku metody uréime smér nejvétsiho spadu d®) a provedeme jednorozmérnou
minimalizaci v tomto sméru, tj.

min F(x® +¢d®)),
>0
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Minimalizovanou funkci proménné ¢ oznac¢ime ¥(¢). Plati:

U(t) = Fx® + td®) = = (x® 4 1d®TAx® +1d®) — BT (x® 4 ¢d®).
2
d‘zit) 4 d®TAQ® 1 x®T Aq® _ pTq®)
(x®TA —bT) d®
%/_/
_d®T
dq(;it) = td® AQ® — a®W" a® = ¢
" d®T q®
t = T L 1
dWTA d®

Poznamka: Ve vyrazu pro derivaci ¥(¢) jsme vyuzili symetrii matice A.

Algoritmus metody nejvétsiho spadu potom mizeme zapsat takto:

1) volba x ¢

2)  vypocet sméru spadu d® =b — Ax*)
p_ d®"d®
AW A AW

4)  vijpodet nové iterace x*1) = x®) 4 ¢k)q®)

3)  vypocet koeficientu t

5) k=k+1azpét na2) pokud HX(HD — X(k)H > €

20
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GEOMETRICKY VYZNAM
METODY NEJVETSIHO SPADU

Metoda nejvetsiho spadu

O

1. rovnice
2. rovnice
iterace
hladina

9x+2y=48

r 2x+3y=26

1.0321

4.1902

4.5015

0.4541

9.5430
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Pro soustavu dvou rovnic si opét lze udélat geometrickou predstavu. VSimnéme si faktu,
7e vizdy po sobé jdoudi iterace sméru spadu, tj. d® a d**Y jsou na sebe kolmé.

Cvideni:

d®T g+

Dokazte, ze plati d®’ g+ —

_ gwT (b — AxD)y =

d®T (b — Ax® 4 tWg®Y)) =
d®T (b — Ax®) — tWA qW) =
d®T (@® — A g®)y =
d®Tq® _ B qmT A g —
d®T q®
d®T A d®

d®Tq® _ gTq® — o

d®T gk _ )T

d®"Ad®W =

Poznamka: V ptipadé, ze budou hladiny (elipsy) ,velmi protahlé“, bude metoda
nejveétsiho spadu konvergovat velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt. Na druhou stranu,
pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice*, bude metoda nejvétsiho spadu konvergovat
velmi rychle. Nevyhodu cik-cak efektu odstraruje nova metoda, tzv. metoda sdruzenych
gradientu, kterda vyuziva dimyslnéjsi volby smért minimalizace, a sice tak, aby se neo-
pakovali, jak k tomu dochazelo u metody nejvétsiho spadu.
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Priklad 1.

3z + 0y = —8
0z + 200y = 2

Jako pocatecni aproximaci volte 2(® = 27, y(o) = 0.6.

10—

Metoda nejvetsiho spadu

Pomoci metody nejvétsiho spadu feste soustavu

— 1. rovnice
2. rovnice
(0] iterace
hladina
®
3x+0y=-8
0x+200y=2
| | | | | | | | | J
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
RER y®
0 27.000000 | 0.600000
1 26.307758 | -0.317804
2 25.139940 | 0.563008
3 24.491101 | -0.297251
4 23.396504 | 0.528335
5 22.788346 | -0.277987
250 || -2.657606 | 0.010180

(Pfesné feSeni soustavy je [T, 7] = {

23
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Priklad 2. Pomoci metody nejvétsiho spadu feste soustavu

40x + 0.1y = =8
0.1x + 41y =2

Jako pocatecni aproximaci volte 2(® = 27, y(o) = 0.6.

Metoda nejvetsiho spadu

40
—— 1. rovnice
2. rovnice
30+ O iterace
hladina
20+
10+
or G
_10 -
_20 -
30} 40x+0.1y=-8
0.1x+41y=2
_40 1 1 1 1 1 1 1 J
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

[2® e

k

0 || 27.000000 | 0.600000
11 -0.197972 | -0.032418
2
3

-0.199872 | 0.049274
-0.200123 | 0.049268

(Pfesné feSeni soustavy se na 6 desetingch mist shoduje s [z, y®)].)
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GEOMETRICKY VYZNAM
METODY NEJVETSIHO SPADU VE 3D

| ‘ "

-100 —

-150 —
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GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SDRUZENYCH GRADIENTU

Metoda sdruzenych gradientu

—— 1. rovnice
—— 2. rovnice
(@) iterace

——  hladina

9x+2y=48

r 2x+3y=26
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GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SDRUZENYCH GRADIENTU VE 3D

| ‘ "

-100 —

-150 —
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